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OZET

LINEER OLMAYAN VOLTERRA iNT]@GRO-DiFEﬂRANSiYEL
DENKLEMLER iCIN ANALITIK VE NUMERIK YONTEMLER

ATES, Mehmet Emin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani : Prof. Dr. Musa CAKIR
Temmuz 2021, 61 sayfa

Bu tez lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin analitik ve
niimerik ¢oziimleri ile ilgilidir. Tez 9 bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde konu ile ilgili olarak tarihsel gelisim siireci anlatilmistir. ikinci
boliimde konu ile ilgili literatiir de yapilmis olan ¢alismalara deginilmistir. Ugiincii
bolimde tezde kullanilacak olan materyal ve yontemler belirtilmistir. Dordiinci
bolimde tezin ilerleyen bdliimlerinde kullanilmak {izere temel tanim ve teoremler
verilmistir. Besinci bolimde integral denklemlerin siniflandirilmasi gosterilmistir.
Altmc1 bolimde integral ve integro-diferansiyel denklemlerin uygulama alanlarma
ornekler verilmistir. Yedinci boliimde lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ztimleri i¢in birlestirilmis Laplace doniisiimii-Adomian
ayristirma yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi sunulmustur. Sekizinci boliimde
birinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklem igeren
baslangi¢ deger problemi i¢in diizgiin bir sebekede, kalan terimi interpolasyon kuadratiir
formiilleri ve iistel baz fonksiyonu iceren integral 6zdesliklerden meydana gelen bir
yeni sonlu fark semasi verilmistir. Metodun yakinsakligi ayrik maksimum normda
ispatlanmigtir. Ayrica olusturulan metodu destekleyen ornekler verilmis ve niimerik
sonuclar tablolar halinde sunulmustur. Son boliim ise tez ¢alismasinin degerlendirildigi

tartisma ve sonu¢ kismimdan olusmaktadir.

Anahtar kelimeler: Baslangic deger problemi, Birlestirilmis Laplace
dontisiimii-Adomian ayristirma yontemi, Hata degerlendirmesi, Lineer olmayan
Volterra integro-diferansiyel denklem, Sonlu fark semasi, Varyasyonel iterasyon

yontemi.






ABSTRACT

ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS FOR NONLINEAR
VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

ATES, Mehmet Emin
M.Sc. Thesis, Department of Mathematic
Supervisor : Prof. Dr. Musa CAKIR
July 2021, 61 pages

This thesis deals with analytical and numerical solutions of nonlinear Volterra
integro-differential equations. The thesis consists of 9 chapters.
In the first chapter, the historical development process is explained in relation to the
subject. In the second chapter, the studies on the subject in the literature are mentioned.
In the third chapter, the materials and methods to be used in the thesis are specified. In
the fourth chapter, basic definitions and theorems are given to be used in the following
parts of thethesis. In the fifth chapter, classification of integral equations is shown. In
the sixth chapter, examples of application areas of integral and integro-differential
equations are given. In the seventh chapter, the combined Laplace transform-Adomian
decomposition method and variational iteration method for analytical solutions of
nonlinear Volterra integro-differential equations are presented. In the eighth chapter, a
new finite difference scheme consisting of integral identities containing the residual
term interpolation quadrature formulas and exponential base function is given for the
initial value problem containing the first order nonlinear Volterra integro-differential
equation. The convergence of the method is proven at the discrete maximum norm. In
addition, examples supporting the created method are given and numerical results are
presented in tables. The last chapter consists of the discussion and conclusion part

where the thesis work is evaluated.
Keywords: Error estimate, Finite difference scheme, Initial value problem,

Nonlinear Volterra integro-differential equation, The combined Laplace transform-

Adomian decomposition method, Variational iteration method.
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1. GIRIS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya daha fazla integral
isaretinin altinda goriilebildigi denklemlerdir (Kanwal, 1997). Genel bir integral

denklem formunu
h(x)

U = f0) +2[  KEou©dt

g(x)
seklinde ifade edebiliriz.

Burada g(x), h(x) integrasyon limitleri; A sabit bir parametre, ¢(x), f(x)
bilinen fonksiyonlar; K (x,t)’ de bilinen bir fonksiyon ayrica ¢ekirdekte denilmektedir;
u(x) ise bilinmeyen fonksiyondur.

Integral denklemler konusunda ilk ¢aligmalar 18. yiizyilin sonlar1 ile 19. yiizyilin
baslarinda rastlanmaktadir. Baslarda diizensiz ve gelisiglizel calismalar olmussa da
sonralar1 konu tizerine disiplinli ve ciddi bir sekilde ugrasilmaya baslanmistir ve bu da
integral denklemlerin birgok uygulama alanma yol a¢mustir. J. Fourier (1768-1830)
integral denklemler teorisinin baslaticisidir. Laplace, Poission, Liouville gibi bilim
insanlar1 da bazi 6zel tip integral denklemleri incelemislerse de, integral denklemler ilk
olarak Abel’ in ¢caligmalarinda goriilmektedir. Fakat integral denklem ifadesine Du Bois
Reymond’ un 1888’ de yaptig1 bir ¢alismada rastlanmaktadir. Devam eden yillarda
Volterra, Fredholm, Hilbert calismalarin1 sunmuslar ve ilerleyen siirecte Levi Civita,
Lalescu, Myler, Tonelli, Tamarkina ve bunlar gibi bilim adamlar1 da integral denklemler
tizerine ¢alismalarda bulunmuslardir (Bocher, 1909; Kanar, 2008).

Integral denklemler fen ve miihendislik bilimlerinin yani sira teknik alanlardaki
uygulamalarda yaygin olarak ortaya ¢ikmaktadir. Ozellikle elastik teorisi, biomekanik,
elektromagnetik, akiskanlar dinamigi, 1s1 transferi, popiilasyon dinamigi, enfeksiyon
hastaliklarinin  yayilmas1 gibi fizik ve biyoloji alanlarindaki modellerine sikca
ratlanmaktadir. Bloom (1980), elektrik devreleri; Bass ve ark. (1986), tip; Forbes ve ark.
(1997), manyetik rezonanslar; Jerri (1999), popiilasyon dinamigi; Rahman (2007),
salinim hareketi gibi alanlarda ¢aligmalar1 bulunmaktadir (Cimen, 2020).

Italyan bilim adami Vito Volterra 1896 yilinda integral denklemler iizerine ciddi

caligmalar yapmaya basladiktan sonra 1930 yilinda niifus degisimlerini gézlemlerken



integro-diferansiyel denklem diye adlandirdigi yeni bir denklem kurmustur. Bu
denklemde hem diferansiyel hem de integral operatdr bir arada ortaya ¢ikmistir. Bilim
adamlar1 ve miihendisler integro-diferansiyel denklemlerle 1s1 ve kiitle difiizyon
stireglerinde arastirma calismalari, elektrik devre problemleri, nétron diflizyonu,
biyolojik tiirlerde artan ve azalan iiretim oranlari, elektromanyetik teori ve dagmik
dalgalari, okyanus sirkiilasyonlar1 gibi alanlarda ¢alismalar sunmuslardir (Rahman,
2007; Wazwaz, 2011).

Lubich (1983), Brunner (1984), Ford ve ark. (1998), Zhang ve ark. (2000),
Edwards (2003), Zhang ve Vandelwalle (2006), Huang (2007) gibi birgok bilim adami
da integro-diferansiyel denklemlerle ilgilenmislerdir.

Genel integral denkleminde integral igerisinde bulunan fonksiyonun derecesi 1
veya lineer durumda ise lineer, 1’ den biiyiikk veya lineer durumda degilse lineer
olmayan integral denklemler olarak adlandirilmaktadir. Lineer olmayan Volterra
integro-diferansiyel denklemler Volterra tarafindan sonralar1 ortaya atilmistir. Lineer
olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin popiilasyon dinamikleri, salgin
hastaliklarin yayilmasi, yar1 iletkenlik gibi bir¢ok bilim alaninda ortaya c¢iktigi
goriilmektedir (Wazwaz, 2011).

Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
genellikle analitik yOntemler kullanilmakla birlikte bu yOntemler bazi matematik
modellerde yeterli olmamakta, ¢6ziime ulastirmamaktadir. Tam ¢6ziime ulasilmadigi
durumlarda ise degisik niimerik yOntemlerle hata payr en az yaklasik ¢oziimlerle
ilgilenilmeye baslanmistir. Babolin ve ark. (2009), Direkt metodu ile; Marzban ve
Hoseini (2012), Hiybrid metodu ile; Berenguer ve ark. (2010), Sabit nokta metodu ile
ve bunlar gibi birgok bilim insan1 da lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel

denklemlerde ¢alismalarda bulunmuslardir.



2. KAYNAK BIiLDIiRISLERI

Matematik literatiiriinde gerek lineer gerekse de lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimleri ile igili ¢aligmalardan bir kism1
asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Arqub ve ark. (2012),

b X
W () + FEON(xu) + f Ky (6, 06, (u(®)de + j ko (x, )G (w(®)dt = g(x)

u(a) = a, a<x, ¢t<bh.
Lineer olmayan Fredholm-Volterra integro-diferansiyel denkleminin niimerik ¢6ziimii
icin Hilbert uzay1 yontemini kullandilar.

Cimen ve Yatar (2020),

t

Lu:=u'(t) + a®)u(t) + b(u(t —1r) = f(t) + f K(t, s)u(s)ds, tel

t—r
u(t) = (), tel,
Gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in yeni bir niimerik
metot sunmuslardir. Yontem sonlu fark semasina, kalan terimlerde integral formda

kuadratiir formiillere dayanmaktadir.

Zhang ve ark. (1998),
t
y'(© = f(6y©) + | Kesynds  ter=[07]
0

y() = 0.
Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemleri igin Petrov-Galerkin sonlu

eleman yontemini hizlandirmak i¢in iki hata diizeltme semas1 sunuyorlar.

Brunner (1989),

'O = £t y(®) + f K(t,s,y(®),y(s)ds  tel=[0T],

y'(t)=0(t), —oo<t<O0.
Lineer olmayan sonsuz gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemler igin Esdizim

yontemini sunmustur.

Khanlari ve Paripour (2018),



u™(x) = f(x) + fo(x, t)F(u(t))dt,

ul@) =a, uV@=a;, .. ,u®Y()=a,_.
Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemleri adomian polinomlar1 ile
birlesik homotopi analizi doniistiirme yontemini kullanarak ¢ozmiislerdir.

Ford ve ark. (1998),

V() = - j K(t—s5)g(y())ds, teR*
0

Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerde 6 ydntemlerinin kararliligi
ve sayisal kararlilig1 lizerine calismiglardir.

Vanani ve Aminataei (2011),

W) — A f Ko Du(®dt = f&), x € [0,b].
0

Volterra integro-diferansiyel denklemleri igin niimerik ¢odziimler sunmuslar, lineer
olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemler i¢in de bu niimerik ¢oziimlerin
uygulanabilecegini gostermislerdir.

Valdes (2001),

t
x"+al®)f(t,x,x)x"+ g(t,x") +h(x) = f C(t,5)x'(s))ds

0
Ikinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemini ele alip
¢Ozlimlerin smirliligmi ve varhigini incelemislerdir.

Berenguer ve ark. (2010),
y'(t) = f(t,y(t)) +f K(t, s,y(s))ds, t € [0,1],

y(0) = yo.
Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimii i¢in sabit nokta

yaklasimini izleyerek bir fonksiyonlar dizisi tanimlamiglardir.

Birjandi ve ark. (2018),

u'(t) = f(t) +f K(t, s)G(u(s))ds, te[o,T],

u(0) = u,.
Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ig¢in spektral

parametrik yineleme yonteminin bir uygulamasini sunmuslardir.



Hashim (2005),

YO () = F () +yy() + f 9y + ROFGE)] dx,  x € (a,b),

0
y(@a) =ay yb)=p, y'(a)=a y"'(b)=7p.
Dordiincii mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemler icin
adomian ayristirma metodunu sunmuslardir.
Amiraliyev ve ark. (2018),
t
L= eu’ +a(tu + f K(ts)u(s)ds = f(6), tel=(0T]

t-r
u(t) = o(t).
Gecikmeli birinci mertebeden lineer Volterra integro-diferansiyel denklem igin
baslangic deger problemi sonlu fark ¢oziimii ile ilgilenmislerdir. Yontem iistel ve
integral fonksiyonlara, kalan terimlerde kuadratiir formiillere dayanmaktadir.

Cimen (2018),
L = ' (6) + a(Oule) = £(£) + f K(tsyus)ds, tel=(0T],
0

u(0) = A.
Lineer birinci mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in integral
0zdesliklerden olusan sonlu bir fark metodu sunmustur.

Saeedi ve ark. (2013),

pyCo + | Kot y@©)dt = £, x € [0,B],
0

y®0) =a;, i=01,..,m—1.
Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Tau metodunu
sunmuslardir.

Sakran (2019),

X
y'(x) =g yx) + f (x —s)"PK(x,s,y'(s))ds, x€l, 0<p<1,
0
y(0) = o.

Volterra integro-diferansiyel denklemi i¢in Chebyshev polinomlarinda bilinmeyen

fonksiyonun sonlu bir toplamin1 temel alan niimerik bir sema sunmustur.

Nashine ve ark. (2013),



YO = f6 + [ K, Oun (0,

Seklinde lineer ve lineer olmayan Volterra integral ve integro-diferansiyel denklemleri
i¢in dongiisel (¢, ¥, 0) — kontraksiyon yontemini kullanmislardir.

Sevgin (2014),
Lu = eu'(t) + f(t,u(t)) + f K(t,s,u(s))ds =0, tel=10,T],
0

u(0) = A.
Singiiler pertiirbe lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ayrik
maksimum normda sonlu fark semasinin yakinsama 6zelliklerini incelemistir.

Mbroh ve ark. (2020),

t

Lou(t) = f Kt syu(s)ds +ew' () + a(Ou(t) = F@&), tel=(0,T],
0

u(0) = pu.
Singiiler pertiirbe Volterra integro-diferansiyel denklemi i¢in standart olmayan sonlu
fark semas1 kurmuslardir.

Angelih (2020),

0 () = g(0) + f(x, 0(x)) f VoG,  x€l=[01]
0

Lineer ve lineer olmayan ikinci dereceden Volterra integral denklemleri ¢6zmek ig¢in
ortalama deger teoreminin gili¢lii bir versiyonuna dayanan azalan ve negatif olmayan

kapali form ¢6ziimleri uygulamiglardir.

Cakar (2020),
Lu:=u'(t) + f(t,u(t)) +f K(t, s,u(s))ds =0, tel =(0,T],
u(0) = A.

Lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in yeni bir sonlu fark
metodu vermislerdir. Yontem sonlu fark semasina, kalan terimlerde integral formda
kuadratiir formiillere dayanmaktadir.

Ayrica,

Parand ve Delkhosh (2018), lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in siralama yontemi ile denklem sistemini indirgeyerek

ulasmaya calistilar.



Tung (2015), lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin kararliligini, diizgiin kararliligini, simirliligini, yakinsamasini gostermistir.

Aziz ve Islam (2012), ikinci tiir lineer olmayan Volterra integral denklemlerin
niimerik ¢oziimleri icin Haar dalgaciklara dayali iki yeni algoritma sunmuslardir.

Horvat-Marc ve Precup (2000), swrali banach uzayindaki dogrusal olmayan
integral denklemlere Krosnoselski’ nin sikistirma-genisleme sabit nokta teoreminin
uygulanabilirligini gostermislerdir.

Tahmasbi ve Fard (2008), ikinci tiirden lineer olmayan Volterra integral
denklemlerin kuvvet serisine gore niimerik ¢6ziim sunmuslardir.

Wazwaz (2011), lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimleri icin laplace doniisiim metodu, adomian ayristirma metodu, varyasyonel
iterasyon metodu, seri ¢coziim metodu gibi metotlar1 uygulamistir.

Sweilam (2006), He tarafindan onerilen varyasyonel iterasyon yontemini hem
lineer hem de lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlere uygulamistir.

Amin ve ark. (2020), lineer olmayan gecikmeli Volterra integro-diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in Esdizim yontemini kullanmustir.

Al-Khaled ve Allan (2005), adomian ayristirma yOnteminin degistirilmis
formunu lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerine uygulanabilirligini
gostermiglerdir.

Cerdik-Yaslan ve Akyiiz-Das¢ioglu (2006), lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemler i¢in Chebyshev siralama yontemini gelistirip uygulamasini
gostermiglerdir.

Tez konusuyla ilgili literatiirde ¢cok sayida ¢alisma yapilmistir. Burada bunlarin

ayrmtist verilmeyecek olup, konuyla ilgili verilmis olan kaynaklara bakilabilir.






3. MATERYAL VE YONTEM

Tez konusuyla ilgili literatiir i¢in MathScinet, Springer, Sciencedirect vb. veri
tabanlarinda inceleme yapildiginda, lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimleri ile ilgili cok sayida bilimsel nitelige sahip
kitap ve makaleye rastlanmaktadir. Bu tezde lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine ydnelik bazi analitik ve niimerik yontemlerin
gosterilmesi amacglanmaktadir. Bu tez calismasinda materyal olarak tezin kaynaklar
kisminda belirtilen Kitap, dergi ve makaleler dikkate alinmakta, ayrica yontem olarak
Burton (2005), Rahman (2007), Wazwaz (2011), Amirali (2018) gibi temel kaynaklarda
mevcut lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik

¢Ozlimlerine yonelik sunulan bazi metodlar kullanilmaktadir.






4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilma gerekliligi olan bazi tanim

ve teoremler verilecektir.

4.1. Lipschitz Sart1

D: [t —to| < h, |u — uy| < b bdlgesi verilsin ve ﬁ bu bolgede siirekli olsun.

Bu takdirde bir K pozitif sabiti vardir. Oyle ki V (t, u,), (t, u,) € D i¢in
| g(t,uy) — g(t, ux)| < Klug —u, | olur.
g, fonksiyonu Vv (t, u,), (t, u,) € D igin
gt uy) — gt ux)| < Klug —uy |
esitsizligini sagliyorsa g fonksiyonu D bolgesinde Lipschitz sartini saglar denir (Aksoy,
2011).

4.2. integral Denklemlerin Varhg ve Tekligi

t

x(t) = f(t) +f K(t,s,x(s)) ds, t € [ty,ty + al, (4.2.1)

to
denklemini ele alalim. Burada x(t) bilinmeyen fonksiyon f(t) bilinen fonksiyon ve
K (t, s, x(s)) fonksiyonu da integralin ¢ekirdegi olmak {izere eger,

1. f(t), [ty, to + al, a > 0 arahiginda siirekli bir fonksiyon

2. K(t,s,x), Aty <s<t<ty+a, |x—f(@)|<b, b =0 araliginda
stirekli bir fonksiyon

3. K(t,s,x), Abolgesinde Lipschitz sartin1 yani

|K(t,s,x) — K(t,s,y)| < Llx—yl,
sagliyor.
Bu sartlar saglaniyorsa

M =sup |K(t,s,x)|, (t,s,x) € A olmak lizere

0 = min {a, %},
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icin tanimlanan (4.2.1) denkleminin bir tek siirekli ¢oziimii vardir (Linz, 1985; Burton,

2005).

4.3. Leibnitz Kurah

f(x,t) bir D = {(X, t): k<x <, m<t< n} bolgesinde tanimli ve

g(x,t), h(x,t) fonksiyonlarida k < x < [ arahiginda tanimlanmis olsunlar,

h(x)
r = o,

g(x)
alalim. Buradan

" 9f (x, t) dt

') = fls GO - g g'e + [ 22

gx)
(Jerri, 1999).

4.4. Cok Kath Integrallerin Tek kath Integrallere Doniistiiriilmesi

n>0, a-sabitve x=x; = x, = ... = x,_; = X, alinmak iizere
X1 X2 Xn x
1
— _ -1
ff f u(t)dt ...dt = (n—1)!_].(x )" u(t) dt,
a a a a
seklinde yazilir.
Benzer sekilde

j-l j-z j-n(x —t)u(t)dtdx, ..dx, = %fx(x — O™ u(t) dt,

elde edilir (Wazwaz, 2011).

4.5. Tiirevli Fonksiyonlarin integrali

[ rwa = 10 -,
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x X1

[ | rr@acax, = e -x5@ - )
0

X1 X2

0

A 1

[[ [ rr@aanax = 10 - 52 7@ - x 7@ - £0)
00 O

seklinde devam eder.
4.6. Laplace Doniisiimii

f, t >0 zamanimna bagli olarak degisen bir fonksiyon ve s bir parametre olsun,

f(t)’ nin Laplace doniistimii

LY@} = F) = [ et rwat

0

integrali ile tanimlanir. Eger integral yakinsak ise yani
P

lim | et f(t) dt,

p—o 0
limiti sonlu bir say1 ise Laplace doniisiimii tanimhidir eger degilse dontlistim tanimli
degildir.

Burada L — Laplace doniisiim operatorii,

s — Laplace doniisiim degiskeni ve s > 0, s = v + iw seklinde tanimlanir

(Aksoy, 2017; Kuseu, 2020).
4.7. Ters Laplace Doniisiimii

F(s), f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii olsun. F(s)’ in ters Laplace
doniisimii L™*{ F(s)}, f(t) fonksiyonunun kendisidir.

L{f(©)} =F(s) i¢in f(t)’ ye F(s)’ in ters Laplace doniisimii denir ve

L HF(s)} = f(t) ile gosterilir (Aksoy, 2017).
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4.8. Tiirevli Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri

L{f(©}=F(s) igin,

LUf(®)} = sLUf(©)} - f(0) = sF(s) —f(0),

LEf (03 = sL{f(®)} — sf(0) —f(0) =s?F(s) — sf(0) —f'(0),

LEf (0} = sPL{F(O)} - s2£(0) - sf'(0) - f(0) = s°F(s) — s*f(0)
—sf'(0) — £7(0),

LFO®) = LAY ~ SO - s PO = —sfD(0)
—f=D(0).

4.9. Konvoliisyon Teoremi

LUF@®) =F(s) , L{g(O}=G(s) igin
L{Lf@@g@—w@du}=1%96@x

yazilir. Bagka bir degisle

LFE 60 = [ Fw g - du,
0

seklindedir. Konvoliisyon teoremi fark ¢ekirdekli (K(x,t) ¢ekirdegi x —t farkina
baghdir e*”%, cos(x —t) gibi) integral denklemleri ¢ozmede ¢ok kolaylik

saglamaktadir.
4.10. Gronwall integral Esitsizligi

Kullanilan fonksiyonlar siirekli olmak tizere,
t

v()<C +f p(s)v(s)ds, p(t)=0, C =sabit

0

ise, bu durumda

v(t) < Cefotp(s)ds,

esitsizligi dogrudur (Amirali ve Amirali, 2018).
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4.11. Kuadratiir Formulleri

p(x), f(x) belirli fonksiyonlar ve ¢ bir reel parametre olmak tizere,

lof (b) + (1 = o)f (@)}

b b

| peoreodx = [f p(x)dx
b
+fla,b] f (x — x“Np(x)dx + R, (f),

b b

[ peoradx = flabl [ pedx+ Ri)
b b

Rah) = [ @) [ 1O ©Kuads,  fectn=1veyan=2

b b
R == [ aw'@ [ FO@KL@HE  fectn=1veyan=2

K =T(x=H-b-a)y'x—a)(b-$)°, s=01
x@=0b+(1-0)a, flab]=(f(b)-f(a))/(b-a),
T,(A) =A5/s!, 1=0; T,())=0, A<O0

(Amirali ve Amirali, 2018).

4.12. Dikdortgen Metodu

Siirekli bir f(x) fonksiyonu i¢in genellestirilmis dikdortgen formiilii
b n
| reodr=nY re 0 +r(),
a i=1 2

ve

Rm=i&m=§iﬁmx

seklinde yazilabilir (Amirali ve Amirali, 2018).
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4.13. Maksimum Prensibi

v(x) € C0,1] fonksiyonu Lv(x)=0,(0<x<1), v(0) =0 sartlarim
saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda v(x) >0,(0<x<1) olur (Amirali ve
Amirali, 2018).



5. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya daha fazla integral
isaretinin altinda goriilebildigi denklemlerdir (Kanwal, 1997). Genel bir integral

denklem formunu
h(x)

U = f0) +2[  KEou©dt

gx)
seklinde ifade edebiliriz.

Burada g(x), h(x) integrasyon limitleri; A sabit bir parametre, ¢(x), f(x)
bilinen fonksiyonlar; K (x,t)’ de bilinen bir fonksiyon ayrica ¢ekirdekte denilmektedir;
u(x) ise bilinmeyen fonksiyondur.

Bu bolimde yukaridaki genel form {izerinden integral denklemler

gruplandirilacaktir.
5.1. Yapilarina Gore
5.1.1. L. Cesit integral denklemler

Bilinmeyen u fonksiyonu integral igindedir.

h(x)

px) = f(x) +1 K(x,t) u(t) dt.
gx)

5.1.2. II. Cesit integral denklemler

Bilinmeyen u fonksiyonu hem integral iginde hem de disindadir.
h(x)
ulx) = f(x) +4 K(x,t) u(t) dt.
g(x)
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5.1.3. IIL. Cesit integral denklemler

Bilinmeyen u fonksiyonu integral disinda bilinen bir ¢ (x) fonksiyonu ile ¢arpim

halindedir.
h(x)

p(ulx) = f(x) + Af K(x,t) u(t) dt.

gx)
5.2. Integrasyon Limitlerine Gore
5.2.1. Fredholm integral denklemleri

Integrasyon limitlerinin ikisinin de sabit oldugu denklemlerdir.

b
p(u(x) = f(x) +/1j K (x, t)u(t)dt,

a, b sabitlerdir.
5.2.2. Volterra integral denklemleri

Integral limitlerinden en az bir tanesinin degiskene bagli sabit olmayan

denklemlerdir.
h(x)

PO = F(x) + 1 f K (x, Ou(D)dt,

gx)

g(x), h(x) en az biri sabit degil.
5.2.3. Singiiler integral denklemler

Integrasyon limitlerinden en az biri sonsuz ise ya da K(x,t) ¢ekirdegini
stireksiz yapan deger ya da degerler bulunuyorsa singiiler denklem, aksi halde singiiler

olmayan denklem olur.

[00]

(%) =f e *tu(t) dt

veya
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p(ulx) = f(x) + Afxﬁ u(t) dt, 0<a<l.

5.3. Volterra — Fredholm integral Denklemleri
Volterra ve Fredholm integral denklemlerinin ikisini de igeren denklemlerdir.
X b
p()ulx) = f(x) + Alf Ki(x,t) uy(t) dt + AZJ K, (x,t) u,(t) dt.
a a
5.4. Lineer Integral Denklemler
Integral igerisinde bulunan bilinmeyen u fonksiyonunun derecesi 1 veya bu

bilinmeyen fonksiyon lineerse, liner integral denklemler; yok eger derecesi 1’ den

biiyiik veya lineer degilse, lineer olmayan integral denklemler olur.

h(x)
p(ulx) = f(x) +4 K(x,t) u(t) dt,
gx)
lineer integral denklem,
h(x)
p(ulx) = f(x) +4 K(x,t) u™(t) dt, n>1,
gx)

lineer olmayan denklemdir.

5.5. Homojen integral Denklemler

II. ¢esit integral denklemlerde f(x) fonksiyonu bulunmuyorsa homojen, yok

eger bulunuyorsa homojen olmayan denklem olur.
h(x)
u(x) = 14 K(x,t) u(t) dt,
[€9)
homojen integral denklem,
h(x)
ulx) = f(x) +4 K(x,t) u(t) dt,
[€9)

homojen olmayan integral denklemdir.



20

5.6. Integro-Diferansiyel Denklemler

Bu denklemler hem integral hem de diferansiyel denklemleri ayni anda igerirler.
Bilinmeyen u fonksiyonu integral altinda ve bu u fonksiyonunun tiirevleri ise integral

disindadir.

h(x)
e()u™(x) = f(x) +1 K(x,t) u(t) dt, n=>1.
gx)



6. INTEGRAL DENKLEMLERIN BAZI UYGULAMA ALANLARI

Bu boliimde, integral denklemlere ve integro-diferansiyel denklemlere yol agan
bir takim fiziksel siirec Orneklerine yer verilmektedir. Ornekler kisa bir sekilde
verilmistir fakat referanslari ile birlikte verildiginden ilgilenenler derinlemesine takip
edebilirler.

Bu tip denklemler biyoloji, ekoloji, tip ve fizik gibi bilimsel alanlarda yaygin
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem simifi, mithendislik ve doga bilimlerinin ¢esitli
problemlerinin modellenmesinde o6nemli rol oynamaktadwr. Bu nedenle niimerik

hesaplamalarda ve analizde ¢ok dikkat ¢ekmistir (Shakeri ve Dehghan, 2007).
6.1. Volterra’ min Niifus Degisimi Modeli

Volterra integro-diferansiyel denklemler gesitli fiziksel olaylar, miihendislik ve
miihendisligin matematiksel modellemesinde ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, kapali
sistemdeki bir tiiriin popiilasyon biiylimesi biyolojik modellerle yapilir. Bu modeller
belirli bir siire boyunca popiilasyondaki degisim davraniglar1 gibi farkli faktorleri
anlamamiza yardimci olur.

Volterra, niifus degisim modelini

du t
K—=u—u2—ufu(x)dx, u(0) = u,
dt . :

lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi ile tanitti. Burada u = u(t)
belirli bir t zamaninda popiilasyonu olusturan ayni tiirdeki bireylerin sayisini
gostermektedir. K, onceden belirlenmemis ve zamana bagli olmayan bir parametredir.
K=clab ile ifade edilir. Burada a > 0 dogum orani katsayisi, b > 0 kalabaliklagsma
(niifus artis1) katsayisi, ¢ > O toksisite (zehir) katsayisidir. ¢ katsayis1 uzun vadede
sifirlanincaya kadar popiilasyondaki temel davranislar1 etkiler. Ayrica K degerindeki
arttg, u(t) genliginin azalmasim, daha diizgiin hale gelmesini saglarken calisilacak
niimerik ¢oziimlerde de mutlak hatay1 azaltacaktir. Volterra bu modeli zehirden
etkilenen ve bu halde g¢ogalmaya devam eden aymi tiirlerin popiilasyonu u(t) i¢in
sunmustur (Al-Jawary ve ark., 2014; Al-Wesabi ve ark., 2014).
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6.2. Karaciger Bolgelerinin Kendi Kendini Tamamlamas1 Modeli

Farkli enzimler iceren ve karaciger siniizoid duvarlarindaki alanlar i¢in rekabet
eden iki tip hiicrenin karaciger kilcal damarlar1 boyunca bu alanlar i¢in aktive olmaya
calismalarini gdsteren bir model gelistirilmistir.

Karacigerde dakikada yaklasik 1450 mililitre kan akisi olmakta ve bu kanin
icindeki oksijen iki hiicre tipinin boliinme ve 6lim oranlarini etkilemektedir. Siireg
zaman ve konum fonksiyonlar1 olarak hiicre yogunluklari i¢in bir ¢ift lineer olmayan
integro-diferansiyel denklem ile modellenmistir.

Karacigeri olusturan birgok kilcal damar benzer ve esasen paralel olarak hareket
ettiklerinden iki tiir hiicrelerle kapl temsili bir kilcal damar modeli kullanilmistir. x -
ekseni; giris x = 0, c¢cikis x = L olacak sekilde kan akisi boyunca yerlestirilmistir. ¢
zamaninda, x konumunda birinci tiirdeki hiicrelerin yogunlugu p; (t,x) ve hiicre sayisi
da siirekli olarak tanimlanmaktadir. Ikinci tiirdeki hiicrelerin yogunlugu da p,(t, x)
benzer olarak tanimlanmistir. Ayrica toplam hiicre yogunlugu p, + p, belli bir sabit

degeri asamaz.
d . .
Birinci tiir hiicrelerin yogunlugunun yerel degisim hizi % , p, (kendi kendine

olusum) ile orantili bir biiylime orani teriminden olustugu varsayilir ve mevcut sitelerin
yogunluguna o —p; —p, gore; ¢ kontrol edici kan kaynakli bir maddenin p, yerel
konsantrasyonuna bagli 6liim orani katsayisi f;(c) > 0 dir. Bu madde ise oksijen

olarak alinir. Oyle ki,

op:

ot = kyp1(0 — p1 — p2) — B1(c)p1, (6.2.1)

k, > 0 sabit sayidir. Burada (6.2.1) de, p, icin benzer denklem yazilabilir. f kilcal
damar i¢inden kan akismnimn sabit hiz1 olsun ve A(x)’ de x konumunda kilcal damarin
enine kesit alani olsun. x yoniinde oksijen tagmiyorsa, iki tiiriin kanla konveksiyon ile
oksijen tiiketim oram1i da k,;p; Vve kyp, (ki, k, pozitif sabitler) igin gerekli

diizenlemeler yapilirsa

224 7k 6.2.2
at fax_ 1 2" (")
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Bir rahatsizliktan sonra, sabit bir oksijen konsantrasyonu profili olusturulur.
Karacigerde kanin konveksiyon geg¢is zaman 6l¢egi 10 saniyedir. En hizli karaciger

bliylimesi bile 10 saatlik zaman Ol¢eginde gerceklesir. Dolayistyla p; ve p,’ deki
degisikliklerin neden oldugu c(t, x) degisikligi neredeyse sabittir. Bu nedenle A%

ihmal edilip, (6.2.2)’ nin integrali alindiginda,

e(t,%) = ¢ — % [ Gapie© + kom0, (6.2.3)
0

elde edilmektedir. Burada c, karacigere giden kandaki sabit oksijen konsantrasyonudur.

Oksijen konsantrasyonu diistiikkge hiicrelerin 6liim oranlarmin arttig1 varsayilir

d d
(% <0, % < 0) ancak her iki tiir igin esit olmak zorunda degildir.

B1(c) ve B,(c) formlar1 hakkinda ayrintiya girmeden ¢ =c¢, igin
B1(c) = py + v1(co —©),

_dp:

= > =
p = P1(ce) 20, vy o

> 0, (6.2.4)

Co

benzer sekilde S, (c) i¢inde yazilir.
Her hiicre tipi igin (6.2.3) ve (6.2.4), (6.2.1)’ de yazilirsa

ops vy ("
E =p;|ki(o—p1—p2) — Wy —?f (kyp1 + kop2)dé|,
0
ap v, (¥
a_tz =Dz [kz(a —P1—D2) — U2 — 72_]. (k1py + kzpz)dfl’ (6.2.5)
0
elde edilir.

[k hiicre tipi kagmilmaz olarak yok olmadik¢a, bunun miimkiin olan en biiyiik
spesifik biiyiime orani k;0, en az spesifik 6liim oran1 p,;’ i asmalidir. Aksine k0 < py
olursa, (6.2.5)’ in negatif olmayan (p;, p,) ¢oziimleri igin her yerde p; = 0 olacaktir.
Benzer nedenlerden dolayr v; ve v, den en az biri pozitif alinmalidir. Bu ifadeler
ikinci tiir icinde gegerlidir. Bundan dolay1 en bastan

kio>u, ky,o>u,
olarak alinmaktadir.

Modellerinde bdlgelerin olusumu hakkinda bazi 6n fikirler elde etmek icin Bass
ve arkadaglar1 (6.2.5) in tiim sonlu zamanlarda her yerde pozitif ve tatmin edici olan

(p1 + p2) < o coziimleri kabul ettigini varsaydilar. Bu tiir de ¢6ziimler igin (6.2.5)



24

d vy [*
—Inp; =ky(c—p; —p2) — 11 — _f (kip1 + k2p,)dé,
dt fJo

d v, [
Eln P2 = k(0 —p1—P2) — pha — ?f (k1p1 + kop2)ds, (6.2.6)
0

seklinde yazilabilir. (6.2.6) da ilk denklem k, ile ikinci denklem k; ile garpilirsa,

d . vk, (*
Elnm 2 =kik,(0—py —p2) — Wk, — Tf (kip1 + kypp)dé,
0

d k vk, (*
Elnpz v =kiky(0—py —p2) — Uoky — _j (kip1 + kopo)d§,  (6.2.7)
0

elde edilir.

f

Bu tiir ¢dziimler i¢in (6.2.7) de verilmis olan iki denklem birlestirilebilir. Oyle

Ki,
4 <p1k2>l _4-2 j x(klpl + k,p,)dE, (6.2.8)
dt p2k1 f 0
A= pkq + pik,, B = vk, + vk,

A ve B pozitif sabitler olarak kabul edilir (Ebaid, 2013; Bass ve ark., 1986).
6.3. Elektrik Devreleri Modeli

Bir iletkenin iki ucu arasindaki potansiyel farka gerilim ya da voltaj, bir
noktasindan birim zamanda gecen yiik miktarina akim, elektrik akimina kars1 gosterilen
zorluga da diren¢ denir. Kondansatorlerin elektrik depolama yetenegine kapasitans ad1
verilirken, bobinlerin enerji depolama kapasitesine endiiktans denilmektedir. Bu bilgiler
1is181nda E (t) voltajli, bir kapali LRC elektrik devresinden akan akim agagidaki integro-

diferansiyel denklemi seklinde verilir,

Lﬂ+R1+lft1(T)dT=E(t), 1(0) = I,
dt CJy :

Burada I(t) akim, E(t) voltaj, L endiiktans, R direng, C devrenin kapasitansidir.
L, R, C hepsi sabittir ve 1(0) = Iy baslangi¢ kosuluda sabit bir akimdir.

Hopkinson (1877), iletken olmayan bir materyalde elektromanyetik alani,
elektrik alan1 E = (E1, E2, E3) ve elektriksel yer degistirmeyi de D = (D1, D2, D3)

seklinde ele almistir ve Maxwell denklemlerini su sekilde yazar,
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D(t) = eE(t) + f b (t — $)E(s)ds,

burada e sabitve ¢ siireklidir.
Ilgingtir ki bu problem 1877’ de oldugu gibi bugiinde giincelligini korumaktadir.
Davis 1975’ te ve Bloom 1981 de bu konu tizerine fikirler beyan etmislerdir.
Integro-diferansiyel denklemlerin baska bir 6rnegi olan elektrik teorisi, elektron
1sml1 cihazlar i¢in alan-teorik modelinde ortaya ¢ikmaktadir. Sdney 1975’ te tek boyutlu

bir iletim-hatt1 teorisi gelistirmistir. Soyle ki,
X
F'() + GOOF GO = [/ )] f K (x — $)h(s)F (s)ds,
0

integro-diferansiyel denklem seklinde yazilir (Burton, 2005; Rahman, 2007).
6.4. Reaktor Dinamigi Modeli

Levin ve Nohel 1960’ da siirekli-orta niikleer reaktorler igin bir model

diistindiiler.
du @
== f a()T(t, x)dx, (6.4.1)
aT; = bTy, + n(x)1, (6.4.2)

0 <t < oo i¢in ve baslangi¢ kosullarindan

u(0) =uy, T(0,x)=f(x), —oo<t<oo.
Burada u(t) ve T(t,x) bilinmeyen fonksiyonlardir. a, n, f reel degerli
fonksiyonlardir. u, reel sabit ve a, b verilen pozitif sabitlerdir. Verileri su sekilde
yazarsak,

t = zaman,

X = reaktor pozisyonu, sonsuz ¢ift cubuk olarak kabul edilir,

u(t) = toplam reaktor giictiniin logaritmast,

T(t,x) = sicakligin dengeden sapmasi,

—a(t) = nétronlarin ortalama émriiniin reaktivite sicaklik katsayisi,

n(x) = x de tretilen giictin orani,

a = 1s1 kapasitesi,

b = termal iletkenlik (Burton, 2005).
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6.5. Birlikte Yasayan Biyolojik Tiirleri Tanimlayan Model

Bu caligmada, biyolojide ortaya ¢ikan iki lineer olmayan integro-diferansiyel
denklem sistemi ele alinmustir.
Swasiyla, t zamaninda ilk tiirtin arttign ikinci tiriin azaldig1 iki ayr1

n,(t), n,(t) tiirleri diisiinelim. Ikinci tiiriin birinci tiirden beslenecegi varsayilirsa ve
. o eqe . . . s ae dn b b
bu tiirler bir araya getirilirse ikinci tliriin oraninda artis olacaktir. d_t2 sadece n,(t)’ nin

mevcut niifusuna baglh degil ayn1 zamanda ilk tiiriin 6nceki tiim degerlerine de baglidir.
Bu iki tiir arasinda bir kararli durum kosulu veya dengesine ulastiginda asagidaki

integro-diferansiyel denklem cifti ile tanimlanir;

dn ;
d_tl = ny(t) lk1 —y1n,(t) — fi(t - T)nz(T)dTl' ki >0,
t-Top
dn, 4
W = nz(t) _kz - )/an(t) + fz(t 2 T)nl(T)dT ) kz > 0,
t—Ty

Burada k; ve -k, sirastyla birinci ve ikinci tiiriin (ayr1 ayr1 evrelendirilmis)
artis ve azalis katsayilaridir. y; ve y, parametreleri ile f; ve f, verilen
fonksiyonlar1 ilgili olduklari tiire baghdir. To her iki tiirin sonlu kalitim siiresi oldugu

varsayilir (Shakeri ve Dehghan, 2007; Jerri, 1999).
6.6. Bir Telin Burulmas1 Modeli

P burulma ve W burulma agis1 arasindaki yaklasiklik iliskisi W = kP olarak ilk
defa Volterra tarafindan ifade edildi. Elastik cisim Onceden uygulanmis olan
gerginlikten etkilenmektedir. Onun argiimant Onceki etkilerin g6z Oniinde
bulundurulmasiydi. Bundan dolay1 t,’ dan t’ ye zaman araliginda olusan etkilerde,

W = kP’ ye etkilemesi sonucunda yaklasim,

t

W) = kP(t) + f K(t,s)P(s)ds,

to

seklinde yazildi. K(t,s) Onceki etki sayisi olarak adlandirildi. W ifadesi bir

(4

fonksiyonun fonksiyonudur ve Volterra bu tiir ifadeleri ** fuctions of lines ‘* olarak

adlandird1 (Burton, 2005).



7. LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRO-DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN ANALITIK YONTEMLER

Italyan bilim adami Vito Volterra 1884’ te integral denklemler iizerine
calismaya bagladi fakat ilk ciddi ¢aligmalar1 1886’ da yapmaya basladiktan sonra 1930
yilinda niifus degisikliklerini gdzlemlerken integro-diferansiyel denklem diye
adlandirdig1 yeni bir denklem kurmustur. Bu denklemde hem diferansiyel hem de
integral operatorler bir arada ortaya c¢ikmustir. Lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemler Volterra tarafindan sonralar1 ortaya ¢ikmistir. Lineer olmayan
Volterra integro-diferansiyel denklemler en az bir integrasyon degiskeni ile karakterize
edilir ve bu integral i¢cindeki bilinmeyen fonksiyonun derecesi 1’ den biiyiiktiir veya
lineer durumda degildir.

Genel sekli ile lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi

u®(x) = f(x) + fo(x, t)F(u(t))dt,
0

o v N dl . .
ile ifade edilir. Burada u® = d—; ve K(x,t), f(x) reel degerli fonksiyonlar,

F(u(x)) ise u(x)’ in lineer olmayan bir fonksiyonudur. u?(x),sin(u(x)),e*™® gibi.

Kullanim alanlar1 son zamanlarda oldukga artan linecer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemler bircok fizik uygulamalarinda, cam sekillendirmede, 1s1
transferinde, difiizyon islemlerinde, biyolojik tiirlerde artan ve azalan iiretim olaylarinda
ve bunlar gibi bir¢ok alanda karsimiza ¢ikmaktadir (Wazwaz, 2011).

Bu denklemlerin kesin ¢dziimlerinde yasanan bazi giigliiklerden dolay1 kesin
¢coziime en yakin minimal hatali ¢6zlimler degisik yontemler kullanarak bulunmaktadir.
Bu bolimde lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik
coziimleri icin Birlestirilmis Laplace doniisiimii-Adomian ayristrma metodu ve

varyasyonel iterasyon metodu incelenecektir.
7.1. Birlestirilmis Laplace Doniisiimii - Adomian Ayristirma Y 6ntemi

Adomian ayristirma modeli 1980 yilinda fiziksel sorunlari temsil eden bir

diferansiyel denklem sisteminin sayisal ve agik ¢oziimiiniin bulunmasi igin Adomian
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tarafindan bulunmus etkili bir yontemdir. Laplace doniisiim modeli ise 1814 yilinda De
Laplace tarafindan miihendislik ve uygulamali matematik alaninda kullanilmak iizere
olusturulmus bir yontemdir.

Adomian ayristirma ve Laplace doniisiimii metotlarinin birlestirilmesi Laplace
doniisiimii-Adomian ayristirma yontemi olarak bilinen gii¢lii bir yonteme yol agmustir.
Laplace doniisiimii-Adomian ayristirma yontemi ilk olarak Suheil A. Khuri tarafindan
(Khuri, 2001), Airy’ nin diferansiyel denklemleri i¢in basariyla kullanilmistir (Adomian
ve ark., 1987). Bu yontemin avantaji lineer olmayan denklemlerin kesin ¢éztimleri i¢in
iki yontemi birlestirmesidir. Laplace doniisiimii yardimiyla diferansiyel denklemler
cebirsel denklemlere doniistiirlirken, Adomian ayristirma metodu ile de problemi
lineerlestirmeden lineer olmayan terimleri Adomian polinomlar1 cinsinden
ayrigtirmaktadir (Haq ve ark., 2016).

Bu kisimda

1D () = F(x) + f K, OF (u(®)dt, (7.11)
0

seklinde K (x, t) ¢ekirdegi bir fark olarak ele alman yani e*~¢, cos(x — t) gibi (x — t)
biciminde yazilabilen lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi igin
birlestirilmis Laplace doniisiimii-Adomian ayristirma metodunu uygulayalim.

Oncelikle lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerde Laplace
doniistimiinii uygulamak i¢in

L- Laplace operatoriinii ve s- reel bir parametreyi gostermek tizere t = 0 i¢in f(t)

fonksiyonunun

Lf(6)} = f et f(s)dt = F(s)

olarak tanimlanan Laplace doniisiimiiniin baz1 esaslar1 tekrar verilirse.

i. Laplace doniistimii K (x,t) ¢ekirdegi (x — t) seklinde fark olarak yazilabilen
konvoliisyon tipi denklemlerde uygulanmaktadir.

Buradan yola ¢ikarak her biri igin Laplace doniislimii var olan f;(x) ve f,(x)
fonksiyonlari ele alinirsa. f; ve f, fonksiyonlar1i¢in Laplace doniisiimleri

Lifi®©} =Fi(s),  L{fz(D)} = Fy(s)
yazilir.

f1 ve f, fonksiyonlarmin Laplace konvoliisyon ¢arpimlari
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fi *fz)=f0f1(x—t) f(t) dt

ya da

o *fi) =]0f2 (=) fi(0) dt,

seklinde yazilir. Bu iki ¢arpim birbirine esittir,
(A*xf)=(2*f)

Buradan da

Li(fi )0} = LUO fi (x=1t) () dt} = Fi(s)F>(s)

yazilir.

ii. Laplace doniisiimiinii kullanabilmek i¢in u(x) fonksiyonunun tiirevlerinin
Laplace doniisiimleri

L{u(x)}=U(s) icin,

L{uw'(x)} = sL{u(x)} —u(0) = sU(s) —u(0),

L{u"(x)} = s?L{u(x)} — su(0) —u'(0) =s2U(s) — su(0) —u'(0),

L{u""(x)} = s3L{u(x)} - s?u(0) — su’(0) — u"’(0) = s3U(s) — s?u(0)

— su'(0) —u''(0),

H{u®)} = siL{u@)} - stu(@) - s72u'(0)— ... —sul=2(0)
_u(l_l)(o),
seklinde yazilir.

Simdi (7.1.1) denkleminin her iki tarafina Laplace doniisimii uygulanirsa
S} — s1u(0) — 52 (0) — - — ulD(0) = L{F ()}
+L{K (x — }L{F (u (D))}, (7.1.2)

diizenlenirse,

1 1 1 . 1
L{u(x)} = ;u(O) + S—Zu'(o) + -+ ;u(‘_l)(o) + ;L{f(x)}

+%L{K(x — t)}L{F (u(t))} (7.1.3)

elde edilir.
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Bu asamadan sonra Adomian ayrigtrma metodu (7.1.3) denkleminin sag
tarafindaki lineer olmayan F(u(x)) fonksiyonu igin kullanilir. Sol taraftaki lineer u(x)

fonksiyonu i¢in ayristirma serisi

[oe]

u(x) = Z U, (x) (7.14)

n=0

olacak sekilde n >0 icin wu,(x) tekrarhi bir sekilde hesaplanir. Bununla birlikte
F(u(x)) lineer olmayan fonksiyonun terimleri u?, u3, u*, sinu, e gibidir. Burada

F(u(x)) lineer olmayan fonksiyonlar, 4,, seklinde Adomian polinomlarinin sonsuz bir

$5),

A,,, Adomian polinomlar1 n > 0 i¢in lineer olmayan F (u(x)) fonksiyonu i¢in su

serisi ile ifade edilebilir. Soyle ki,

,n=0,1,2,.. (7.1.5)

F(u(x)) = Z Ay(x), A, = 'dﬂn
n=0

sekilde verilebilir.
Ay = F(uy),
Ay = u F'(uy),

1
Ay = uyF'(ug ) + 5“12}7”(”0),
1
Az = uzF'(ug ) + uguy F" (ue) + §u13F”'(Uo),

|u2 + u1u3> F’ (uo) + ul uzF”'(uO) + _u14F(lv) (u )

A4_ = u4F,(u0) + (2

burada A, yalnizca u,’ a bagh; A;, uy, ve uy’ e bagh; A,, uy, uy, u,’ ye bagh bir
sekilde devam etmektedir.

Ornek olarak, F(u) = u? gibi bir fonksiyonun A,, Adomian polinomlar
yazilirsa,

Ay = F(uo) = uy?,

A; =y F'(uo) = 2uguy,
1
Ay = uyF'(up ) + Eule”(uo) = 2ugu, +uy?,

1
Az = usF'(ug) + uguy F" (ug) + — u13F”’(u0) = 2uguUsz + 2u Uy,

seklinde bulunur.
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Olusturulan (7.1.4) ve (7.1.5) esitlikleri (7.1.3) denkleminde yerlerine konulursa

- 1 1 1 1
L{Z un(x)} = ;u(O) + S—Zu’(O) + ;u(“l)(O) + ;L{f(x)}

n=0

1 (o]
5 LK - D)L {Z An(x)}. (7.1.6)
n=0
bulunur. (7.1.6) denklemi i¢in 6ngdriilen Adomian ayristirma metodu uygulanirsa

Lo (0} = < u(0) + 5 w(0) + -+ ul=D(0) + S L ()

L{uy, 1 (%)} = %L{K(x — t)}L{AL ()}, k > 0. (7.1.7)

elde edilir.

(7.1.7) denkleminin ilk bdliimiine ters laplace uygulanirsa uy(x)’ i verir ve bu da
Ay’ 1 tamimlamada kullanilir. k > 0 degerleri i¢in (7.1.7) denkleminin ikinci
bolimiindeki u,,; bilesenleri de bu sekilde sirayla bulunur.

Ozetle, verilen probleme oncelikle Laplace doniisiimii uygulanir, elde edilen
denklem Adomian ayristirma metodu ile ayristirilmis denklemler sekline getirilir. Ayrik
denklemlerin ilk boliimiine ters Laplace doniisiimii uygulayarak u,(x) bulunur. uy(x)’
den yararlanarak A,, Adomian polinomlar1 olusturulur ve bu sekilde devam edilerek
ikinci boliimden ug, uq, ... ,u, swrali ¢oziimleri yazilip, u(x) tam ¢oziimiine ulagilir
(Wazwaz, 2011).

Ornek 7.1.1.

X

u'(x) = —g(Zsinx + sin(2x)) +f cos(x — t) u?(t)dt, u(0) =1, (7.1.8)

0

lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemini birlestirilmis Laplace
doniisiimii- Adomian ayristirma metodu ile ¢ozelim.
Verilmis olan denklemin g¢ekirdegi K(x —t) = cos(x —t) seklindedir. (7.1.8)

denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimi uygulanirsa
2
L{u'(x)} =L {—§ (2sinx + sin(Zx))} + L{cos(x — t) *u?(t)}, (7.1.9)

elde edilir. Agilirsa,

4 2

S
SU(S) - u(O) = - 3(52 + 1) o 3(52 + 4-) + (52 + 1)

L{u?(x)}, (7.1.10)

olur. Diizenlenirse,
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oeey = ! 4 2 1
TS T 35(s2+1) 3s5(s244) " (s2+ 1)

bulunur. Simdi Adomian ayristirma metodu kullanilirsa,
2 9 5 1 3 1

Up(s) ==t —5— 55— —— - ,
0(s) s+452 2s3 s* s(s+1) 4s(s+2)

L{u®(x)}, (7.1.11)

1
L{uy, (x)} = S—3L{Ak(x)}, k>0, (7.1.12)

yazilir. (7.1.12) denkleminin ilk bolimiiniin her iki tarafina ters Laplace doniistimii
uygulanip, Adomian polinomlarmi da F(u) = u?(x), oldugundan
Ay = F(up) = uy?,

A; = F'(uo) = 2uguy,

1
Ay, = uyF'(ug ) + 5”121:”(110) = 2uguy + Uy’

1
A3 = U3F,(UO ) + uluZF”(uO) + EU13F’”(U,0) = 2u0u3 + 2u1u2,

olacak sekilde secilirse,

ug(x) =1 — x? +%x4 _%x6 .
u (x) = %xz - %x“ + %;ﬁ + oo,
Up(x) = 5 xt xS 4
us(x) = %x6 + e,
siral1 ¢oztimleri elde edilir. (7.1.4) denklemi geregince seri ¢oziim,
ulx) =1 —%xz + %x“ - axG + o

seklinde verilir. Buradaki yakinsama ise
u(x) = cos(x),

sonucunu verecektir (Wazwaz, 2011).

Ornek 7.1.2.

X

u'(x) =2+ 2x +x%2—x%*—e?* + f eX~tu2(t)dt,
0

u(0)=1, u'(0) =2, (7.1.13)
lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemini birlestirilmis Laplace

doniisiimii- Adomian ayristirma metodu ile ¢ozelim.
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Verilmis olan denklemin ¢ekirdegi K(x —t) = e* ¢ seklindedir. (7.1.13)
denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa,
L{u"(x)} = L{2 + 2x + x? — x%e* — e®*} + L{e* "t x u?(1)}, (7.1.14)

elde edilir. Agilirsa,

2 2 2 2 2
2 _ N =2l f s _
s?2U(s) — su(0) — u'(0) S + &7 + 3 (s—1)3 s—2

1 2
+S_—1L{u (X)}, (7.1.15)

olur. Duizenlenirse,

U()—1+2+2+2+2 2 1
VT T Tt s2(s—1)3 s%2(s—2)

+mL{u2(x)}, (7.1.16)

bulunur. $Simdi Adomian ayristirma metodu kullanilarak,
2 2 y 2 2 1
sz s3 st s s%(s—1)3 s%2(s—-2)
1
L{uk+1(X)} = mL{Ak(X)}, k> 0, (7117)

yazilir. (7.1.17) denkleminin ilk boliimiiniin her iki tarafina ters Laplace doniistimii

uygulanip, Adomian polinomlarmi da F(u) = u?(x), oldugundan
Ay = F(uo) = uy?,

A; = wy F'(uo) = 2upuy,

1
A, = uyF'(ug ) + Eule”(uo) = 2ugl, + Uy’

1
A3 = u3F’(u0 ) + uluzF”(uO) + gulgF,”(uo) = 2u0u3 + Zuluz,

olacak sekilde secilirse,

1 1 7 7
ug(x) =14 2x + Exz —gx‘* — %xs — ﬁaﬁ + -

1 5 1

3
— _,3 44 45 —_x6 4 ...
uq (x) o X +24x +8x +80x + -,

1
u,(x) = %xe’ + -,

siral1 ¢oziimleri elde edilir. (7.1.4) denklemi geregince seri ¢oziim,

1 1 1 1 1
— a2 _ +3 A4 _ +5 __+6
u(x)—x+(1+x+2!x +3!x +4!x +5!x +6!x +-))
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seklinde verilir. Buradaki yakinsama ise
u(x) = x+ e*,

sonucunu verecektir (Wazwaz, 2011).

7.2. Varyasyonel iterasyon Yontemi

Son zamanlarda sik¢a kullanilan varyasyonel iterasyon metodu, analitik ve
niimerik ¢6ziimleri arastrmada giliclii bir yontemdir. Cinli matematik¢i Ji-Huan He
tarafindan Inokuti, Sekine ve Mura’ nin 1978’ de lineer olmayan denklemleri ¢6zmek
icin bulmus olduklar1 Lagrange carpani yontemini modifiye ederek olusturdugu
varyasyonel iterasyon metodu, ¢ok cesitli lineer ve lineer olmayan, homojen ve
homojen olmayan denklemler i¢in hizli bir yakinsama basaris1 saglamistir (Inokuti ve
ark., 1978; He, 2006). Bu yontem lineer veya lineer olmayan problemler i¢in ihtiyag
duydugumuz formunu 6nceden vererek problemleri ayn1 sekilde ele almaktadir. Yontem
kesin ¢oziim var ise kapali form ¢6ziimiine yakinsayan bir seri formda ¢oziim verir eger
kesin ¢6ziim elde edilmezse olusturulan seriler bu niimerik amaglar i¢cin kullanilir
(Wazwaz, 2011).

Varyasyonel iterasyon yontemi, fizik ve miithendisligin ¢esitli alanlarinda ortaya
¢ikan problemleri ele almak igin kullanmilir (Yousefi ve ark., 2009). Varyasyonel
iterasyon yOntemi, Fokker-Planck denklemine, reaksiyon diflizyon denklemlerine,
Lane-Emden denklemine, Klein-Gordon denklemine, Hiperkotik Rossler sistemine,
salgm ve avclr modellerine, biyolojik popiilasyon denklemlerine, lineer olmayan smnir
deger problemlerine ve bunun gibi bircok probleme uygulanmistir (Altintan ve Ugur,
2011).

Temel varyasyonel iterasyon metodunun ana fikrini gostermek icin asagidaki
lineer olmayan denklemi ele alalim. Inokuti ve arkadaslar1 1978 de lineer olmayan
denklemleri ¢ozmek i¢in Lagrange carpani yontemini ortaya koymuslardir. Bu yontem
L lineer, N lineer olmayan operatdrleri gostermek iizere

Lu+ Nu = g(x), (7.2.1)
seklindeki lineer olmayan denklemin x, noktasindaki degerini diizeltmek igin;

Uy, Lu =0 denkleminin ¢oziimii ve A Lagrange carpani olmak tizere,
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b
u(xg) = ug(xy) + f AlLug(x) + Nug(x) — g(x))dx, (7.2.2)

seklinde bir diizeltmeye gidilecegini gosterir (Ilhan, 2011).
Ji-Huan He, Inokuti ve arkadaslarmin yOntemini gelistirerek varyasyonel

iterasyon metodunu ortaya atmistir. He, (7.2.2) diizeltme formiiliinii

s () = 1) + [ 2O [Lata(€) + Nau(©) — g (O], (7.2.3)
0

seklinde genellestirmis, bir diizeltme formiilii olusturmustur. Burada u,, n. yaklasik
¢oziim; i, ise bir kisitlanmig varyasyon yani  §ii,, = 0, dir (Nadjafi ve Ghassabzade,
2010).

Buradan hareketle (7.2.3) denkleminde wu,” e gore kismi integrasyon
uygulanirsa A Lagrange carpant;
Birinci mertebeden bir denklem igin,

u' + f(ul®),u'(¢))=0 igin 1=-1.
Ikinci mertebeden bir denklem icin,

u" + f(u@),u'()u"(§)) =0 icin 1=¢—x.

Uciincii mertebeden bir denklem igin,

1
u'" _l_f(u(f)’u’(f),u"(f),u'”(f)) =0 icin A= E(E - x)z'

n. mertebeden bir denklem igin,

1
(n—1)!

u™ + f(u@®,uw' (@), .., ur(€)) =0 igin A= (-1 (& —x)n 1,

seklinde bulunur.
(7.2.3) diizeltme formiilii lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemler i¢in diizenlenirse

i. mertebeden standart lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklem

X
u®(x) = f(x) +f K(x,t)F(u(t))dt, (7.2.4)
0
. . - ; diu . .
seklinde ifade edilirse, u®(x) == e F(u(x)), u(x)’ in lineer olmayan
fonksiyonu, u(0),u’(0),u"(0),...,u"D(0) baslangi¢ sartlar1 olmak iizere, (7.2.4)

lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denkleminin diizeltme formiili,
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x 13
s (0) = 1000 + [ 2(6) [un@(f)—f(f)— [ K@ nFauear |ag,

seklinde olacaktir.
Burada u(x) ¢oziimii i¢in u,.,;, n =0, ardisik yaklasimlarmi uy(x) sifirinci
yaklasimini kullanarak kolayca olusturulur. Yani,
Birinci mertebeden integro-diferansiyel denklem igin,
Uo(x) = u(0).
Ikinci mertebeden integro-diferansiyel denklem igin,
ug(x) = u(0) + xu'(0).

Ugiincii mertebeden integro-diferansiyel denklem igin,
1
ug(x) = u(0) + xu’'(0) + Exzu”(O),

seklinde devam edilerek u,,; yaklasimlari olusturulur (Wazwaz, 2011; Usta, 2015).
Genel bir ifade ile lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin
varyasyonel iterasyon metodu ile yaklasik bir ¢oziimiiniin bulunmasinda, ilk olarak
simirlayict bir varyasyon kullanarak ve kismi integrasyon araciligi ile en uygun A
Lagrange carpaninin bulunmasi gerekir sonra u,(x) sifirinct yaklasim araciligi ile
Upsq, N =0, yaklagimlarini belirlenir. Daha sonra bulunan uy(x) yaklagmmi diizeltme
formiiliinde kullanilarak sirasiyla uq,u,,...,u, seri ¢oziimlerine ulasilir. En sonda
bulunan u,(x) serisinin n — o i¢in limit degeri lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii verecektir (Wazwaz, 2011).
u(x) = lim (%),
olacaktir.

Ornek 7.2.1.
X
u'(x) = —x + secxtanx — tanx + f (1 + u?(t))dt, u(0) =1,
0

lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemini varyasyonel iterasyon metodu
ile ¢ozelim.

Denklem birinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklem oldugu i¢in kullanilacak Lagrange ¢arpan1 A = -1 olacaktir.

Verilen denklem i¢in diizeltme formiilii,

x ¢
Upsr () = uy(x) — f Iun’(f) + & — secétané + tané — f (1+ unz(r))drl dé.
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Ayrica baslangic kosulundan birinci mertebeden lineer olmayan Volterra
integro-diferansiyel denklem i¢in sifirinct yaklagim ise

up(x) =u(0) =1,
secilir.

Bunlar kullanilarak diizeltme formiiliinden art arda yaklasimlar yazilirsa,

Up(x) =1,

n =0 i¢in,
x ¢
Uy (%) = up(x) — f luo’(f) + & — secétané + tané — J 1+ uoz(r))drldf,
0 0
x 3
=1- - — | 2dr |d¢,
-fo [E secétané + tané _[0 rl &
=1- fx[f — secétané + tané — 2&d¢,
0
=1- fx[—f — secétané + tané]dé,
0

1 1 1
=1 a2 AP 46 .o
+2x +8x +16x +

n =1 igin,
x ¢
U, (x) = uy(x) — f [ul’(f) + ¢ — secétané + tané — f 1+ ulz(r))drl dé,
0 0

I N
T T Toae” ’

n =2 i¢in,
x ¢
usz(x) = uy(x) — f qu’(f) + & — secétané + tané — f 1+ uzz(r))drldf,
0 0

—14ax?4 i LI
TN Tt Tt T
ayni sekilde devam edildiginde varyasyonel iterasyon metodu igin u(x) genel ifadesi

u(x) = lim u, ()

seklinde olup, ¢coziim

u(x) = secx,
olur (Wazwaz, 2011).
Ornek 7.2.2.
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5 1 x
u’(x) = —Esinx + §sin(2x) +f cos(x —t) u?(t)dt, u(0) =0, u'(0) =1,
0
lineer olmayan volterra integro-diferansiyel denklemini varyasyonel iterasyon metodu
ile ¢ozelim.
Denklem ikinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklem oldugu i¢in kullanilacak Lagrange carpant A = & — x olacaktir.

Verilen denklem i¢in diizeltme formiilii,

x 5
a1 () = 1 (@) = [ (€ =0 [1a"() + 3 i — 3sin(26)
0

3
—j cos(& — ru,2(r)dr | dé.
0

Ayrica baslangi¢ kosulundan ikinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklem i¢in sifirinci yaklagim ise

uy(x) = u(0) + xu'(0) = x,
secilir.

Bunlar1 kullanarak diizeltme formiiliinden art arda yaklasimlar asagidaki gibi

yazilirsa,
ug(x) = x,
n =0 i¢in,

X 5 1
0,00 = o) = [ (€ =0 [uo"(©) + 3 sing — 35in(28)
0

¢
—J. cos(& — Nug?(r)dr | dé,
0

n =1 i¢in,

x 5 1
w00 = 1@ = [ €= 0" + 3 sing - 35in(28)

¢
—f cos(§ — Mu,2(r)dr | dé,
0

1 1 1
— a3 4 5 =7
=X 3!x +5!x 7!x + -,

ayni sekilde devam edildiginde varyasyon iterasyon metodu icin u(x) genel ifadesi



u(x) = lim u,(x)
n—oo
seklinde olup, ¢oziim

u(x) = sinx,
olur (Wazwaz, 2011).
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8. LINEER OLMAYAN VOLTERRA iNTEGRO-DIiFERANSIYEL DENKLEM
ICIN BiR DUZGUN NUMERIK YAKLASIM

8.1. Giris

Bu bolimde asagidaki birinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-

diferansiyel denklem iceren baslangic deger problemini ele alinacaktir:
t
uu=uxo+a@nmw+jQxa&u@Dds=fax tel, 8.1.1)
0

u(0) = . (8.1.2)

Burada I =(0,T] wve u belirli bir sabit. a(t),f(t) ve K(t,s,u(s))
fonksiyonlar1 smasiyla [ =[0,T] ve IXIXR  iizerinde yeterince diizgiin
fonksiyonlardir. Ayrica a(t) = a > 0, seklindedir.

Burada (8.1.1) ve (8.1.2)’ ye yaklasmak i¢in diizgiin bir sebekede bir niimerik
yaklasim semasi1 sunulacaktir.
Notasyon. Bundan bdyle C ve C, genel bir pozitif sabitleri belirtir. 9 € C(I) i¢in de

[191leo = "I,

maksimum normunu kullanilacaktir.
8.2. Kesin Coziimiin Ozellikleri

Burada, problemin ¢6ziimii icin bazi 6nemli 6zellikler veriyoruz. Bu 6zellikler
daha sonraki kisimlarda niimerik metodun analizinde ihtiya¢ duyulacaktir.
Lemma 8.2.1. a(t), f(t) € C(I) ve K(t, s)€ C(I x 1) olsun. O halde (8.1.1) ve (8.1.2)
problemin ¢6ziimil i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

lulle, < Co (8.2.1)

lu'll, < C. (8.2.2)
Burada

Co = (ul + @ HIfllw)e® T,

C=lIfllw + Co(llalle + K1),

K ="K s
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Ispat. Ilk &nce (8.2.1) esitsizligini ispatlayalim.
(8.1.1) denklemindeki G(t, s,u(s)) fonksiyonuna ortalama deger teoremini

uygularsak,

]
G(t,s,u(s)) = G(t,s,0) +5-Glsw, u=6u 0<6<1,

olur. (8.1.1)” de yerine koyarsak

t

W) + a(Oule) + f G(t,s,0)ds + f t:—ua(t, s, Du(t)ds = £(¢),
| t a ’ t
W) + a(Ou) + fo - G(t,5, Du(t)ds = (1) — JO G(t,5,0)ds, (823)
elde edilir. (8.2.3) denklemini asagidaki sekilde diizenleyebiliriz:
W (D) + a(Ou(e) + j K syuds = F(O), tel, (8.2.4)
0
burada

)
K(tl S) = a G(tl Sl a)l

F(E) = £(t) — f G(t,s,0)ds.
0

(8.2.4) denkleminden

t t s .
u(t) = 'ue_fo a(m) dn _|_f [F(S) _|_f K(s,&)u(é) dszl e~ Jsamdn ds,
0 0

yazilir. Buradan,

[u! < e~ + | IIF(S)I + [ kG Olu@)] df] e~e=9) g

t

< lule=e + IF]l., f

0

t[ s
—a(t-s) d E d —a(t—s)d
e s+ fOUOIu(E)I Ele s

t
< |ule™® + a |F|lo(1 —e ) + a *K(1 — e‘“t)f lu(®)| dé
0

¢
< |ule™® + a |F|lo + a‘ll?f lu(é)| d¢, (8.2.5)
0

bulunur. (8.2.5) esitsizligine Gronwall esitsizligini uygularsak,
lu@®] < (ul + a IFllo)e® &7,
elde edilir. Buda (8.2.1)” in ispatin1 tamamlar.

Simdi ise (8.2.2)’ yi ispatlayalim.
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(8.2.4) den
(O] < la@®lu@®)] + [F©)] + f Kt )| u(s)] ds
0

< llallesCo + IIF |l + K Cot
< IFllw + CoUllallo, + KT),
bulunur. Bu esitsizlik de (8.2.2)’ nin dogru oldugunu gosterir.

Boylece lemma 8.2.1 ispatlanmis olur.
8.3. Fark Semasimin Kurulmasi

I aralig1 iizerinde t; diigiim noktalari, h sebeke adimi olmak tizere,
: . T
wN={ti=lh, i=1,2,..,N; hz—},

wy = wy U {0},
diizgilin sebekesini tanimlayalim.

Notasyonu basitlestirmek i¢in herhangi bir 9(t) fonksiyonu i¢in 9; = 9(t;)
tanimliyoruz. Ayrica y;” de  t; noktasindaki u(t;)’ nin bir yaklagimmi temsil

ediyor. wy tzerinde tanimlanan herhangi bir J; sebeke fonksiyon igin,

9, —9;_
9 £ = lTll,

190,y = 1502 [9il,

seklinde tanimlanir.
(8.1.1) denklemine bir fark yaklasimi elde etmek i¢in asagidaki esitlikle

basliyoruz:

ti ti
h~t Lu(t)p;(t)dt = h™1 f®); (t)dt, 1<i<N. (8.3.1)

tig tig
Burada ¢;(t) baz fonksiyonu agagidaki sekilde verilmektedir.
pi(t) = e~ litaw)as, tiig Sttt
Bu baz fonksiyonu da asagidaki problemin ¢oztimiidiir.
—¢'i(O) +a@ei(t) =0, i <t<g,
p;(t) =1. (8.3.2)
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(8.3.1) bagmtisinda (8.1.1) denklemini g6z Oniine alarak asagidaki sekilde bir

bagnt1 yazabiliriz.

h-1 i u'(H)@;(t)dt + h™1 i a(u(t)p;(t) dt
[ I f Gt s u(s)ds| o Odt = bt [ FOe ) de.  (83.3)
ti—q LY0 ti1

Daha sonra (8.3.3)’ esitliginde her (t;_,, t;)aralig1 lizerinde Amiraliyev ve
Mamedov (1995) kaynagindaki (2.1) ve (2.2) interpolasyon kuadratiir formiillerini

kullanarak ve (8.3.2)’ yi de g6z Oniine alarak,

ti ti
| w (D (Dde =ug, ( ht j <pz(t)dt> + R,
ti—q ti—1
t; t;
R®=—| dtoi® | w(@©K,(tEdE
tiq ti—1
t; t;
=—h'| dtei@®)| wW@OI[T,E—-8& - h ™t —t,_]ds. (8.34)
ti—1 ti—1
ti ti
[ a®ei(Ou(t)dt = < iy f a(t)<pi(t)dt> u(t;)
ti—1 ti—1
ti
+ug; < ht J. a(t)p;(t)(t - ti—l)dt> + R,
ti—q
t; t;
R =] dta®)e;) | w (DK, (tE)dE
ti—1 ti—a1
t; t;
=—h"1| dta(®)e;®) | u' O[Tyt —&) — h~1(t —t;_1)]d¢.(8.3.5)
ti—1 ti—1

Burada ¢;(t), (8.3.2) denkleminin ¢oziimii oldugundan

ti ti
RO +RD = ht | dt(=9j(t) + a®)ei(®)) | w(OK, (t,§)dE = 0.

tiq ti—1
(8.3.3)’ de ki ¢ekirdek fonksiyonunu igeren integral terimi igin uygun kuadratiir
kurallar1 uygulandiktan sonra

h~1 i U G(t,s,u(s)) dsl @;(t) dt

ti—1
ti :
= h—lf (Pz(t) dtf G(ti, S,U(S))ds + Ri(l) ’
ti—1 0

elde edilir ki bu esitlige dikdortgen kurali uygulanirsa,
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t; t;
h‘lf ®;(t) dtf G(t; s,u(s))ds + R,V
ti—q 0

t; i
= lh_ljt @; () dtl hz Gij (ti, tj,uj) + Ri(l) + Ri(z).
i-1 j=1

Bagntisi elde edilir. Burada

L 2 d t
R =p1 dt ¢;(t) (e ti_l)d—<j G(¢, s,u(s)ds) dé, (8.3.6)
ti—1 ti—q é 0
@ vk g d
R; =; . dt ¢;(t) tH(E — 1) 5 G (¢, & u(®)dé, (8.3.7)

bulunur.

Boylece u(t;) yaklasimi i¢in asagidaki fark semasi yazilabilir.

L
lui = Aiuf,i + Bl-ul- + hClz GU (tl’, t],u]) + Ri = Fi = 1,2, ,N (838)

j=1
Uy = U. (8.3.9)
Burada
t; t;
A;=h"1 @;(t) dt + h™1 (t —t)a(t)e;(t) dt, (8.3.10)
ti—1 ti—1
ti
B;=h"1 a(t)p;(t) dt, (8.3.11)
ti—1
ti
C;i=h"1| ¢ dt, (8.3.12)
ti—1
ti
Fi=h™t| f(®e;(t) dt, (8.3.13)
ti—1
R; =R, + R,®. (8.3.14)

(8.3.8) de ki kalan terimi ihmal edersek (8.1.1) ve (8.1.2) yaklasimi i¢in asagidaki fark

semasini sunabiliriz:

i
l)’i = Ai)’f,i + Biyi + hClz GU (ti' t], y]) = Fi ) i = 1,2, ,N (8315)
j=1

Yo = U (8.3.16)
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Burada A;, B;, C; ve F; swrasiyla (8.3.10), (8.3.11), (8.3.12), (8.3.13) bagintilariyla

tanimlanmistir.
8.4. Kararhhk Sinir1 ve Yakinsama

Metodun yakmsakligini incelemek i¢in, u; (8.1.1) — (8.1.2) probleminin ¢6zimii
ve y; (8.3.15) — (8.3.16) probleminin ¢dziimii olsun. Hata fonksiyonu z; = y; —u; ,

(1 <i £N), asagidaki problemin ¢oztimiidiir.

i
lz; = A;zz; + Biz; + hC; Z Gij(tutz)) =R, i=12,..,N (8.4.1)
j=1
zo = 0. (8.4.2)
Burada R; kalan terimi (8.3.14) bagintisiyla tanimlanmustir.
Lemma 8.4.1. |P;| < P, ve P, azalmayan fonksiyon olsun.
lv; == Ajvg; + Biv; = P; 1<i<N (8.4.3)

vy = A. (8.4.4)
(8.4.3) - (8.4.4) fark probleminin ¢6ziimii asagidaki esitsizligi saglar.

|v;| <|Al+a P, 1<i<N.

Ispat. Ik olarak maksimum prensibi i¢in lg; fark operatdriinii ele alalim. Herhangi bir
sebeke fonksiyonu i¢in lg; =0, i=12,..,N ve go=0 ise g;=> 0
i=12,..,N olur.

Maksimum prensibi geregince her g(x) € C*[0,1] fonksiyonu i¢in yazilacak
lg@)| < 1g(O)| + a1 2% llg(s)], 0 <x <! degerlendirmesinin dogru oldugunu
gostermektedir.

Bu degerlendirmeyi (8.4.3) ve (8.4.4)’ e uygularsak

|vil < |Al+ a7 2% P

<|Al+a'P
olur.
Lemma 8.4.2. Lemma 8.2.1 sartlar1 altinda R; kalan terimi i¢in asagidaki degerlendirme
saglanir.

IR 0,0y < Ch.

Ispat. 0 < @;(t) <1 oldugu i¢in ilk 6nce (8.3.6)° da
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] d t
|R®| < nt L_l(g —ti4) ld_f (L G(§, s,u(s))ds)l dg,

olur ve Leibnitz kurali uyguladiktan sonra asagidaki esitsizligi elde ediyoruz. Burada

lullo <C, ve K = ”;‘;’;-lK(t s)| oldugu igin

| R < -t [m(f Eu@l+ [ |6, u(stsH dg

ti—q

< Ch.

Sonra (8.3.7) i¢in ve |[W'llo <C, K =™%|K(t,s)| gbz oniine almarak

)23 [ @ - oo [0 6 uten| as

j=1"ti-1 %

S [" -0 2 6 E @]+ | 6w uen| o] ag
j=1"t-1

< Ch,

degerlendirmesi elde edilir. Boylece R; = R,V + R;® < Ch olur ki lemma 8.4.2
dogrulugu ortaya ¢ikar.
Lemma 8.4.3. (8.4.1) ve (8.4.2)’ nin ¢6ziimii z olsun. O halde asagidaki degerlendirme

saglanir.
Izlleo @y < ClIRIl oo,y (8.4.5)
ispat. (8.4.1) - (8.4.2)’ nin ¢dziimiinden asagidaki bagmtiy1 yazabiliriz:
i
lz; = Azg; + Bjz; = hC; Z[Gij(ti, t;,y;) — Gi;(ts tj,u;)] + R; (8.4.6)
j=1

(8.4.6)’ nin sag tarafina ortalama deger teoremini uygularsak,

Gy (to 6, 5;) = Gyt £y, w) a_G( 7)
= (tu7,
Vi~ Y

Yi=vy, 0<y<],
olur.
G
Gii(tu ty,y;) — Gt tjwy) = 35 Lo VD0 —w),

burada

G . . _
(7)) =6 Oj-w) =z

almarak
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Gyt 6, 3;) — Gyt £, ;) = Gz;.
(8.4.6)’ y1 diizenleyelim,

AiZf,i + BiZi = hCl Z G_Z] + Ri.
j=1

ZO=O.

Burada lemma 8.4.1 g6z 6niine alinarak,

i
1zi] < @ IRl ooy + a-la’hZ|zj|, i=12,..,N
j=1
esitsizligi elde edilir. Buradan Gronwall esitsizliginin fark benzerini kullanarak
|z:| < @ Y[Rl ye® St
elde edilir ve bu da (8.4.5)’ in dogrulugunu gosterir.
Sonug olarak asagidaki temel yakinsaklik sonucunu veriyoruz.
Teorem 8.4.1. u, (8.1.1) - (8.1.2) ve y’ de (8.3.8) - (8.3.9)’ un ¢dziimii olsun. O zaman
asagidaki degerlendirme dogrudur.
ly — ullw@y < Ch.
Ispat. Lemma 8.4.2 ve lemma 8.4.3” den
Izll oz < ClIRIloo 00y
< CCh
< Ch.

8.5. Algoritma ve Niimerik Sonuclar

Bu boliimde belirli bir probleme, (8.3.15) - (8.3.16) uygulayarak elde edilen
niimerik sonuclar1 sunuyoruz.

(8.3.15) fark semasimi asagidaki sekilde yazabiliriz.

A; hF;
7t L o m i Z G (¢ ((n-1)
Ai +h.Bl Yi-1 A + hB A +hB l]( v ’y] ),

)’i(n) =

o™ = u, 1<i<N, n=12,..
Ornek 8.5.1. Simdi asagidaki problemi ele alalim.

1 t
u'(t) + 2u(t) + Ef u?(t)ds = sinht, te€(0,1],
0
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u(0) =1.

Verilmis olan bu problemin kesin ¢oziimii bilinmemektedir ve© 1 =1/2 olarak

verilmigtir. Hata yaklagimlar1 e" ve yakinsama oranlar1 p" srasiyla asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
eN = max|y;N — y;2N| N = Lln eN/
i yl :VL ) p lnz eZN *

Ornek 8.5.1° in mevcut ydntemle elde edilen niimerik sonuglar1 asagidaki tabloda

sunulmustur.

Cizelge 8.1. Ornek 8.5.1 icin hata yaklasimlari ve yakmsama oranlar

N

2N

N e e p

8 0.00355355 0.00191229 0.89396223

16 0.00192993 0.00099857 0.95060970

32 0.00100548 0.00051015 0.97887840

64 0.00051316 0.00025794 0.99237173
128 0.00025922 0.00012966 0.99939898
256 0.00013027 0.00006501 1.00292411
512 0.00006530 0.00003255 1.00468882
1024 0.00003269 0.00001628 1.00558105
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0.4 : :

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Sekil 8.1. Ornek 8.5.1” in N=128 i¢in hata yaklasimlar1.

Ornek 8.5.2. Simdi asagidaki problemi ele alalm.
t

u'(t) + tu(t) + f

1y 2 _3t
) 2
0

u3(t)ds = e_% (t ~3
u(0) =1.

Yukaridaki problemin kesin ¢oziimii

u(t) = e_%.

t € (0,1],

Seklinde verilmektedir ve A = 1 olarak secilmistir. Ornek 8.5.2° nin kesin ¢dziimiin

(w) ve mevcut yontemle elde edilen niimerik ¢oziimiinin (y) sonuglart ve

karsilastirmalar1 asagidaki tabloda sunulmustur.



Cizelge 8.2. Ornek 8.5.2° nin N=128 i¢in hesaplama sonuglar1

51

ti U Vi lyi —wil
0.000 1.000000000000000 1.000000000000000  0.000000000000000
0.125 0.939413062813476 0.941919365207422  0.002506302393946
0.250 0.882496902584595 0.889869582916589 0.007372680331994
0.375 0.819029118180400 0.820636640376986 0.001607522196586
0.500 0.778800783071405 0.782288733631169 0.003487950559764
0.625 0.731615628946642 0.740859303711084  0.009243674764442
0.750 0.687289278790972 0.697620168323178 0.010330889532206
0.875 0.645648526427892 0.655935028974954  0.010286502547062
1.000 0.606530659712633 0.608813887706058 0.002283227993425
14
& O ui
0,9 & +yi
0,8 © o
0]
0,7
0]
0,6 G
0,5
0 0,125 025 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1

Sekil 8.2. Ornek 8.5.2 icin u; Ve y; degerlerinin karsilastirmas.



Cizelge 8.3. Ornek 8.5.2 igin hata yaklasimlar1 ve yakinsama oranlari

N

2N

N e e p
8 0.00236105 0.00133777 0.81960001
16 0.00133929 0.00071199 0.91153603
32 0.00071219 0.00036708 0.95616984
64 0.00036743 0.00018651 0.97822665
128 0.00018656 0.00009398 0.98919112
256 0.00009400 0.00004718 0.99464857
512 0.00004718 0.00002363 0.99738109
1024 0.00002364 0.00001183 0.99875856
1%
09f .
0af - .
.
&
07F .
06} o i
el
05 -
i
o
D 4 'l 'l 'l 'l 'l 'l 'l 'l L
] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 8.3. Ornek 8.5.2° nin N=32 i¢in hata yaklasimlar1.



9. TARTISMA VE SONUC

Matematik ve doga ile alakali tiim bilimlerde integral denklemler go6ze
carpmaktadir. Bu da ugrasi alaninin ¢ok oldugu bir ortam dogurmaktadir.

Integral denklemler igin ¢bziim yollar1 degisik metotlar uygulanarak
bulunabilmektedir. Fakat bu yontemlerin hangisinin niimerik ¢éziimlerde her daim daha
1yil sonuglar verdigini sdylemek miimkiin degildir. Hatta hali hazirdaki bu metotlarin
bir¢ok problemi tam ¢6ziime ulastirmada yetersiz kaldiklar1 goriilmektedir.

Bu tezde, integral denklemler ve uygulama alanlarina 6rnekler verilerek lineer
olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin, Birlestirilmis Laplace Doniistimii-
Adomian Ayristirma Metodu ve Varyasyonel Iterasyon Metodu ile ¢dziim yollari
gosterilmistir. Ayrica birinci mertebeden lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemi igeren baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinii tahmin etmek i¢in yeni bir fark
semas1 sunulmustur. Yontem, diizglin bir sebeke iizerindeki iistel bir fark semasina
dayanmaktadir. Yontemden elde edilen sonuglar olarak, ayrik maksimum normda
birinci dereceden yakmsama elde edilmistir. Kurulmus olan fark semasi ile elde edilen
niimerik sonuglar verilmis olan orneklerle desteklenmistir. Bu sonuglar yontemimizin
etkinligini ve kesinligini géstermekte basarilidir. Teorik sonuglar gosterdi ki elde edilen
fark semasinin daha ileride konu ile ilgili yapilacak olan ¢aligmalara bir 151k tutmasi

beklenmektedir.
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EKLER

Ek 1: Ornek 8.5.1 ve Ornek 8.5.2 icin MATLAB Program

cle, clear all

% x0=input('x0=");

% yO=input('y0=");

% N=input('Adim sayisi =");
% M=input('lterasyon sayisi = ");

K=@(t,x,w) t-t+x-x+w."2;
Kt=@(t,X,w) t-t+x-x+2.*w;

x0=0;
XN=1;
y0=1;
N=32;
M=3;
for k=1:3
xX=X0:1/N:xN;
for j=2:N+1
h(§)=xx(j)-xx(j-1);
end
y(N+1,1)=y0;
for j=2:M+1
y(L.)=1;
end

for j=2:N+1
for n=2:M+1

A()=exp(-2*h());
Cl)=(1-exp(-2*h(@)) (),
F()=(exp(-xx(1)).*(1-exp(-h(j))))./h();
TOP(j)=0;

for I=1:j-1

TOP(j)=TOP(j)+h(j). *K(xx(j),xx(1),y(j,n-1));
end

y(:m=(A0)*y(-1,n)+h().*F(1)+0.5.*C(j).*(h(i)). *TOP());

end
end

% U=u(xx);
for j=1:N+1
switch k
case 1

y21()=y(.M+1);
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case 2
y22(j)=y(j,;M+1);
end
end
N=2*N:
end
%*********************************************************************

*khkkkk

N=N/8;

% i=N/2;

tt=x0:1/N:XN;

y32=y22(1:2:2*N+1);

rO=abs(y21(1)-y22(1));

for j=2:N+1
rO=max(r0,abs(y21(j)-y32(})));

end

y33=y(1:4:4*N+1,M+1);

ri=abs(y22(1)-y33(1));

for j=2:N

ri=max(rl,abs(y32(j)-y33())));

end

pt=reallog(r0/r1)/reallog(2);

fprintf('r0=%210.8f r1=%10.8f pt=%10.8A\n",r0,rl,pt);

plot(tt,y21,* b");

hold on

plOt(tt,y32,'“ y-),

hold on

plot(tt,y33,'0 r');

% end
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