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ÖZET 

       Bu tez beş bölümden oluşmuştur. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. Giriş 

bölümünde çalışmanın tarihçesi, amacı ve konunun ele alınma nedenlerinden 

bahsedilmiştir. İkinci bölümde, tez boyunca kullanılacak bazı tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde, öncelikle 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısına göre 

Smarandache eğrileri ile ilgili tanım ve teoremler verilmiştir. Bunlara ek olarak bu 

eğrilerin çatı elemanları, eğrilik ve burulmaları verilmiştir. 

       Dördüncü ve beşinci bölüm ise bu çalışmanın orijinal kısmını oluşturmaktadır. 

Çalışmanın dördüncü bölümünde, Frenet çatısından farklı alternatif bir çatıya göre 

Smarandache eğrileri ile ilgili tanım ve teoremler ifade edilmiş, bu eğrilerin çatı 

elemanları, eğrilik ve burulmaları hesaplanmıştır. Beşinci bölümde ise alternatif çatıya 

göre özel bir eğri çifti olan WC* partner eğrilerinin Smarandache eğrileri tanımlanarak bu 

eğrilerin çatı elemanları ve eğrilik, burulmaları elde edilmiştir.  
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ABSTRACT 

        This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In 

the introduction chapter, the history, purpose of the study and the reasons for dealing with 

the subject are mentioned. In the second chapter, some definitions and theorems that will 

be used throughout the thesis are given. In the third chapter, firstly, the definitions and 

theorems about Smarandache curves according to Frenet frame in 3-dimensional Euclidean 

space are given. In addition to these, frame elements, curvature and torsion of these curves 

are given.  

       The fourth and fifth chapters are the original part of this study. In the fourth part of the 

study, definitions and theorems related to Smarandache curves are introduced according to 

alternative frame different from the Frenet frame. Also, frame elements, curvature and 

torsion of these curves are given. In the fifth chapter, the Smarandache curves of WC* 

partner curves, which are a special curve pair are defined and the frame elements and 

curvature and torsion of these curves are obtained. 
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

Rn : n-Boyutlu reel iç çarp�m uzay�

E3 : 3-Boyutlu Öklid uzay�

V : Vektör uzay�

I : R, reel Öklid uzay�nda bir aç�k aral�k

〈, 〉 : �ç çarp�m

∧ : Vektörel çarp�m

‖, ‖ : Norm

T,N,B : E3 Öklid uzay�nda e§rinin Frenet vektörleri

κ : Frenet çat�s�na göre birinci e§rilik

τ : Frenet çat�s�na göre ikincilik e§rilik

N,C,W : Alternatif çat� elemanlar�

f : Alternatif çat�s�na göre birinci e§rilik

g : Alternatif çat�s�na göre ikinci e§rilik

β1 : N∗C∗-Smarandache E§risi

β2 : C∗W ∗-Smarandache E§risi

β3 : N∗W ∗-Smarandache E§risi

β4 : N∗C∗W ∗-Smarandache E§risi
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1. G�R��

E§riler teorisi, diferansiyel geometride çok kapsaml� bir çal�³ma alan� olu³turur.

Temel diferensiyel geometri teorisinden bilindi§i gibi e§rinin te§et T, asli normal N

ve binormal B vektörleri göz önüne al�nd�§�nda, bir düzlem e§rinin {T,N} vektörleri

taraf�ndan geriliyorsa oskülatör düzlem, {T,B} vektörleri taraf�ndan geriliyorsa rekti-

�yan düzlem ve {N,B} vektörleri taraf�ndan geriliyorsa da normal düzlem ad�n� al�r.

E§rinin e§rilik ve burulma de§erlerinin hesaplanmas�yla e§rinin biçimi ve uzunlu§u

belirlenebilmektedir. Özelikle e§rinin Serret-Frenet vektörleri, e§rinin e§rilik ve burul-

mas� bize e§ri hakk�nda çok önemli bulgular sa§lar. Bunun yan�s�ra e§rilerin kar³�l�kl�

noktalar�nda Frenet çat�lar� aras�nda ba§�nt�lar kurularak, e§ri çifti ad�n� verdi§imiz

e§riler için de birçok yeni teori elde edilmektedir. E§rinin e§riliklerinin durumuna

göre, pozisyon vektörünün bulundu§u düzlemlere göre s�n��and�r�lan ve adland�r�lan

pek çok özel e§ri bulunmaktad�r.

Bir aksiyomun, ayn� uzayda farkl� olmas� durumunda, aksiyomun saçma bir ³ekilde

reddedildi§i söylenir. Bu nedenle, bir aksiyomun k�smen ispat edildi§i veya bir aksiyo-

mun bir dereceye kadar ispat edildi§i söylenebilir. Smarandache geometrisi, saçma bir

³ekilde reddedilen en az bir aksiyomu olan bir geometridir. Böylece, özel bir durum

olarak, Öklidyen, Lobachevsky-Bolyai-Gauss ve Riemann geometrileri, baz� Smaran-

dache geometrileri ile ayn� uzayda tamamen birle³tirilebilirdir. Bu son geometriler k�s-

men Öklid ve Öklid d�³� olabilir. Smarandache geometrisindeki bir e§riye Smarandache

e§risi ad� verilir (Ashbacher, 1997; Bhattacharya, 2004-2005; Mao, 2006). Regüler bir

e§rinin Frenet vektörleri ile üretilen yer vektörüne sahip regüler e§ri olarak da tan�m-

lan�r. Bu e§riler pek çok yazar taraf�ndan pek çok farkl� uzayda karakterize edilmi³tir.

Konu ile ilgili çal�³malardan baz�lar� a³a§�da verilmi³tir:

2008 y�l�nda Turgut ve Y�lmaz taraf�ndan yap�lan �Smarandache Curves in Minkow-

ski space-time� isimli çal�³mada Minkowski uzay�nda Smarandache e§risinin tan�m�n�

ifade ederek, E4
1 de TB2 Smarandache e§risine ait baz� özel durumlar� incelemi³ ve bu

e§rinin Frenet elemanlar�n� hesaplam�³t�r (Turgut ve Y�lmaz, 2008). A. T. Ali, 2010

y�l�nda, �Special Smarandache Curves in Euclidian Space� isimli çal�³mada baz� özel

Smarandache e§rilerini tan�mlayarak bu e§rilere ait Frenet-Serret invaryantlar�n�n özel

durumlar�n� çal�³m�³t�r (Ali, 2010). �enyurt ve Sivas, �An Application of Smarandache

1



Curve� isimli çal�³mada α e§risinin Frenet vektörleri, {T,N,B} ve birim Darboux vek-

törü C olmak üzere NC -Smarandache e§risini tan�mlam�³lar ve bununla birlikte NB ve

TNB -Smarandache e§rilerinin e§riliklerini hesaplam�³lard�r (�enyurt ve Sivas, 2013).

Bekta³ ve Yüce, �Special Smarandache Curves According to Darboux Frame in Euclid-

ian 3-Space� isimli çal�³mada Öklid uzay�nda Darboux çat�s�na ait Smarandache e§ri-

lerini incelemi³ler ve bu e§rilere ait baz� karakterizasyonlar� ve sonuçlar� vermi³lerdir

(Bekta³ ve Yüce, 2013). Çetin ve ark., �Smarandache Curves According to Bishop

Frame in Euclidian 3-Space� isimli çal�³mada Öklid uzay�nda Bishop çat�s�na göre özel

Smarandache e§rilerini ara³t�rm�³lar ve bu e§rilerin baz� diferansiyel geometrik özel-

liklerini vermi³lerdir. Ayr�ca Smarandache e§risine ait oskülatör kürenin merkezini ve

kürenin e§rili§i ile ilgili baz� sonuçlar bulmu³lard�r (Çetin ve ark., 2014). Ta³köprü

ve Tosun, �Smarandache Curves According to Sabban Frame on S2� isimli çal�³mada

S2 birim küresi üzerinde Sabban çat�s�na göre Smarandache e§rilerini incelemi³ler ve

bu e§rilerin karakterizasyonlar� ile ilgili sonuçlar elde etmi³lerdir (Ta³köprü ve To-

sun, 2014). �enyurt ve Kaya, �NC-Smarandache Curve and NW-Smarandache Curve

According to Alternative Frame� isimli çal�³mada çat� elemanlar�n�, e§rilik ve torsiy-

onlar�n� hesaplam�³lard�r (�enyurt ve Kaya, 2018). Ouarab, �NC-Smarandache Ruled

Surface and NW-Smarandache Ruled Surface according to Alternative Moving Frame

in E3 � isimli çal�³mada bu özel yüzeylerin geli³tirilebilir ve minimal olmas� için gerekli

ve yeterli ko³ullar� veren teoremlerle ilgili sonuçlar elde etmi³tir (Ouarab, 2021). Yine

Smarandache e§rileri ile ilgili son y�llarda oldukça s�k çal�³ma yap�lm�³t�r (Elzawy, 2017;

Abdel-Aziz ve Saad, 2017; Saad ve Abdel-Baky, 2020; Lal, 2021; Solouma, 2021).

Öte yandan kar³�l�kl� noktalardan baz� özellikleri sa§layan e§ri çiftlerinden Bertrand

e§ri çifti, �nvolüt-Evolut e§ri çifti, Mannheim e§ri çifti gibi pek çok e§ri çiftleri bulun-

maktad�r. Bu e§rilerin de Smarandache e§rileri pek çok yazar taraf�ndan incelenmi³tir

(Çal�³kan, 2014; Sivas, 2014; Çelik, 2016).

Bu tez çal�³mas�nda ise, Frenet çat�s�ndan farkl� bir alternatif çat� yard�m�yla tan�m-

lam�³ oldu§umuz Smarandache e§rilerine ve tan�mlanm�³ özel bir e§ri çifti olan WC∗

e§ri çiftleri üzerine çal�³�l�p bu e§ri çiftlerinin Smarandache e§rilerinin çat� elemanlar�

elde edilmi³tir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tez boyunca kullanılacak olan bazı temel tanım ve teoremlerden söz edile-

cektir.

2.1 Öklid Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.1 A boştan farklı bir cümle, V de K cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

Eğer,

f : A× A→ V

(P,Q)→ f(P,Q) =
−→
PQ

fonksiyonu

A1. ∀ P,Q,R ∈ A için f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R)

A2. ∀P ∈ A, ∀~α∈ V için f(P,Q)= ~α olacak şekilde bir tek Q ∈ A noktası vardır.

özelliklerini sağlıyorsa A’ya V vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu afin uzay denir. Bu-

rada A1 ve A2 özelliklerine afin aksiyomları denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.2 A, V vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu afin uzay olsun.

P0, P1, ..., Pn ∈ A noktaları için {
−−→
P0P1,

−−→
P0P2,...,

−−−→
P0Pn} vektör sistemi (

−−→
P0Pi ∈ V ), V

vektör uzayının bir bazı (tabanı) ise {P0, P1, ..., Pn} nokta (n+1)-lisine A afin uzayında

bir afin çatı denir. Burada P0 noktasına afin çatının başlangıç noktası P0, P1, ..., Pn

noktalarına da afin çatının uç noktaları denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Teorem 2.1 A, V vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu afin uzay olsun. A afin uzayında

belli bir P0 ∈ A noktası tespit edildiğinde başlangıcı P0 ∈ A noktası olan bir afin çatı

vardır (Hacısalihoğlu, 2000).

İspat:

V, n-boyutlu bir vektör uzayı olduğundan { ~α1, ~α2, ..., ~αn} sistemi V nin bir bazı olsun.

P0 ∈ A noktası seçildiğinde A2 aksiyomu gereğince;

~α1 =
−−→
P0P1 olacak şekilde bir tek P1 ∈ A,

~α2 =
−−→
P0P2 olacak şekilde bir tek P2 ∈ A,

...

~αn =
−−−→
P0Pn olacak şekilde bir tek Pn ∈ A noktası vardır.
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{ ~α1, ~α2, ..., ~αn} sistemi V nin bir bazı olduğundan {
−−→
P0P1,

−−→
P0P2, ...,

−−−→
P0Pn} sistemi de V

nin bir bazıdır. O halde {P0, P1, ..., Pn} sistemi başlangıç noktası P0 ∈ A noktası olan

A’da bir afin çatıdır.

Tanım 2.3 A, V vektör uzayı ile bileşen n-boyutlu afin uzay olsun. Eğer A afin uza-

yının birleştiği V vektör uzayı bir iç çarpım uzayı ise bu A afin uzayına Öklid uzayı

denir. Her afin uzay bir Öklid uzayı değilken her Öklid uzayı bir afin uzayıdır (Hacısal-

ihoğlu, 2000).

Tanım 2.4 En, Rn iç çarpım uzayı ile birleşen bir Öklid uzayı ve E0, E1, ..., En ∈ En

olsun. Eğer {
−−−→
E0E1,

−−−→
E0E2, ...,

−−−→
E0En} vektör sistemi Rn uzayının bir ortonormal bazı

ise yani, {
−−−→
E0E1,

−−−→
E0E2, ...,

−−−→
E0En}, Rn nin bir bazı ve <

−−−→
E0Ei,

−−−→
E0Ej > = δij (kronecker

deltası) ise {E0, E1, ..., En} nokta kümesine En de bir Öklid çatısı (dik çatı) denir

(Hacısalihoğlu, 2000).

Uyarı

Her Öklid uzayı bir afin uzay olduğundan her Öklid çatısı da bir afin çatıdır.

Tanım 2.5 d : En × En → R,

d(X, Y ) = ‖
−−→
XY ‖ =

√√√√ n∑
i=1

(yi − xi)2

şeklinde tanımlanan d fonksiyonuna En Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve d(X, Y ) ∈

R sayısına da X ile Y noktaları arasındaki uzaklık denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Teorem 2.2 En de uzaklık fonksiyonu bir metriktir (Hacısalihoğlu, 2000).

İspat:

1. En ile birleşen Rn iç çarpım uzayında iç çarpım fonksiyonu pozitif tanımlı olduğun-

dan, ∀α ∈ Rn için ‖α‖ ≥ 0 Yani

‖α‖ = ‖ ~xy‖ = d(x, y) ≥ 0 dır.

⇒ d(x, y) = ‖ ~xy‖ = 0 ise x− y = 0⇒ x = y

⇐ x = y ise x− y = 0 ve d(x, y) = ‖ ~xy‖ = 0

2. d(x,y) =‖ ~xy‖ = ‖ ~yx‖=d(y,x)

3. ‖
−−→
XZ‖ = |

−−→
XY +

−−→
XZ| ≤ ‖

−−→
XY ‖+ ‖

−→
Y Z‖ dır.
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Bu üç özellik sağlandığından En de uzaklık fonksiyonu bir metriktir.

Tanım 2.6 n boyutlu Öklid uzayı En de ∀ x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ En

için,

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

şeklinde tanımlanan fonksiyona standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı denir (Hacısal-

ihoğlu, 2000).

Tanım 2.7 Rn, n-boyutlu Öklid uzayı ve ~x ∈ Rn için ~x vektörünün normu

‖~x‖ =
√
〈~x, ~x〉

biçiminde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.8 V bir iç çarpım uzayı olsun. ~x, ~y ∈ V , ~x, ~y 6= 0 olmak üzere bu iki vektör

arasındaki açı

cos θ =
< ~x, ~y >

‖~x‖‖~y‖

eşitliği ile tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.9 3 boyutlu Öklid uzayı E3 de ∀ x = (x1, x2, x3) ve (y1, y2, y3) ∈ E3 için

Öklid vektörel çarpımı,

x ∧ y = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2)

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.10 En, n-boyutlu Öklid uzayı ve I, R nin bir açık aralığı olmak üzere

α : I ⊆ R → En dönüşümü diferensiyellenebilir ise α(I) kümesine En uzayı içinde bir

eğri denir. Ayrıca (I,α) ikilisine eğrinin koordinat komşuluğu, I alt kümesine eğrinin

parametre aralığı ve t∈ I reel sayısına eğrinin parametresi denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.11 En+1 de bir M eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin.

α : I → En+1’ nın Öklidiyen koordinat fonksiyonları α1, α2, ..., αn olmak üzere α =

(α1, α2, ..., αn+1), α(t) ∈M eğrisinin diferansiyeli aşağıdaki gibidir,

α
′
(t) = (

∂α1

∂t
,
∂α2

∂t
, ...,

∂αn+1

∂t
)
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α
′
(t) tanjant vektörüne M eğrisinin t ∈ I parametre değerine karşılık gelen α(t) nok-

tasında, (I, α) koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.12 En+1 de bir M eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilmiş olsun. Eğer

∀s ∈ I için,

‖α′
(s)‖ = 1

ise M eğrisi (I, α) ya göre birim hızlı eğridir denir. Bu durumda eğrinin s ∈ I parame-

tresine yay-parametresi adı verilir (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.13 Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir

(Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.14 V bir iç çarpım uzayı E ⊂ V olsun. E içindeki farklı her vektör çifti

ortogonal ise E’ye ortogonal vektör kümesi denir. Ayrıca ortogonal E kümesindeki her

vektörün uzunluğu 1 ise E’ye ortonormal bir küme denir (Hacısalihoğlu, 2000).

Tanım 2.15 M ⊂ En eğrisi (I,α) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda

ψ = {α′
, α

′
, ..., α(r)} sistemi lineer bağımsız ve ∀α(k), k > r, için: α(k) ∈ Spψ olmak

üzere ψ den elde edilen {V1, ..., Vr} ortonormal sistemine, M eğrisinin Serret-Frenet

r-ayaklı alanı ve m ∈ M için {V1(m), ..., Vr, (m)} ye ise m ∈ M noktasındaki Serret-

Frenet r-ayaklısı denir. Her bir Vi, 1 ≤ i ≤ r, ye Serret-Frenet vektörü denir.

Özel hal: n=3 özel halinde, 3-boyutlu Öklid uzayında Serret-Frenet 3-ayaklısı elde

edilebilir. Bu özel halde; M eğrisi (I,α) koordinat komşuluğu ile verilmiş ise s ∈ I

yay-parametresi olmak üzere,


T (s) = α

′
(s)

N(s) = α
′
(s)

||α′ (s)||

B(s) = T (s) ∧N(s)

. (2.1.1)

şeklindedir. Böylece {T (s), N(s), B(s)} sistemi, α(s) noktasında, M eğrisinin Serret-

Frenet 3-ayaklısıdır. Burada T(s) vektörüne, teğet vektör alanı, N(s) vektörüne asli

normal vektör alanı ve B(s) vektörüne binormal vektör alanı adı verilir (Hacısalihoğlu,

2000).

Tanım 2.16 α : I ⊂ R→ E3 birim hızlı regüler bir eğri olsun. Eğrinin birinci ve ikinci
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eğriliği sırasıyla κ(s) = 〈T ′
(s), N(s)〉 ve τ(s) = 〈N ′

(s), B(s)〉 şeklinde tanımlanmak

üzere {T (s), N(s), B(s)} Serret-Frenet çatısı için değişim formülleri aşağıdaki gibidir.


T

′
(s)

N
′
(s)

B
′
(s)

 =


0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0




T (s)

N(s)

B(s)

 (2.1.2)

Birim hızlı α eğrisi için eğrinin birinci eğriliği olan κ(s) ifadesi eğrinin s parametresine

karşılık gelen noktasındaki eğriliği adını alır ve κ(s) = ‖α′′
(s)‖ şeklinde hesaplanır.

Eğrinin birinci eğriliği teğetten sapma miktarını ölçer. Eğrinin ikinci eğriliği olan τ(s)

skaler çarpanına ise eğrinin s parametresine karşılık gelen noktasındaki burulması denir.

Burulma kısaca eğrinin Oskülatör düzlemden ayrılma miktarının ölçüsü olarak da ifade

edilebilir ve aşağıdaki şekilde hesaplanır

τ =
< α

′
(s) ∧ α′′

(s), α
′′′
(s) >

‖α′(s) ∧ α′′(s)‖2
(2.1.3)

(Hacısalihoğlu, 2000).

2.2 3-Boyutlu Öklid Uzayında Alternatif Çatıya Göre

Temel Tanım ve Kavramlar

Tanım 2.17 α : I ⊂ R → E3 birim hızlı regüler eğri olsun. Frenet çatısından farklı

olan bir alternatif çatı {N(s), C(s),W (s)} ile tanımlı olmak üzere

N(s) = N(s), C(s) =
N

′
(s)

‖N ′(s)‖
, W (s) = N(s) ∧ C(s) (2.2.1)

şeklindedir (Uzunoğlu ve ark., 2016). Alternatif çatıya göre türev değişiminin matris

gösterimi 
N

′
(s)

C
′
(s)

W
′
(s)

 =


0 f(s) 0

−f(s) 0 g(s)

0 −g(s) 0



N(s)

C(s)

W (s)

 (2.2.2)
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olup burada f ve g, α eğrisinin alternatif çatıya göre eğrilikleridir. Bu eğriliklerin

Frenet eğriliklerle olan ilişkisi aşağıdaki gibidir.
f(s) =

√
κ2 + τ 2

g(s) = (τ/κ)
′

1+τ2/κ2

(2.2.3)

Tanım 2.18 α : I ⊂ R→ E3 ve α∗ : I ⊂ R→ E3 birim hızlı regüler iki eğri olsun. Al-

ternatif açıya göre eğrilerin çatı elemanları sırasıyla {N,C,W, f, g} ve {N∗, C∗,W ∗, f ∗, g∗}

şeklindedir. Eğer W = C∗ ise bu eğriler WC∗ eğri çifti olarak adlandırılır. Bu eğri

çiftinin çatı elemanları arasında
N∗

C∗

W ∗

 =


cos(90− θ) sin(90− θ) 0

0 0 1

−sin(90− θ) cos(90− θ) 0




N

C

W

 (2.2.4)


N∗ = sinθN + cosθC

C∗ = W

W ∗ = −cosθN + sinθC

(2.2.5)

şeklinde bağıntı vardır (Has ve Yılmaz, 2020).

Tanım 2.19 (α, α∗) WC∗ eğri çifti olsun. α eğrisinin eğrilikleri f ve g, α∗ eğrisinin

eğrilikleri f ∗ ve g∗ olmak üzere bu eğrilikler arasında f ∗ = gcosθ

g∗ = −gsinθ
. (2.2.6)

bağıntısı vardır (Has ve Yılmaz, 2020).
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3. ÖKL�D UZAYINDA SMARANDACHE E�R�LER�

Tan�m 3.1 Konum vektörü, herhangi bir α e§risinin Frenet çat�lar� taraf�ndan olu³tu-

rulan ve bu vektör taraf�ndan çizilen regüler e§riye Smarandache e§risi denir (Turgut

ve Y�lmaz, 2008). Bu tan�m a³a§�daki ³ekilde de verilebilir.

Tan�m 3.2 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§risinin Frenet çat�s� {T(s),N(s),B(s)}

olsun. Konum vektörü

β(s) =
a(s)T (s) + b(s)N(s) + c(s)B(s)√

a2(s) + b2(s) + c2(s)

olan vektörün çizdi§i regüler e§riye Smarandache e§risi denir (�enyurt ve Sivas,

2013).

3.1 TN−Smarandache E§risi

Tan�m 3.3 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T(s),N(s),B(s)} olsun.

βTN(s) =
1√
2

(T (s) +N(s))

e§risi TN−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (Ali, 2010).

Teorem 3.1 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T,N,B}, e§rili§i κ ve

torsiyonu τ olsun. TN-Smarandache e§risinin κβTN
e§rili§i ve τβTN

torsiyonu s�ras�yla;


κβTN

=
√

2
(2κ2+τ2)2

√
δ2

1 + µ2
1 + η2

1,

τβTN
=
√

2[(τ3+2κ2τ−τκ′+κτ ′)δ̄1+(κτ ′−κ′τ)µ̄1+(2κ3+κτ2)η̄1]

(τ3+2κ2τ−τκ′+κτ ′)2+(κτ ′−κ′τ)2+(2κ3+κτ2)2

³eklinde verilir. Burada


δ1 = −[κ2(2κ2 + τ 2) + τ(τκ

′ − κτ ′)]

µ1 = −[κ2(2κ2 + 3τ 2)− τ(τ 3 + κτ ′ − τκ′)]

η1 = κ[τ(2κ2 + τ 2)− 2(τκ
′ − κτ ′)]

ve
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
δ1 = κ3 + κ(τ 2 − 3κ

′
)− κ′′

µ1 = −κ3 − κ(τ 2 + 3κ
′
)− 3ττ ′ + κ

′′

η1 = −κ2τ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ

′
+ τ ′′

³eklinde katsay�lard�r (Ali, 2010).

�spat: s yay parametresi ve β = β(s) e§risi E3 de birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.

β(s) e§risinin Frenet vektörleri {T,N,B} olmak üzere TN−Smarandache e§risi,

βTN(s) =
1√
2

(T (s) +N(s))

³eklindedir. Bu e§rinin yay parametresi sβ ile ifade edilirse TN−Smarandache e§risinin

e§rilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun için e§rinin türevi al�n�rsa,

dβTN
dsβ

· dsβ
ds

=
1√
2

(−κT + κN + τB)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin normu al�n�rsa,

∥∥∥∥dβTNdsβ

∥∥∥∥ = 1

oldu§undan

dsβ
ds

=

√
1

2
(κ2 + κ2 + τ 2) =

√
2κ2 + τ 2

2

bulunur. Buradan βTN(s) e§risinin te§et vektör alan�,

TβTN
=
−κT + κN + τB√

2κ2 + τ 2
(3.1.1)

³eklinde bulunur. Bu te§et vektörünün bir kez daha türevi al�n�rsa,


δ1 = −[κ2(2κ2 + τ 2) + τ(τκ

′ − κτ ′)]

µ1 = −[κ2(2κ2 + 3τ 2)− τ(τ 3 + κτ ′ − τκ′)]

η1 = κ[τ(2κ2 + τ 2)− 2(τκ
′ − κτ ′)]

olmak üzere T
′

βTN
vektörü

T
′

βTN
=

√
2

(2κ2 + τ 2)2
(δ1T + µ1N + η1B) (3.1.2)
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³eklinde bulunur. βTN e§risinin e§rili§i κβTN
ile gösterilirse (3.1.2) ba§�nt�s�ndan κβTN

e§rili§i

κβTN
= ‖T ′βTN

‖,

κβTN
=

√
2

(2κ2 + τ 2)2

√
δ21 + µ2

1 + η21

olur. βTN e§risinin asli normal vektör alan� NβTN
ile gösterilirse, bu vektör

NβTN
=

T
′

βTN

‖T ′βTN
‖
,

NβTN
=
δ1T + µ1N + η1B√

δ21 + µ2
1 + η21

³eklinde bulunur. BβTN
= TβTN

∧NβTN
ifadesinden binormal vektör alan�,

BβTN
=

1
√

2κ2 + τ 2
√
δ21 + µ2

1 + η21
·
T N B

−κ κ τ

δ1 µ1 η1

olmak üzere

BβTN
=

(κη1 − τµ1)T + (τδ1 + κη1)N − (κµ1 + κδ1)B√
2κ2 + τ 2

√
δ21 + µ2

1 + η21

³eklinde elde edilir. Torsiyonu bulmak için βTN e§risinin ikinci ve üçüncü türevlerini

bulmak gerekir. Buna göre bu türevler

β
′′

TN =
1√
2
{−(κ2 + κ

′
)T + (κ

′ − κ2 − τ 2)N + (κτ + τ
′
)B}

ve

β
′′′

TN =
1√
2
{δ̄1T + µ̄1N + η̄1B}

³eklinde bulunur. Burada δ1, µ1 ve η1
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
δ1 = κ3 + κ(τ 2 − 3κ

′
)− κ′′

µ1 = −κ3 − κ(τ 2 + 3κ
′
)− 3ττ ′ + κ

′′

η1 = −κ2τ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ

′
+ τ ′′

³eklinde katsay�lard�r. βTN e§risinin torsiyonu τβTN
ile gösterilip, a³a§�daki ba§�nt� ile

elde edilir.

τβTN
=
< β

′
TN ∧ β

′′
TN , β

′′′
TN >

‖β ′TN ∧ β
′′
TN‖2

Burada βTN e§risinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri yerlerine yaz�ld�§�nda, βTN

e§risinin τβTN
torsiyonu,

τβTN
=

√
2[(τ 3 + 2κ2τ − τκ′ + κτ ′)δ̄1 + (κτ ′ − κ′τ)µ̄1 + (2κ3 + κτ 2)η̄1]

(τ 3 + 2κ2τ − τκ′ + κτ ′)2 + (κτ ′ − κ′τ)2 + (2κ3 + κτ 2)2

³eklinde elde edilir.

3.2 TB−Smarandache E§risi

Tan�m 3.4 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T(s),N(s),B(s)} olsun.

βTB(s) =
1√
2

(T (s) +B(s))

e§risi TB−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (Ali, 2010).

Teorem 3.2 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T,N,B}, e§rili§i κ ve

torsiyonu τ olsun. TB−Smarandache e§risinin κβTB
e§rili§i ve τβTB

torsiyonu s�ras�yla;


κβTB

=

√
2(δ22+µ2

2)

(κ−τ)4

τβTB
=
√

2[κ2τ δ̄2−2κτ2δ̄2+τ3δ̄2+κ3η̄2−2κ2τ η̄2+κτ2η̄2]
(τ(κ−τ)2)2+(κ(κ−τ)2)2

³eklinde verilir. Burada 
δ2 = −κ4 + 3κ3τ − 3κ2τ 2 + κτ 3

µ2 = 0

η2 = κ3τ − 3κ2τ 2 + 3κτ 3 − τ 4
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ve


δ2 = −3κκ′ + 2κτ ′ + κ

′
τ

µ2 = (τ − κ)(τ 2 + κ2) + κ
′′ − τ ′′

η2 = −3ττ ′ + 2τκ′ + κτ ′

³eklinde katsay�lard�r (Ali, 2010).

�spat: s yay parametresi ve β = β(s) e§risi E3 de birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.

β(s) e§risinin Frenet vektörleri {T,N,B} olmak üzere TB−Smarandache e§risi,

βTB(s) =
1√
2

(T (s) +B(s))

³eklinde tan�ml�d�r. Bu e§rinin yay parametresi sβ ile ifade edilirse TB−Smarandache

e§risinin e§rilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun için ilk olarak e§rinin türevi al�n�rsa,

dβTB
dsβ

· dsβ
ds

=
1√
2

((κ− τ)N)

ifadesi bulunur. Bu ifadenin normu al�n�rsa,

∥∥∥∥dβTBdsβ

∥∥∥∥ = 1

oldu§undan

dsβ
ds

=

√
(κ− τ)2

2
=
|κ− τ |√

2

bulunur. Buradan βTB(s) e§risinin te§et vektör alan�,

TβTB
=

 N, κ > τ

−N, κ < τ
(3.2.1)

³eklinde bulunur. Bu te§et vektörünün bir kez daha türevi al�n�rsa,

T
′

βTB
=

√
2

κ− τ
(−κT + τB) (3.2.2)

³eklinde bulunur. βTB(s) e§risinin e§rili§i κβTB
ile gösterilirse (3.2.2) ba§�nt�s�ndan

κβTB
e§rili§i

κβTB
= ‖T ′βTB(s)‖,
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κβTB
=

√
2(κ2 + τ 2)

κ− τ
olur. βTB e§risinin asli normal vektör alan� NβTB

ile gösterilirse, bu vektör

NβTB
=

T
′

βTB

‖T ′βTB
‖
,

NβTB
=

1√
κ2 + τ 2

(−κT + τB)

³eklinde bulunur. BβTB
= TβTB

∧NβTB
ifadesinden binormal vektör alan�,

BβTB
=

1

κ2 + τ 2
·
T N B

0 1 0

κ 0 τ

olmak üzere

BβTB
=
τT + κB√
κ2 + τ 2

vektör alan� elde edilir. Torsiyonu bulmak için βTB e§risinin ikinci ve üçüncü türev-

lerinin bulunmas� gerekir. Buna göre gerekli i³lemler yap�l�rsa

β
′′

TB =
1√
2
{−(κ2 + κτ)T + (κ

′ − τ ′)N + (κτ − τ 2)B}

ve

β
′′′

TB =
1√
2
{δ̄2T + µ̄2N + η̄2B}

³eklinde bulunur. Burada δ2, µ2 ve η2
δ2 = −3κκ′ + 2κτ ′ + κ

′
τ

µ2 = (τ − κ)(τ 2 + κ2) + κ
′′ − τ ′′

η2 = −3ττ ′ + 2τκ′ + κτ ′

³eklinde katsay�lard�r. βTB e§risinin torsiyonu τβTB
ile gösterilip, a³a§�daki ba§�nt� ile

elde edilir.

τβTB
=
< β

′
TB ∧ β

′′
TB, β

′′′
TB >

‖β ′TB ∧ β
′′
TB‖2
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Burada βTB e§risinin birinci, ikinci ve üçüncü türevleri yerlerine yaz�ld�§�nda, βTB

e§risinin torsiyonu,

τβTB
=

√
2[κ2τ δ̄2 − 2κτ 2δ̄2 + τ 3δ̄2 + κ3η̄2 − 2κ2τ η̄2 + κτ 2η̄2]

(τ(κ− τ)2)2 + (κ(κ− τ)2)2

³eklinde elde edilir.

3.3 NB−Smarandache E§risi

Tan�m 3.5 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T(s),N(s),B(s)} olsun.

βNB(s) =
1√
2

(N(s) +B(s))

e§risi NB−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (Ali, 2010).

Teorem 3.3 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T,N,B}, e§rili§i κ ve

torsiyonu τ olsun. NB-Smarandache e§risinin κβNB
e§rili§i ve τβNB

torsiyonu s�ras�yla;


κβNB

=
√

2
(κ2+2τ2)2

√
δ2

3 + δ2
3 + δ2

3

τβNB
=
√

2[(2τ3+τκ2)δ̄3+(τ
′
κ−τκ′)µ̄3+(κ3+2κτ2+κτ ′−τκ′)η̄3]

(2τ3+τκ2)2+(τ ′κ−τκ′)2+(κ3+2κτ2+κτ ′−τκ′)2

³eklinde verilir. Burada
δ3 = (κ2 + 2τ 2)κτ + 2τ(κτ

′ − τκ′)

µ3 = −(κ2 + 2τ 2)(κ2 + τ 2) + κ(κ′τ − τ ′κ)

η3 = (κ2 + 2τ 2)(−τ 2) + κ(κτ ′ − κ′τ)

ve


δ3 = κ3 + κ(τ 2 − 3κ

′
)− κ′′

µ3 = −κ3 − κ(τ 2 + 3κ
′
)− 4ττ ′ + κ

′′

η3 = −κ2τ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ

′
+ τ ′′

³eklinde katsay�lard�r (Ali, 2010).
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�spat: s yay parametresi ve β = β(s) e§risi E3 de birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.

β(s) e§risinin Frenet vektörleri {T,N,B} olmak üzere NB−Smarandache e§risi,

βNB(s) =
1√
2

(N(s) +B(s))

³eklinde tan�ml�d�r. Bu e§rinin yay parametresi sβ ile gösterilmek üzere NB−Smarandache

e§risinin e§rilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun için öncelikle e§rinin s parametre-

sine göre birinci türevi al�n�rsa,

dβNB
dsβ

· dsβ
ds

=
1√
2

(−κT − τN + τB)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf�n�n normu al�n�rsa,

∥∥∥∥dβNBdsβ

∥∥∥∥ = 1

oldu§undan

dsβ
ds

=

√
1

2
(κ2 + τ 2 + τ 2) =

√
κ2 + 2τ 2

2

olarak bulunur. Buradan βNB(s) e§risinin te§et vektör alan�,

TβNB
=
−κT − τN + τB√

κ2 + 2τ 2
(3.3.1)

³eklindedir. Bu te§et vektörünün tekrar türevi al�n�rsa,


δ3 = (κ2 + 2τ 2)κτ + 2τ(κτ

′ − τκ′)

µ3 = −(κ2 + 2τ 2)(κ2 + τ 2) + κ(κ′τ − τ ′κ)

η3 = (κ2 + 2τ 2)(−τ 2) + κ(κτ ′ − κ′τ)

olmak üzere T
′

βNB
vektörü

T
′

βNB
=

√
2

(κ2 + 2τ 2)2
(δ3T + µ3N + η3B) (3.3.2)

³eklinde bulunur. βNB(s) e§risinin e§rili§i κβNB
ile gösterilirse (3.3.2) ba§�nt�s�ndan

κβNB
e§rili§i

κβNB
= ‖T ′βNB

‖,
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κβNB
=

√
2

(κ2 + 2τ 2)2

√
δ23 + µ2

3 + η23

olur. βNB e§risinin asli normal vektör alan� NβNB
ile gösterilirse bu vektör,

NβNB
=

T
′

βNB

‖T ′βNB
‖
,

NβNB
=
δ3T + µ3N + η3B√

δ23 + µ2
3 + η23

³eklinde bulunur. BβNB
= TβNB

∧NβNB
ifadesinden ise binormal vektör alan�,

BβNB
=

1
√
κ2 + 2τ 2

√
δ23 + µ2

3 + η23
·
T N B

−κ −τ τ

δ3 µ3 η3

olmak üzere

BβNB
=

(τµ3 − τη3)T + (τδ3 + κη3)N + (τδ3 + κµ3)B√
κ2 + 2τ 2

√
δ23 + µ2

3 + δ23

³eklinde elde edilir. Torsiyonu bulmak için βNB e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri

hesaplan�rsa

β
′′

NB =
1√
2
{−(κ

′
+ κτ)T + (−κ2 − τ 2 − τ ′)N + (τ ′ + τ 2)B}

ve

β
′′′

NB =
1√
2
{δ̄3T + µ̄3N + η̄3B}

elde edilir. Burada δ3, µ3 ve η3
δ3 = κ3 + κ(τ 2 − 3κ

′
)− κ′′

µ3 = −κ3 − κ(τ 2 + 3κ
′
)− 4ττ ′ + κ

′′

η3 = −κ2τ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ

′
+ τ ′′
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³eklinde birer katsay�d�r. βNB e§risinin torsiyonu τβNB
ile gösterilirse torsiyonu için

τβNB
=
< β

′
NB ∧ β

′′
NB, β

′′′
NB >

‖β ′NB ∧ β
′′
NB‖2

ba§�nt�s�ndan gerekli türevler yerlerine yaz�l�rsa, βNB e§risinin τβNB
torsiyonu,

τβNB
=

√
2[(2τ 3 + τκ2)δ̄3 + (τ

′
κ− τκ′)µ̄3 + (κ3 + 2κτ 2 + κτ ′ − τκ′)η̄3]

(2τ 3 + τκ2)2 + (τ ′κ− τκ′)2 + (κ3 + 2κτ 2 + κτ ′ − τκ′)2

³eklinde elde edilir.

3.4 TNB−Smarandache E§risi

Tan�m 3.6 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T(s),N(s),B(s)} olsun.

βTNB(s) =
1√
3

(T (s) +N(s) +B(s))

e§risi TNB−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (Ali, 2010).

Teorem 3.4 α : I → E3 birim h�zl� regüler e§rinin Frenet çat�s� {T,N,B}, e§rili§i κ

ve torsiyonu τ olsun. TNB-Smarandache e§risinin κβTNB
e§rili§i ve τβTNB

torsiyonu

s�ras�yla;


κβTNB

=
√

3
4(κ2+τ2−κτ)2

√
δ2

4 + δ2
4 + δ2

4

τβTNB
=
√

3[(κ2τ+κτ ′−2κτ2−ττ ′+2τ3−τκ′
+τκ2)δ̄4+(κτ

′−τκ′)µ̄4+(2κ3−τκ′
)η̄4]

(κ2τ+κτ ′−2κτ2−ττ ′+2τ3−τκ′+τκ2)2+(κτ ′−τκ′)2+(2κ3−τκ′)2

³eklinde verilir. Burada
δ4 = κτ [4κ(κ− τ) + 2(τ ′ + τ 2) + κ

′
]− κ2(2κ2 + τ

′
)− 2κ′τ 2

µ4 = 2κτ [(κ− τ)2 + 2τ − 2τ ′]− 2(κ4 + τ 4) + κ
′
τ 2 − κ2τ ′

η4 = τ [2κ(κ2 + 4τ 2 − κ′ − 2κτ) + (τκ′ + τ ′ − 2τ 3)]
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ve 
δ4 = κ′τ − κ′′ − 3κκ′ + 2κτ ′ + κ3 + κτ 2

µ4 = τ 3 − κ3 − 3(κκ′ + ττ ′)− (−κ′′ + τ
′′
) + κτ(κ− τ)

η4 = τ ′′ − κ2τ − 3ττ ′ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ ′

³eklindedir (Ali, 2010).

�spat: s yay parametresi ve β = β(s) e§risi E3 de birim h�zl� regüler bir e§ri olsun.

β(s) e§risinin Frenet vektörleri {T,N,B} olmak üzere TNB-Smarandache e§risi,

βTNB(s) =
1√
3

(T (s) +N(s) +B(s))

³eklinde tan�ml�d�r. Bu e§rinin yay parametresi sβ olmak üzere TNB−Smarandache

e§risinin e§rilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun için öncelikle e§rinin s parametre-

sine göre birinci türevi al�n�rsa�

dβTNB
dsβ

· dsβ
ds

=
1√
3

(−κT + (κ− τ)N + τB)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf�n normu al�n�rsa,

∥∥∥∥dβTNBdsβ

∥∥∥∥ = 1

oldu§undan

dsβ
ds

=

√
2

3
(κ2 + τ 2 − κτ)

olarak bulunur. Buradan βTNB(s) e§risinin te§et vektör alan�,

TβTNB
=
−κT + (κ− τ)N + τB√

2κ2 + 2τ 2 − 2κτ
(3.4.1)

³eklinde elde edilir. Bu te§et vektörünün tekrar türevi al�n�rsa,


δ4 = κτ [4κ(κ− τ) + 2(τ ′ + τ 2) + κ

′
]− κ2(2κ2 + τ

′
)− 2κ′τ 2

µ4 = 2κτ [(κ− τ)2 + 2τ − 2τ ′]− 2(κ4 + τ 4) + κ
′
τ 2 − κ2τ ′

η4 = τ [2κ(κ2 + 4τ 2 − κ′ − 2κτ) + (τκ′ + τ ′ − 2τ 3)]
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olmak üzere T
′

βTNB
vektörü

T
′

βTNB
=

√
3

4(κ2 + τ 2 − κτ)2
(δ4T + µ4N + η4B) (3.4.2)

³eklini al�r. βTNB(s) e§risinin e§rili§i κβTNB
ile gösterilirse (3.4.2) ba§�nt�s�ndan κβTNB

e§rili§i

κβTNB
= ‖T ′βTNB

‖,

κβTNB
=

√
3

4(κ2 + τ 2 − κτ)2

√
δ24 + µ2

4 + η24

olur. βTNB e§risinin asli normal vektör alan� NβTNB
ile gösterilirse bu vektör,

NβTNB
=

T
′

βTNB

‖T ′βTNB
‖
,

NβTNB
=
δ4T + µ4N + η4B√

δ24 + µ2
4 + η24

³eklinde bulunur. BβTNB
= TβTNB

∧NβTNB
çarp�m�ndan binormal vektör alan�,

BβTNB
=

1
√

2κ2 + 2τ 2 − 2κτ
√
δ21 + δ22 + δ23

·
T N B

−κ κ− τ τ

δ4 µ4 η4

ve böylece

BβTNB
=

((κ− τ)η4 − τµ4)T + (τδ4 + κη4)N + ((τ − κ)δ4 − κµ4)B√
2κ2 + 2τ 2 − 2κτ

√
δ24 + µ2

4 + µ2
4

olarak bulunur. βTNB e§risinin torsiyonu için e§rinin ikinci ve üçüncü türevleri hesa-

plan�rsa,

β
′′

TNB =
1√
3
{(−κ′ − κ2 + κτ)T − (κ2 + κ′ + τ ′ + τ 2)N + (κτ − τ 2 + τ ′)B}

ve

β
′′′

TNB =
1√
3
{δ̄4T + µ̄4N + η̄4B}

20



³eklinde bulunur. Burada δ4, µ4 ve η4
δ4 = κ′τ − κ′′ − 3κκ′ + 2κτ ′ + κ3 + κτ 2

µ4 = τ 3 − κ3 − 3(κκ′ + ττ ′)− (−κ′′ + τ
′′
) + κτ(κ− τ)

η4 = τ ′′ − κ2τ − 3ττ ′ − τ 3 + 2τκ
′
+ κτ ′

³eklinde birer katsay�d�r. βTNB e§risinin torsiyonu τβTNB
ile gösterilip a³a§�daki ba§�n-

t�da elde edilen türevler yerlerine yaz�l�rsa

τ =
< β

′
TNB ∧ β

′′
TNB, β

′′′
TNB >

‖β ′TNB ∧ β
′′
TNB‖2

βTNB e§risinin τβTNB
torsiyonu,

τβTNB
=

√
3[(κ2τ + κτ ′ − 2κτ2 − ττ

′
+ 2τ3 − τκ

′
+ τκ2)δ̄4 + (κτ

′ − τκ′)µ̄4 + (2κ3 − τκ
′
)η̄4]

(κ2τ + κτ ′ − 2κτ2 − ττ ′ + 2τ3 − τκ′ + τκ2)2 + (κτ ′ − τκ′)2 + (2κ3 − τκ′)2

³eklinde elde edilir.
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4. ALTERNAT�F ÇATIYA GÖRE SMARANDACHE E�R�-

LER�

Tezin bu bölümü, çal�³man�n orjinal k�sm�n�n ilk bölümünü olu³turmaktad�r. Bu

k�s�mda Frenet çat�s�ndan farkl� bir alternatif çat� yard�m�yla dört farkl� Smaran-

dache e§risi tan�mlanm�³ ve bu e§rilerin çat� elemanlar� ile e§rilik ve torsiyonlar� elde

edilmi³tir.

4.1 NC−Smarandache E§risi

Tan�m 4.1 β : I → E3 birim h�zl� regüler e§risinin çat�s� {N(s),C(s),W(s)} olsun.

βNC(s) =
1√
2

(N(s) + C(s))

e§risi NC−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (�enyurt ve Kaya, 2018).

Teorem 4.1 β : I → E3 e§risinin çat�s� {N,C,W}, e§rili§i f ve torsiyonu g ol-

sun. NC−Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre fβNC e§rili§i ve gβNC torsiyonu

s�ras�yla;



f =

√
[
√
2·
√
δ25+µ

2
5+η

2
5

(2f2+g2)2 ]2 + [
√
2·(δ̃5δ̂5+µ̃5µ̂5+η̃5η̂5)

δ̃25+µ̃5
2+η̃5

2 ]2

g =


√
2·(δ̃5 δ̂5+µ̃5 µ̂5+η̃5 η̂5)

δ̃5
2
+µ̃5

2+η̃5
2

√
2·
√

δ25+µ
2
5+η

2
5

(2f2+g2)2


′

1+


√
2·(δ̃5 δ̂5+µ̃5 µ̂5+η̃5 η̂5)

δ̃5
2
+µ̃5

2+η̃5
2

√
2·
√
δ5

2+µ5
2+η5

2

(2f2+g2)2


2

³eklinde verilir. Burada
δ5 = −[f 2(2f 2 + g2) + g(gf

′ − fg′
)]

µ5 = −[f 2(2f 2 + 3g2)− g(g3 + fg′ − gf ′)]

η5 = f [g(2f 2 + g2)− 2(gf
′ − fg′

)]
δ̄5 = [(δ

′
5 − fµ5)(δ

2
5 + µ2

5 + η25)− δ5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]

µ̄5 = [(fδ5 + µ
′
5 − gη5)(δ25 + µ2

5 + η25)− µ5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]

η̄5 = [(gµ5 + η
′
5)(δ

2
5 + µ2

5 + η25)− η5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]
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
δ̂5 = (−2ff

′ − f ′′
+ f 3 − ff ′

+ fg2)

µ̂5 = (−f 3 − ff ′ − 2ff
′
+ f

′′ − 2gg
′ − fg2 − gg′

)

η̂5 = (−f 2g − g3 + 2gf
′
+ fg

′
+ g

′′
)

δ̃5 = (g3 + 2f 2g − gf ′
+ fg

′
)

µ̃5 = (fg
′ − f ′

g)

η̃5 = (−f 2g − g3 + 2gf
′
+ fg

′
+ g

′′
)

katsay�lar� mevcuttur.

�spat: β = β(s) e§risi E3 de alternatif çat�ya göre birim h�zl� regüler bir e§ri olmak

üzere, β e§risinin NC−Smarandache e§risi olan βNC(s) = 1√
2
(N + C) e§risinin yay

parametresi sβNC olmak üzere, e§rinin s'ye göre türevi al�n�rsa,

dβNC
dsβNC

dsβNC
ds

=
1√
2

(−fN + fC + gW )

olup yukar�daki e³itli§in her iki taraf�n�n normu al�n�rsa
dsβNC
ds

ifadesi

dsβNC
ds

=

√
1

2
(f 2 + f 2 + g2) =

√
2f 2 + g2

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa βNC e§risinin te§et vektörü

TβNC =
−fN + fC + gW√

2f 2 + g2
(4.1.1)

olur. Bu ifadenin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
δ5 = −[f 2(2f 2 + g2) + g(gf

′ − fg′
)]

µ5 = −[f 2(2f 2 + 3g2)− g(g3 + fg′ − gf ′)]

η5 = f [g(2f 2 + g2)− 2(gf
′ − fg′

)]

olmak üzere T
′

βNC
vektörü

T
′

βNC
=

√
2

(2f 2 + g2)2
(δ5N + µ5C + η5W ) (4.1.2)

³eklinde bulunur. βNC e§risinin Frenet e§rili§i κβNC ile gösterilirse (4.1.2) ba§�nt�s�ndan

κβNC e§rili§i

κβNC =

√
2

(2f 2 + g2)2

√
δ25 + µ2

5 + η25 (4.1.3)
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olur. βNC e§risinin asli normal vektör alan� NβNC ile gösterilirse, bu vektör

NβNC =
δ5N + µ5C + η5W√

δ25 + µ2
5 + η25

(4.1.4)

³eklinde bulunur. (4.1.4) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa katsay�lar
δ̄5 = [(δ

′
5 − fµ5)(δ

2
5 + µ2

5 + η25)− δ5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]

µ̄5 = [(fδ5 + µ
′
5 − gη5)(δ25 + µ2

5 + η25)− µ5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]

η̄5 = [(gµ5 + η
′
5)(δ

2
5 + µ2

5 + η25)− η5(δ5δ
′
5 + µ5µ

′
5 + η5η

′
5)]

olmak üzere N
′

βNC
türevi

N
′

βNC
=

√
2√

2f 2 + g2
δ̄5N + µ̄5C + η̄5W

(2f 2 + g2)
3
2

(4.1.5)

³eklinde bulunur. (4.1.5) ba§�nt�s�n�n normu al�n�rsa

‖N ′

βNC
‖ =

√
2√

2f 2 + g2

√
δ̄25 + µ̄2

5 + η̄25

(δ̄25 + µ̄2
5 + η̄25)

3
2

(4.1.6)

elde edilir. CβNC =
N

′
βNC

‖N ′
βNC

‖
oldu§undan (4.1.5) ve (4.1.6) ba§�nt�lar�ndan gerekli cebirsel

i³lemler yap�ld�§�nda C vektör alan�,

CβNC =
δ̄5N + µ̄5C + η̄5W√

δ̄25 + µ̄2
5 + η̄25

olarak bulunur. WβNC = NβNC ∧ CβNC oldu§undan WβNC vektör alan�

WβNC =
1√

δ25 + µ2
5 + η25 ·

√
δ̄5

2
+ µ̄5

2 + η̄52

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N C W

δ5 µ5 η5

δ̄5 µ̄5 η̄5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

WβNC =
(µ5η̄5 − η5µ̄5)N − (δ5η̄5 − η5δ̄5)C + (δ5µ̄5 − µ5δ5)W√

δ25 + µ2
5 + η25 ·

√
δ̄5

2
+ µ̄5

2 + η̄52

olur. βNC e§risinin Frenet torsiyonunu bulmak için e§rinin ikinci ve üçüncü türevleri

hesaplan�rsa

β
′′

NC =
1√
2

(−(f 2 + f
′
)N + (−f 2 + f

′ − g2)C + (fg + g
′
)W ),
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ve

β
′′′

NC =
1√
2

(δ̂5N + µ̂5C + η̂5W )

³eklinde bulunur. Burada δ̂5, µ̂5, η̂5
δ̂5 = (−2ff

′ − f ′′
+ f 3 − ff ′

+ fg2)

µ̂5 = (−f 3 − ff ′ − 2ff
′
+ f

′′ − 2gg
′ − fg2 − gg′

)

η̂5 = (−f 2g − g3 + 2gf
′
+ fg

′
+ g

′′
)

³eklinde birer katsay�d�r. βNC Frenet e§risinin torsiyonu τβNC ile gösterilip hesaplanan

türevler yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβNC ifadesi

τβNC =

√
2 ·
[

(g3 + 2f 2g − gf ′
+ fg

′
)δ̂5 + (fg

′ − f ′
g)µ̂5 + (2f 3 + fg2)η̂5

]
(g3 + 2f 2g − gf ′ + fg′)2 + (fg′ − f ′g)2 + (2f 3 + fg2)2

(4.1.7)

³eklinde elde edilir. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (4.1.3) ve (4.1.7) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla;

f =

√
[

√
2 ·
√
δ25 + µ2

5 + η25
(2f 2 + g2)2

]2 + [

√
2 · (δ̃5δ̂5 + µ̃5µ̂5 + η̃5η̂5)

δ̃25 + µ̃5
2 + η̃5

2
]2

ve

g =


√
2·(δ̃5 δ̂5+µ̃5 µ̂5+η̃5 η̂5)

δ̃5
2
+µ̃5

2+η̃5
2

√
2·
√

δ25+µ
2
5+η

2
5

(2f2+g2)2


′

1 +

 √2·(δ̃5 δ̂5+µ̃5 µ̂5+η̃5 η̂5)
δ̃5

2
+µ̃5

2+η̃5
2

√
2·
√
δ5

2+µ5
2+η5

2

(2f2+g2)2

2

³ekilde elde edilir. Burada δ̃5, µ̃5, η̃5
δ̃5 = (g3 + 2f 2g − gf ′

+ fg
′
)

µ̃5 = (fg
′ − f ′

g)

η̃5 = (−f 2g − g3 + 2gf
′
+ fg

′
+ g

′′
)

³eklinde katsay�lard�r. Böylece NC−Smarandache e§risinin, alternatif çat�ya göre çat�

elemanlar� elde edilmi³ olur.
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4.2 NW−Smarandache E§risi

Tan�m 4.2 β : I → E3 birim h�zl� regüler e§risinin çat�s� {N(s),C(s),W(s)} olsun.

βNW (s) =
1√
2

(N(s) +W (s))

e§risi NW−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r (�enyurt ve Kaya, 2018).

Teorem 4.2 β : I → E3 e§risinin çat�s� {N,C,W}, e§rili§i f ve torsiyonu g olsun.

NW−Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre fβNW e§rili§i ve gβNW torsiyonu

s�ras�yla;



f =

√
[
√
2·
√
f2+g2

(f−g) ]2 + [
√
2·(δ̃6δ̂6+η̃6η̂6)
δ̃26+η̃6

2 ]2

g =


√
2·(δ̃6δ̂6+η̃6η̂6)

δ̃26+η̂
2
6√

2·
√
f2+g2

(f−g)


′

1+


√
2·(δ̃6δ̂6+η̃6η̂6)

δ̃26+η̃
2
6√

2·
√
f2+g2

(f−g)


2

³eklinde verilir. Burada
δ̄6 = (−f ′

f 2 − f ′
g2 + f 2f

′
+ fgg

′
)

µ̄6 = (−f 4 − f 2g2 − g2f 2 − g4)

η̄6 = (g
′
f 2 + g

′
g2 − gff ′ − g2g′

)
δ̂6 = (−3ff

′
+ 2fg

′
+ gf

′
)

µ̂6 = (f 2 + g2)(−f + g) + f
′′ − g′′

η̂6 = (−3gg
′
+ 2gf

′
+ fg

′
)

δ̃6 = (f 2g − 2fg2 + g3)

µ̃6 = 0

η̃6 = (f 3 − 2f 2g + fg2)

katsay�lar� mevcuttur.

�spat: β = β(s) e§risi E3 de alternatif çat�ya göre birim h�zl� regüler bir e§ri olmak

üzere, β e§risinin NW−Smarandache e§risi olan βNW (s) = 1√
2
(N + W ) e§risinin yay

parametresi sβNW olmak üzere, e§rinin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

dβNW
dsβNW

dsβNW
ds

=
(f − g)C√

2
,
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olup yukar�daki e³itli§in her iki taraf�n�n normu al�n�rsa
dsβNW
ds

ifadesi

dsβNW
ds

=

√
(f − g)2

2
=
|f − g|√

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa βNW e§risinin te§et vektörü

TβNW =

 C, f > g

−C, f < g
(4.2.1)

olur. Bu ifadenin tekrar türevi al�n�rsa

T
′

βNW
=

√
2(−fN + gW )

|f − g|
(4.2.2)

³eklinde bulunur. βNW e§risinin Frenet e§rili§i κβNW ile gösterilirse (4.2.2) ba§�nt�s�n-

dan

κβNW =

√
2

(f − g)

√
f 2 + g2 (4.2.3)

olur. βNW e§risinin asli normal vektör alan� NβNW ile gösterilirse, bu vektör

NβNW =
1√

f 2 + g2
(−fN + gW ) (4.2.4)

³eklinde bulunur. (4.2.4) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa katsay�lar
δ̄6 = (−f ′

f 2 − f ′
g2 + f 2f

′
+ fgg

′
)

µ̄6 = (−f 4 − f 2g2 − g2f 2 − g4)

η̄6 = (g
′
f 2 + g

′
g2 − gff ′ − g2g′

)

olmak üzere N
′

βNW
türevi

N
′

βNW
=

√
2

|f − g|
· δ̄6N + µ̄6C + η̄6W

(f 2 + g2)
3
2

(4.2.5)

³eklinde bulunur. (4.2.5) ba§�nt�s�n�n her iki taraf�n�n normu al�n�rsa

‖N ′

βNW
‖ =

√
2

(f 2 + g2)
3
2 |f − g|

·
√
δ̄26 + µ̄2

6 + η̄26 (4.2.6)

olur. CβNW =
N

′
βNW

‖N ′
βNW

‖
oldu§undan (4.2.5) ve (4.2.6) ba§�nt�lar�ndan gerekli cebirsel

i³lemler yap�ld�§�nda C vektör alan�,

CβNW =
N

′

βNW

‖N ′
βNW
‖

=
δ̄6N + µ̄6C + η̄6W√

δ̄26 + µ̄2
6 + η̄26
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olarak bulunur. WβNW = NβNW ∧ CβNW oldu§undan WβNW vektör alan�

WβNW =
1√

δ̄26 + µ̄2
6 + η̄26 ·

√
f 2 + g2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N C W

−f 0 g

δ̄6 µ̄6 η̄6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

WβNW =
−gµ̄6N + (fη̄6 + gδ̄6)C − fµ̄6W√

δ̄26 + µ̄2
6 + η̄26 ·

√
f 2 + g2

olarak elde edilir. Di§er taraftan βNW e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri s�ras�yla

β
′′

NW =
1√
2

(−f 2 + gf)N + (f
′ − g′

)C + (fg − g2)W ),

ve

β
′′′

NW =
1√
2

(δ̂6N + µ̂6C + η̂6W )

³eklinde bulunur. Burada δ̂6, µ̂6, η̂6
δ̂6 = (−3ff

′
+ 2fg

′
+ gf

′
)

µ̂6 = (f 2 + g2)(−f + g) + f
′′ − g′′

η̂6 = (−3gg
′
+ 2gf

′
+ fg

′
)

³eklinde birer katsay�d�r. βNW e§risinin Frenet torsiyonu τβNW ile gösterilip birinci,

ikinci ve üçüncü türevleri yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβNW ifadesi

τβNW =

√
2 ·
[

(f 2g − 2fg2 + g3)δ̄5 + 0 + (f 3 − 2f 2g + fg2)η̄5,
]

(f 2g − 2fg2 + g3)2 + (f 3 − 2f 2g + fg2)2
(4.2.7)

³eklinde elde edilir. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (4.2.3) ve (4.2.7) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
2 ·
√
f 2 + g2

(f − g)
]2 + [

√
2 · (δ̃6δ̂6 + η̃6η̂6)

δ̃26 + η̃6
2

]2

ve

g =

 √2·(δ̃6δ̂6+η̃6η̂6)
δ̃26+η̂

2
6√

2·
√
f2+g2

(f−g)

′

1 +

 √2·(δ̃6δ̂6+η̃6η̂6)
δ̃26+η̃

2
6√

2·
√
f2+g2

(f−g)

2
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³eklinde elde edilir. Burada δ̃6, µ̃6, η̃6
δ̃6 = (f 2g − 2fg2 + g3)

µ̃6 = 0

η̃6 = (f 3 − 2f 2g + fg2)

³eklinde birer katsay�d�r. Böylece NW−Smarandache e§risinin, alternatif çat�ya göre

çat� elemanlar� elde edilmi³ olur.

4.3 CW−Smarandache E§risi

Tan�m 4.3 β : I → E3 birim h�zl� regüler e§risinin çat�s� {N(s),C(s),W(s)} olsun.

βCW (s) =
1√
2

(C(s) +W (s))

e§risi CW−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r.

Teorem 4.3 β : I → E3 e§risinin çat�s� {N,C,W}, e§rili§i f ve torsiyonu g olsun.

CW−Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre fβCW e§rili§i ve gβCW torsiyonu

s�ras�yla;



f =

√
[
√
2·
√
δ27+µ

2
7+η

2
7

(f2+2g2)2 ]2 + [
√
2·(δ̃7δ̂7+µ̃7µ̂7+η̃7η̂7)

δ̃27+µ̃7
2+η̃7

2 ]2

g =


√
2·(δ̃7δ̂7+µ̃7µ̂7+η̃7η̂7)

δ̃27+µ̃
2
7+η̃

2
7

√
2·
√

δ27+µ
2
7+η

2
7

(f2+2g2)


′

1+


√
2·(δ̃7δ̂7+µ̃7µ̂7+η̃7η̂7)

δ27+µ
2
7+η

2
7

√
2·
√

δ27+µ
2
7+η

2
7

(f2+2g2)


2

³eklinde verilir. Burada
δ7 = (fg(f 2 + 2g2)) + 2g(fg

′ − gf ′
)

µ7 = −(f 2 + 2g2)(f 2 + g2) + f(f
′
g − g′

f)

η7 = −g2(f 2 + 2g2) + f(fg
′ − gf ′

)
δ̄7 = [(δ

′
7 − fµ7)(δ

2
7 + µ2

7 + η27)− δ7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]

µ̄7 = [(fδ7 + µ
′
7 − gη7)(δ27 + µ2

7 + η27)− µ7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]

η̄7 = [(gµ7 + η
′
7)(δ

2
7 + µ2

7 + η27)− η7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]
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
δ̂7 = (−f ′′

+ f(2g
′
+ f 2) + g(f

′
+ gf))

µ̂7 = (f(−3f
′
+ gf) + g(−3g

′
+ g2)− g′′

)

η̂7 = −g(f 2 + g2 + 3g
′
) + g

′′
δ̃7 = (2g3 + gf 2)

µ̃7 = (g
′
f − gf ′

)

η̃7 = (f 3 + 2fg2 + fg
′ − gf ′

)

³eklinde katsay�lard�r.

�spat: β = β(s) e§risi E3 de alternatif çat�ya göre birim h�zl� regüler bir e§ri olmak

üzere, β e§risinin CW−Smarandache e§risi olan βCW (s) = 1√
2
(C + W ) e§risinin yay

parametresi sβCW olmak üzere β e§risinin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

dβCW
dsβCW

dsβCW
ds

=
1√
2

(−fN + gW − gC),

olup her iki taraf�n normu al�n�rsa

dsβCW
ds

=

√
1

2
(f 2 + g2 + g2) =

√
f 2 + 2g2

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�daki denklemde yerine yaz�l�rsa βCW e§risinin te§et

vektörü

TβCW =
−fN + gW − gC√

f 2 + 2g2
(4.3.1)

olur. Bu ifadenin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
δ7 = (fg(f 2 + 2g2)) + 2g(fg

′ − gf ′
)

µ7 = −(f 2 + 2g2)(f 2 + g2) + f(f
′
g − g′

f)

η7 = −g2(f 2 + 2g2) + f(fg
′ − gf ′

)

olmak üzere T
′

βCW
vektörü

T
′

βCW
=
δ7N + µ7C + η7W

(f 2 + 2g2)
3
2

·
√

2√
(f 2 + 2g2)

(4.3.2)

³eklinde bulunur. βCW e§risinin Frenet e§rili§i κβCW ile gösterilirse (4.3.2) ba§�nt�s�n-

dan

κβCW =

√
2

(f 2 + 2g2)2

√
δ27 + µ2

7 + η27 (4.3.3)

30



olarak bulunur. βCW e§risinin asli normal vektör alan� NβCW ile gösterilirse, bu vektör

NβCW =
δ7N + µ7C + η7W√

δ27 + µ2
7 + η27

(4.3.4)

³eklinde bulunur. (4.3.4) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
δ̄7 = [(δ

′
7 − fµ7)(δ

2
7 + µ2

7 + η27)− δ7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]

µ̄7 = [(fδ7 + µ
′
7 − gη7)(δ27 + µ2

7 + η27)− µ7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]

η̄7 = [(gµ7 + η
′
7)(δ

2
7 + µ2

7 + η27)− η7(δ7δ
′
7 + µ7µ

′
7 + η7η

′
7)]

olmak üzere N
′

βNC
türevi

N
′

βCW
=

√
2√

f 2 + 2g2
δ̄7N + µ̄7C + η̄7W

(2f 2 + g2)
3
2

(4.3.5)

³eklindedir. (4.3.5) ba§�nt�s�n�n normu al�n�rsa

‖N ′

βCW
‖ =

√
2√

f 2 + 2g2

√
δ̄27 + µ̄2

7 + η̄27

(δ̄27 + µ̄2
7 + η̄27)

3
2

(4.3.6)

olur. CβCW =
N

′
βCW

‖N ′
βCW

‖
olmak üzere (4.3.5) ve (4.3.6) ba§�nt�lar�ndan gerekli cebirsel

i³lemler yap�ld�§�nda C vektör alan�,

CβCW =
δ̄7N + µ̄7C + η̄7W√

δ̄27 + µ̄2
7 + η̄27

³eklinde bulunur. WβCW = NβCW ∧ CβCW vektörel çarp�m�ndan WβCW vektör alan�

WβCW =
1√

δ27 + µ2
7 + η27 ·

√
δ̄7

2
+ µ̄7

2 + η̄72

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N C W

δ7 µ5 η7

δ̄7 µ̄7 η̄7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

WβCW =
(µ7η̄7 − η5µ̄7)N − (δ7η̄7 − η7δ̄7)C + (δ7µ̄7 − µ7δ7)W√

δ27 + µ2
7 + η27 ·

√
δ̄7

2
+ µ̄7

2 + η̄72

olur. βCW e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri s�ras�yla

β
′′

CW =
1√
2

(−f ′
+ gf)N + (−f 2 − g2 − g′

)C + (g
′ − g2)W ),

ve

β
′′′

CW =
1√
2

(δ̂7N + µ̂7C + η̂7W )
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³eklinde bulunur. Burada δ̂7, µ̂7, η̂7
δ̂7 = (−f ′′

+ f(2g
′
+ f 2) + g(f

′
+ gf))

µ̂7 = (f(−3f
′
+ gf) + g(−3g

′
+ g2)− g′′

)

η̂7 = −g(f 2 + g2 + 3g
′
) + g

′′

³eklinde birer katsay�d�r. Bu e§rinin Frenet torsiyonu τβCW ile gösterilip birinci, ikinci

ve üçüncü türevleri yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa

τβCW =

√
2 ·
[

(2g3 + gf 2)δ̂7 + (g
′
f − gf ′

)µ̂7 + (f 3 + 2fg2 + fg
′ − gf ′

)η̂7

]
(2g3 + gf 2)2 + (g′f − gf ′)2 + (f 3 + 2fg2 + fg′ − gf ′)2

(4.3.7)

³eklinde elde edilir. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (4.3.3) ve (4.3.7) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
2 ·
√
δ27 + µ2

7 + η27
(f 2 + 2g2)2

]2 + [

√
2 · (δ̃7δ̂7 + µ̃7µ̂7 + η̃7η̂7)

δ̃27 + µ̃7
2 + η̃7

2
]2

ve

g =


√
2·(δ̃7δ̂7+µ̃7µ̂7+η̃7η̂7)

δ̃27+µ̃
2
7+η̃

2
7

√
2·
√

δ27+µ
2
7+η

2
7

(f2+2g2)


′

1 +


√
2·(δ̃7δ̂7+µ̃7µ̂7+η̃7η̂7)

δ27+µ
2
7+η

2
7

√
2·
√

δ27+µ
2
7+η

2
7

(f2+2g2)

2

³eklinde elde edilir. Burada δ̃7, µ̃7, η̃7
δ̃7 = (2g3 + gf 2)

µ̃7 = (g
′
f − gf ′

)

η̃7 = (f 3 + 2fg2 + fg
′ − gf ′

)

³eklinde birer katsay�d�r. Böylece CW−Smarandache e§risinin, alternatif çat�ya göre

çat� elemanlar� elde edilmi³ olur.

4.4 NCW-Smarandache E§risi

Tan�m 4.4 β : I → E3 birim h�zl� regüler e§risinin çat�s� {N(s),C(s),W(s)} olsun.

βNCW (s) =
1√
3

(N(s) + C(s) +W (s))
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e§risi NCW−Smarandache e§risi olarak adland�r�l�r.

Teorem 4.4 β : I → E3 e§risinin çat�s� {N,C,W}, e§rili§i f ve torsiyonu g olsun.

NCW−Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre fβNCW e§rili§i ve gβNCW torsiyonu

s�ras�yla;



f =

√
[
√
3·
√
δ28+µ

2
8+η

2
8

(2f2+2g2−2gf)2 ]2 + [
√
3·(δ̃8δ̂8+µ̃8µ̂8+η̃8η̂8)

δ̃28+µ̃8
2+η̃8

2
]2

g =


√
3·(δ̃8δ̂8+µ̃8µ̂8+η̃8η̂8)

δ̃28+µ̃
2
8+η̃

2
8

√
3·
√

δ28+µ
2
8+η

2
8

(2f2+2g2−2gf)2


′

1+


√
3·(δ̃8δ̂8+µ̃8µ̂8+η̃8η̃8)

δ̃28+µ̃
2
8+η̃

2
8

√
3·
√

δ28+µ
2
8+η

2
8

(2f2+2g2−2gf)2


2

³eklinde verilir. Burada
δ8 = gff

′ − 2f
′
g2 − 2f 4 − 4f 2g2 + 4f 3g + 2g3f + 2fgg

′ − f 2g
′

µ8 = f 2(−2f 2 − 4g2 − 2fg − g′
) + g2(−2g4 + 2fg − g′

+ fg(f
′ − g′

))

η8 = 2f 2(fg − 2g2 + g
′
) + g2(4fg − 2g2 + f

′
)− fg(g

′
+ 2f

′
)

δ̄8 = [(δ
′
8 − fµ8)(δ

2
8 + µ2

8 + η28)− δ8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

µ̄8 = [(fδ8 + µ
′
8 − gη8)(δ28 + µ2

8 + η28)− µ8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

η̄8 = [(gµ8 + η
′
8)(δ

2
8 + µ2

8 + η28)− η8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

δ̂8 = (f 3 + fg2 − 3ff
′ − f ′′

+ 2g
′
f + gf

′
)

µ̂8 = (g3 − f 3 − 3(ff
′
+ gg

′
)− (−f ′′

+ g
′′
) + fg(f − g))

η̂8 = (g
′′ − f 2g − 3gg

′ − g3 + 2gf
′
+ fg

′
)

δ̃8 = (2f 2g − 2fg2 + fg
′ − gf ′

)

µ̃8 = (fg
′ − f ′

g)

η̃8 = (2f 3 + 2fg2 − 2gf 2 − gf ′
+ fg

′
)

katsay�lar� mevcuttur.

�spat: β = β(s) e§risi E3 de alternatif çat�ya göre birim h�zl� regüler bir e§ri olmak

üzere, β e§risinin NCW−Smarandache e§risi olan βNCW (s) = 1√
3
(N+C+W ) e§risinin

yay parametresi sβNCW olmak üzere, e§rinin s'ye göre türevi ve ard�ndan her taraf�n
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normu al�n�rsa
dβNCW
dsβNCW

dsβNCW
ds

=
1√
3

(fC − fN + gW − gC),

ve
dsβNCW
ds

=

√
2

3
(f 2 + g2 − gf)

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa βNCW te§et vektör alan�

TβNCW =
fC − fN + gW − gC√

2(f 2 + g2 − gf)
(4.4.1)

olur. Bu ifadenin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
δ8 = gff

′ − 2f
′
g2 − 2f 4 − 4f 2g2 + 4f 3g + 2g3f + 2fgg

′ − f 2g
′

µ8 = f 2(−2f 2 − 4g2 − 2fg − g′
) + g2(−2g4 + 2fg − g′

+ fg(f
′ − g′

))

η8 = 2f 2(fg − 2g2 + g
′
) + g2(4fg − 2g2 + f

′
)− fg(g

′
+ 2f

′
)

olmak üzere T
′

βNCW
vektörü

T
′

βNCW
=

δ8N + µ8C + η8W

(2f 2 + 2g2 − 2gf)
3
2

√
3√

(2f 2 + 2g2 − 2gf)
(4.4.2)

³eklinde bulunur. βNCW e§risinin Frenet e§rili§i κβNCW ile gösterilirse (4.4.2) ba§�n-

t�s�ndan

κβNCW =

√
3

(2f 2 + 2g2 − 2gf)2

√
δ28 + µ2

8 + η28 (4.4.3)

elde edilir. βNCW e§risinin asli normal vektör alan� NβNCW ile gösterilirse, bu vektör

NβNCW =
δ8N + µ8C + η8W√

δ28 + µ2
8 + η28

(4.4.4)

³eklinde bulunur. (4.4.4) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
δ̄8 = [(δ

′
8 − fµ8)(δ

2
8 + µ2

8 + η28)− δ8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

µ̄8 = [(fδ8 + µ
′
8 − gη8)(δ28 + µ2

8 + η28)− µ8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

η̄8 = [(gµ8 + η
′
8)(δ

2
8 + µ2

8 + η28)− η8(δ8δ
′
8 + µ8µ

′
8 + η8η

′
8)]

olmak üzere N
′

βNCW
türevi

N
′
=

√
3√

2f 2 + 2g2 − 2gf

δ̄8N + µ̄8C + η̄8W

(δ̄28 + µ̄2
8 + η̄28)

3
2

(4.4.5)
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³eklinde bulunur. (4.4.5) ba§�nt�s�n�n normu al�n�rsa

‖N ′

βNCW
‖ =

√
3√

2f 2 + 2g2 − 2gf

√
δ̄28 + µ̄2

8 + η̄28

(δ̄28 + µ̄2
8 + η̄28)

3
2

(4.4.6)

olur. CβNCW =
N

′
βNCW

‖N ′
βNCW

‖
vektör alan� için (4.4.5) ve (4.4.6) ba§�nt�lar�ndan gerekli

cebirsel i³lemler yap�ld�§�nda C vektör alan�,

CβNCW =
δ̄8N + µ̄8C + η̄8W√

δ̄28 + µ̄2
8 + η̄28

olarak bulunur. WβNCW = NβNCW ∧ CβNCW çarp�m�ndan ise WβNCW vektör alan�

WβNCW =
1√

δ28 + µ2
8 + η28

√
δ̄8

2
+ µ̄8

2 + η̄82

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
N C W

δ8 µ8 η8

δ̄8 µ̄8 η̄8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

WβNCW =
(µ8η̄8 − η8µ̄8)N − (δ8η̄8 − η8δ̄8)C + (δ8µ̄8 − µ8δ8)W√

δ28 + µ2
8 + η28 ·

√
δ̄8

2
+ µ̄8

2 + η̄82

olur. Ayr�ca βNCW e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri s�ras�yla

β
′′

NCW =
1√
3

((−f ′ − f 2 + gf)N + (−f 2 + f
′ − g′ − g2)C + (fg − g2 + g

′
)W ),

ve

β
′′′

NCW =
1√
3

(δ̂8N + µ̂8C + η̂8W )

³eklindedir. Burada δ̂8, µ̂8, η̂8
δ̂8 = (f 3 + fg2 − 3ff

′ − f ′′
+ 2g

′
f + gf

′
)

µ̂8 = (g3 − f 3 − 3(ff
′
+ gg

′
)− (−f ′′

+ g
′′
) + fg(f − g))

η̂8 = (g
′′ − f 2g − 3gg

′ − g3 + 2gf
′
+ fg

′
)

³eklinde katsay�lard�r. βNCW e§risinin Frenet torsiyonu τβNCW ile gösterilip ilgili türevler

yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa torsiyon

τβNCW =
√
3


(2f2g − 2fg2 + fg

′ − gf ′
)δ̂8

+(fg
′ − f ′

g)µ̂8

+(2f3 + 2fg2 − 2gf2 − 2gf2 − gf ′
+ fg

′
)η̂8


(2f2g − 2fg2 + fg′ − gf ′)2 + (fg′ − f ′g)2 + (2f3 + 2fg2 − 2gf2 − gf ′ + fg′)2

(4.4.7)
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³eklinde elde edilir. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (4.4.3) ve (4.4.7) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
3 ·
√
δ28 + µ2

8 + η28
(2f 2 + 2g2 − 2gf)2

]2 + [

√
3 · (δ̃8δ̂8 + µ̃8µ̂8 + η̃8η̂8)

δ̃28 + µ̃8
2 + η̃8

2
]2

ve

g =


√
3·(δ̃8δ̂8+µ̃8µ̂8+η̃8η̂8)

δ̃28+µ̃
2
8+η̃

2
8

√
3·
√

δ28+µ
2
8+η

2
8

(2f2+2g2−2gf)2


′

1 +


√
3·(δ̃8δ̂8+µ̃8µ̂8+η̃8η̃8)

δ̃28+µ̃
2
8+η̃

2
8

√
3·
√

δ28+µ
2
8+η

2
8

(2f2+2g2−2gf)2

2

³eklinde elde edilir. Burada δ̃8, µ̃8, η̃8
δ̃8 = (2f 2g − 2fg2 + fg

′ − gf ′
),

µ̃8 = (fg
′ − f ′

g),

η̃8 = (2f 3 + 2fg2 − 2gf 2 − gf ′
+ fg

′
).

³eklinde katsay�lard�r. Böylece NCW−Smarandache e§risinin, alternatif çat�ya göre

çat� elemanlar� elde edilmi³ olur.
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5. ALTERNAT�F ÇATIYA GÖRE B�R E�R� Ç�FT�N�N

SMARANDACHE E�R�LER�

Bu bölüm çal�³man�n orjinal k�sm�n�n ikinci bölümünü olu³turmaktad�r. Burada (β, β∗)

WC∗-partner e§ri çifti olmak üzere β∗ partner e§risinin alternatif çat� elemanlar�

taraf�ndan olu³turulan Smarandache e§rileri ;

β1 = βN∗C∗(s) = 1√
2
(N∗ + C∗), N∗C∗− Smarandache e§risi

β2 = βC∗W ∗(s) = 1√
2
(C∗ +W ∗), C∗W ∗− Smarandache e§risi

β3 = βN∗W ∗(s) = 1√
2
(N∗ +W ∗), N∗W ∗− Smarandache e§risi

β4 = βN∗C∗W ∗(s) = 1√
3
(N∗ + C∗ +W ∗), N∗C∗W ∗− Smarandache e§risi

³eklinde gösterilerek bu e§rilere ait e§rilik ve burulmalar hesaplanm�³t�r. Elde edilen

Smarandache e§rilerinin e§rilik ve burulmalar� β e§risinin e§rilik ve burulmalar� cinsin-

den ifade edilmi³tir.

5.1 N ∗C∗−Smarandache E§risi

Tan�m 5.1 β : I → E3 ve β∗ : I → E3 birim h�zl� regüler e§rilerinin çat� elemanlar�

s�ras�yla {N,C,W, f, g} ve {N∗, C∗,W ∗, f ∗, g∗} olsun. (β, β∗) e§rileri WC∗-partner

e§ri çifti olmak üzere β∗ e§risinin N∗C∗−Smaranadache e§risi

β1(s) = βN∗C∗(s) =
1√
2

(N∗ + C∗) (5.1.1)

³eklinde tan�ml�d�r. N∗C∗−Smarandache e§risinin yay parametresi sβ1 olmak üzere,

β1 e§risinin s parametresine göre türevi al�n�rsa

Tβ1
dsβ1
ds

=
1√
2

(−f ∗N∗ + f ∗C∗ + g∗W ∗) (5.1.2)

olup her iki taraf�n normu al�n�rsa,

dsβ1
ds

=

√
2f ∗2 + g∗2

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa β1 e§risinin te§et vektörü

Tβ1(s) =
−f ∗N∗ + f ∗C∗ + g∗W ∗√

2f ∗2 + g∗2
(5.1.3)
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³eklinde bulunur. (5.1.1) ifadesinde N∗ ve C∗ vektörlerinin yerine (2.2.5) e³itli§inden

kar³�l�klar� yaz�l�rsa, N∗C∗−Smarandache e§risinin WC∗ e§risine ba§l� ifadesi

β1(s) =
1√
2

(sin θN + cos θC +W ) (5.1.4)

olur. (5.1.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) ba§�nt�lar� dikkate al�n�rsa (5.1.4) ifadesin-

deki β1 e§risinin te§et vektörü

Tβ1(s) =
cos θW − C√

2 cos2 θ + sin2 θ
(5.1.5)

³eklinde bulunur. (5.1.3) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
ζ1 = −[f ∗2(2f ∗2 + g∗2) + g∗(g∗f ∗

′ − f ∗g∗′)]

∆1 = −[f ∗2(2f ∗2 + 3g∗2)− g∗(g∗3 + f ∗g∗′ − g∗f∗′)]

ε1 = f ∗[g∗(2f ∗2 + g∗2)− 2(g∗f ∗
′ − f ∗g∗′)]

(5.1.6)

olmak üzere T
′

β1
vektörü

T
′

β1
(s) =

√
2

(2f ∗2 + g∗2)2
(ζ1N

∗ + ∆1C
∗ + ε1W

∗) (5.1.7)

olur. (5.1.6) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni

katsay�lar

ζ1 = −2g4 cos4 θ − g4 sin2 θ cos2 θ − g2g′ sin2 θ cos θ + g3 sin2 θ cos θ

∆1 = 2g2 cos2 θ − 2g4 cos4 θ − 2g2g
′
cos3 θ − g2g′ cos θ sin2 θ − 3g4 cos2 θ sin2 θ

+g2g
′
sin θ cos θ − g4 sin4 θ

ε1 = −2g4 sin θ cos3 θ − 2g3 sin θ cos2 θ − g4 sin3 θ cos θ + 2g2g
′
cos2 θ sin θ

(5.1.8)

³eklinde olur. T
′

β1
(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.1.8) ba§�nt�lar� yerlerine yaz�l�rsa T

′

β1
vek-

törünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β1
(s) =

√
2(ζ1N + ∆1C + ε1W )

(2g2 cos2 θ + g2 sin2 θ)2
(5.1.9)

olarak bulunur. β1 e§risinin e§rili§i κβ1 ile gösterilirse (5.1.7) ba§�nt�s�ndan κβ1 e§rili§i

κβ1 = ‖T ′β1‖,
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κβ1 =

√
2

(2f ∗2 + g∗2)2

√
ζ21 + ∆2

1 + ε21 (5.1.10)

olur. Burada f ∗ ve g∗ e§rilikleri yerine (2.2.6) ba§�nt�s�ndaki kar³�l�klar� yaz�l�rsa κβ1

e§rili§inin WC∗ e§ri çiftinin e§riliklerine ba§l� ifadesi

κβ1 =
√

2

√
ζ1

2
+ ∆1

2
+ ε1

2

(2g2 cos2 θ + g2 sin2 θ)2
(5.1.11)

d�r. β1 e§risinin asli normal vektör alan� Nβ1 ile gösterilirse (5.1.7) ba§�nt�s�ndan

Nβ1 =
T
′

β1

‖T ′β1‖
,

Nβ1 =
ζ1N

∗ + ∆1C
∗ + ε1W

∗√
ζ21 + ∆2

1 + ε21
(5.1.12)

elde edilir. Burada N∗, C∗ ve W ∗ ifadeleri yerine (2.2.5) denkleminden kar³�l�klar�

yaz�l�rsa, Nβ1 ifadesinin WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Nβ1 =
ζ1N + ∆1C + ε1W√
ζ1

2
+ ∆1

2
+ ε1

2

(5.1.13)

³eklindedir. (5.1.12) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa katsay�lar

σ1 = −∆1ζ
2
1f
∗ + ζ

′
1∆

2
1 −∆3

1f
∗ + ζ

′
1ε

2
1 −∆1ε

2
1f
∗ − ζ1∆1∆

′
1 − ζ1ε1ε

′
1

φ1 = ζ31f
∗ + ∆

′
1ζ

2
1 − ε1ζ21g∗ + ζ1∆

2
1f
∗ − ε1∆2

1g
∗ + ζ1ε

2
1f
∗ + ∆1

′ε21

+ε31g
∗ − ζ1ζ

′
1∆1 −∆1ε1ε

′
1

γ1 = ∆1ζ
2
1g
∗ + ε

′
1ζ

2
1 + ∆3

1g
∗ + ε

′
1∆

2
1 + ∆1ε

2
1g
∗ − ζ1ζ

′
1ε1 − ε1∆1∆

′
1

(5.1.14)

olmak üzere N
′

β1
türevi

N
′

β1
=

√
2√

2f ∗2 + g∗2
σ1N

∗ + φ1C
∗ + γ1W

∗

(ζ21 + ∆2
1 + ε21)

3
2

(5.1.15)

olur. (5.1.14) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni katsay�lar

σ1 = −∆1ζ
2
1g cos θ + ζ

′
1∆

2
1 −∆3

1g cos θ + ζ
′
1ε

2
1 −∆1ε

2
1g cos θ − ζ1∆1∆

′
1 − ζ1ε1ε

′
1

φ1 = ζ31g cos θ + ∆
′
1ζ

2
1 + ε1ζ

2
1g sin θ + ζ1∆

2
1g cos θ + ε1∆

2
1g sin θ + ζ1ε

2
1g cos θ + ∆1

′ε21

−ε31g sin θ − ζ1ζ
′
1∆1 −∆1ε1ε

′
1

γ1 = −∆1ζ
2
1g sin θ + ε

′
1ζ

2
1 −∆3

1g sin θ + ε
′
1∆

2
1 −∆1ε

2
1g sin θ − ζ1ζ

′
1ε1 − ε1∆1∆

′
1

(5.1.16)
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³eklinde olur. N
′

β1
(s) türevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.1.16) ba§�nt�lar� yerlerine yaz�l�rsa

N
′

β1
vektörünün WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

N
′

β1
=

√
2√

2g2 cos2 θ + g2 sin2 θ

σ1N + φ1C + γ1W

(ζ1
2

+ ∆1
2

+ ε1
2)

3
2

(5.1.17)

olarak bulunur. (5.1.15) ba§�nt�s�n�n her iki taraf�n�n normu al�n�rsa

‖N ′β1‖ =

√
2√

2f ∗2 + g∗2

√
σ2
1 + φ2

1 + γ21

(ζ21 + ∆2
1 + ε21)

3
2

(5.1.18)

³eklinde bulunur. (5.1.18) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) dan kar³�l�klar� yaz�l�rsa

‖N ′β1‖ =

√
2√

2g2 cos2 θ + g2 sin2 θ

√
σ1

2 + φ1
2

+ γ21

(ζ1
2

+ ∆1
2

+ ε1
2)

3
2

(5.1.19)

³eklinde elde edilir. Cβ1 =
N
′
β1

‖N ′β1‖
oldu§undan (5.1.15) ve (5.1.18) ba§�nt�lar�ndan gerekli

cebirsel i³lemler yap�ld�§�nda

Cβ1 =
σ1N

∗ + φ1C
∗ + γ1W

∗√
σ2
1 + φ2

1 + γ21
(5.1.20)

olarak bulunur. Cβ1(s) ifadesinde (2.2.5) ba§�nt�s� yerine yaz�l�rsa Cβ1 vektörününWC∗

e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

Cβ1 =
σ1N + φ1C + γ1W√
σ1

2 + φ1
2

+ γ1
2

(5.1.21)

olarak bulunur. W = N ∧ C oldu§undan Wβ1 vektör alan�

Wβ1 =
(∆1γ1 − ε1φ1)N

∗ + (−ζ1γ1 + σ1ε1)C
∗ + (ζ1φ1 −∆1σ1)W

∗

(
√
ζ21 + ∆2

1 + ε21)(
√
σ2
1 + φ2

1 + γ21)
(5.1.22)

olur. Burada N∗, C∗,W ∗ifadelerinin yerlerine (2.2.5) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa
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Wβ1 vektörünün WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Wβ1 =


(∆1 γ1 sin θ − ε1 φ1 sin θ − ζ1 φ1 cos θ + ∆1 σ1 cos θ)N

+(∆1 γ1 cos θ − ε1 φ1 cos θ + ζ1 φ1 sin θ −∆1 σ1 sin θ)C

+(−ζ1 γ1 + σ1 ε1)W


(

√
ζ1

2
+ ∆1

2
+ ε1

2)(

√
σ1

2 + φ1
2

+ γ1
2)

(5.1.23)

³eklinde bulunur. β1 e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri al�n�nca ;

β
′′

1 =
1√
2

(−(f ∗2 + f ∗
′
)N∗ + (−f ∗2 + f ∗

′ − g∗2)C∗ + (f ∗g∗ + g∗
′
)W ∗)

ve

β
′′′

1 =
1√
2

(ν1N
∗ + ρ1C

∗ + χ1W
∗)

³eklinde elde edilir. Burada ν1, ρ1 ve χ1 katsay�lar�
ν1 = (−2f ∗f ∗

′ − f ∗′′ + f ∗3 − f ∗f ∗′ + f ∗g∗2)

ρ1 = (−f ∗3 − f ∗f ∗′ − 2f ∗f ∗
′
+ f ∗

′′ − 2g∗g∗
′ − f ∗g∗2 − g∗g∗′)

χ1 = (−f ∗2g∗ − g∗3 + 2g∗f ∗
′
+ f ∗g∗

′
+ g∗

′′
)

(5.1.24)

³eklindedir. β1 e§risinin torsiyonu τβ1 ile gösterilirse e§rinin birinci, ikinci ve üçüncü

türevleri yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβ1 torsiyonu
ω1 = f ∗2g∗ + f ∗g∗

′
+ f ∗2g∗ − g∗f ∗′ + g∗3

ψ1 = −[(−f ∗(f ∗g∗ + g∗
′
)− g∗(−f ∗2 + f ∗

′
))]

λ1 = f ∗3 − f ∗f ∗′ + f ∗g∗2 + f ∗3 − f ∗f ∗′
(5.1.25)

olmak üzere

τβ1 =

√
2(ν1ω1 + ρ1ψ1 + χ1λ1)

ω2
1 + ψ2

1 + λ21
(5.1.26)

olur. (5.1.24) ve (5.1.25) ba§�nt�lar�nda (2.2.6) e³itlikler yaz�l�rsa yeni katsay�lar


ν1 = −2gg

′
cos2 θ − g′′ cos θ + g3 cos3 θ − gg′ cos2 θ + g2 sin θ cos θ

ρ1 = −g3 cos3 θ − gg′ cos2 θ − 2gg
′
cos2 θ + g

′′
cos θ − 3gg

′
sin2 θ − g3 cos θ sin θ

χ1 = g2 cos2 θ sin θ + g3 sin3 θ − gg′ sin θ cos θ + g
′′

sin θ

(5.1.27)
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ve


ω1 = gcosθ(−g2cosθ sin θ − g′ sin θ) + gsinθ(−g2 cos2 θ + g

′
cos θ − g2 sin2 θ)

ψ1 = −[−g cos θ(−g2cosθ sin θ − g′ sin θ)− g cos θ(−g2 cos2 θ + g
′
cos θ))]

λ1 = −g cos θ[−g2 cos2 θ + g
′
cos θ − g2 sin2 θ − gcosθ(−g2 cos2 θ + g

′
cos θ)]

(5.1.28)

³eklinde bulunur ve bu katsay�lar (5.1.26) e³itli§inde yerine yaz�l�rsaN∗C∗−Smarandache

e§risinin τβ1 torsiyonunun WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

τβ1 =

√
2(ν1 ω1 + ρ1 ψ1 + χ1 λ1)

ω1
2 + ψ1

2
+ λ1

2

olarak bulunur. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (5.1.10) ve (5.1.26) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
2 ·

√
ζ21 + ∆2

1 + ε21
(2f ∗2 + g∗2)

]2 + [

√
2 · (ν1ω1 + ρ1ψ1 + χ1λ1)

ω2
1 + ψ2

1 + λ21
]2 (5.1.29)

ve

g =


√

2·(ν1ω1+ρ1ψ1+χ1λ1)

ω2
1+ψ2

1+λ2
1

√
2·
√

ζ21+∆2
1+ε21

(2f∗2+g∗2)


′

1 +


√

2·(ν1ω1+ρ1ψ1+χ1λ1)

ω2
1+ψ2

1+λ2
1

√
2·
√

ζ21+∆2
1+ε21

(2f∗2+g∗2)

2 (5.1.30)

³eklinde elde edilir. (5.1.29) ve (5.1.30) ba§�nt�s�nda (2.2.6) kar³�l�klar� yaz�l�rsa N∗C∗-

Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonun WC∗ e§ri çiftinin

çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

f =

√√√√
[

√
2 ·

√
ζ1

2
+ ∆1

2
+ ε1

2

(2gcosθ + g2 sin2 θ)
]2 + [

√
2 · (ν1 ω1 + ρ1 ψ1 + χ1 λ1)

ω1
2 + ψ1

2
+ λ1

2 ]2 (5.1.31)
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ve

g =


√

2·(ν1 ω1+ρ1 ψ1+χ1 λ1)

ω1
2+ψ1

2
+λ1

2

√
2·
√

ζ1
2
+∆1

2
+ε1

2

(2g cos θ+g2 sin2 θ)


′

1 +


√

2·(ν1 ω1+ρ1 ψ1+χ1 λ1)

ω1
2+ψ1

2
+λ1

2

√
2·
√

ζ1
2
+∆1

2
+ε1

2

(2g cos θ+g2 sin2 θ)

2 (5.1.32)

olarak bulunur.

5.2 C∗W ∗−Smarandache E§risi

Tan�m 5.2 β : I → E3 ve β∗ : I → E3 birim h�zl� regüler e§rilerinin çat� elemanlar�

s�ras�yla {N,C,W, f, g} ve {N∗, C∗,W ∗, f ∗, g∗} olsun. (β, β∗) e§rileri WC∗-partner

e§ri çifti olmak üzere β∗ e§risinin C∗W ∗−Smaranadache e§risi

β2(s) = βC∗W ∗(s) =
1√
2

(C∗ +W ∗) (5.2.1)

³eklinde tan�ml�d�r. C∗W ∗−Smarandache e§risinin yay parametresi sβ2 olmak üzere β2

e§risinin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

Tβ2
dsβ2
ds

=
1√
2

(−f ∗N∗ − g∗C∗ + g∗W ∗) (5.2.2)

olur ve normu al�n�rsa
dsβ2
ds

ifadesi

dsβ2
ds

=

√
f ∗2 + 2g∗2

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa β2 e§risinin te§et vektörü

Tβ2 =
−f ∗N∗ + g∗W ∗ − g∗C∗√

f ∗2 + 2g∗2
. (5.2.3)

³eklinde olur. (5.2.1) ifadesinde C∗ ve W ∗ yerine (2.2.5) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa

Smarandache e§risinin WC∗ e§risine ba§l� ifadesi

β2(s) =
1√
2

(− cos θN + sin θC +W ) (5.2.4)
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olur. (5.2.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) ba§�nt�lar� dikkate al�n�rsa (5.2.4) ifadesin-

deki β2 e§risinin te§et vektörü

Tβ2(s) =
sin θW − C√

cos2 θ + 2 sin2 θ
(5.2.5)

³eklinde bulunur. (5.2.3) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar


ζ2 = (f ∗g∗(f ∗2 + 2g∗2)) + 2g∗(f ∗g∗

′ − g∗f ∗′)

∆2 = −(f ∗2 + 2g∗2)(f ∗2 + g∗2) + f ∗(f ∗
′
g∗ − g∗′f ∗)

ε2 = −g∗2(f ∗2 + 2g∗2) + f ∗(f ∗g∗
′ − g∗f ∗′)

(5.2.6)

olmak üzere T
′

β2
vektörü

T
′

β2
(s) =

√
2

(f ∗2 + 2g∗2)2
(ζ2N

∗ + ∆2C
∗ + ε2W

∗) (5.2.7)

olur. (5.2.6) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni katsay�lar



ζ2 = −g4 sin θ cos3 θ − 2g2g
′
cos θ sin2 θ − 2g4 cos θ sin3 θ + 2g2g

′
cos θ sin2 θ

∆2 = −g4 sin2 θ cos2 θ + gg
′
sin θ cos2 θ + 2g4 sin2 θ cos2 θ − 2g4 sin4 θ

−g2g′ sin θ cos2 θ

ε2 = −g2g′ sin θ cos2 θ − g4 sin2 θ cos2 θ − 2g4 sin4 θ + g2g
′
sin θ cos2 θ

(5.2.8)

³eklinde olur. T
′

β2
(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.2.8) ba§�nt�lar� yerine yaz�l�rsa T

′

β2
vek-

törünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β2
(s) =

√
2(ζ2N + ∆2C + ε2W )

(g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ)2
(5.2.9)

olarak bulunur. β2 e§risinin e§rili§i κβ2 ile gösterilirse (5.2.7) ba§�nt�s�ndan κβ2 e§rili§i

κβ2 = ‖T ′β2‖,
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κβ2 =

√
2

(f ∗2 + 2g∗2)2

√
ζ22 + ∆2

2 + ε22 (5.2.10)

olur. Burada f ∗ ve g∗ �n yerine (2.2.6) ba§�nt�s�ndaki kar³�l�klar� yaz�l�rsa κβ2 e§rili§inin

WC∗ e§risinin e§riliklerine ba§l� ifadesi

κβ2 =
√

2

√
ζ2

2
+ ∆2

2
+ ε2

2

(g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ)2
(5.2.11)

³eklindedir. β2 e§risinin asli normal vektör alan� Nβ2 ile gösterilirse (5.2.7) ba§�nt�s�n-

dan

Nβ2 =
T
′

β2

‖T ′β2‖
,

Nβ2 =
ζ2N

∗ + ∆2C
∗ + ε2W

∗√
ζ22 + ∆2

2 + ε22
(5.2.12)

olur. Burada N∗, C∗ ve W ∗ yerine (2.2.5) ba§�nt�s�ndaki kar³�l�klar� yaz�l�rsa Nβ2

ifadesinin WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Nβ2 =
ζ2N + ∆2C + ε2W√
ζ2

2
+ ∆2

2
+ ε2

2

(5.2.13)

³eklindedir. (5.2.12) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa katsay�lar



σ2 = −∆2ζ
2
2f
∗ + ζ

′
2∆

2
2 −∆3

2f
∗ + ζ

′
2ε

2
2 −∆2ε

2
2f
∗ − ζ2∆2∆

′
2 − ζ2ε2ε

′
2

φ2 = ζ32f
∗ + ∆

′
2ζ

2
2 − ε2ζ22g∗ + ζ2∆

2
2f
∗ − ε2∆2

2g
∗ + ζ2ε

2
2f
∗ + ∆2

′ε22

+ε32g
∗ − ζ2ζ

′
2∆2 −∆2ε2ε

′
2

γ2 = ∆2ζ
2
2g
∗ + ε

′
2ζ

2
2 + ∆3

2g
∗ + ε

′
2∆

2
2 + ∆2ε

2
2g
∗ − ζ2ζ

′
2ε2 − ε2∆2∆

′
2

(5.2.14)

olmak üzere N
′

β2
türevi

N
′

β2
=

√
2√

f ∗2 + 2g∗2
σ2N

∗ + φ2C
∗ + γ2W

∗

(ζ22 + ∆2
2 + ε22)

3
2

(5.2.15)

olur. (5.2.14) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) dan kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni katsay�lar
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

σ2 = −∆2ζ
2
2g cos θ + ζ

′
2∆

2
2 −∆3

2g cos θ + ζ
′
2ε

2
2 −∆2ε

2
2g cos θ − ζ2∆2∆

′
2 − ζ2ε2ε

′
2

φ2 = ζ32g cos θ + ∆
′
2ζ

2
2 + ε2ζ

2
2g sin θ + ζ2∆

2
2g cos θ + ε2∆

2
2g sin θ + ζ2ε

2
2g cos θ

+∆2
′ε22 − ε32g sin θ − ζ2ζ

′
2∆2 −∆2ε2ε

′
2

γ2 = −∆2ζ
2
2g sin θ + ε

′
2ζ

2
2 −∆3

2g sin θ + ε
′
2∆

2
2 −∆2ε

2
2g sin θ − ζ2ζ

′
2ε2 − ε2∆2∆

′
2

(5.2.16)

³eklinde olur. N
′

β2
(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.2.16) ba§�nt�lar� yerlerine yaz�l�rsa N

′

β2

vektörünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

N
′

β2
=

√
2√

g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ

σ2N + φ2C + γ2W

(ζ2
2

+ ∆2
2

+ ε2
2)

3
2

(5.2.17)

olarak bulunur. (5.2.15) ba§�nt�s�n�n her iki taraf�n�n normu al�n�rsa

‖N ′β2‖ =

√
2√

f ∗2 + 2g∗2

√
σ2
2 + φ2

2 + γ22

(ζ22 + ∆2
2 + ε22)

3
2

(5.2.18)

³eklinde bulunur. (5.2.18) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) ba§�nt�s�ndaki kar³�l�klar�

yaz�l�rsa

‖N ′β2‖ =

√
2√

g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ

√
σ2

2 + φ2
2

+ γ22

(ζ2
2

+ ∆2
2

+ ε2
2)

3
2

(5.2.19)

olarak bulunur. Cβ2 =
N
′
β2

‖N ′β2‖
oldu§undan (5.2.15) ve (5.2.18) ba§�nt�lar�ndan gerekli

cebirsel i³lemler yap�ld�§�nda

Cβ2 =
σ2N

∗ + φ2C
∗ + γ2W

∗√
σ2
2 + φ2

2 + γ22
(5.2.20)

olarak elde edilir. Cβ2(s) ifadesinde (2.2.5) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa Cβ2 vektörünün

WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

Cβ2 =
σ2N + φ2C + γ2W√
σ2

2 + φ2
2

+ γ2
2

(5.2.21)
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olarak bulunur. W = N ∧ C oldu§undan Wβ2 vektör alan�

Wβ2 =
(∆2γ2 − ε2φ)N∗ + (−ζ2γ2 + σ2ε2)C

∗ + (ζ2φ2 −∆2σ2)W
∗

(
√
ζ22 + ∆2

2 + ε22)(
√
σ2
2 + φ2

2 + γ22)
(5.2.22)

olur. Burada N∗, C∗,W ∗ ifadelerinin yerlerine (2.2.5) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa

Wβ2 vektörünün WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Wβ2 =


(∆2 γ2 sin θ − ε2 φ2 sin θ − ζ2 φ2 cos θ + ∆2 σ2 cos θ)N

+(∆2 γ2 cos θ − ε2 φ2 cos θ + ζ2 φ2 sin θ −∆2 σ2 sin θ)C

+(−ζ2 γ2 + σ2 ε2)W


√
ζ2

2
+ ∆2

2
+ ε2

2

√
σ2

2 + φ2
2

+ γ2
2

(5.2.23)

³eklinde bulunur. Di§er taraftan β2 e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri al�n�rsa ;

β
′′

2 =
1√
2

(−f ∗′ + g∗f ∗)N∗ + (−f ∗2 − g∗2 − g∗′)C∗ + (g∗
′ − g∗2)W ∗)

ve

β
′′′

2 =
1√
2

(ν2N
∗ + ρ2C

∗ + χ2W
∗)

³eklinde bulunur. Burada ν2, ρ2 ve χ2 katsay�lar�
ν2 = (−f ∗′′ + f ∗(2g

′∗ + f ∗2) + g∗(f ∗
′
+ g∗f ∗))

ρ2 = (f ∗(−3f ∗
′
+ g∗f ∗) + g∗(−3g∗

′
+ g∗2)− g∗′′)

χ2 = −g∗(f ∗2 + g∗2 + 3g∗
′
) + g∗

′′

(5.2.24)

³eklindedir. β2 e§risinin torsiyonu τβ2 ile gösterilmek üzere birinci, ikinci ve üçüncü

türevler yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβ2 torsiyonu
ω2 = −g∗g∗′ + g∗3 + g∗f ∗2 + g∗3 + g∗g∗

′

ψ2 = f ∗g∗
′ − f ∗g∗2 + g∗f ∗

′
+ g∗2f ∗

λ2 = f ∗3 + f ∗g∗2 + f ∗g∗
′ − g∗f ∗′ + g∗2f ∗

(5.2.25)
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katsay�lar�yla birlikte

τβ2 =

√
2(ν2ω2 + ρ2ψ2 + χ2λ2)

ω2
2 + ψ2

2 + λ22
(5.2.26)

olarak bulunur. (5.2.24) ve (5.2.25) ba§�nt�lar�ndan (2.2.6) e³itli§indeki kar³�l�klar�

yaz�l�rsa yeni katsay�lar


ν2 = (−g′′ cos θ + g cos θ(−2g

′
sin θ + g2 cos2 θ)− g sin θ(g

′
cos θ − g2 cos θ sin θ))

ρ2 = (g cos θ(−3g
′
cos θ − g2 sin θ cos θ)− g − sin θ(3g

′
sin θ + g2 sin2 θ) + g

′′
sin θ)

χ2 = g cos θ(g2 cos2 θ + g2 sin2 θ − 3g
′
sin θ)− g′′ sin θ

(5.2.27)

ve


ω2 = −gg′ sin2 θ − g3 sin3 θ − g3 sin θ cos2 θ − g3 sin3 θ + gg

′
sin2 θ

ψ2 = −gg′ sin θ cos θ − g3 sin2 θ cos θ − gg′ sin θ cos θ + g3 sin2 θ cos θ

λ2 = g3 cos3 θ + g3 cos θ sin2 θ − gg′ sin θ cos θ + gg
′
sin θ cos θ + g3 sin2 θ cos θ

(5.2.28)

³eklinde bulunur ve bu katsay�lar (5.2.26) de yerine yaz�l�rsa C∗W ∗−Smarandache

e§risinin τβ2 torsiyonunun WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

τβ2 =

√
2(ν2 ω2 + ρ2 ψ2 + χ2 λ2)

ω2
2 + ψ2

2
+ λ2

2

³eklindedir. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (5.2.10) ve (5.2.26) ifadeleri yerlerine yaz�l�r ve gerekli

hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
2 ·

√
ζ22 + ∆2

2 + ε22
(f ∗2 + 2g∗2)

]2 + [

√
2 · (ν2ω2 + ρ2ψ2 + χ2λ2)

ω2
2 + ψ2

2 + λ22
]2 (5.2.29)
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ve

g =


√

2·(ν2ω2+ρ2ψ2+χ2λ2)

ω2
2+ψ2

2+λ2
2

√
2·
√

ζ22+∆2
2+ε22

(f∗2+2g∗2)


′

1 +


√

2·(ν2ω2+ρ2ψ2+χ2λ2)

ω2
2+ψ2

2+λ2
2

√
2·
√

ζ22+∆2
2+ε22

(f∗2+2g∗2)

2 (5.2.30)

³eklinde bulunur. (5.2.29) ve (5.2.30) ba§�nt�lar�ndan (2.2.6) kar³�l�klar� yaz�l�rsa C∗W ∗

Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonunun WC∗ e§ri çiftinin

çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

f =

√√√√
[

√
2 ·

√
ζ2

2
+ ∆2

2
+ ε2

2

(gcosθ + 2g2 sin2 θ)
]2 + [

√
2 · (ν2 ω2 + ρ2 ψ2 + χ2 λ2)

ω2
2 + ψ2

2
+ λ2

2 ]2 (5.2.31)

ve

g =


√

2·(ν2 ω2+ρ2 ψ2+χ2 λ2)

ω2
2+ψ2

2
+λ2

2

√
2·
√

ζ2
2
+∆2

2
+ε2

2

(g cos θ+2g2 sin2 θ)


′

1 +


√

2·(ν2 ω2+ρ2 ψ2+χ2 λ2)

ω2
2+ψ2

2
+λ2

2

√
2·
√

ζ2
2
+∆2

2
+ε2

2

(g cos θ+2g2 sin2 θ)

2 (5.2.32)

olarak bulunur.

5.3 N ∗W ∗−Smarandache E§risi

Tan�m 5.3 β : I → E3 ve β∗ : I → E3 birim h�zl� regüler e§rilerinin çat� elemanlar�

s�ras�yla {N,C,W, f, g} ve {N∗, C∗,W ∗, f ∗, g∗} olsun. (β, β∗) e§rileri WC∗-partner

e§ri çifti olmak üzere β∗ e§risinin N∗W ∗−Smaranadache e§risi

β3(s) = βN∗W ∗(s) =
1√
2

(N∗ +W ∗) (5.3.1)

³eklinde tan�ml�d�r. N∗W ∗-Smarandache e§risinin yay parametresi sβ3 olmak üzere β3

e§risinin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

Tβ3
dsβ3
ds

=
1√
2

(f ∗C∗ − g∗C∗) (5.3.2)
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olur ve normu al�n�rsa
dsβ3
ds

ifadesi

dsβ3
ds

=

√
(f ∗ − g∗)2

2
=
|f ∗ − g∗|√

2

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa β3 e§risinin te§et vektörü

Tβ3 =

 C∗, f ∗ > g∗

−C∗, f ∗ < g∗
. (5.3.3)

³eklinde olur. (5.3.1) ifadesinde N∗ ve W ∗ yerine (2.2.5) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa

N∗W ∗−Smarandache e§risinin WC∗ e§risine ba§l� ifadesi

β3(s) =
1√
2

((sin θ − cos θ)N + (sin θ + cos θ)C) (5.3.4)

olur. (5.3.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) ba§�nt�lar� dikkate al�n�rsa (5.3.4) ifadesin-

deki β3 e§risinin te§et vektörü

Tβ3(s) =
g(cos θ + sin θ)W

|g|| cos θ + sin θ|
(5.3.5)

³eklinde bulunur. (5.3.3) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar
ζ3 = −f ∗

∆3 = 0

ε3 = g∗

(5.3.6)

olmak üzere T
′

β3
vektörü

T
′

β3
(s) =

√
2(ζ3N

∗ + ε3W
∗)

|f ∗ − g∗|
(5.3.7)

olur. (5.3.6) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni katsay�lar
ζ3 = −g cos θ

∆3 = 0

ε3 = −g sin θ

(5.3.8)
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³eklinde olur. T
′

β3
(s) türevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.3.8) ba§�nt�lar� yerlerine yaz�l�rsa

T
′

β3
vektörünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β3
(s) =

√
2(ζ3N + ε3W )

|g|| cos θ + sin θ|
(5.3.9)

olarak bulunur. β3 e§risinin e§rili§i κβ3 ile gösterilirse (5.3.7) ba§�nt�s�ndan κβ3 e§rili§i

κβ3 = ‖T ′β3‖,

κβ3 =

√
2

|f ∗ − g∗|

√
ζ23 + ε23 (5.3.10)

olur. Burada f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) denkleminden kar³�l�klar� yaz�l�rsa κβ3 e§rili§inin

WC∗ e§risinin e§riliklerine ba§l� ifadesi

κβ3 =
√

2

√
ζ3

2
+ ε3

2

|g|| cos θ + sin θ|
(5.3.11)

d�r. β3 e§risinin asli normal vektör alan� Nβ3 ile gösterilirse (5.3.7) ba§�nt�s�ndan

Nβ3 =
T
′

β3

‖T ′β3‖
,

Nβ3 =
ζ3N

∗ + ε3W
∗√

ζ23 + ε23
(5.3.12)

olur. BuradaN∗, C∗ veW ∗ ifadeleri yerine (2.2.5) den kar³�l�klar� yaz�l�rsaNβ3 ifadesinin

WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Nβ3 =
ζ3N + ε3W√
ζ3

2
+ ε3

2

(5.3.13)

³eklindedir. (5.3.12) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar


σ3 = ζ

′
3ζ

2
3 + ζ

′
3ε

2
3 − ζ33ζ

′
3 − ζ3ε3ε

′
3

φ3 = ζ33f
∗ + ε23ζ3f

∗ − ζ23ε
′
3g
∗ − ε23ε

′
3g
∗

γ3 = −ε3ζ
′
3ζ

2
3 − ε23ε

′
3 + ε

′
3ε

2
3 + ε

′
3ζ

2
3

(5.3.14)

51



olmak üzere N
′

β3
türevi

N
′

β3
=

√
2

|f ∗ − g∗|
σ3N

∗ + γ3W
∗

(ζ23 + ε23)
3
2

(5.3.15)

olur. (5.3.14) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) den kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni katsay�lar


σ3 = ζ

′
3ζ

2
3 + ζ

′
3ε

2
3 − ζ33ζ

′
3 − ζ3ε3ε

′
3

φ3 = ζ33f cos θ + ε23ζ3f cos θ + ζ23ε
′
3g sin θ + ε23ε

′
3g sin θ

γ3 = −ε3ζ
′
3ζ

2
3 − ε23ε

′
3 + ε

′
3ε

2
3 + ε

′
3ζ

2
3

(5.3.16)

³eklinde olur. N
′

β3
(s) türevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.3.16) ba§�nt�lar� yerine yaz�l�rsa

N
′

β3
vektörünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

N
′

β3
=

√
2

|g cos θ + g sin θ|
σ3N + γ3W

(ζ3
2

+ ε3
2)

3
2

(5.3.17)

olarak bulunur. (5.3.15) ba§�nt�s�n�n normu al�n�rsa

‖N ′β3‖ =

√
2

|f ∗ − g∗|

√
σ2
3 + γ23

(ζ23 + ε23)
3
2

(5.3.18)

³eklinde bulunur. (5.3.18) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) dan kar³�l�klar� yaz�l�rsa

‖N ′β3‖ =

√
2

|g cos θ + g sin θ|

√
σ3

2 + γ23

(ζ3
2

+ ε3
2)

3
2

(5.3.19)

olarak bulunur. Cβ3 =
N
′
β3

‖N ′β3‖
oldu§undan (5.3.15) ve (5.3.18) ba§�nt�lar�ndan gerekli

cebirsel i³lemler yap�ld�§�nda

Cβ3 =
σ3N

∗ + γ3W
∗√

σ2
3 + γ23

(5.3.20)

olarak bulunur. Cβ3(s) ifadesinde (2.2.5) ba§�nt�s� yerine yaz�l�rsa Cβ3 vektörününWC∗

e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

Cβ1 =
σ3N + γ3W√
σ3

2 + γ3
2

(5.3.21)
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olarak bulunur. W = N ∧ C vektörel çarp�m� yap�l�rsa

Wβ3 =
(−ζ3γ3 + σ3ε3)C

∗

(
√
ζ23 + ε23)(

√
σ2
3 + γ23)

(5.3.22)

olur. Burada N∗, C∗,W ∗ ifadelerinin yerlerine (2.2.5) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa

Wβ3 vektörünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Wβ3 =

[
(−δ γ + σ3 ε3)W

]
(

√
ζ3

2
+ ε3

2)(
√
σ3

2 + γ3
2)

(5.3.23)

³eklinde bulunur. β3 e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri al�n�nca ;

β
′′

3 =
1√
2

(−f ∗ + g∗f ∗)N∗ + (f ∗
′ − g∗′)C∗ + (f ∗g∗ − g∗2)W ∗),

ve

β
′′′

3 =
1√
2

(ν3N
∗ + ρ3C

∗ + χ3W
∗)

elde edilir. Burada ν3, ρ3 ve χ3 katsay�lar�
ν3 = (−3f ∗f ∗

′
+ 2f ∗g∗

′
+ g∗f ∗

′
)

ρ3 = (f ∗2 + g∗2)(−f ∗ + g∗) + f ∗
′′ − g∗′′

χ3 = (−3g∗g∗
′
+ 2g∗f ∗

′
+ f ∗g∗

′
)

(5.3.24)

³eklindedir. β3 e§risinin torsiyonu τβ3 ile gösterilirse birinci, ikinci ve üçüncü türevler

yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβ3 torsiyonu, katsay�lar
ω3 = −g∗f ∗′ + g∗g∗

′

ψ3 = −[(−f ∗(f ∗g∗ + g∗2)− g∗(−f ∗ + f ∗g∗))]

λ3 = −f ∗f ∗′ + f ∗g∗
′

(5.3.25)

olmak üzere

τβ3 =

√
2(ν3ω3 + ρ3ψ3 + χ3λ3)

ω2
3 + ψ2

3 + λ23
(5.3.26)
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olur. (5.3.24) ve (5.3.25) ba§�nt�s�nda (2.2.6) e³itli§i yaz�l�rsa yeni katsay�lar


ν3 = −3gg

′
cos2 θ + 2gg

′
sin θ cos θ + gg

′
sin θ cos θ

ρ3 = (g2 cos2 θ + g2 sin2 θ)(−g cos θ − g sin θ) + g
′′

cos θ − g′′ sin θ

χ3 = (−3gg
′
sin2 θ + 2gg

′
sin θ cos θ + gg

′
sin θ cos θ)

(5.3.27)

ve


ω3 = gg

′
sin θ cos θ + gg

′
sin2 θ

ψ3 = −[(−g cos θ(−g2 sin θ cos θ + g2 sin2 θ) + g sin θ(−g cos θ − g2 sin θ cos θ))]

λ3 = −gg′ cos2 θ + gg
′
sin θ cos θ

(5.3.28)

³eklinde bulunur ve bu katsay�lar (5.3.26) denkleminde yerine yaz�l�rsa N∗W ∗-Smaran-

dache e§risinin τβ3 torsiyonunun WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

τβ3 =

√
2(ν3 ω3 + ρ3 ψ3 + χ3 λ3)

ω3
2 + ψ3

2
+ λ3

2

olarak bulunur. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (5.3.10) ve (5.3.26) ifadeleri yerlerine yaz�l�r ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
2 ·

√
ζ23 + ε23

(|f ∗ − g∗|)
]2 + [

√
2 · (ν3ω3 + ρ3ψ3 + χ3λ3)

ω2
3 + ψ2

3 + λ23
]2 (5.3.29)

ve

g =

 √2·(ν3ω3+ρ3ψ3+χ3λ3)

ω2
3+ψ2

3+λ2
3

√
2·
√

ζ23+ε23
(|f∗−g∗|)


′

1 +

 √2·(ν3ω3+ρ3ψ3+χ3λ3)

ω2+ψ2
3+λ2

3
√

2·
√

ζ23+ε23
(|f∗−g∗|)

2 (5.3.30)

³eklinde bulunur. (5.3.29) ve (5.3.30) ba§�nt�lar�nda (2.2.6) kar³�l�klar� yaz�l�rsa
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N∗W ∗-Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonununWC∗ e§risinin

çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

f =

√√√√
[

√
2 ·

√
ζ3

2
+ ε3

2

|g cos θ + g sin θ|
]2 + [

√
2 · (ν3 ω3 + ρ3 ψ3 + χ3 λ3)

ω3
2 + ψ3

2
+ λ3

2 ]2 (5.3.31)

ve

g =


√

2·(ν3 ω3+ρ3 ψ3+χ3 λ3)

ω3
2+ψ3

2
+λ3

2

√
2·
√

ζ3
2
+ε3

2

|g cos θ+g sin θ|


′

1 +


√

2·(ν3 ω3+ρ3 ψ3+χ3 λ3)

ω3
2+ψ3

2
+λ3

2

√
2·
√

ζ3
2
+ε3

2

|g cos θ+g sin θ|

2 (5.3.32)

olarak bulunur.

5.4 N ∗C∗W ∗−Smarandache E§risi

Tan�m 5.4 β : I → E3 ve β∗ : I → E3 birim h�zl� regüler e§rilerinin çat� elemanlar�

s�ras�yla {N,C,W, f, g} ve {N∗, C∗,W ∗, f ∗, g∗} olsun. (β, β∗) e§rileri WC∗-partner

e§ri çifti olmak üzere β∗ e§risinin N∗C∗W ∗-Smaranadache e§risi

β4(s) = βN∗C∗W ∗(s) =
1√
3

(N∗ + C∗ +W ∗) (5.4.1)

³eklinde tan�ml�d�r. N∗C∗W ∗−Smarandache e§risinin yay parametresine sβ4 olmak

üzere β4 e§risinin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

Tβ4
dsβ4
ds

=
1√
3

(−f ∗N∗ + (f ∗ − g∗)C∗ + g∗W ∗) (5.4.2)

olur ve normu al�n�rsa
dsβ4
ds

ifadesi

dsβ4
ds

=

√
2(f ∗2 + g∗2 − g∗f ∗)

3

³eklinde bulunur. Bu ifade yukar�da yerine yaz�l�rsa β4 e§risinin te§et vektörü
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Tβ4(s) =
−f ∗N∗ + (f ∗ − g∗)C∗ + g∗W ∗√

2(f ∗2 + g∗2 − g∗f ∗)
(5.4.3)

³eklinde olur. (5.4.1) ifadesinde N∗, C∗ ve W ∗ yerine (2.2.5) e³itli§inden kar³�l�klar�

yaz�l�rsa N∗C∗W ∗−Smarandache e§risinin WC∗ e§risine ba§l� ifadesi

β4(s) =
1√
3

((sin θ − cos θ)N + (cos θ + sin θ)C +W ) (5.4.4)

olur. (5.4.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) ba§�nt�lar� dikkate al�n�rsa (5.4.4) ifadesin-

deki β4 e§risinin te§et vektörü

Tβ4(s) =
(−g cos θ sin θ + g sin θ cos θ)N + (−g cos2 θ − g sin2 θ)C + (g cos θ + g sin θ)W

g
√

2(1 + cos θ sin θ)
(5.4.5)

³eklinde bulunur. (5.4.3) ifadesinin tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar


ζ4 = g∗f ∗f ∗

′ − 2f ∗
′
g∗2 − 2f ∗4 − 4f ∗2g∗2 + 4f ∗3g∗ + 2g∗3f ∗ + 2f ∗g∗g∗

′ − f ∗2g∗′

∆4 = f ∗2(−2f ∗2 − 4g∗2 − 2f ∗g∗ − g∗′) + g∗2(−2g∗4 + 2f ∗g∗ − g∗′ + f ∗g∗(f ∗
′ − g∗′))

ε4 = 2f ∗2(f ∗g∗ − 2g∗2 + g∗
′
) + g∗2(4f ∗g∗ − 2g∗2 + f ∗

′
)− f ∗g∗(g∗′ + 2f ∗

′
)

(5.4.6)

olmak üzere T
′

β4
vektörü

T
′

β4
(s) =

√
3

(2f ∗2 + 2g∗2 − 2g∗f ∗)2
(ζ4N

∗ + ∆4C
∗ + ε4W

∗) (5.4.7)

olur. (5.4.6) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni

katsay�lar
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

ζ4 = −g2g′ sin θ cos2 θ − 2g2g
′
sin2 θ cos θ − 2g4 cos4 θ − 4g4 sin2 θ cos2 θ − 4g4 cos3 θ sin θ

−2g4 sin3 θ cos θ + 2g2g
′
sin2 θ cos θ + g2g

′
cos2 θ sin θ

∆4 = g2 cos2 θ(−2f2 cos2 θ − 4g2 sin2 θ − 2g2 sin θ cos θ + g
′
sin θ) + g2 sin2 θ(−2g4 sin4 θ

−2g2 sin θ cos θ + g
′
sin θ − g2 sin θ cos θ(g

′
cos θ + g

′
sin θ))

ε4 = 2g2 cos2 θ(−g2 sin θ cos θ − 2g2 sin2 θ + g
′
sin θ) + g2 sin2 θ(4g2 sin θ cos θ − 2g2 sin2 θ

+g
′
cos θ) + g2 sin θ cos θ(g

′
sin θ + 2g

′
cos θ)

(5.4.8)

³eklinde olur. T
′

β4
(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.4.8) ba§�nt�lar� yerine yaz�l�rsa T

′

β4
vek-

törünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

T
′

β4
(s) =

√
3(ζ4N + ∆4C + ε4W )

(2g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ + 2g2 sin θ cos θ)2
(5.4.9)

olarak bulunur. β4 e§risinin e§rili§i κβ4 ile gösterilirse (5.4.7) ba§�nt�s�ndan κβ4 e§rili§i

κβ4 = ‖T ′β4‖,

κβ4 =

√
3

(2f ∗2 + 2g∗2 − 2g∗f ∗)2

√
ζ24 + ∆2

4 + ε24 (5.4.10)

olur. Burada f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) dan kar³�l�klar� yaz�l�rsa κβ4 e§rili§inin WC∗

e§risinin e§riliklerine ba§l� ifadesi

κβ4 =

√
3

√
ζ4

2
+ ∆4

2
+ ε4

2

(2g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ + 2g2 sin θ cos θ)2
(5.4.11)

d�r. β4 e§risinin asli normal vektör alan� Nβ4 ile gösterilirse (5.4.7) ba§�nt�s�ndan

Nβ4 =
T
′

β4

‖T ′β4‖
,

Nβ4 =
ζ4N

∗ + ∆4C
∗ + ε4W

∗√
ζ24 + ∆2

4 + ε24
(5.4.12)

elde edilir. Burada N∗, C∗ veW ∗ yerine (2.2.5) denkleminden kar³�l�klar� yaz�l�rsa, Nβ4

ifadesinin WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�
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Nβ4 =
ζ4N + ∆4C + ε4W√
ζ4

2
+ ∆4

2
+ ε4

2

(5.4.13)

³eklinde bulunur. (5.4.12) ba§�nt�s�n�n tekrar türevi al�n�rsa, katsay�lar



σ4 = −∆4ζ
2
4f
∗ + ζ

′
4∆

2
4 −∆3

4f
∗ + ζ

′
4ε

2
4 −∆4ε

2
4f
∗ − ζ4∆4∆

′
4 − ζ4ε4ε

′
4

φ4 = ζ34f
∗ + ∆

′
4ζ

2
4 − ε4ζ24g∗ + ζ4∆

2
4f
∗ − ε4∆2

4g
∗ + ζ4ε

2
4f
∗ + ∆4

′ε24

+ε34g
∗ − ζ4ζ

′
4∆4 −∆4ε4ε

′
4

γ4 = ∆4ζ
2
4g
∗ + ε

′
4ζ

2
4 + ∆3

4g
∗ + ε

′
4∆

2
4 + ∆4ε

2
4g
∗ − ζ4ζ

′
4ε4 − ε4∆4∆

′
4

(5.4.14)

olmak üzere N
′

β4
türevi

N
′

β4
=

√
3√

2f ∗2 + 2g∗2 − 2g∗f ∗
σ4N

∗ + φ4C
∗ + γ4W

∗

(ζ24 + ∆2
4 + ε24)

3
2

(5.4.15)

olur. (5.4.14) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) e³itli§indeki kar³�l�klar� yaz�l�rsa yeni

katsay�lar



σ4 = −∆4ζ
2
4g cos θ + ζ

′
4∆

2
4 −∆3

4g cos θ + ζ
′
4ε

2
4 −∆4ε

2
4g cos θ − ζ4∆4∆

′
4 − ζ4ε4ε

′
4

φ4 = ζ34g cos θ + ∆
′
4ζ

2
4 + ε4ζ

2
4g sin θ + ζ4∆

2
4g cos θ + ε4∆

2
4g sin θ + ζ4ε

2
4g cos θ

+∆4
′ε24 − ε34g sin θ − ζ4ζ

′
4∆4 −∆4ε4η

′
1

γ4 = −∆4ζ
2
4g sin θ + ε

′
4ζ

2
4 −∆3

4g sin θ + ε
′
4∆

2
4 −∆4ε

2
4g sin θ − ζ4ζ

′
4ε4 − ε4∆4∆

′
4

(5.4.16)

³eklinde olur. N
′

β4
(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.4.16) ba§�nt�s� yerine yaz�l�rsa N

′

β4
vek-

törünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

N
′

β4
=

√
3√

2g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ + 2g2 sin θ cos θ

σ4N + φ4C + γ4W

(ζ4
2

+ ∆4
2

+ ε4
2)

3
2

(5.4.17)

olarak bulunur. (5.4.15) ba§�nt�s�n�n her iki taraf�n�n normu al�n�rsa

‖N ′β4‖ =

√
3√

2f ∗2 + 2g∗2 − 2g∗f ∗

√
σ2
4 + φ2

4 + γ24

(ζ24 + ∆2
4 + ε24)

3
2

(5.4.18)
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³eklinde bulunur. (5.4.18) ifadesinde f ∗ ve g∗ yerine (2.2.6) dan kar³�l�klar� yaz�l�rsa

‖N ′β4‖ =

√
3√

2g2 cos2 θ + 2g2 sin2 θ + 2g2 sin θ cos θ

√
σ4

2 + φ4
2

+ γ24

(ζ4
2

+ ∆4
2

+ ε4
2)

3
2

(5.4.19)

olarak bulunur. Cβ4 =
N
′
β4

‖N ′β4‖
oldu§undan (5.4.15) ve (5.4.18) ba§�nt�lar�nda gerekli

cebirsel i³lemler yap�ld�§�nda

Cβ4 =
σ4N

∗ + φ4C
∗ + γ4W

∗√
σ2
4 + φ2

4 + γ24
(5.4.20)

olarak bulunur. Cβ4(s) ifadesinde (2.2.5) ba§�nt�s� yerine yaz�l�rsa Cβ4 vektörününWC∗

e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

Cβ4 =
σ4N + φ4C + γ4W√
σ4

2 + φ4
2

+ γ4
2

(5.4.21)

olarak bulunur. W = N ∧ C oldu§undan Wβ4 vektörü

Wβ4 =
(∆4γ4 − ε4φ)N∗ + (−ζ4γ4 + σ4ε4)C

∗ + (ζ4φ4 −∆4σ4)W
∗

(
√
ζ24 + ∆2

4 + ε24)(
√
σ2
4 + φ2

4 + γ24)
(5.4.22)

olur. Burada N∗, C∗,W ∗ ifadelerinin yerlerine (2.2.5) e³itli§inden kar³�l�klar� yaz�l�rsa

Wβ4 vektörünün WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden kar³�l�§�

Wβ4 =


(∆4 γ4 sin θ − ε4 φ4 sin θ − ζ4 φ4 cos θ + ∆4 σ4 cos θ)N

+(∆4 γ4 cos θ − ε4 φ4 cos θ + ζ4 φ4 sin θ −∆4 σ4 sin θ)C

+(−ζ4 γ4 + σ4 ε4)W


√
ζ4

2
+ ∆4

2
+ ε4

2

√
σ4

2 + φ4
2

+ γ4
2

(5.4.23)

³eklinde bulunur. β1 e§risinin ikinci ve üçüncü türevleri al�n�nca ;

β
′′

4 =
1√
3

((−f ∗′ − f ∗2 + g∗f ∗)N∗ + (−f ∗2 + f ∗
′ − g∗′ − g∗2)C∗ + (f ∗g∗ − g∗2 + g∗

′
)W ∗)

ve

β
′′′

4 =
1√
3

(ν4N
∗ + ρ4C

∗ + χ4W
∗)
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³eklinde elde edilir. Burada ν4, ρ4 ve χ4 katsay�lar�
ν4 = (f ∗3 + fg∗2 − 3f ∗f ∗

′ − f ∗′′ + 2g∗
′
f + g∗f ∗

′
)

ρ4 = (g∗3 − f ∗3 − 3(f ∗f ∗
′
+ g∗g∗

′
)− (−f ∗′′ + g∗

′′
) + f ∗g∗(f ∗ − g∗))

χ4 = (g∗
′′ − f ∗2g∗ − 3g∗g∗

′ − g∗3 + 2g∗f ∗
′
+ f ∗g∗

′
)

(5.4.24)

³eklindedir. β4 e§risinin torsiyonu τβ4 ile gösterilirse e§rinin birinci, ikinci ve üçüncü

türevler yerlerine yaz�l�r ve gerekli i³lemler yap�l�rsa τβ4 torsiyonu,
ω4 = [(f ∗ − g∗)(f ∗g∗ − g∗2 + g∗

′
)− g∗(−f ∗2 + f ∗

′ − g∗′ − g∗2)]

ψ4 = −[(−f ∗(f ∗g∗ − g∗2 + g∗
′
)− g∗(−f ∗2 + f ∗

′
+ g∗f ∗))]

λ4 = [−f ∗(−f ∗2 + f ∗
′ − g∗′ − g∗2)− (f ∗ − g∗)(−f ∗′ − f ∗2 + g∗f ∗))]

(5.4.25)

olmak üzere

τβ4 =

√
3(ν4ω4 + ρ4ψ4 + χ4λ4)

ω2
4 + ψ2

4 + λ24
(5.4.26)

³eklinde bulunur. (5.4.24) ve (5.4.25) ba§�nt�lar�nda (2.2.6) e³itli§inde kar³�l�klar� yaz�l�rsa,

yeni katsay�lar



ν4 = g3 cos3 θ + g3 cos θ sin2 θ − 3gg
′
cos2 θ − g′′ cos θ + 2gg

′
cos θ sin θ

+gg
′
sin θ cos θ

ρ4 = (−g3 sin3 θ − g3 cos3 θ − 3(gg
′
cos2 θ + gg

′
sin2 θ)− (−g′′ cos θ − g′′ sin θ)

+(g2 sin θ cos θ)(g cos θ + g sin θ)

χ4 = g
′′

sin θ + g3 sin θ cos2 θ − 3gg
′
sin2 θ + g3 sin3 θ − 2gg

′
sin θ cos θ

+gg
′
sin θ cos θ

(5.4.27)

ve
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

ω4 = [(g cos θ + g sin θ)(−g2 sin θ cos θ − g2 sin2 θ − g′ sin θ) + g sin θ(−g2 cos2 θ

+g
′
cos θ + g

′
sin θ − g2 sin2 θ)]

ψ4 = [−(−g cos θ(g2 sin θ cos θ + g2 sin2 θ − g′ sin θ) + g sin θ(−g2 cos2 θ

+g
′
cos θ − g2 sin θ cos θ))]

λ4 = [−g cos θ(−g2 cos2 θ + g
′
cos θ + g

′
sin θ + g2 sin2 θ)− (g cos θ + g sin θ)

(−g′ cos θ − g2 cos2 θ − g2 sin θ cos θ)]

(5.4.28)

³eklinde bulunur ve bu katsay�lar (5.4.26) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa N∗C∗W ∗-Smaran-

dache e§risinin τβ4 torsiyonunun WC∗ e§risinin çat� elemanlar� cinsinden ifadesi

τβ4 =

√
3(ν4 ω4 + ρ4 ψ4 + χ4 λ4)

ω4
2 + ψ4

2
+ λ4

2

olarak bulunur. (2.2.3) ba§�nt�s�nda (5.4.10) ve (5.4.26) ifadeleri yerlerine yaz�l�rsa ve

gerekli hesaplamalar yap�l�rsa alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu s�ras�yla

f =

√
[

√
3 ·

√
ζ24 + ∆2

4 + ε24
(2f ∗2 + 2g∗2 − 2g∗f ∗)

]2 + [

√
3 · (ν4ω4 + ρ4ψ4 + χ4λ4)

ω2
4 + ψ2

4 + λ24
]2 (5.4.29)

ve

g =


√

3·(ν4ω4+ρ4ψ1+χ1λ4)

ω2
4+ψ2

4+λ2
4

√
3·
√

ζ24+∆2
4+ε24

(2f∗2+2g∗2−2g∗f∗)


′

1 +


√

3·(ν4ω4+ρ4ψ4+χ4λ4)

ω2
4+ψ2

4+λ2
4

√
3·
√

ζ24+∆2
4+ε24

(2f∗2+2g∗2−2g∗f∗)

2 (5.4.30)

³eklinde bulunur. (5.4.29) ve (5.4.30) ba§�nt�lar�nda (2.2.6) kar³�l�klar� yaz�l�rsaN∗C∗W ∗-

Smarandache e§risinin alternatif çat�ya göre e§rilik ve torsiyonu WC∗ e§risinin çat�

elemanlar� cinsinden ifadesi

f =

√√√√
[

√
3 ·

√
ζ4

2
+ ∆4

2
+ ε4

2

(2g2cos2θ + 2g2 sin2 θ + 2g2 sin θ cos θ)
]2 + [

√
3 · (ν4 ω4 + ρ4 ψ4 + χ4 λ4)

ω4
2 + ψ4

2
+ λ4

2 ]2

(5.4.31)
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ve

g =


√

3·(ν4 ω4+ρ4 ψ4+χ4 λ4)

ω4
2+ψ4

2
+λ4

2

√
3·
√

ζ4
2
+∆4

2
+ε4

2

(2g2 cos2 θ+2g2 sin2 θ+2g2 sin θ cos θ)


′

1 +


√

3·(ν4 ω4+ρ4 ψ4+χ4 λ4)

ω4
2+ψ4

2
+λ4

2

√
3·
√

ζ4
2
+∆4

2
+ε4

2

(2g2 cos2 θ+2g2 sin2 θ+2g2 sin θ cos θ)

2 (5.4.32)

olarak bulunur.
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6. SONUÇ

6.1 Sonuç 1

Bu tezde ilk olarak Frenet çat�s�ndan farkl� bir Alternatif çat� {N,C,W} üzerinde

tan�ml� olan bir β e§risi taraf�ndan olu³turulan Smarandache e§rilerinin;

βNC(s) = 1√
2
(N + C) NC−Smarandache e§risi

βCW (s) = 1√
2
(C +W ) CW−Smarandache e§risi

βNW (s) = 1√
2
(N +W ) NW−Smarandache e§risi

βNCW (s) = 1√
3
(N + C +W ) NCW−Smarandache e§risi

e§rilik ve torsiyonlar� hesaplanm�³t�r.

6.2 Sonuç 2

�lk olarak (β, β∗) e§rileri, WC∗ e§ri çifti olarak al�nd�§�nda β∗ : I → E3 e§risinin

{N∗, C∗,W ∗} çat� elemanlar� taraf�ndan olu³turulan Smarandache e§rileri için ;

β1 = βN∗C∗(s) = 1√
2
(N∗ + C∗) N∗C∗−Smarandache e§risi

β2 = βC∗W ∗(s) = 1√
2
(C∗ +W ∗) C∗W ∗−Smarandache e§risi

β3 = βN∗W ∗(s) = 1√
2
(N∗ +W ∗) N∗W ∗−Smarandache e§risi

β4 = βN∗C∗W ∗(s) = 1√
3
(N∗ + C∗ +W ∗) N∗C∗W ∗−Smarandache e§risi

e§rilik ve torsiyonlar hesaplanm�³t�r. �kinci olarak yukar�da verilen Smarandache e§ri-

leri WC∗ e§ri çiftinin çat� elemanlar� aras�ndaki ili³kiye ba§l� olarak
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β1(s) =
1√
2

(sin θN + cos θC +W ),

β2(s) =
1√
2

(− cos θN + sin θC +W ),

β3(s) =
1√
2

((sin θ − cos θ)N + (sin θ + cos θ)C),

β4(s) =
1√
3

((sin θ − cos θ)N + (cos θ + sin θ)C +W ),

³eklinde ifade edilmi³ olup bu e§rilerin e§rilik ve torsiyonlar� hesaplanm�³t�r.
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