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OZET

Bu tez bes bolimden olugsmustur. Birinci bolim giris kismina ayrilmistir. Giris
boliminde calismanmn tarihgesi, amaci ve konunun ele alinma nedenlerinden
bahsedilmistir. Ikinci boliimde, tez boyunca kullanilacak bazi tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii boliimde, oncelikle 3-boyutlu Oklid uzaymmda Frenet catisma gore
Smarandache egrileri ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Bunlara ek olarak bu
egrilerin cat1 elemanlari, egrilik ve burulmalar1 verilmistir.

Dordlnct ve besinci bolim ise bu calismanin orijinal kismini olusturmaktadir.
Calismanm dordiincii bolimiinde, Frenet catisindan farkli alternatif bir c¢atiya gore
Smarandache egrileri ile ilgili tanim ve teoremler ifade edilmis, bu egrilerin c¢at1
elemanlar1, egrilik ve burulmalar1 hesaplanmistir. Besinci boliimde ise alternatif catiya
gore 6zel bir egri ¢ifti olan WC* partner egrilerinin Smarandache egrileri tanimlanarak bu
egrilerin cat1 elemanlar1 ve egrilik, burulmalar elde edilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the introduction chapter, the history, purpose of the study and the reasons for dealing with
the subject are mentioned. In the second chapter, some definitions and theorems that will
be used throughout the thesis are given. In the third chapter, firstly, the definitions and
theorems about Smarandache curves according to Frenet frame in 3-dimensional Euclidean
space are given. In addition to these, frame elements, curvature and torsion of these curves
are given.

The fourth and fifth chapters are the original part of this study. In the fourth part of the
study, definitions and theorems related to Smarandache curves are introduced according to
alternative frame different from the Frenet frame. Also, frame elements, curvature and
torsion of these curves are given. In the fifth chapter, the Smarandache curves of WC*
partner curves, which are a special curve pair are defined and the frame elements and
curvature and torsion of these curves are obtained.

Keywords: Euclidean Space, Frenet frame, Smarandache Curves, Alternative frame

Kahramanmaras Sutc Imam University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, September/2021

Supervisor: Asst. Prof. Beyhan YILMAZ

Page number: 68



TESEKKUR

Bu ¢aligmanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine
ne zaman danigsam bana kiymetli zamanini ayirip sabirla ve biiylik bir ilgiyle bana faydali
olabilmek i¢in elinden gelenden fazlasini sunan her sorun yasadigimda yanina ¢ekinmeden
gidebildigim, giiler yiiziinii ve samimiyetini benden esirgemeyen ve gelecekteki mesleki
hayatimda da bana verdigi degerli bilgilerden faydalanacagimi diisiindiigiim kiymetli ve
damigman hoca statiisiinii hakkiyla yerine getiren Saym hocam Dr. Ogr. Uyesi Beyhan

YILMAZ’a sonsuz sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Yiiksek Lisans egitimim siiresince bilgi ve tecriibelerini esirgemeyen saygideger
hocalarim Dr. Ogr. Uyesi Oguzhan BAHADIRa ve Dog¢. Dr. Hiiseyin BILGIC’e sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim. Calismalarim esnasinda beni yonlendiren bana vakit ayiran ve

yardimlarmni higbir zaman esirgemeyen Dr. Feride TUGRUL’a ¢ok tesekkiir ederim.

Beni bu giinlere sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarni bilecek sekilde yetistirerek
getiren ve benden hicbir zaman destegini esirgemeyen bu hayattaki en biiyiik sansim olan
aileme ve calismam boyunca benden bir an olsun destegini ve bana olan giivenini

esirgemeyen arkadasim Murat CAKIR’a ¢ok tesekkiir ederim.

Senay ALIC



iCiNDEKILER

0 /72 D i
ABST R ACT it ittt i it ittt tietetiseseattasensanss ii
TESEKKUR .ttt it ittt et ettt einnennns iii
ICINDEKILER ...ttt ittt e et ee et ieaaans iv
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ..................... v
1. GIRIS ottt e 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ..........c.ciiiiun.n. 3
2.1. Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar............. 3
2.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Alternatif Catiya G6re Temel
Tanim Ve Kavramlar ........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniienn., 7
3. OKLID UZAYINDA SMARANDACHE EGRILERI........ 9
3.1. TN-Smarandache Egrisi .........cociiiiiiiiiiiiininn.n. 9
3.2. TB-Smarandache Egrisi.........ccocoiiiiiiiiiiin... 12
3.3. NB-Smarandache Egrisi .........cciiiiiiiiiiiiienens. 15
3.4. TNB-Smarandache Egrisi...........cocoiiiiiiiiiiinn. 18
4. ALTEBNATiF CATIYA GORE SMARANDACHE
EGRILERI ...ttt ittt it ittt tneenentensensanes 22
4.1. NC-Smarandache ESrisi .....ccovviiiiiiniirninecnens 22
4.2. NW-Smarandache Egrisi .............ccoooiiiiiiin.n. 26
4.3. CW-Smarandache Egrisi ..........cooiiiiiiiiiiiiae, 29
4.4. NCW-Smarandache Egrisi ......ccoviveiiiiiiieninenns 32
5. ALTERNATIF CATIYA GORE BIiR EGRI CIFTININ
SMARANDACHE EGRILERI ......oiiiiiiiiiiiiiiiiiannen, 37
5.1. N*C*-Smarandache Egrisi .........c.cviiiiiiiiiiiien, 37
5.2. C*W*-Smarandache Egrisi .........coviiiiiiiiinnnn. 43
5.3. N*W*-Smarandache Egrisi ............co.ciiiiiiin... 49
5.4. N*C*W*-Smarandache Egrisi................cooiiiatt. 55
6. SONUGLAR . ...ttt ittt iettetaeteetennaeneenanns 63
KAYNAK‘LAR
OZGECMIS

v



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

n-Boyutlu reel i¢ carpim uzay1
3-Boyutlu Oklid uzay1

Vektor uzayi

R, reel Oklid uzayinda bir acik aralik
I¢ carpim

Vektorel carpim

Norm

E3 Oklid uzaymda egrinin Frenet vektorleri
Frenet catisina gore birinci egrilik
Frenet catisina gore ikincilik egrilik
Alternatif cati elemanlar

Alternatif ¢atisina gore birinci egrilik
Alternatif catisina gore ikinci egrilik
N*C*-Smarandache Egrisi
C*W*-Smarandache Egrisi
N*W*-Smarandache Egrisi
N*C*W*-Smarandache Egrisi



1. GIRIS

Egriler teorisi, diferansiyel geometride ¢ok kapsamli bir ¢aligma alani olusturur.
Temel diferensiyel geometri teorisinden bilindigi gibi egrinin teget T, asli normal N
ve binormal B vektorleri goz oniine alindiginda, bir diizlem egrinin {7, N} vektorleri
tarafindan geriliyorsa oskiilatér diizlem, {7, B} vektorleri tarafindan geriliyorsa rekti-
fiyan diizlem ve {N, B} vektorleri tarafindan geriliyorsa da normal diizlem adini alir.
Egrinin egrilik ve burulma degerlerinin hesaplanmasiyla egrinin bi¢imi ve uzunlugu
belirlenebilmektedir. Ozelikle egrinin Serret-Frenet vektérleri, egrinin egrilik ve burul-
masl bize egri hakkinda ¢ok onemli bulgular saglar. Bunun yanisira egrilerin kargilikh
noktalarinda Frenet gatilar1 arasinda bagintilar kurularak, egri ¢ifti adimi verdigimiz
egriler icin de bir¢ok yeni teori elde edilmektedir. Egrinin egriliklerinin durumuna
gore, pozisyon vektoriiniin bulundugu diizlemlere gére simiflandirilan ve adlandirilan
pek cok 6zel egri bulunmaktadir.

Bir aksiyomun, ayni uzayda farkli olmasi durumunda, aksiyomun sagma bir gekilde
reddedildigi soylenir. Bu nedenle, bir aksiyomun kismen ispat edildigi veya bir aksiyo-
mun bir dereceye kadar ispat edildigi sdylenebilir. Smarandache geometrisi, sagma bir
sekilde reddedilen en az bir aksiyomu olan bir geometridir. Bdéylece, 6zel bir durum
olarak, Oklidyen, Lobachevsky-Bolyai-Gauss ve Riemann geometrileri, baz1 Smaran-
dache geometrileri ile ayn1 uzayda tamamen birlestirilebilirdir. Bu son geometriler kis-
men Oklid ve Oklid dis1 olabilir. Smarandache geometrisindeki bir egriye Smarandache
egrisi ad1 verilir (Ashbacher, 1997; Bhattacharya, 2004-2005; Mao, 2006). Regiiler bir
egrinin Frenet vektorleri ile tiretilen yer vektoriine sahip regiiler egri olarak da tanim-
lanir. Bu egriler pek ¢ok yazar tarafindan pek ¢ok farklh uzayda karakterize edilmistir.
Konu ile ilgili caligmalardan bazilart asagida verilmigtir:

2008 yilinda Turgut ve Yilmaz tarafindan yapilan “Smarandache Curves in Minkow-
ski space-time” isimli caligmada Minkowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimini
ifade ederek, E} de T' By Smarandache egrisine ait baz1 6zel durumlari incelemis ve bu
egrinin Frenet elemanlarini hesaplamigtir (Turgut ve Yilmaz, 2008). A. T. Ali, 2010
yilinda, “Special Smarandache Curves in Euclidian Space” isimli ¢alismada bazi 6zel
Smarandache egrilerini tanimlayarak bu egrilere ait Frenet-Serret invaryantlarinin 6zel

durumlarint ¢aligmigtir (Ali, 2010). Senyurt ve Sivas, “An Application of Smarandache



Curve” isimli calismada « egrisinin Frenet vektorleri, {7, N, B} ve birim Darboux vek-
torii C olmak iizere NC -Smarandache egrisini tanimlamiglar ve bununla birlikte NB ve
TNB -Smarandache egrilerinin egriliklerini hesaplamiglardir (Senyurt ve Sivas, 2013).
Bektas ve Yiice, “Special Smarandache Curves According to Darboux Frame in Euclid-
ian 3-Space” isimli calismada Oklid uzayinda Darboux catisina ait Smarandache egri-
lerini incelemigler ve bu egrilere ait baz1 karakterizasyonlari ve sonuclar1 vermiglerdir
(Bektag ve Yiice, 2013). Cetin ve ark., “Smarandache Curves According to Bishop
Frame in Euclidian 3-Space” isimli calismada Oklid uzayinda Bishop catisina gore 6zel
Smarandache egrilerini aragtirmiglar ve bu egrilerin bazi diferansiyel geometrik 6zel-
liklerini vermiglerdir. Ayrica Smarandache egrisine ait oskiilator kiirenin merkezini ve
kiirenin egriligi ile ilgili baz1 sonuclar bulmuglardir (Cetin ve ark., 2014). Tagkoprii
ve Tosun, “Smarandache Curves According to Sabban Frame on S*” isimli ¢alismada
S? birim kiiresi iizerinde Sabban c¢atisina gére Smarandache egrilerini incelemisler ve
bu egrilerin karakterizasyonlar ile ilgili sonuclar elde etmiglerdir (Tagkoprii ve To-
sun, 2014). Senyurt ve Kaya, “NC-Smarandache Curve and NW-Smarandache Curve
According to Alternative Frame” isimli caligmada cati elemanlarini, egrilik ve torsiy-
onlarimi hesaplamiglardir (Senyurt ve Kaya, 2018). Ouarab, “NC-Smarandache Ruled
Surface and NW-Smarandache Ruled Surface according to Alternative Moving Frame
in B3 7 isimli calismada bu 6zel yiizeylerin geligtirilebilir ve minimal olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kogullar1 veren teoremlerle ilgili sonuglar elde etmigtir (Ouarab, 2021). Yine
Smarandache egrileri ile ilgili son yillarda oldukga sik caligma yapilmigtir (Elzawy, 2017;
Abdel-Aziz ve Saad, 2017; Saad ve Abdel-Baky, 2020; Lal, 2021; Solouma, 2021).

Ote yandan karsilikli noktalardan bazi 6zellikleri saglayan egri ciftlerinden Bertrand
egri cifti, Involiit-Evolut egri cifti, Mannheim egri cifti gibi pek cok egri ciftleri bulun-
maktadir. Bu egrilerin de Smarandache egrileri pek cok yazar tarafindan incelenmigtir
(Galigkan, 2014; Sivas, 2014; Celik, 2016).

Bu tez calismasinda ise, Frenet catisindan farkli bir alternatif cati yardimiyla tanim-
lamig oldugumuz Smarandache egrilerine ve tanimlanmis 6zel bir egri cifti olan WC™
egri ¢iftleri iizerine caligilip bu egri ¢iftlerinin Smarandache egrilerinin cat1 elemanlar

elde edilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremlerden soz edile-

cektir.

2.1 Oklid Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

Tanim 2.1 A bogtan farkl bir cimle, V de K cismi {izerinde bir vektor uzay: olsun.
Eger,
fiAXA-SV

(P,Q) - f(P,Q) = P

fonksiyonu

Al. vPQR € A icin f(P,Q) +f(Q,R)=f(P,R)

A2. VP € A, Vae V icin f(P,Q)= @ olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.
ozelliklerini sagliyorsa A’ya V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu afin uzay denir. Bu-

rada Al ve A2 ozelliklerine afin aksiyomlar: denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2 A, V vektor uzayi ile birlegen n-boyutlu afin uzay olsun.

Py, Py, ..., P, € A noktalarn ic¢in {POP;,POPQ,...,POPn} vektOr sistemi (Poﬁ\i eV)V

vektor uzaymin bir baz (taban) ise { Py, P, ..., P} nokta (n+1)-lisine A afin uzayinda
bir afin ¢at1 denir. Burada F, noktasina afin ¢atinin baslangi¢ noktas1 Py, Py, ..., P,

noktalarina da afin ¢atinin ug noktalar1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1 A, V vektor uzayi ile birlegen n-boyutlu afin uzay olsun. A afin uzayinda
belli bir Py € A noktas: tespit edildiginde baslangici Py € A noktasi olan bir afin cati
vardir (Hacisalihoglu, 2000).

ispat:

V, n-boyutlu bir vektor uzay1 oldugundan {ay, aa, ..., a;, } sistemi V nin bir baz olsun.
Py € A noktast segildiginde A2 aksiyomu geregince;

ay = ]Tpl> olacak sekilde bir tek P, € A,

ay = Jﬁ olacak gekilde bir tek P, € A,

P
a, = PyP, olacak sekilde bir tek P, € A noktas1 vardir.



{4, b, ..., )} sistemi V nin bir bazi oldugundan {PyP;, PP, ..., PyP,} sistemi de V
nin bir bazidir. O halde {Fy, Py, ..., P} sistemi baglangi¢ noktas1 Py € A noktas1 olan
A’da bir afin ¢atidir.

Tanim 2.3 A, V vektor uzayi ile bilegen n-boyutlu afin uzay olsun. Eger A afin uza-
yinin birlestigi V vektor uzay: bir i¢ carpim uzayi ise bu A afin uzayma Oklid uzay:
denir. Her afin uzay bir Oklid uzay: degilken her Oklid uzay1 bir afin uzayidir (Hacisal-
ihoglu, 2000).

Tanim 2.4 E*, R” i¢ carpim uzayi ile birlesen bir Oklid uzay1 ve Ey, Fn, ..., E, € E®

olsun. Eger {EyE, EoEs, ..., EyE,)} vektor sistemi R™ uzaymin bir ortonormal baz
ise yani, {EoEy, EgEs, ..., EoE,}, R" nin bir baz1 ve < EyE;, EgE; > = ¢;j (kronecker
deltas) ise {Ey, F\, ..., E,} nokta kiimesine E" de bir Oklid catis1 (dik cati) denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Uyari
Her Oklid uzay1 bir afin uzay oldugundan her Oklid catis1 da bir afin catidir.

Tanim 2.5 d:E" x E" — R,

—
d(X,Y) = | XY =

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y’) €
R saywisina da X ile Y noktalar arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.2 E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir (Hacisalihoglu, 2000).
ispat:

1. E"ile birlegen R" i¢ ¢arpim uzayinda i¢ carpim fonksiyonu pozitif tanimli oldugun-
dan, Yo € R™ i¢in [|a|| > 0 Yani
] = [ly[| = d(z,y) = 0 dur.
= d(z,y) = ||2y|| =0isex —y=0=2 =y
sr=yiser—y=0ved(x,y)=|zy|]| =0

2. d(xy) =2yl = [lyz]|=d(yx)

3. |IXZ|| = XY + XZ| < | XY| + ||V Z] du.

4



Bu iig 6zellik saglandigindan E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Tanmim 2.6 n boyutlu Oklid uzay1 E” de V o = (21, 22, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn) € E"
i¢in,

i=1

seklinde tanimlanan fonksiyona standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpimi denir (Hacisal-

ihoglu, 2000).
Tanim 2.7 R”, n-boyutlu Oklid uzay1 ve # € R™ icin 2 vektoriiniin normu
12| = v/{Z, Z)

bi¢iminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

—

Tanim 2.8 V bir i¢ garpim uzay1 olsun. 7,y € V., ¥,y # 0 olmak iizere bu iki vektor

arasindaki aci
< T,y >

cos) = ———
1z |71l

esitligi ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.9 3 boyutlu Oklid uzay1 E3 de V 2 = (21,2, 23) ve (y1,%2,¥3) € E? icin
Oklid vektérel carpimi,

TNY = (5172y3 — Y223, T3Y1 — Y31, T1Y2 — y1$2)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.10 E”, n-boyutlu Oklid uzay1 ve I, R nin bir acik aralig1 olmak iizere
a: I CR — E" dontigiimii diferensiyellenebilir ise () kiimesine E™ uzay1 i¢inde bir
egri denir. Ayrica (/,«) ikilisine egrinin koordinat komsulugu, I alt kiimesine egrinin

parametre araligl ve t€ [ reel sayisina egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmim 2.11 E**! de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin.
a: ] — E"Y nm Oklidiyen koordinat fonksiyonlari aq, as, ..., o, olmak iizere a =
(0, gy .oy i y1), a(t) € M egrisinin diferansiyeli agagidaki gibidir,

’ 8&1 8(12 OanH

o) =50 5 g )

5



o (t) tanjant vektoriine M egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik gelen a(t) nok-

tasinda, (I, a) koordinat komguluguna gore hiz vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmim 2.12 E*"! de bir M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger
Vs € [ igin,
lor (s)]| =1

ise M egrisi (I, ) ya gore birim hizh egridir denir. Bu durumda egrinin s € I parame-

tresine yay-parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.13 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkh olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.14 V bir i¢ carpim uzayr £ C V olsun. E igindeki farkli her vektor gifti
ortogonal ise E’'ye ortogonal vektor kiimesi denir. Ayrica ortogonal E kiimesindeki her

vektoriin uzunlugu 1 ise E’ye ortonormal bir kiime denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.15 M C E" egrisi (I,«r) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu durumda

Y = {a’,a,...,aM} sistemi lineer bagimsiz ve Va® k > r, i¢in: a® € S, olmak
tizere 1) den elde edilen {V3,...,V,.} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet
r-ayakli alan1 ve m € M igin {Vi(m),...,V,,(m)} ye ise m € M noktasindaki Serret-
Frenet r-ayaklisi denir. Her bir V;, 1 < ¢ < r, ye Serret-Frenet vektorii denir.

Ozel hal: n=3 6zel halinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda Serret-Frenet 3-ayaklisi elde
edilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilmig ise s € [

yay-parametresi olmak tizere,

_ o) , 2.1.1
5) = 7O (2.1.1)

s)=T(s) ANN(s)

seklindedir. Boylece {T'(s), N(s), B(s)} sistemi, a(s) noktasinda, M egrisinin Serret-
Frenet 3-ayaklisidir. Burada T(s) vektoriine, teget vektor alani, N(s) vektoriine asli

normal vektor alan1 ve B(s) vektoriine binormal vektor alani adi verilir (Hacisalihoglu,

2000).

Tanim 2.16 o : I C R — E3 birim hizh regiiler bir egri olsun. Egrinin birinci ve ikinci



!

egriligi sirasiyla k(s) = (T'(s), N(s)) ve 7(s) = (N'(s), B(s)) seklinde tanimlanmak
tizere {T'(s), N(s), B(s)} Serret-Frenet ¢atisi i¢in degigim formiilleri agagidaki gibidir.

T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s) | =] —rls) 0 7(s) N(s) (2.1.2)
B'(s) 0 —7(s) 0 B(s)

Birim hizh « egrisi igin egrinin birinci egriligi olan x(s) ifadesi egrinin s parametresine
karsilik gelen noktasindaki egriligi adim alir ve x(s) = || (s)|| seklinde hesaplanir.
Egrinin birinci egriligi tegetten sapma miktarini 6lger. Egrinin ikinci egriligi olan 7(s)
skaler carpanina ise egrinin s parametresine karsilik gelen noktasindaki burulmasi denir.
Burulma kisaca egrinin Oskiilator diizlemden ayrilma miktarinin 6lgiisii olarak da ifade

edilebilir ve agagidaki gekilde hesaplanir

_< o (s)Ana(s),a” (s) >
lo’(s) A a”(s)]1?

(2.1.3)

(Hacisalihoglu, 2000).

2.2  3-Boyutlu Oklid Uzaymda Alternatif Catiya Gore
Temel Tanim ve Kavramlar

Tamim 2.17 o : [ C R — E? birim hizh regiiler egri olsun. Frenet catisindan farkh

olan bir alternatif ¢at1 {N(s),C(s), W(s)} ile tanimh olmak {izere

N@—N@,ﬂ@—%%%,W@—N@AaQ (2.2.1)

seklindedir (Uzunoglu ve ark., 2016). Alternatif gatiya gore tiirev degigiminin matris

gosterimi
N'(s) 0 fs) 0] | N(s)
C's) | =1 —=fs) 0 g(s) || Cls (2.2.2)
W'(s) 0 —g(s) 0 W(s)



olup burada f ve g, « egrisinin alternatif catiya gore egrilikleridir. Bu egriliklerin

Frenet egriliklerle olan iligkisi agagidaki gibidir.

f(s)=VK2+12

9(8) = 150

(2.2.3)

Tamim 2.18 o : I C R — E3 ve o* : I C R — E? birim hizh regiiler iki egri olsun. Al-
ternatif agiya gore egrilerin ¢at1 elemanlari sirasiyla { N, C, W, f, g} ve {N*, C*, W*, f* g*}
seklindedir. Eger W = C* ise bu egriler W™ egri cifti olarak adlandirilir. Bu egri

¢iftinin cati elemanlar1 arasinda

N* cos(90 — 6)  sin(90—6) 0 N
c =10 0 1 C (2.2.4)
w —sin(90 — @) cos(90 —0) 0 w

N* = sindN 4+ cosfC
C* =W (2.2.5)
W* = —cosON + sindC

seklinde bagnt1 vardir (Has ve Yilmaz, 2020).

Tanim 2.19 (o, a*) WC* egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri f ve g, a* egrisinin
egrilikleri f* ve g* olmak iizere bu egrilikler arasinda
* = gcosb
fr=9 (2.2.6)

* E—

gt = —gsinf '

bagintist vardir (Has ve Yilmaz, 2020).



3. OKLID UZAYINDA SMARANDACHE EGRILERI

Tanim 3.1 Konum vektorii, herhangi bir « egrisinin Frenet catilar: tarafindan olugtu-
rulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Turgut

ve Yilmaz, 2008). Bu tanim agagidaki gekilde de verilebilir.

Tanmm 3.2 « : I — E3 birim hizh regiiler egrisinin Frenet catist {T(s),N(s),B(s)}
olsun. Konum vektorii
a(s)T'(s) + b(s)N(s) + c(s)B(s)
Va2(s) + 02(s) + 2(s)
olan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve Sivas,

2013).

Bls) =

3.1 TN-Smarandache Egrisi

Tanim 3.3 o : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet catist {T(s),N(s),B(s)} olsun.

1
Pry(s) = E(T(S) + N(s))

egrisi TN—Smarandache egrisi olarak adlandirihr (Ali, 2010).

Teorem 3.1 « : I — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet gatist {T,N,B}, egriligi x ve

torsiyonu 7 olsun. TN-Smarandache egrisinin xg,, egriligi ve 73, torsiyonu sirasiyla;

KﬂTN = (252\_/3-2)2 \/5% + M% + 77%7

- _ V2[(T3 42627 — 7K +K7' )01 + (KT’ —K'T) iy + (263 +K72) 71 ]
BrN (342627 —7K KT )24 (KT —K/T)24+(2K3+KT2)2

seklinde verilir. Burada

61 = —[K2(2K* + 72) + 7(7K — KT)]
p1 = —[k*(26% + 37%) — 7(7° + KT’ — TK)]
m = k[T(26%* + 7%) — 2(7’/4;, — m',)]

ve



0=k +r(12=3K) — K
=k — k(T2 +3K) = 377 + K’
T=—KT =T34+ 216 + K7 +7"

seklinde katsayilardir (Ali, 2010).
Ispat: s yay parametresi ve 3 = ((s) egrisi E* de birim hizli regiiler bir egri olsun.

B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T', N, B} olmak iizere TN—Smarandache egrisi,

1
Pra(s) = E@(S) + N(s))

seklindedir. Bu egrinin yay parametresi s ile ifade edilirse TN—Smarandache egrisinin

egrilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun i¢in egrinin tiirevi alinirsa,

dBTN dSﬁ 1
2. 2 = _(—kT+&kN+7B
dsg  ds T +aN +75)

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin normu alinirsa,

=1

dBrn
dS 8

oldugundan

dSﬁ_\/l 9 9 2N 2:‘124‘7'2
=R ) =

bulunur. Buradan fry(s) egrisinin teget vektor alan,

—kT+xN+7B

TﬂTN - /5r2 1 12 = (3.1.1)
seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin bir kez daha tiirevi alinirsa,
0 = —[K2(2K% + 7%) + 7'(7'/{’ — /{7")]
= —[k2(25% + 37%) — 7(73 + k7' — TK')]
m = k[T(26% +72) = 2(1K — KT)]
olmak iizere T/;TN vektorii
: V2

(2% 4 72)

10



seklinde bulunur. frx egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (3.1.2) bagmmtisindan kg,
egriligi

KBrn = ”TBTN H?

\/§ 2 2 2
Kgry = (252 + 7_2)2 \/ (51 + py

olur. SBry egrisinin asli normal vektor alam Npg,, ile gosterilirse, bu vektor

/

Ng _ TﬁTN
1T,
0T + N +mB
NﬁTN =

0F + 13 + it

seklinde bulunur. Bg,, = T, N Ng,, ifadesinden binormal vektér alani,

T N B
B 1
- = K T
N AR R+ Rt
01 H1 T

olmak iizere

(kmy — Tp)T + (101 + £m1)N — (kpy + K01)B
V2R TR0t + i + i

BBTN =

seklinde elde edilir. Torsiyonu bulmak i¢in [y egrisinin ikinci ve {i¢ilincii tiirevlerini

bulmak gerekir. Buna gore bu tiirevler

B = J5{=6 4 KT+ (¥ = 2 = )N + (s + 7))

ve

" 1 -
Bry = E{&T + 1N + i, B}

seklinde bulunur. Burada 01, 7i7 ve 71

11



0=k +r(12=3K) — K
=k — k(T2 +3K) = 377 + K’
T=—KT =T34+ 216 + K7 +7"

seklinde katsayilardir. Sry egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilip, agagidaki baginti ile
elde edilir.

"

/ "
Tary = < Bry A Brws Bry >
TN ~— ! 1"
1Bz A Brall?
Burada [ry egrisinin birinci, ikinci ve iiciincii tiirevleri yerlerine yazildiginda, SBry

egrisinin 73, torsiyonu,

V2[(T3 + 2% — 7K + KT')61 + (k7' — K'T) iy + (263 + K72)71]
(73 4+ 2627 — 7K' + KT )2 + (k7! — K'T)? + (2K + KT2)2

TBry =

seklinde elde edilir.

3.2 TB-Smarandache Egrisi

Tanim 3.4 « : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet catis1 {T(s),N(s),B(s)} olsun.

1
Brp(s) = E(T(S) + B(s))

egrisi TB—Smarandache egrisi olarak adlandirihr (Ali, 2010).

Teorem 3.2 « : [ — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet gatis1 {T,N,B}, egriligi x ve

torsiyonu 7 olsun. TB—Smarandache egrisinin g, egriligi ve 73, torsiyonu sirasiyla;

\/2(05+43)

KZBTB - (/{—7')4

 V2[K2765—2KT2 004300+ K30 — 262 T o+ KT 1)
Tbrp = (r(h—1)2) 7+ (R(r—7)?)2

seklinde verilir. Burada

0y = —r* + 3r3T — 3272 4+ kT3
po =10

Ny = K37 — 3K27% + kT3 — T4

12



ve

0y = 3Kk + 257 + KT
T=(r—r) (T2 + k) + K —1"
2 = =377 + 27K + kT’

seklinde katsayilardir (Ali, 2010).
Ispat: s yay parametresi ve 8 = B(s) egrisi E® de birim hizh regiiler bir egri olsun.

B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T', N, B} olmak iizere TB—Smarandache egrisi,

1
E(T(S) +B(s))

seklinde tanimhdir. Bu egrinin yay parametresi sz ile ifade edilirse TB—Smarandache

Bri(s) =

egrisinin egrilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun i¢in ilk olarak egrinin tiirevi alinirsa,

dbrp dsg 1 .
2 =)

ifadesi bulunur. Bu ifadenin normu alinirsa,

dBrp
ds 8

oldugundan

dsg _ [(k=71)> |r—T7]

ds 2 V2

bulunur. Buradan Srp(s) egrisinin teget vektor alani,

N, k>
T, = (3.2.1)
—N, K<T

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin bir kez daha tiirevi alinirsa,

V2 (=kT + 7B) (3.2.2)

KR —T

Bre
seklinde bulunur. Brp(s) egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse (3.2.2) bagintisindan
Kg,, egriligi

K/BTB = ||TBTB(5)||7

13



2(Kk% +72)

R —T

KBrg =

olur. Brp egrisinin asli normal vektor alan1 N, , ile gosterilirse, bu vektor

/

T

Bre

/! Y
1T

N/BTB =

Ng,p = (—=kT + 7B)

1

seklinde bulunur. Bg,, = T3,, A Ng,, ifadesinden binormal vektor alani,

T N B

1
/BTB:H2+T2'0 1 0
k 0 7

olmak tiizere
7T+ kB

BﬁTB = //12 _'_ 7_2

vektor alani elde edilir. Torsiyonu bulmak i¢in Srp egrisinin ikinci ve iicilincii tiirev-

lerinin bulunmas: gerekir. Buna gore gerekli iglemler yapilirsa

B;B = (k* + k7)T + (I{, — T,)N + (k7 — 7%)B}

1
vt

"

1 -
BTB — E{(SQT + ﬂgN + 7_]23}

seklinde bulunur. Burada 0, /i3 ve 73

0y = —3kK + 267 + K T
o= (r—r)(T2+r)+ K —1"
o = =377 + 27K + kT’

seklinde katsayilardir. Srp egrisinin torsiyonu 73, , ile gosterilip, agsagidaki baginti ile

elde edilir.

"

T3 _ < B;“B A B;:Bv 5TB >
" 1675 A Brsll®

14



Burada frp egrisinin birinci, ikinci ve ii¢iincii tiirevleri yerlerine yazildiginda, Brp

egrisinin torsiyonu,

V2[K2T6y — 267205 4 7305 + K3y — 26371y 4 KT
7’ _—
ore (r(k — 1)2)2 + (k(r — 7)2)?

seklinde elde edilir.

3.3 NB-Smarandache Egrisi

Tanim 3.5 « : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {T(s),N(s),B(s)} olsun.

1
Ans(s) = E(N(S) + B(s))

egrisi NB—Smarandache egrisi olarak adlandirihr (Ali, 2010).

Teorem 3.3 « : I — E3 birim hizhi regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {T,N,B}, egriligi x ve

torsiyonu 7 olsun. NB-Smarandache egrisinin xg,,, egriligi ve 75, , torsiyonu sirasiyla;

KBnp = %\/55 + 52’% + 5%

- . \/5[(27’3+7'I£2)53+(7’/K—Tlil)ﬂ3+(163—|—2li7'2—|—Ii7’/—7/€/)’l73]
BN — (273 47K2)2+ (7' k—TK')2+ (K3 2612+ KT —TK')?

seklinde verilir. Burada

63 = (K2 + 272)k7 + 27 (KT — TK')
3 = — (K2 + 27 (k2 + 72) + k(K'T — T K)
ns = (k% +272)(=7%) + K(kT' — K'T)

ve

03 = K3+ k(T2 = 3K) — K"
I3 =—K — k(T2 +3K) — 417 + K"
T = —KT — 715+ 21k + KT + 1"

seklinde katsayilardir (Ali, 2010).

15



Ispat: s yay parametresi ve 3 = ((s) egrisi E* de birim hizli regiiler bir egri olsun.

B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T', N, B} olmak iizere NB—Smarandache egrisi,

1
Pns(s) = EW(S) + B(s))

seklinde tanimhdir. Bu egrinin yay parametresi sz ile gosterilmek {izere NB—Smarandache
egrisinin egrilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun icin 6ncelikle egrinin s parametre-

sine gore birinci tiirevi alimirsa,

d d 1
by dss _ —(=kT — 7N + 7B)

dsg ds /2

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin normu alinirsa,

|22 -

dS/B

oldugundan

dsg \/1 Y e [ K2 + 272
%— é(li +T7 +7')— —2

olarak bulunur. Buradan Syp(s) egrisinin teget vektor alani,

—kT'—TN + 1B

Thyp = 3.3.1
BNB \/m ( )
seklindedir. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa,
63 = (K2 + 272 K7 + 27(KT — TK')
ps = — (k2 + 272 (k? + 72) + k(K'T — T K)
ns = (k% +272)(=72%) + k(KT — K'T)
olmak tizere TZ;NB vektori
/ 2

BNB (/<;2 + 272)2
seklinde bulunur. Syp(s) egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse (3.3.2) bagntisindan
Kgyp €griligi

Keng = HTBNB H’

16



\/§ 2 2 2
Koyp = m\/ 03 + p3 + 13

olur. Byp egrisinin asli normal vektor alan1 Ng, , ile gosterilirse bu vektor,

N — TANB
W T,
NB
03T + 3N + 3B
NBNB =

0F + 13 + 113

seklinde bulunur. Bg, , = T3, , A Ng,, ifadesinden ise binormal vektor alani,

T N B
B B 1
BNB \//12 g \/5§ n u§ n 77?2’ K T T
d3 n3 13
olmak tizere
B — (tps — ™3)T + (103 + £n3)N + (103 + kuz) B
BN —

VEZ 4272,/ 62 + 13 + 02

seklinde elde edilir. Torsiyonu bulmak i¢in Syp egrisinin ikinci ve ii¢iincii tiirevleri

hesaplanirsa
" 1 ’ ’
Byp = E{—(/ﬁ + k)T + (=K% =72 = 7N + (7' + 7'2)3}
ve
" 1 =
By = E{&ST + 3N + 13 B}

elde edilir. Burada ds, 7i3 ve 73

o2

s =K+ R(1T2—3Kk) — K

= 1% — R(T24+3K) — 417 + K’

3 F

! !
= kT -7+ 2Tk + kT + 17"

17



seklinde birer katsayidir. Syp egrisinin torsiyonu 73, , ile gosterilirse torsiyonu igin

11

S < Byg A Bp: Bnp >
NB 18x5 A Bygll?

bagintisindan gerekli tiirevler yerlerine yazilirsa, Syp egrisinin 73, , torsiyonu,

V2[(273 + 76205 4+ (T'k — 7K )iz + (K% 4 2672 4 k7' — TK') 73]
(273 + 7K2)2 + (7K — TK')? 4 (K3 + 2672 + KT — TK')?

T8N =

seklinde elde edilir.

3.4 TNB-Smarandache Egrisi

Tanim 3.6 « : I — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet atis1 {T(s),N(s),B(s)} olsun.

1
Bryp(s) = %(T(s) + N(s) + B(s))

egrisi TNB—Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, 2010).

Teorem 3.4 o : [ — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet gatisi {T,N,B}, egriligi »

ve torsiyonu 7 olsun. TNB-Smarandache egrisinin rg,, , egriligi ve 73,,, torsiyonu

sirasiyla;
_ V3 2 2 2
/{BTNB T A(R2HT2—KT)2 \/54 + 54 + 54
- _ \/g[(FcQT—&—K;T’—QmTQ—TT/+27'3—7'/<;/+7'1<;2)54+(/<;7'/—Tﬁ’)ﬂ4+(2f<;3—7'f<a/)ﬁ4]
Prys (K27 +KT! = 28572 7T 4273 7K +7K2) 2+ (kT —TK')2+(2k3 7K' )2

seklinde verilir. Burada

6y = k[4k(k —7) + 27" + 72) + k'] — K2(2K% 4+ 7') — 2K/72
py = 267[(k — 7)2 + 21 — 27 = 2(K* + %) + K' 7% — K27
Ny = T[26(K% + 472 — K — 267) + (7K + 7' — 273)]

18



ve
0y = K'T — K" — 3kK 4+ 267 + K3 + K72

Ii=1"— k> =3k’ +77") — (=K +7") + k7(k —T)
m=1"—r7T =317 — 13 + 216’ + K7’
seklindedir (Ali, 2010).
Ispat: s yay parametresi ve 8 = B(s) egrisi E® de birim hizh regiiler bir egri olsun.

B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T, N, B} olmak iizere TNB-Smarandache egrisi,

1
Pras(s) = ﬁ(T(S) + N(s) + B(s))

seklinde tanmimhdir. Bu egrinin yay parametresi sz olmak iizere TNB—Smarandache

egrisinin egrilik ve torsiyonu hesaplanabilir. Bunun i¢in 6ncelikle egrinin s parametre-

sine gore birinci tiirevi alinirsa,,

Ay dsy _ 1
dsg ds /3

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafin normu alinirsa,

(—kT + (k —T)N + 7B)

dBrnp
dS 8

oldugundan

d 2
%:\/5(52—1-72—/17)

olarak bulunur. Buradan Sryp(s) egrisinin teget vektor alani,

—kT+ (k—7)N+71B
T = 3.4.1
grve V2K2 + 272 — 2KT ( )

seklinde elde edilir. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa,

64 = kTldi(k —7) + 2(7" +72) + K] — K22K2 +7') — 2K'72
pa = 267[(k — 7)2 + 27 = 27"] = 2(K* + 74 + KT — K27/
Ny = 7[26(K* + 47% — K — 267) + (7K' + 7' — 273)]
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olmak tiizere Té vektori
TNB

/ V3
Torns = A(k2 + 72 — k)2 (64T + paN + mu B) (3.4.2)

seklini alir. Sryp(s) egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse (3.4.2) bagintisindan kg,
egriligi

KBrng = HT/;’TNB H>

\/g / 52 2 2
K’BTNB = 4(52 + 7_2 . /{7_)2 64 + oy + Ny

olur. Bryp egrisinin asli normal vektor alani Ng,  , ile gosterilirse bu vektor,

/

o BrNB

Nﬁ — N~
T

04T+ puN +mB

N —
e R R

seklinde bulunur. Bg,,, = Ts,x5 N Napnp ¢arpimindan binormal vektor alani,

T N B
1

B — . _
BrNB \/2,%2 o2 2,%7_\/5% n (S% n 5§ K K—T T
04 221 T4
ve boylece
B (k= 7T)s — Tpa)T + (704 + kma) N + (7 — k)04 — Kps) B
BrNB —

V262 + 272 — 267/ 62 + 2 + 112
olarak bulunur. Sryp egrisinin torsiyonu icin egrinin ikinci ve ii¢iincii tiirevleri hesa-

planirsa,

" 1
Brnp = ﬁ{(_“/ — &>+ k)T — (K + K +7 +7°)N + (k7 — 7> + 7')B}

ve
" 1

Brag = ﬁ{&T + N + iy B}
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seklinde bulunur. Burada 04, 7iz ve 71

0y = K'T7 — K" — 3Kk + 257" + K2 + KT?

fg =10 — K= 3(kk' +77') — (=K + 7 )+ Kk1(k — 7)

2

R— !
M=1"— K> =317 — 3 4+ 21k + KT’

seklinde birer katsayidir. Sryp egrisinin torsiyonu 7, , ile gosterilip asagidaki bagin-

tida elde edilen tiirevler yerlerine yazilirsa

111

_=< Brag N Bras: Brvs >
1Brns A Brusll?

Bryp egrisinin 73, , torsiyonu,

_ B V3[(K?T + kT’ — 2K72% — 4+ 273 — 1k + TK2)04 + (HTI — 7K ) fig + (2K — T/ﬁl)ﬁzd
Pras = (K27 + k7" — 2672 — 77" + 273 — 7K + 7K2)2 + (k7' — TK')2 + (283 — TK)?2

seklinde elde edilir.
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4. ALTERNATIF CATIYA GORE SMARANDACHE EGRI-
LERI

Tezin bu bdliimii, calismanin orjinal kisminin ilk boliimiinii olugturmaktadir. Bu
kisimda Frenet catisindan farkli bir alternatif cati yardimiyla doért farkli Smaran-
dache egrisi tanimlanmig ve bu egrilerin ¢at1 elemanlari ile egrilik ve torsiyonlar: elde

edilmigtir.

4.1 NC-Smarandache Egrisi
Tamim 4.1 3 : I — E? birim hizhi regiiler egrisinin gatis1 {N(s),C(s),W(s)} olsun.

1
Bne(s) = E(N(s) + C(s))

egrisi NC—Smarandache egrisi olarak adlandirihr (Senyurt ve Kaya, 2018).
Teorem 4.1 3 : I — I3 egrisinin catist {N,C,W}, egriligi f ve torsiyonu g ol-
sun. NC—Smarandache egrisinin alternatif catiya gore fg,. egriligi ve gg,. torsiyonu

sirastyla;

= [\/5. 6§+u§+n§]g I [\/é'(<§§55+ﬁ5/73+77~5775)]2
(2f2+g2)2 5§+[t~52+7]~52
/
V2:(85 O +1i [i5+175 75)
5},2+/1752+n~52
\/5-\/6§+u§+n§
(2/2+42)2
V2-(35 c;AE)-ir/fs [i5+175 15)
1+ 05~ +1i5 2 41752
V2/35% 41152 + 15
\ (2f2+92)?

g:

seklinde verilir. Burada

& = =222+ ¢*) +9(af — fg)
s = —[f*(2f* +3¢%) — g(g> + f9' — gf")]
ns = flo(2f* +g%) —2(gf — fg')]

0s

[(5/5 — fus)(03 4+ p2 +n3) — 55(555/5 + M5M/5 + 77577;)”
[(f85 + 15 — gns) (02 + pi2 + n2) — 5 (3565 + pspis + nsms)]
M5 = [(gps + 15) (6% + 2 +n2) — 15(3565 + pspis + 0575)]

fis
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)

o= (=2ff ="+ = ff+fd)
fs=(—f>=ff =2ff +f =299 — fg* — 99)
=(fg9—g+29f +fg +3)

05 = (g° +2f%g — gf + fg')
fs = (fgl - f,g)
M= (—f9—d+29f + fg +9)

katsayilar1 mevcuttur.

Ispat: 8 = [(s) egrisi E® de alternatif catiya gore birim hizh regiiler bir egri olmak

1
V2

parametresi sg, . olmak iizere, egrinin s’ye gore tiirevi alinirsa,

tizere, [ egrisinin NC—Smarandache egrisi olan Snc(s) = —= (N + C) egrisinin yay

dﬁNc dSﬁNc 1
—— e = —(—fN
dspne ds ﬂ( N+ fC+gW)

olup yukaridaki egitligin her iki tarafinin normu alinirsa dsfifsv < ifadesi

dS/BNC_\/]‘ 9 9 N 2f2+92
1o = 2(f + 2497 =/ 5

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Sy¢ egrisinin teget vektorii

[N+ fC+gW

T3, = 4.1.1
Bne \/m ( )
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar
05 = —[f*2f* + ¢*) +g(gf — fg')]
ps = —[f*(2f* +3¢%) — 9(¢° + fg' — 9f")]
s = flg(2f* + 9°) = 2(9f = f9)]
olmak iizere Té vektorii
NC
: V2

(2/2+¢%)

seklinde bulunur. Syc¢ egrisinin Frenet egriligi kg, ile gosterilirse (4.1.2) bagintisindan

V2
Fove = G2y g2 V 03 4 pg + 3 (4.1.3)
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olur. Byc egrisinin asli normal vektor alam N, ile gosterilirse, bu vektor

OsN + pusC + nsW
Npyo = 2o B T (4.1.4)
V 05 + ps + 13

seklinde bulunur. (4.1.4) bagintisimin tekrar tiirevi ahmirsa katsayilar

05

(05 — frus) (02 + pi2 + n2) — 05(3505 + puspts + 1575)]
[(f05 + ps — gms) (02 + p2 +n2) — p15(3565 + pspis + n575)]
s = [(gus + n5) (62 + 12 +n2) — 0s5(3505 + pspis + 1575)]

. / . .
olmak tizere N tirevi
BNc

5

: 2 05N+ i5C + W
Noye = V2 &N+ AC 47 (4.1.5)
V2[P+g (22 +9%):
seklinde bulunur. (4.1.5) bagntisinin normu alinirsa
(AL, R RS (416
T VR 4 g (3 + R+ )R

A oldugundan (4.1.5) ve (4.1.6) bagintilarindan gerekli cebirsel
\ge}
iglemler yapildiginda C vektor alani,

elde edilir. Cjg,.

05N + fisC + s W
Cone = 52 | 22 | =2
V05 + fi5 + 1775

olarak bulunur. Wp, ., = Na,. A Cpy. oldugundan Wj, , vektor alani

N C W
1
Waye = — 2\/72 05 M5 15 |
VO +us+ns 05+t | o
5T M5 T 15 5 T H5” T 15 8 i T
Wa  — (575 — nsps) N — (8517 — 1505)C + (05115 — ps05)W
Bnc —

V5§+M§+U§'\/552+ﬂ52+7752

olur. Byc egrisinin Frenet torsiyonunu bulmak icin egrinin ikinci ve iicilincii tiirevleri
hesaplanirsa

Bl = %(—(F CPN (P f = PO+ (fa+g)W),
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ve
" ]_ <
= — (N + :C + ;W
Bne \/5( 5 Hs W)

seklinde bulunur. Burada &, f5, M5

0s = (=2ff = "+ P = ff + fg?)
s= (= = ff =2ff +f =299 — 9> = 99)
= (—f9—9"+29f + fg +4")
seklinde birer katsayidir. Syc Frenet egrisinin torsiyonu 7g,,, ile gosterilip hesaplanan

tiirevler yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 74, ifadesi

(g° +2f%9 — gf + fg)05 + (fg — F 9)is + 2f + fo>)TRs @17
(B +2f29—gf +f9)2+(fg — f9)?+ 2f+ fg?)? o

NG

TBne =

seklinde elde edilir. (2.2.3) bagintisinda (4.1.3) ve (4.1.7) ifadeleri yerlerine yazilirsa ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla;

' 4 \/[\/5 \/m]2+ [\/§ (55554'/15/?5 +77~5775)]2
62 + fi5> + 15>

(212 + g%)?
o — _ _ I
V'2:(85 85+14i5 15 +175 715)
S R
35~ +1i5 2 4152
/2. 2. 2
V24 /62 +ug+nz
g (2f2+4%)?
V2-(d5 ggﬂ% i5+1i5 75)
1+ 05~ +41i5 2 41152
\/ﬁ.\/552+#52+7]52

(2f2+¢2)2

ve

sekilde elde edilir. Burada 5~5, L5, M5
05 = (6" + 29— 9f + f9)
fs = (fgl - flg)
= (=f*9—9"+29f + fg +3")
seklinde katsayilardir. Boylece NC—Smarandache egrisinin, alternatif ¢atiya gore cati

elemanlar1 elde edilmis olur.
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4.2 NW-—-Smarandache Egrisi
Tanmim 4.2 3 : [ — E? birim hizh regiiler egrisinin ¢atis1 {N(s),C(s),W(s)} olsun.

1
Prw (s) = E(N(S) +W(s))

egrisi NW—Smarandache egrisi olarak adlandirihr (Senyurt ve Kaya, 2018).
Teorem 4.2 3 : [ — E? egrisinin catisi {N,C,W}, egriligi f ve torsiyonu g olsun.
NW—Smarandache egrisinin alternatif catiya gore fg,, egriligi ve gg,, torsiyonu

sirasiyla;

52+T]6

f Vﬁ¢¢fﬂv | [,

f(5656+716776)
g
f\/f2+g
-9
2
M
5 +776

1+
V2 f2+g2

\ (f-9)
seklinde verilir. Burada

bs = (—f 2= 9>+ [2f + f99)
ig = (—f* = f’9° — > f* — g")
e=(91*+99*—9ff —9%)
0o = (—3ff +2f4 +9f)
o=+ (=f+9)+f —d
6 = (=399 +29f + f9g)

= (f*9—2f9* +¢°)
fie =0
jo = (f°—2f*9+ fg°)
katsayilar1 mevcuttur.
Ispat: 8 = B(s) egrisi E? de alternatif ¢atiya gore birim hizh regiiler bir egri olmak
tizere, 5 egrisinin NW—Smarandache egrisi olan Syw(s) = \%(N + W) egrisinin yay
parametresi sg,,, olmak iizere, egrinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dBNw dsgyy, _ (f —9)C

dSﬁNW ds \/§ ’
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olup yukaridaki esitligin her iki tarafinin normu alinirsa dsig W jfadesi

dsgyy _ [(f—9)* _|f—4
ds 2 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Sy egrisinin teget vektorii

C, f>g9
Ty = (4.2.1)
_Ca f <g
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa
p 2(—fN
7, VA UJ;— ;gw) (4.2.2)

seklinde bulunur. Syw egrisinin Frenet egriligi xg,,, ile gosterilirse (4.2.2) bagintisin-
dan
V2
Kgnw = \% f+g? (423)
(f —9)
olur. Byw egrisinin asli normal vektor alan1 Npg,,, ile gosterilirse, bu vektor
1

NﬁNW = /—f2 T 92

seklinde bulunur. (4.2.4) bagmtisinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

(=fN +gW) (4.2.4)

66 = (—f 2= f g+ fif + fgg)
fe = (—f* = f2¢* — ¢*f* — g%
6= f+9d—gff —9*)
olmak iizere Né tiirevi
NW

N V2 0N + jisC + W (1.2.5)
| f =gl (f2+g%):

seklinde bulunur. (4.2.5) bagmtisinin her iki tarafinin normu alinirsa

[N || = 1 A/ 08 + PE + 7} (4.2.6)

N
olur. Cpy,, = HNZNWII oldugundan (4.2.5) ve (4.2.6) bagmtilarindan gerekli cebirsel
NW

igslemler yapildiginda C vektor alani,

o = N GN + jieC 4 W
N Vi
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olarak bulunur. Wp,,, = Nga,,, A Cs,,, oldugundan Ws,  vektor alani

N C W
1
W, = — 0 7
o s Pre| L
d¢ He s
Wi  — —gjigN + (f7js + 906)C — flicW
BNw —

VO§ I+ 75 P+ g
olarak elde edilir. Diger taraftan Syw egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

B = %(—f? LN+ (f —d)C+ (fg - W),

ve
1" 1 )
= 06N + 115C + ngW
BNW \/5( 6 He UL )

seklinde bulunur. Burada 5\6, {16, M6

~

0o = (=3ff +2fg +9f)
=P+ -f+9+f =g
s = (=399 +29f + fg')
seklinde birer katsayidir. SByw egrisinin Frenet torsiyonu 7g,,, ile gosterilip birinci,

ikinci ve {iglincii tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 73,,, ifadesi

VI | (292007 + g+ 0+ (FF — 21 + foP) |
e (729 =214 + 9P + (F° 2% + [¢*)

(4.2.7)

seklinde elde edilir. (2.2.3) bagintisinda (4.2.3) ve (4.2.7) ifadeleri yerlerine yazilirsa ve
gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

o \/[\/_ \/f2+g [ 5656+776776)]

(f g) 52 + 776

ve

!
M
5 +TI6

V2 {2442

(f-9)

V2 (5656+n6776)
1 5 +776

V22442

e
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seklinde elde edilir. Burada dg, fig, 7

= (f’9—2f9" +7°)
fig =0
o= (°—2f*9+ fg°)
seklinde birer katsayidir. Boylece NW—Smarandache egrisinin, alternatif gatiya gore

cat1 elemanlar elde edilmig olur.

4.3 CW-—-Smarandache Egrisi
Tanim 4.3 3 : [ — E? birim hizh regiiler egrisinin ¢atis1 {N(s),C(s),W(s)} olsun.

Bow(s) = %(C’(s) LW (s))
egrisi CW—Smarandache egrisi olarak adlandirilir.
Teorem 4.3 3 : [ — E? egrisinin catis1 {N,C,W}, egriligi f ve torsiyonu g olsun.
CW—5marandache egrisinin alternatif catiya gore fgz.,, egriligi ve gz, torsiyonu

sirastyla;

.
f= [\f V7 +N7+777] [ 5757+M7/~L7+7I7U7)]
(f*+29°) 5272 417
. /
V2 (5707 i fig+iiriiy)
32+ +72
V2. \/ 82+ p2+n2
(f2+24%)
\/5-(570;7+ﬂ27ﬁ7;777777)
1+ 05 +ps+nsg
V2 \/6$+u%+71$

\ (fT+297)

seklinde verilir. Burada

g:

= (f9(f*+2¢%) +29(f9 —gf")
pr=—(f2+20)(fP+ )+ f(fg—9f)
m=—g*(f*+29>)+ f(fg —gf)

o7

(07 — frur) (02 + i + n2) — 67(626; + prpr + 17my)]
[(fo7 4 pr — gmr) (62 + p2 + n2) — pr (6267 + prpr + n7ny)]
= [(gur +n7) (62 + 12 + n2) — 17 (6207 + prpr + 17m7)]
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)

[=9)

1= (=f"+ 120 + ) +9(f +9f)
fir = (f(=3f +9f) +9(=3g' +¢°) —g")
m=—9(f*+9*+39)+g
07 = (29° + 9%
jir= (g f —af")
= (f*+2f9° + fg' —af")
seklinde katsayilardir.
ispat: 8 = f((s) egrisi E? de alternatif catiya gore birim hizli regiiler bir egri olmak
lizere, 8 egrisinin CW—Smarandache egrisi olan fow (s) = \%(C’ + W) egrisinin yay
parametresi sg.,, olmak iizere 3 egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dﬂCWdSBCW 1
SECW ZPPew — ___(—fN + gW — gC),
dS/BCW dS \/5( f g g )

olup her iki tarafin normu alinirsa

ngCW _\/1 9 9 o f2+292
- A 2(1’ +97+9%) =/ >

seklinde bulunur. Bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilirsa Sow egrisinin teget

vektori

—fN + gW — gC
Thew = (4.3.1)

Vi

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar

5= (fg(f* +2¢%) +29(fg —gf")
pr=—(f2+20) P+ )+ f(fg—9f)
m=—g*(f*+29")+ f(fg —gf")

olmak iizere T/; vektori
CcCWwW

/ . 57N+,M7C—|—777W' \/§
o (f2+29%) (f? +2¢%)

(4.3.2)

seklinde bulunur. Seyw egrisinin Frenet egriligi s, ile gosterilirse (4.3.2) bagintisin-

V2
Kpow = EET e 292)2\/53 + W3 +n? (4.3.3)
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olarak bulunur. Scw egrisinin asli normal vektor alani Ng,,,, ile gosterilirse, bu vektor

N/j _ 57N + /L7C + T}7W (4 3 4)
- 02 + 13 + 13

seklinde bulunur. (4.3.4) bagintisinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar

o7

(87 — fur)(62 + 12 + n2) — 678707 + prpr + meny)]
fr = [(for + M/7 — gn7) (02 + 3 +nF) — M7(575/7 + um; + 77777/7)]
7 = (g + m7) (62 + 122 + n2) — 07(6267 + prpey + nemy)]

. ! . .
olmak tizere N e bUTEV
NC

N - V2 6N+ irC + W (13.5)
NP2 (2f+ g) -
seklindedir. (4.3.5) bagintisinin normu alinirsa
, 2 R TE
[Nl = 2 Yo+ B+ 0 (1.3.6)
VI 4297 (67 4+ a7 +1777)2
olur. C - Mo
© Thow NG,

olmak iizere (4.3.5) ve (4.3.6) bagntilarindan gerekli cebirsel
islemler yapildiginda C vektor alani,

67N + [i;C + 7:W
Coow = /52 1 72 | 72
07 + p17 + 17

seklinde bulunur. Wps,,, = Na,,, A Ca.,, vektorel carpimindan Wy, vektor alam

N C W
1
Woow = 2 - - \/_2 or ps M7 |
VOE+ g5 o | - -
7T M T 7 K7 Ui 5 @
W.  — (pritr — s pir )N — (07077 — 0767)C + (Ozjir — prbr) W
Bow —

\/53+#$+773‘\/572+ﬂ72+7772

olur. Sew egrisinin ikinci ve {iciincii tiirevleri sirasiyla

By = %(—f’ LN (P =@ —g)CH (¢ — AW,
ve
By = %@N RO W)
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seklinde bulunur. Burada o7, /i7, 77

or = (—f"+ f2g + )+ g(f +gf))
fir = (f(=3f +9f)+9(=3g +¢*) —¢")
m=—g9(f*+¢*+39)+yg

seklinde birer katsayidir. Bu egrinin Frenet torsiyonu 73, ile gosterilip birinci, ikinci

ve li¢iincii tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa
V2| (2¢° + gf*)6r + (g f — 9f Viir + (P + 25> + f9 — 9f )7
7- = / ! / !
o 2g* + 9P+ (g f—gf P+ (P +2fg*+ fg —gf')

seklinde elde edilir. (2.2.3) bagintisinda (4.3.3) ve (4.3.7) ifadeleri yerlerine yazilirsa ve

(4.3.7)

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

f:\/[ﬂ-W]Q+[ﬂ-<ﬁ7$+ﬂ7m+ﬁﬁ>]2

(f2+2g2)? 82 + [i7% + 174

ve ,
\/§~(37§7+/17ﬁ7+ﬁ7777)
32 +AZ+i7
V2 \/5%+H$+7’]%
(f2+29%)
V2-(8707+ iy +iigii)
02+u2+n2
V2 \/5%‘%#%4”0%
(F2+292)

g:

1+

seklinde elde edilir. Burada 67, i, 777

o7 = (2¢° + g.f*)
pir=(gf —af")
= (f*+2f9° + fg' —af")
seklinde birer katsayidir. Béylece CW—Smarandache egrisinin, alternatif catiya gore

cat1 elemanlar: elde edilmis olur.

4.4 NCW-Smarandache Egrisi
Tanim 4.4 3 : [ — E3? birim hizh regiiler egrisinin ¢atis1 {N(s),C(s),W(s)} olsun.

1
Byow (s) = E(N(S) +C(s) + W(s))
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egrisi NCW—Smarandache egrisi olarak adlandirilir.
Teorem 4.4 3 : [ — E? egrisinin gatisi {N,C,W}, egriligi f ve torsiyonu g olsun.
NCW —Smarandache egrisinin alternatif catiya gore fz,,, egriligi ve gg,., torsiyonu

sirasiyla;

( 2 2 2 SN —
f= [\/3 5s+#s+778]2 + [\/3~(5§58+ﬂ8u8+ﬁ8778)]2
(2f%+29%-2g)? 62+ is 24172

N !
V/3-(8508+/igfig +787s)
05 +AZ+iig
V3 /6343 +n3
(2f2+29%—291)?

= -~ . 2
V39805 +iigiig +igs)
X S2+AaZ+73
+
/524 .2, 2
V3 58+#8+778

\ (2f2+292—2gf)2

g:

seklinde verilir. Burada
os=gff —2f ¢® —2f* —4Af2g* + 439 +28°f +2fg9 — f*9g
ps = fA(=2f2—4g* = 2fg—g) + *(—2¢* + 2fg— g + f9(f — )
ns =2f*(fg—29+9g)+g*(4fg—29>+ ) — fg(g +2f)

Os = [(05 — fus) (63 + 12 + n3) — 65(0s0g + pispis + 1sns)]
fis = [(f0s + pg — gns) (63 + 112 + n2) — ps(0s0s + pspig + 1sns)]
s = [(gs + ng) (62 + 12 +n2) — ns(30g + pspig + 1s7s)]

)

s= (41 =3—f +24f+gf)
= (P = =3(ff +a99)— (=" +9)+ fe(f —9))
=09 —f9—399 —g*+29f + fg)

>

=)

0s = (2f*g — 2f¢* + fg' — gf)

fis=(fg' — f9)

s = (2f° +2fg —29f* — gf + fg)
katsayilar: mevcuttur.
ispat: 8 = ((s) egrisi E? de alternatif catiya gore birim hizli regiiler bir egri olmak
lizere, (8 egrisinin NCW—Smarandache egrisi olan Sycw (s) = \/Lg(N—l—C'—l—W) egrisinin

yay parametresi sg, ., olmak iizere, egrinin s’ye gore tiirevi ve ardindan her tarafin
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normu alinirsa

dBnew dspycy 1
— —_(fC— [N + gW — 4O,
dSﬂNCW dS \/g(f f g g )

ve

dSﬁNCW_\/g 2 2
—gs —\zUrtet—gf)

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Sycow teget vektor alani

fC —fN +gW —gC
Tayew = 5 5
V2(/2+ 42— gf)
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar

(4.4.1)

Ss=gff —2f > —2f* =41 +4f3g+2¢°f +2fg99 — f*9
ps = fA(=2f*—4¢* =2fg—g) + ¢*(=29" +2fg— g + f9(f —g'))
ns =2f*(fg—20°+g)+ *(4fg— 29>+ f) — fa(g +2f)

olmak tizere Té vektori
NCW

/ . 58N + /LgC + T]gW \/g
New a2 4 9g2 — 2gf)s \/(2f2 + 207 — 2gf)

seklinde bulunur. Syew egrisinin Frenet egriligi rg,,, ile gosterilirse (4.4.2) bagmn-

V3 [y 5

elde edilir. Bycw egrisinin asli normal vektor alam Ng, ., ile gosterilirse, bu vektor

(4.4.2)

tisindan

o 58N + MgC + 778W

N, = 4.4.4
Bnew 5§ T ,Ug T 77§ ( )
seklinde bulunur. (4.4.4) bagntisinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar
0s = [(0s — frs) (05 + pg +n3) — Os(0sds + pspis + nsng)]
fis = [(f0s + s — gns) (0% + 1§ + ) — ps(0s0 + st + 1s71s)
s = [(grs + 1) (05 + pg +n3) — s (9805 + pspus + 11s75)]
olmak iizere N é tiirevi
NCW
: osN + [i 1
N V3 sN + usC + sW (4.4.5)

V2P 12— 2f (8 + R+ )
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seklinde bulunur. (4.4.5) bagntisinin normu alinirsa

, V3 N R (4.4.6)

1 | = =
new T Jof? 4297 — 2gf (B + i + 72)?

/

N
olur. Cayey = HNZN—CWII vektor alani igin (4.4.5) ve (4.4.6) bagntilarindan gerekli
NCW

cebirsel iglemler yapildiginda C vektor alani,

o 0N + [sC + W
BNow — \/W
§ T Hg T}

olarak bulunur. Ws, .., = Nayew A Coyow carpimindan ise Wy, ., vektor alan

N C W
1
Wesow = _ _ 2\/72 0g Mg M |
e e N SIS R
§ T Mg T 7Ig\/ 08 s 78 5o W 75,
W  (uss — nssis) N — (95175 — 1sds)C + (8sfis — psds)W
Bnew —

V5§+M§+n§'\/582+ﬂ82+ﬁ82

olur. Ayrica Sycw egrisinin ikinci ve {igiincii tiirevleri sirasiyla

Brew = %((—f’ — g IN+ (=2 +f =g —))C+ (fg—g*+ g )W),

ve
1"’ ].
Byow = 7

seklindedir. Burada ds, s, 73

(0sN + [i5C + W)

bs = (f+ fg = 3ff — f +29'f +gf)
fs= (= f2=3(ff +99)—(=f +3g)+ fo(f —9))
=19 —f*9—399 —¢*+29f + fq)

seklinde katsayilardir. Sycw egrisinin Frenet torsiyonu 73, ile gosterilip ilgili tiirevler

yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa torsiyon

(2f%g — 2f¢>+ fg — gf)ds
+(fd — f9ns
+(2f3 +2fg* — 29f%* — 29f* — gf + fq )

(2f29—2fg? + fg' —9f )2+ (fg — f9)?+2f3+2fg*> —29f% - gf +(fg’)2)
4.4.7

TBnew = \/g
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seklinde elde edilir. (2.2.3) bagintisinda (4.4.3) ve (4.4.7) ifadeleri yerlerine yazilirsa ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

f— [\/§ 5§+,u§+77§]2 [\/g‘((i~88;+/28[[8+77~8ﬁ\8)]2
(2/% + 29> — 29/)? 0 + fis? + 175

ve

V3-(Bads+ialin+igis)

05 +iig+iig

V3 62+ 3403

(2f%2+292—29f)2

V/3-(5gdg+iigfig +iigiig)

3F+AZ+ig

V3 \/5§+u§+n§
(2f%2+292—2¢9f)2

g:

1+

seklinde elde edilir. Burada 5~8, 118, 78

0s = (2129 —2f >+ fg' — gf ),
g = (fgl - f/g),
s = (2f3+2fg* = 29f*— gf + fg).

seklinde katsayilardir. Boylece NCW —Smarandache egrisinin, alternatif catiya gore

cat1 elemanlar: elde edilmis olur.
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5. ALTERNATIF CATIYA GORE BIiR EGRI CIFTININ
SMARANDACHE EGRILERI

Bu béliim ¢aligmanin orjinal kisminin ikinci boliimiini olugturmaktadir. Burada (3, 5*)
W(C*-partner egri c¢ifti olmak iizere [* partner egrisinin alternatif cati elemanlar

tarafindan olugturulan Smarandache egrileri ;

b1 = Bnrc+(s) = \/LE(N* +C*), N*C*— Smarandache egrisi

By = Bow+(s) = \%(C* + W*), C*W*— Smarandache egrisi

B3 = Bnw(s) = \%(N* + W*), N*W*— Smarandache egrisi

By = Bncrw=(s) = \%(N* +C*+W*), N*C*W*— Smarandache egrisi

seklinde gosterilerek bu egrilere ait egrilik ve burulmalar hesaplanmigtir. Elde edilen
Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 8 egrisinin egrilik ve burulmalar: cinsin-

den ifade edilmigtir.

5.1 N*C*—Smarandache Egrisi

Tanim 5.1 8 : I — E3 ve 8* : [ — E3 birim hizli regiiler egrilerinin cat1 elemanlar1
sirasiyla {N,C, W, f,g} ve {N*,C*, W* f* g*} olsun. (f,*) egrileri WC*-partner

egri cifti olmak iizere 5* egrisinin N*C*—Smaranadache egrisi
pi(s) =06 ()—1(]\/'*—1—0*) (5.1.1)
s) = Bnrcx(s) = —= 1.
1 N*C /5

seklinde tamimhdir. N*C*—Smarandache egrisinin yay parametresi sg, olmak iizere,

B egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dSﬁ 1
T 1:__ *N* * * * * 1.
VoA A AR AL (5.1.2)

olup her iki tarafin normu alinirsa,

dsﬁl B 2f*2+g*2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa (3; egrisinin teget vektori

Tﬁl (3) - \/W
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seklinde bulunur. (5.1.1) ifadesinde N* ve C* vektorlerinin yerine (2.2.5) esitliginden

kargiliklar: yazilirsa, N*C*—Smarandache egrisinin W™ egrisine bagl ifadesi

bi(s) = %(sin ON + cos0C + W) (5.1.4)

olur. (5.1.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.1.4) ifadesin-
deki 3 egrisinin teget vektorii

B cosOW — C
V2cos?26 +sin’ 6

Ty, (s) (5.1.5)

seklinde bulunur. (5.1.3) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar
Go==[f?Qf2+ %) + g7 (g f — frg7)]
Ay = —[f22f*? +3¢") = g*(9° + f'g¥' — g )] (5.1.6)
er=f*lg"(2f* + g%) = 2(g"f* — f*g7)]

olmak tiizere TL/ﬁ vektoru

V2

olur. (5.1.6) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) esitliginden kargiliklari yazilirsa yeni
katsayilar
( ’
¢ = —2g*cos? 0 — g*sin® O cos? 0 — ¢?g sin® O cos O + ¢>sin? @ cos 0

Al =2 cos? § — 2g* cos* @ — 2¢%g  cos® @ — g?¢' cosBsin® 6 — 3g* cos? O sin? 6
+¢%g sinf cosh — g*sin* 6

| &1 = —2¢*sin 6 cos® § — 2¢° sin 6 cos® § — g*sin® 6 cos @ + 2¢2¢’ cos® Hsin b

(5.1.8)

seklinde olur. Tél(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.1.8) bagntilar yerlerine yazilirsa 7, él vek-

toriintin W C™ egrisinin c¢ati elemanlar cinsinden ifadesi

V2(GN + A C +5W)

2.1.9
(292 cos? 0 + g2 sin” 6)2 ( )

Tél(s) =

olarak bulunur. /3, egrisinin egriligi xp, ile gosterilirse (5.1.7) bagintisindan rg, egriligi

kg, = ”T,Bl ”7
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V2 [ e o

olur. Burada f* ve g* egrilikleri yerine (2.2.6) bagintisindaki kargiliklar: yazilirsa xg,

egriliginin WC™ egri ciftinin egriliklerine bagh ifadesi

5 NN
K —=
o (2g% cos? 0 + g2 sin” 6)2

(5.1.11)

dir. f; egrisinin asli normal vektor alam Np, ile gosterilirse (5.1.7) bagintisindan
T/
Nﬁ1 = ?1 )
173,
- ClN* + AIC* + 51W*

' NGEYNEE

N; (5.1.12)

elde edilir. Burada N*,C* ve W* ifadeleri yerine (2.2.5) denkleminden kargiliklar:

yazilirsa, N, ifadesinin W™ egri ¢iftinin ¢ati elemanlar: cinsinden kargihig

GN +AC+757
Ny, = oV F SO aWw (5.1.13)
ol >
\/Q +A 5
seklindedir. (5.1.12) bagmtisinin tekrar tiirevi alimirsa katsayilar
4
o1 = =AM+ QAT = AT+ e = Aelfr = GAA, — Gisrgy
¢1 =G+ AT — a1 + QAT — 1 Alg" + Gelf* + At (5.1.14)

+€:1ig* — ClCiAl — A1€1€/1
| 1= MG+ e+ Ayt + AT+ Arelgt — GGer — a1 Al

. / . .
olmak tzere N 5, tirevi

N, = V2 N+ 60V (5.1.15)

27 +g7 (G AT+

olur. (5.1.14) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) den kargiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

= —A1(%gcosh + (AT — Algcosf + (g2 — Ae2gcosf — (G AA] — Gere

| 2

L= Cgcos 4+ AL+ e1Bgsinb + ((A2gcos O + e1A2gsin ) + (ie2gcos + A€
—82159 sinf — C1C1A1 — A1€1€/1

| 1= —A1Cgsind + (2 — A3gsin + £, A% — Aje2gsinf — (1Cer — 1A
(5.1.16)

-
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seklinde olur. N (s) tiirevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.1.16) bagmtilar1 yerlerine yazilirsa

N, }51 vektoriintin WC™* egri ¢iftinin ¢ati elemanlar: cinsinden ifadesi

. V2 TIN 4+ 6.C + W (5.1.17)
o V292 cos? 0 + ¢%sin? 0 (az A +52)2
olarak bulunur. (5.1.15) bagintisinin her iki tarafinin normu alinirsa
) 5 2 2 A2
[ L L R 5.119

2f2 497 (G + A +e})2

seklinde bulunur. (5.1.18) ifadesinde f* ve ¢g* yerine (2.2.6) dan karsiliklar yazilirsa

—9 —
V2 \/0—12+¢1 +97
3

V292 cos? 0 + g% sin® 0 (62 + A+ BRE

1Ng, | = (5.1.19)

/

seklinde elde edilir. Cs, = N€1 oldugundan (5.1.15) ve (5.1.18) bagintilarindan gerekli
A
B1

cebirsel iglemler yapildiginda

0'1N* + ¢1C* + 71W*

Voi+ ¢+

Cy, = (5.1.20)

olarak bulunur. Cj, (s) ifadesinde (2.2.5) bagntisi yerine yazilirsa Cj, vektoriiniin WC*

egri ciftinin cat1 elemanlar:1 cinsinden ifadesi

TIN 4 6:C + W
Cpy = - +¢1;W1 (5.1.21)
\/0—12 +¢1 +7°
olarak bulunur. W = N A C oldugundan Wp, vektor alani
Ay — N*+ (- c* — Ajo) W
W, — (A1y —e19)N™ + (=G + 0161)C" + (G — Ayoy) (5.1.22)

(VG + A +e) (ol + ¢+

olur. Burada N*, C*, W*ifadelerinin yerlerine (2.2.5) esitliginden kargiliklar1 yazilirsa
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W, vektoriiniin WC* egri ¢iftinin ¢at1 elemanlar cinsinden karsiligi

L J1sinf — &7 ¢y sinf — (i ¢y cos + A, 77 cos )N
+(A; A1 cos @ — &7 py cos O + ( ¢1sinf — A, 51sin0)C

+(=CG W+ o E)W
W, = (5.1.23)

WG+ +32) (o + 0 +7)

(

seklinde bulunur. [, egrisinin ikinci ve {iciincii tiirevleri alininca ;

"

V2

ve

" 1
= v N* 4+ 0O + v W™
By = \/5( 1 p1 xiW¥)

seklinde elde edilir. Burada vy, p; ve x; katsayilar

(= fo — i ff +f* )
( f*2 * g*S 4 2g*f*’ +f*g*’ +g*”)

P1

seklindedir. 3; egrisinin torsiyonu 7p, ile gosterilirse egrinin birinci, ikinci ve ii¢iincii

tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 75, torsiyonu

f*Q * +f*g +f*2 * g*f*’ _|_g*3
V=== (g +9) =g =2+ 1)) (5.1.25)
>\1:f ff +f* *2_|_f*3_f*f*’

olmak tiizere
V21w + o + xah)

= 5.1.26
R R 120

olur. (5.1.24) ve (5.1.25) bagmntilarinda (2.2.6) esitlikler yazilirsa yeni katsayilar

71 = —2gg cos?0 — g cosf + ¢g°cos® § — gg cos® 6 + g*sinf cos §
pi=—g°cos®0 — gg cos> 0 — 2gq cos*0 + ¢" cos# — 3gg sin? 0 — ¢° cos O sin 6
X1 = g% cos?0sinf + ¢>sin® 60 — gg sinfcos + ¢ sinf

(5.1.27)
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ve

w1 = geosh(—gPcosfsinh — g sinf) + gsinf(—g? cos?  + ¢ cosf — g*sin® )
) = —[—gcosO(—g*cosfsinf — g sin@) — gcos(—g>cos? 0 + g cosh))]

A = —gcosf[—g*cos? 0 + g cosf — g?sin® 0 — gcosO(—g? cos? O + g cos 0)]
(5.1.28)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.1.26) egitliginde yerine yazihirsa N*C*—Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun WC™ egri ¢iftinin ¢ati elemanlar: cinsinden ifadesi

V2Tt + priby + X1 A1)
TR v

T8, =

olarak bulunur. (2.2.3) bagintisinda (5.1.10) ve (5.1.26) ifadeleri yerlerine yazilirsa ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

fe \/[\/5 VG + A+ 8%}2 n [\/5 (rwy + prhy + Xl/\l)]z (5.1.29)

(2f*2 + g*2) w? + ¢ + A}

ve

V2-(rwi+p11+x1A)
w2407
V2.4 /A2 42
Ty N i
g= G ) (5.1.30)

V2 (rw1+p1d1+x1 )
W+ PpT+AT

V2 \/C%-FA%-H:%
(2f*2+g*2)

1+

seklinde elde edilir. (5.1.29) ve (5.1.30) bagintisinda (2.2.6) karsiliklar: yazilirsa N*C*-
Smarandache egrisinin alternatif gatiya gore egrilik ve torsiyonun WC* egri ¢iftinin

cat1 elemanlar: cinsinden ifadesi

—2 —2 . — _
\/5‘\/6 + Ay +5122+ \/5'(1/_1w_1+ﬁwl+ﬁ>\1)}z

5.1.31
(2gcost) + g2 sin® 0) o2 + EQ N ( )

~
I
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ve

- P !
V2- (71 @1 +p1 Y1 +X1 A1)
TT24P1 421
ﬁ'\/ﬁﬁfl%ra?
2g cos 0+92 sin2 6
g= ( L (5.1.32)
V2 (7 ©1+p7 $1+XT M)
- T4 AL
VI G A e

(2g cos 6+g2 sin? 6)

olarak bulunur.

5.2 C*W*—Smarandache Egrisi

Tanmm 5.2 3 : [ — E3 ve 8* : I — E3 birim hizh regiiler egrilerinin cat1 elemanlar
sirastyla {N,C, W, f, g} ve {N*,C*, W* f* g*} olsun. (fB,*) egrileri W C*-partner
egri ¢ifti olmak iizere 5* egrisinin C*WW*—Smaranadache egrisi

1 * *
Ba(s) = Borw=(s) = E(C + W) (5.2.1)

seklinde tanimhdir. C*W*—Smarandache egrisinin yay parametresi sg, olmak iizere 3,

egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,
ng 1
T 2= —(=f'N*"—g"'C*"+ g'W* 0.2.2

d552
ds

ifadesi

dsﬁg B f*2 +29*2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa (3, egrisinin teget vektorii

olur ve normu alinirsa

Th —
P2 /f*2+2g*2

(5.2.3)

seklinde olur. (5.2.1) ifadesinde C* ve W* yerine (2.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin W™ egrisine bagh ifadesi

Pa(s) = %(— cosON + sin0C' + W) (5.2.4)
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olur. (5.2.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.2.4) ifadesin-

deki (5 egrisinin teget vektori

B sin W — C'
Vecos2 0 + 2sin? 6

T, (s) (5.2.5)

seklinde bulunur. (5.2.3) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar

C2 — (f*g*(f*Q 4 29*2)) 4 2g*<f*g*’ _g*f*’)
Do =—(f2420)(f?+9)+ ([T =g [) (5.2.6)
€9 = _9*2(]0*2 + 29*2) + f*(f*g*/ . g*f*/)

olmak tizere Té vektori

V2

T8) = (s g

olur. (5.2.6) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) den karsiliklari yazilirsa yeni katsayilar

( — ! . . !/ .
G = —g*sinfcos® 0 — 2¢°¢ cosOsin® O — 2¢* cos @ sin® @ + 2¢g?¢ cosfsin® 6
Ay = —g*sin? 0 cos? 0 + gg sin 6 cos? O + 2¢* sin? 6 cos? 6 — 2¢* sin* 0

—g%g sinf cos® 6

| 2= —g?¢ sinf cos® 0 — g*sin® 6 cos® 6 — 2¢* sin @ + ¢%¢ sin 6 cos? 6

(5.2.8)

seklinde olur. T[;Z(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.2.8) bagntilar1 yerine yazilirsa T[;Q vek-

toriintin W C™ egrisinin ¢ati elemanlar: cinsinden ifadesi

V2(GN + A0 +5W)

T, (s) =
Pz () (g2 cos? 6 + 2g2 sin? 6)2

(5.2.9)

olarak bulunur. /3, egrisinin egriligi xg, ile gosterilirse (5.2.7) bagintisindan g, egriligi

Kpy = ”T,82”7
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V2 T —

olur. Burada f* ve ¢* mn yerine (2.2.6) bagintisindaki karsiliklar: yazilirsa x4, egriliginin

W™ egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

S —
\/4“2 + Ay + 5
=2 5.2.11
e \/_(9200529—1—292511120)2 ( )

seklindedir. [, egrisinin asli normal vektor alani Ng, ile gosterilirse (5.2.7) bagimtisin-

dan

/

Tﬂz
NBQ — 70
15, |l
L GNT 4 ACF 4 W

V(3 + A3+ &2

Ng, (5.2.12)

olur. Burada N*,C* ve W* yerine (2.2.5) bagmtisindaki karsihiklar1 yazilirsa Ng,

ifadesinin W C™* egrisinin ¢at1 elemanlar: cinsinden kargiligi

OGN+ AC +5W
N, = 2N T LC (5.2.13)
o 2
\/CQ + Ay + 57
seklindedir. (5.2.12) bagmtisinin tekrar tiirevi alimirsa katsayilar
( !/ / / /
02 = —LoGf* + GAG — ASf* + (el — Dol f* — (AN, — (reaey
Gy = G f* + D03 — €2(39" + GASS* — 239" + Goed [* + Ayl (5.2.14)

+5§’g* — CQCéAQ — A2528/2
| 72 = DaGlg" + €203 + Adg™ + £,A3 4 Apelg® — (e — €209,

. ! . .
olmak tizere N 5, bilrevi

, 2 N* + ¢oC* + 7o W*
N, = V2 5N+ 60"+, (5.2.15)

TV (@i

olur. (5.2.14) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) dan kargiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar
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p

T3 = —Ay(Zgcost + (A2 — Algcos O + (oe2 — Agedgcos§ — (AN, — (oeaey
Gy = (3gcosl 4+ AyCE + e2(2gsinf + (AZg cos O + e9A2g sin 6 + (e2g cosf
+Ay'e] — e3gsin 6 — (203 As — Ageaey

Yo = —A2C22g sin 6 + 8,2C22 - A%g sin 6 4+ ele% — Agagg sin§ — CZCéSQ — €2A2A,2
(5.2.16)

\

!

seklinde olur. Nj, (s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.2.16) bagmtilar yerlerine yazilirsa N[/b

vektoriiniin W™ egrisinin cati elemanlarn cinsinden ifadesi

: 2 3N + 20 + 73
Ng, = v2 e +ﬁ§ W (5.2.17)
Vg2 cos? 0 + 2¢%sin® 0 (G + Ay +552)2
olarak bulunur. (5.2.15) bagintisinin her iki tarafinin normu alinirsa
) 5 2L A2 A2
[ Ng, |l = V2 72t 02t (5.2.18)

V22972 (2 + A+ €2)?

seklinde bulunur. (5.2.18) ifadesinde f* ve ¢g* yerine (2.2.6) bagintisindaki kargiliklar:

yazilirsa

2,
\/§ \/022+¢2 "’722 (52 19)
\/9200829+2gzsin29(62+A_22-1—8_22)( a

INg, | =

Njw

/

olarak bulunur. Cp, = HZ/?Z” oldugundan (5.2.15) ve (5.2.18) bagintilarindan gerekli
B2

cebirsel iglemler yapildiginda

0 NT + 9O + W™

Vo3 + 03+ 73

Cs, (5.2.20)

olarak elde edilir. Cpg,(s) ifadesinde (2.2.5) esitliginde yerine yazilirsa Cj, vektoriiniin

W™ egri ciftinin ¢at1 elemanlar: cinsinden ifadesi

TN + 020 + oW

2
\/022+¢2 + 7’

Ce, = (5.2.21)

46



olarak bulunur. W = N A C oldugundan Wpg, vektor alani

(A2’Y2 - €2¢)N* + (—C272 + 0252)0* + (C2¢2 - A202)W*

W, =
’ (VE+AI+ D) (/o3 + R+

(5.2.22)

olur. Burada N*, C*, W* ifadelerinin yerlerine (2.2.5) esitliginden kargiliklari yazilirsa

W, vektoriiniin WC™* egri ¢iftinin cat1 elemanlar cinsinden karsihig

(Ay 75 sinf) — Z3 a8in 0 — (o g cos @ + A, 75 cos 0)N
+(Ag 7z cos 0 — &5 ¢y cos O + (o pysin @ — Ay 73 5in 0)C
+(—GT +TE)W

W, = (5.2.23)

—2 =2 2
G +A, +s—22%a—22 +¢ +7°
seklinde bulunur. Diger taraftan (8, egrisinin ikinci ve {i¢lincii tiirevleri alinirsa ;

"

By =—=(=f"+ g )N+ (=f? - g2 —g")C" + (¢

/

—g)w)

5~

ve

" 1
By = E(WN* + p2C* + 2 W)

seklinde bulunur. Burada vy, po ve xo katsayilar:

vo=(—f""+ [*Qg" + [+ g ([ + 9 "))
po = (f*(=3f" + g f*) + g (=39" + g*2) — g*) (5.2.24)
X2 =—g"(f*+9g?+3¢")+g"

seklindedir. 3, egrisinin torsiyonu 7g, ile gosterilmek iizere birinci, ikinci ve iiciincii

tirevler yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 75, torsiyonu

Wy = _g*g*’ +g*3 +g*f*2 +g*3 +g*g*’
¢2 _ f*g*’ . f*g*Q +g*f*/ +g*2f* (5225)
)\2 — f*3 + f*g*Q + f*g*’ _ g*f*’ +g*2f>k
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katsayilariyla birlikte

o V2(vawy + patds + XaAs) (5.2.26)
Pz w2 + 13 + A3 ;

olarak bulunur. (5.2.24) ve (5.2.25) bagmtilarindan (2.2.6) esitligindeki kargiliklar:

yazilirsa yeni katsayilar

7 = (—g cosf 4 gcosO(—2g sinf + g? cos? ) — gsin (g cosf — g? cos O sin b))
P2 = (gcosf(—3g cosf — g*>sinfcosf) — g — sin (3¢ sinf + g*>sin? ) + ¢ sin )

Xz = gcosB(g®cos? 0 + g?sin® 6 — 3¢ sinf) — ¢" sin 6
(5.2.27)

ve

W3 = —gg sin®6 — ¢°sin® 6 — ¢*sinf cos? 6 — ¢°sin® 6 + gg sin 6
1y = —gg sinf cosf — g sin® f cos ) — gg sinf cos h + ¢° sin® 6 cos §

Ao = g3 cos® 0 + g® cossin® @ — gg sinf cosf + gg sin b cos f + g® sin® § cos @
(5.2.28)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.2.26) de yerine yazilirsa C*W*—Smarandache

egrisinin 75, torsivonunun WC* egri c¢iftinin cati elemanlar: cinsinden ifadesi
B2 Y

 V2mWT s+ X2 )
LR

7—,32 -

seklindedir. (2.2.3) bagintisinda (5.2.10) ve (5.2.26) ifadeleri yerlerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

)2 (5.2.29)

fe [\/5 G+ A3+ €3 2+[\/§'(V2w2+P2¢2+X2)\2)
(f*2+29*2) w3 + 13 + A3

48



ve

V2-(vawotpotatxadg)
wi+3+23
ﬁ\/ 2+a3+2
g= (220" (5.2.30)

V2 (vowo+paho+xX2)

w+YZ+23
V2 /B +A3+]

(f*2+2g%2)

1+

seklinde bulunur. (5.2.29) ve (5.2.30) bagintilarindan (2.2.6) kargihiklar: yazilirsa C*WW*
Smarandache egrisinin alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonunun WC™ egri ¢iftinin

cat1 elemanlar: cinsinden ifadesi

ST _ _
\/5'\/C2 + Ay +€222+ \/5'(7/_2&1_24—@@/)24-%)\2)}2

5.2.31
(gcost) + 2g%sin? 0) o2 + %2 v ( )

~
|

ve ’
V2-(7 &3 +p3 Yo +X3 \2)
o9 —2 2
w2 +Pn +Ag
Va4 By 42
(g cos 0+2g2 sin? 0)
9= o - (5.2.32)
V2-(7 &3+ P2 +X3 A2
232405 +3g
—2 2 __
\/5'\/(2 +A22+622
(g cos 0+2g2 sin2 0)

1+

olarak bulunur.

5.3 N*W*—Smarandache Egrisi

Tanim 5.3 3 : I — E3 ve 3* : [ — E3 birim hizli regiiler egrilerinin ¢at1 elemanlar
sirasiyla {N,C, W, f, g} ve {N*,C*, W* f* g*} olsun. (fB,*) egrileri W C*-partner

egri cifti olmak iizere 5* egrisinin N*W*—Smaranadache egrisi

1 * *
B3(s) = Bn-w=(s) = E(N + W) (5.3.1)

seklinde tanimhdir. N*W*-Smarandache egrisinin yay parametresi sg, olmak iizere (33

egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dSﬁS . 1

T —
B3 ds \/5
49

(ffcr=ygCr) (5.3.2)



ds . .
olur ve normu alinirsa d—ii” ifadesi

dsg, _ [(f*—g)? /" =g
ds 2 V2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa (35 egrisinin teget vektorii

C*, * > g
Ty, = A (5.3.3)
seklinde olur. (5.3.1) ifadesinde N* ve W* yerine (2.2.5) den karsiliklar1 yazilirsa

N*W*—Smarandache egrisinin W™ egrisine bagh ifadesi

1 . .
Bs(s) = E((smﬁ —cosO)N + (sin 6 + cos0)C) (5.3.4)

olur. (5.3.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) bagintilari dikkate alinirsa (5.3.4) ifadesin-

deki (3 egrisinin teget vektorii

~ g(cos@ +sin )W

= 2.3.5
|g|| cos 0 + sin 6| ( )

T53 (S)

seklinde bulunur. (5.3.3) ifadesinin tekrar tiirevi alinwrsa, katsayilar

Ay =0 (5.3.6)

olmak tizere T/;)3 vektori

V2(GN* + e3W)
|f*— g7

T, (s) = (5.3.7)

olur. (5.3.6) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) den karsiliklar yazilirsa yeni katsayilar

(3= —gcosb
A3 =0 (5.3.8)
g3 = —gsinf
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seklinde olur. TL;S(S) tiirevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.3.8) bagntilari yerlerine yazilirsa

/ X3 .. .o i) . . . . . . .
T, vektoriiniin WC™ egrisinin gat1 elemanlar cinsinden ifadesi

V2(GN +5W)

= 2.3.9
lg|| cos @ + sin 0| ( )

Ty, (s)
olarak bulunur. f3 egrisinin egriligi xg, ile gosterilirse (5.3.7) bagntisindan rg, egriligi

V2
Kgy, = ———1/ (3 + &2 5.3.10
B3 | fr— g*! 3 3 ( )
olur. Burada f* ve g* yerine (2.2.6) denkleminden karsiliklari yazilirsa kg, egriliginin
W™ egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

o i
_ o Ve +E (5.3.11)

~ " 7g||cos @ + sin 0|

K3

dir. B3 egrisinin asli normal vektor alam Ng, ile gosterilirse (5.3.7) bagntisindan

/

N/J’ _ T,B3
T T
- (N* 4 esW™

Np (5.3.12)

olur. Burada N*, C* ve W* ifadeleri yerine (2.2.5) den karsiliklar yazilirsa N, ifadesinin

W™ egrisinin ¢at1 elemanlar: cinsinden kargiligi

GN +5W
Ny, = SN (5.3.13)
—2
VG +8
seklindedir. (5.3.12) bagmntisinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar
o ’ 2 ’ 2 3 / /
03 = G3C3 + (383 — (3C3 — (3€363
b3 = G + 3G S — Geig” — ey’ (5.3.14)

_ PR 19, 1o
V3 = —€3(3(3 — €363 + €363 + €3(3
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olmak lizere N és tiirevi
r \/i 0'3]\[>|< + ’)/3W*
P gl (@)

(5.3.15)

olur. (5.3.14) ifadesinde f* ve ¢g* yerine (2.2.6) den kargiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

T3 = (3G + GES — (G — Gy
b3 = (3 f cosO + 3Csf cos O + (Feygsin b + e3e5gsin b (5.3.16)

—_ 9 9 ! I 9 )
")/3 = _€3C3C3 — 5353 + 5383 + €3C3

scklinde olur. Nj (s) tiirevi ifadesinde (2.2.5) ve (5.3.16) bagntilar yerine yazihrsa

/ TR o s e s . . . .
N, vektorinin WC™ egrisinin ¢at1 elemanlar cinsinden ifadesi

o V2 o3N + W
B |gcos@ + gsin | (@2 +52)3

(5.3.17)

olarak bulunur. (5.3.15) bagintisinin normu alnirsa

V2 Voi+ (5.3.18)

—9'1(G +2):

H%J:U*

seklinde bulunur. (5.3.18) ifadesinde f* ve ¢g* yerine (2.2.6) dan karsiliklar yazihirsa

, 2 VT + 3
NG| = V2 P B (5.3.19)

|g cos @ + gsin | (@2 +52)3

/

olarak bulunur. Cjs, = HJJ\VI#” oldugundan (5.3.15) ve (5.3.18) bagmtilarindan gerekli
B3

cebirsel iglemler yapildiginda

o3 N* + ysW*

Vo343

Cp, = (5.3.20)

olarak bulunur. Cg,(s) ifadesinde (2.2.5) bagntisi yerine yazilirsa Cj, vektoriiniin WC*

egrisinin cat1 elemanlar: cinsinden ifadesi

a3N + W
Vs + 75
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olarak bulunur. W = N A C' vektorel ¢carpimi yapilirsa

(_C3’73 + 0’363)0*

= 5.3.22
(V3 +€3)(Vo3 +73) ( )

Wﬁa

olur. Burada N*, C*, W* ifadelerinin yerlerine (2.2.5) esitliginden kargiliklari yazilirsa
W, vektoriiniin WC™* egrisinin cat1 elemanlar cinsinden karsihg:
(o7 +mEmW|
Wpg, = (5.3.23)

WG +83) (VT +75)

seklinde bulunur. (3 egrisinin ikinci ve {i¢iincii tiirevleri alininca ;

"

By = —=(=f + g [IN"+ (" =g )C" + (f7g" = gH )W),

N

ve

" 1 * * *
By = E(VSN + p3C* + xsW™)

elde edilir. Burada v3, p3 ve x3 katsayilari

ps=(f2+g?) (= +g)+ " =g (5.3.24)
xs = (=3g"g" + 29" f" + f*g")

V3

seklindedir. [3 egrisinin torsiyonu 7g, ile gosterilirse birinci, ikinci ve {iglincii tiirevler

yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu, katsayilar

w3 = —g*f* + g*g"
Vs = —[(=f*(f*9"+9%) — 9" (= + [*g))] (5.3.25)
Ay = —f*f* + frg*
olmak iizere
\/5(1/3003 + p313 + Xx3A3)

= 5.3.26
753 EERRRY 5520
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olur. (5.3.24) ve (5.3.25) bagntisinda (2.2.6) esitligi yazilirsa yeni katsayilar

73 = —3g¢ cos? 0 + 2gg sinf cosd + gg' sin b cos
= (g% cos? 0 + g*sin?0)(—gcosh — gsinh) + g cosf — g sinf (5.3.27)

b|

Xz = (—3gg sin? 0 + 2gg sinf cosf + gg sin b cos 0)

ve

W3 = gg sinfcosf + gg sin®6
h3 = —[(—gcosO(—g?sinf cos O + g?sin? @) + gsinO(—gcosd — g?sinf cos 6))]

A3 = —gg cos?6 + gg sinfcosf
(5.3.28)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.3.26) denkleminde yerine yazilirsa N*WW*-Smaran-

dache egrisinin 75, torsiyonunun WC™ egrisinin ¢ati elemanlan cinsinden ifadesi

V2w +p3ds + X6 As)
T2+ s+ As

TBs =

olarak bulunur. (2.2.3) bagmtisinda (5.3.10) ve (5.3.26) ifadeleri yerlerine yazilir ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

\/_ \/m 1/3(,03 —+ p3'¢3 + X3)\3) )
= \/[ (If* =g I) [ wg NTE Y ] (5.3.29)

ve

V2 (v3wg+p3¥3+x373)
W+ +22
\/5-\/C§+6§

V2:-(v3w3+p3¥3+x3X3)
w2+y2+22
ﬁ'\/<§+8§
(If*=9*D

1+

seklinde bulunur. (5.3.29) ve (5.3.30) bagmntilarinda (2.2.6) kargihiklar yazilirsa
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N*W*-Smarandache egrisinin alternatif ¢atiya gore egrilik ve torsiyonunun W C* egrisinin

cat1 elemanlar: cinsinden ifadesi

> _ _
V2-4/Gs +5322 \/5'(V_3W_3+m¢3+%)\3)]2

5.3.31
|g cos@ + gsind| T2+ U5 4+ g ( )

F=Al
ve

P I !
V2 (73 93473 $3+X3 A3)
w32+03 g
Vin/ G
|g cos 0+gsin 0]
g= R E———— (5.3.32)
V2 (V3 w3+p3 P3+X3 A3)
@32+ g
V2 /G

|g cos 0+gsin 6|

1+

olarak bulunur.

5.4 N*C*"W*—Smarandache Egrisi

Tanmm 5.4 3 : [ — E3 ve 8* : I — E3 birim hizh regiiler egrilerinin cat1 elemanlar
sirastyla {N,C, W, f,g} ve {N*,C*, W* f* ¢g*} olsun. (B,*) egrileri W C*-partner
egri ¢ifti olmak iizere 5* egrisinin N*C*W*-Smaranadache egrisi

1 * * *
Ba(s) = Br-crw=(s) = %(N + O+ W) (5.4.1)

seklinde tanimhdir. N*C*W*—Smarandache egrisinin yay parametresine sz, olmak

tizere (4 egrisinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dsﬂ4_i_* * * k) Ok KT
s _\/ﬁ( N*+(f"=g")C" + g W™) (5.4.2)

Tﬁ4

ds . .
olur ve normu alinirsa d—i“ ifadesi

d8ﬂ4 _ \/2(f*2 +g*2 _ g*f*)
ds 3

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa (3, egrisinin teget vektorii

%)



V22 g2 =g f)

Ty, (s) = (5.4.3)

seklinde olur. (5.4.1) ifadesinde N*, C* ve W* yerine (2.2.5) egitliginden kargiliklar

yazilirsa N*C*W*—Smarandache egrisinin WC* egrisine bagh ifadesi

. .
Ba(s) = ﬁ((sm@ —cosf)N + (cos @ +sin0)C + W) (5.4.4)

olur. (5.4.3) denkleminde (2.2.5) ve (2.2.6) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.4.4) ifadesin-

deki (54 egrisinin teget vektorii

(—gcosfsinf + gsinfcosO)N + (—gcos® — gsin® 0)C + (g cos  + gsin )W
g+/2(1 + cos O sin 0)

T54 (5) =

(5.4.5)

seklinde bulunur. (5.4.3) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa, katsayilar

C4 — g*f*f*’ o 2f*/g*2 _ 2f*4 _4f*29*2 +4f*3g* +29*3f* +2f*g*g*’ o f*2g*’
Ay=f2(=2f? =49 = 2f*g" —g") + g2 (20" + 2" g" — 9" + [*9" (/" — g))

g2 =2f2(f*g" — 29" + g*) + g2 (4f 9" — 29" + f*') — frg* (g +2f")
(5.4.6)

olmak tizere T[;4 vektori

V3
2f>k2 + 29*2 _ 29*f*>2(

T, (s) = ( CGN* 4+ A C* + W) (5.4.7)

olur. (5.4.6) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) esitliginden kargiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

96



( Ci= —¢%g sinfcos? 0 — 2¢%g sin? 0 cos 6 — 2¢* cos* 6 — 4¢* sin? 0 cos? § — 4g* cos® Hsin 6

—2¢*sin® 0 cos 0 + 2¢%g sin 6 cos 0 + g2¢ cos® fsin
Ay = g% cos? 0(—2f2 cos? 6 — 4g sin? 0 — 2¢% sin O cos O + ¢ sin ) + g% sin? O(—2g* sin*
—2¢2sinfcosd + g sinf — g2sin 6 cos H(g/ cosf + ¢ sin 6))
g1 = 2¢% cos? 0(—g? sinf cos 0 — 2¢%sin® 0 + ¢ sin6) + g% sin® 0(4g? sin 0 cos § — 2¢% sin” 0

+g' cos0) + g%sinf cosB(g sinb + 2g cosb)
(5.4.8)

seklinde olur. Té4(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.4.8) bagintilar1 yerine yazilirsa Té4 vek-

toriintin W C* egrisinin c¢ati elemanlari cinsinden ifadesi

V3(GN + A4C +E W)
(292 cos? § + 2g% sin? O + 2¢2 sin 6 cos 0)2

Ty, (s) = (5.4.9)

olarak bulunur. f34 egrisinin egriligi xg, ile gosterilirse (5.4.7) bagntisindan g, egriligi

kg = [ T5, 1l

V3 5
= \/C+ A2 &2 4.1
"154 (Qf*g 29*2 . QQ*f*>2 <4 4 64 (5 0)

olur. Burada f* ve ¢g* yerine (2.2.6) dan kargihiklar: yazilirsa kg, egriliginin WC*

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

VG + A 1
292 cos? 0 + 2g2 sin? 6 + 2¢2 sin 0 cos 0)2

o= (5.4.11)

dir. (4 egrisinin asli normal vektor alan1 Ng, ile gosterilirse (5.4.7) bagintisindan

/

Nﬁ _ T,34
b T,
- C4N* + A4C* + €4W*

VI AL+

N3, (5.4.12)

elde edilir. Burada N*, C* ve W* yerine (2.2.5) denkleminden karsiliklar1 yazilirsa, Ng,

ifadesinin W C™ egri ciftinin cati elemanlar: cinsinden karsihigi

o7



 GN+AC+ 57 W

Ng, =
—2 2
\/<4 +A, +E

4

seklinde bulunur. (5.4.12) bagintisinin tekrar tiirevi alimirsa, katsayilar

(

04 = —AuCHf* 4 QAT — AL+ (el — Auel f* — GALAL — Gieue)
Ga = G+ AY(E — eaClg" + QAL — eaAfg™ + Gel f* + Ad'e]
+elgt — GG AL — Dgegey
| 1= Aulgr i+ Ay + el AT+ Auele” — Glies — el

oo / . .
olmak tizere N 5, birevi

o \/g U4N*—|—¢40*—|—’}/4W*
MVRFTH 27 =2 F (G AT e

(5.4.13)

(5.4.14)

(5.4.15)

olur. (5.4.14) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) esitligindeki kargiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

(

+A4/€Z — é‘ig sinf — <4<:1A4 — A4€477l1

1= —AyGgcosh + (A2 — Algcosf + (et — Aye2gcos b — QAN — Gege,
1= C3gcosf 4+ Ay 4 e4CCgsin + G AZgcos O 4 e4A2gsin 0 + (ue2g cos

| Vi = —AyCGgsind + e, — Algsind + e, A2 — Aye2gsin — (Cieq — eaAGA)

(5.4.16)

seklinde olur. Né4(s) ifadesinde (2.2.5) ve (5.4.16) bagmntisi yerine yazilirsa Né4 vek-

toriintin W C* egrisinin c¢ati elemanlari cinsinden ifadesi

v V3 TN + 0 + W
Ba V292 cos? 6 + 2¢2 sin 6 + 2¢2 sin ) cos 0 (@2 + A_42 + 8_42)%

olarak bulunur. (5.4.15) bagintisinin her iki tarafinin normu alinirsa

V3 i+ ¢+

N, |l =
VR 207 =20 (G + AT+ €Y

28
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seklinde bulunur. (5.4.18) ifadesinde f* ve g* yerine (2.2.6) dan karsihiklar yazilirsa

. -2 5
V3 \/<T42 + 64+
/292 cos? 6 + 2¢2 sin® § + 2¢2 sin 0 cos 0 (@2 + A_42 +&4°)

INg, I = (5.4.19)

Njw

/

olarak bulunur. Cj, = ”J]X?‘*” oldugundan (5.4.15) ve (5.4.18) bagmtilarinda gerekli
By

cebirsel iglemler yapildiginda

N~ cr W=
Cs, = oyN* + 0" + 4 (5.4.20)

Voi+ i+

olarak bulunur. Cjp,(s) ifadesinde (2.2.5) bagntisi yerine yazilirsa Cj, vektoriiniin W C*

egrisinin cat1 elemanlar: cinsinden ifadesi

TN + ¢4C + W

Cay = (5.4.21)
—9 | T2 | —2
\/04 + 014+
olarak bulunur. W = N A C oldugundan Wp, vektorii
Ay — N* + (- C* — Ayoy)W*
W, = (Ayys — €49) N* + (—Cuva + 0484)C™ + (Guds — Dyoy) (5.4.22)

(VG + A +e3)(Vol+ ¢+

olur. Burada N*, C* W* ifadelerinin yerlerine (2.2.5) esitliginden kargiliklar yazihirsa

W, vektoriiniin WC* egrisinin c¢at1 elemanlar cinsinden karsihg:

(A, 7zsinf — 21 pysinf — (4 ¢ycos + Ay Gzcos )N
+(Ay 7z 080 — g pycos O + (4 dysinf — Ay o5sin60)C
+H(=G7 + TE)W

Wan = 2 —2
\/C4 + 4, +s—42\/a—42+¢4 + 72

(5.4.23)

seklinde bulunur. (; egrisinin ikinci ve ii¢iincii tiirevleri alininca ;

"

ﬁ4 — ((_f*’ _f*2+g*f*)N* + (_f*2+f*’ _g*’ _g*2>0* + (f*g* _g*Q +g*’)W*>

1
V3
ve

"

By = —=WaN* + psC* + xaW*¥)

&y
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seklinde elde edilir. Burada vy, py ve x4 katsayilari

vi= (24 fg? =31 = 7+ 207 f g7 )
pr= (9*3 P3P ) - (T g+ P —gT) (424
X4 = ( f*2 * g*' - g*3 + 2g*f*' 4 f*g*’)

seklindedir. 34 egrisinin torsiyonu 7g, ile gosterilirse egrinin birinci, ikinci ve ii¢lincii

tiirevler yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa 75, torsiyonu,

wy = [(f* = g*)(f*g* — g%+ g) =g (= + =g = g?)
(= (g —g2+g) =g (=2 + [+ g f)) (5.4.25)
= [-f*(= f*2+f g =g = (=)= = P49 )]

olmak tizere

Fy — \/3(1/4(")4 + p4¢4 + X4)\4> (5 4 26)
T AT R *

seklinde bulunur. (5.4.24) ve (5.4.25) bagintilarinda (2.2.6) esitliginde kargiliklar: yazilirsa,

yeni katsayilar

71 = ¢ cos® 0 + ¢® cos0sin® 0 — 3gg cos? 0 — ¢" cos O + 2gg cosfsin b
+gg sinfcosé

p1=(—g3sin®0 — g®cos® 0 — 3(gg' cos? 0 + gg' sin®0) — (—g" cosf — ¢" sin6)
+(g*sinf cos0)(gcosh + gsin )

Xa =g sinf+ g®sinfcos?f — 3gg sin® 6 + ¢*sin® 6 — 2gg sinf cos f

+gg sinf cosf
(5.4.27)

ve
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p

w1 = [(gcosf + gsinf)(—g?sinfcosh — g?>sin®§ — g sinf) + gsin f(—g> cos? f
+g cosf + g sinf — g*sin® )]

by = [—(—gcosf(g®sinf cos @ + g*sin? 6 — g sinf) + gsin O(—g? cos? O
+g cosf — g?sinf cosh))]

A= [—gcosO(—g?cos® 0 + g cosO + g sinf + g sin® §) — (gcos B + gsind)
(—g cos® — g% cos?f — g?sinf cos )]

(5.4.28)
seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.4.26) esitliginde yerine yazilirsa N*C*W*-Smaran-

dache egrisinin 73, torsiyonunun WC™ egrisinin ¢at1 elemanlar: cinsinden ifadesi

V3(V1 W1 + Paths + Xa M)
LR

TBs =

olarak bulunur. (2.2.3) bagintisinda (5.4.10) ve (5.4.26) ifadeleri yerlerine yazihirsa ve

gerekli hesaplamalar yapilirsa alternatif catiya gore egrilik ve torsiyonu sirasiyla

f= \/{(\/g (i + AL+ €] 2 + [\/§ (Vaws + pathy + X4/\4)]2 (5.4.29)

2f*2 4 2g*2 — 2g* f*) w? + Y+ X2

ve

i
V3-(vgwatpa1+x1g)

wi+pF+A
N
2 *2+29*2*29*f*
< ) (5.4.30)
V3 (vgwatpapa+xadg)
wi+P3+AT
V3G +aT+e]
(2f*242g%2 —2g% f*)

g:

1+

seklinde bulunur. (5.4.29) ve (5.4.30) bagintilarinda (2.2.6) karsiliklar: yazilirsa N*C*W*-
Smarandache egrisinin alternatif ¢atiya gore egrilik ve torsiyonu W™ egrisinin cati

elemanlar1 cinsinden ifadesi

VNG B e
(292c0520 + 2¢% sin® § + 2¢2 sin 6 cos 6)

V3 - (T3 W5 + paths + Xa M)
TR v

]2
(5.4.31)

~
Il

]2+
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ve

V/3: (74 &5 +03 $4+X4 \4)
D12+ g
2 —2 __
\/g'\/C4 +A42+542
2g2 cos2 9+2g2 sin? 9+292 sin 6 cos 0)
g=—"1 29”0 - (5.4.32)
V3 (V4 W4+Pg Ya+Xg M)
- D12+ g
[—2 —2  __
V34/ ¢ +A42+E42

(292 cos? 0+2g2 sin2 0+2g2 sin 0 cos 0)

olarak bulunur.
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6. SONUC

6.1 Sonug 1

Bu tezde ilk olarak Frenet catisindan farkli bir Alternatif cati {N,C, W} {izerinde

taniml olan bir § egrisi tarafindan olugturulan Smarandache egrilerinin;

Bne(s) = \/%(N +C) NC—Smarandache egrisi
Bow (s) = \%(C + W) C'W —Smarandache egrisi
Brnw(s) = \%(N + W) NW —Smarandache egrisi
Bnew(s) = \%(N +C+W) NCW —Smarandache egrisi

egrilik ve torsiyonlar1 hesaplanmigtir.

6.2 Sonug 2

Ilk olarak (B,[*) egrileri, WC* egri cifti olarak alindiginda * : I — 3 egrisinin

{N*,C*,W*} ¢at1 elemanlar1 tarafindan olugturulan Smarandache egrileri igin ;

B = Bnrc+(s) = \%(N* +C%) N*C*—Smarandache egrisi

By = Beww=(s) = \%(C* + W) C*W*—Smarandache egrisi

By = B (s) = J5(N* + W*) N*W*—Smarandache egrisi

b1 = Bnrcrw+(8) = \%(N* +C*+ W) N*C*W*—Smarandache egrisi

egrilik ve torsiyonlar hesaplanmistir. Ikinci olarak yukarida verilen Smarandache egri-

leri WC™ egri ciftinin cati elemanlar1 arasindaki iligkiye bagh olarak
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Bi(s) = %(sin ON + cos0C + W),
Ba(s) = %(— cosON +sin6C + W),
Bs(s) = %((Siﬂ& — cosO)N + (sin 6 + cos8)C),
Bas) = %((sin@ — cosO)N + (cosf +sin 6)C + W),

seklinde ifade edilmis olup bu egrilerin egrilik ve torsiyonlar: hesaplanmigtir.
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