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Danismanim Dr. Ogr. Uyesi Serkan ONAR sorumlulugunda tarafimca hazirlanan
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carpitma ve/veya sahtecilik yapmadigimi, ¢alismam siiresince bilimsel aragtirma ve
etik ilkelerine uygun davrandigimi beyan ederim. Beyanimin aksinin ispati halinde

her tiirlii yasal sonucu kabul ederim.
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OZET

Asal Sayilar ve Dagilimlar:
Metehan TURAN

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Serkan ONAR

Bu calismada, asal sayilarin dogal sayilar i¢indeki dagilimlar1 hem teorik hem de
pratik anlamda arastirilmistir. Genis bir literatiir aragtirmas verilerek asal sayilarla
ilgili caligmalarin gecmisten giiniimiize nasil siireglerden gectigi incelenmistir.
Tarihsel siirecte elde edilen bu birikimin hem orijinal hem de farkli ispatlar
verilerek konseptin genisletilmesi hedeflenmistir. ~ Sonrasinda keyfi aritmetik
fonksiyonlar icin analitik iist sinirlar bulabilen yeni bir yontem iizerinde calisilmig
ve bu yontem ile asal say1 teoreminin karmagik analize girilmeden bir ispati
verilmistir. Yine bu yontem kullanilarak asal indisli dizi veya aritmetik seriler
tizerinde nasil yaklagik toplam elde edilebilecegine dair bir arastirma yapilmistir.
Asal sayilarin modiiler uzaydaki tekdiize dagilimindan yararlanilarak bir sozde
rastgele say1 iireteci (PRNG) algoritmast gelistirilmigti. Her PRNG algoritmasi
gibi, NIST SP 800-22 test siiiti ile test edilerek istatistiksel anlamda basarili olup
olmadig1 arastirllmistir. Daha sonra asal sayilari, kompozit sayilarin 6zel bir
durumu olarak diisiinen bir anlayisla, belirli bir biiyiikliikten kiigiik olan kompozit
sayilarin adedine dair analitik yaklasimlar tizerinde ¢alistlmistir. Sonrasinda bu
yontem kullanilarak bir¢ok ispati bulunan asal sayilarin sonsuzlugunun bir bagka

ispatt daha verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal sayilar, Sayilar kurami, Kriptografi

YILDIZ TEKNIiK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU



ABSTRACT

Prime Numbers and Their Distribution
Metehan TURAN

Department of Mathematical Engineering

Master of Science Thesis

Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Serkan ONAR

In this study, the distribution of prime numbers among natural numbers has been
investigated both theoretically and practically. A comprehensive literature review
is provided to examine how studies on prime numbers have evolved from past to
present. The aim is to expand the concept by presenting both original and different
proofs of this accumulated knowledge throughout history. Subsequently, a new
method capable of finding analytical upper bounds for arbitrary arithmetic functions
has been developed, and using this method, a proof of the prime number theorem
without delving into complex analysis has been presented. This method was also
used to explore how approximate sums can be obtained on sequences or arithmetic
series with prime indices. A pseudo-random number generator (PRNG) algorithm
was developed by utilizing the uniform distribution of prime numbers in modular
space. Like every PRNG algorithm, it was tested with the NIST SP 800-22 test
suite to investigate its statistical success. Furthermore, analytical approaches to the
number of composite numbers smaller than a certain size were studied, viewing
prime numbers as a special case of composite numbers. Finally, using this method,
another proof of the infinitude of prime numbers was provided, adding to the many

existing proofs.

Keywords: Prime numbers, Number theory, Cryptography
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GIRIS

1.1 Tezin Amaci

Bu calisma, sayilar teorisi alanindaki Tiirkge kaynak eksikligini gidermeye ve
tarihsel birikimden elde edilen ispat ve varsayimlart cesitli bakis acilariyla
zenginlestirmeye odaklanmaktadir. Bu dogrultuda, sadece tek bir konuyla sinirlt
kalmayarak asal sayilar iizerine yapilan calismalarin geneline yonelik kapsamli bir

kaynak olusturulmasi hedeflenmistir.

1.2 Tezin Hipotezi

p; ¢’ ninci asal sayiy1 temsil etmek lizere tezin hipotezi asagidaki gibidir:

Vn,m € Z*, 3k € N dyle Ki (pr, Prr1, Pkt2, -« - Pein_1) mod m sabit bir dizidir.

Yani her n pozitif tam sayist i¢in, m modiiliinde, ardisik asallar icerisinde, tekrar
eden n uzunlugunda bir dizi vardir. Bunun daha genel versiyonu ise asagidaki

gibidir:

(a;)?_,, n uzunlugunda bir dizi olsun. O halde,

Vn,m € Z*, Ik € Noyleki ()" = (a;)., mod m

olur. Yani her n pozitif tam sayis1 i¢in m modiiliinde, ardigik asallari icerisinde,

istenilen Oriintiide bir dizi bulunabilir.

Bu tez calismasi, sunulan hipotezin kesin bir ispatin1 icermemektedir. Bu tiir
ispatlarin yillar siiren kapsamli bir arastirma gerektirdigini diisliniiyoruz. Yine de
bu varsayimlar ¢ercevesinde bir sdzde rastgele say1 tireteci gelistirilecek ve giiclii

istatistiksel yontemlerle test edilerek hipotezin gegerliligi sorgulanacaktr.



1.3 Literatiir Ozeti

Bu boliimde Euclid’den giinlimiize asal sayilarla ilgili calismalarin nasil siireclerden
gectigi ylizeysel olarak ele alinacaktir. Daha detayli bir literatiir taramasina tezin

ikinci boliimiinde yer verilmistir.

Antik ¢aglarin matematigi, Euclid’in asal sayilarin sonsuz oldugunu kanitladigi
calismalariyla zenginlesmistir. Bu temel teorem, matematik tarihinin en onemli
buluslarindan biri olarak kabul edilir. Bu doneme ait bilinen bir dier ¢alisma ise
Eratosthenes’in asal sayilar1 ayirt etmek i¢in gelistirdigi elektir. Ancak o donemlere
ait yazili kaynaklarin sinirlt olmasi nedeniyle elimizde bu iki 6nemli ¢alisma diginda

fazla bilgi bulunmamaktadir.

Orta Cag’da Harezmi gibi Islam matematikcileri, cebirsel denklemler iizerine
caligmalariyla taninirken, asal sayilar tizerine de 6nemli gozlemler yapmiglardir. Bu
donem ayn1 zamanda Diophantus’un cebirsel denklemler {izerine yazdig1 eserlerle
de zenginlesmis, bu c¢alismalar sayilar teorisinin daha sonraki gelisimine Onemli

katkilar saglamustir.

Ronesans ve modern doneme gelindiginde Fermat ve Mersenne gibi matematikgiler,
asal sayilar iizerine kendi teoremlerini ortaya koyarak bu alandaki bilgi birikimini
genigletmislerdir [1]. Ozellikle Fermat’in teoremleri giiniimiizde halen kriptografi
alaninda kullanilmaktadir. Euler ise kendisinin matematikteki genis ilgi alanlari
icinde asal sayilara 0zel bir 6nem vermis ve bu sayilarin 6zelliklerin anlasilmasini

kolaylastirmigtir [2-4].

19.  yilizyiln baglarinda, Gauss, Legendre, Mobius, Chebyshev, Mertens
ve Dirichlet gibi matematik¢iler asal sayilarin dagilimi ve ozellikleri iizerine
calismalar yaparak sayilar teorisine katkida bulunmuglardir. Gauss’un c¢alismalari
belirli bir biiyiikliikten kiiciik olan asal sayilarin dagilimim1 anlamamiza biiyiik
katkilar saglamigtir [5]. Bu donemde Dirichlet, aritmetik ilerlemelerde asal
sayilarin sonsuz oldugunu kanitlayarak, asal sayilar teorisinde yeni bir donem
baglatmistir [6]. Ayrica Dirichlet’in caligmasi bu tezin hipotezi olarak verdigimiz
varsayimin da temelini olusturur. Mobius, toplam serileri itizerindeki ters ¢cevirme
formiilii sirasinda asal sayilarla yakindan iligkili olan p fonksiyonunu bulmustur.
Mobius fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyon giiniimiizde halen ispatlarda sik¢a
kullanilan bir aractir. Chebyshev, Bertrand varsayimi olarak bilinen, n ve 2n
arasinda mutlaka bir asal say1 bulunur problemini ¢ozmiistiir [7]. Bunu c¢ozerken
gelistirdigi matematiksel araclar yine giinlimiizde halen arastirmacilar tarafindan
sikca kullanilmaktadir. Mertens 1874 yilinda birbiri ile iligkili olan 3 teorem

One siirmiistiir ki bu tez calismasinda bunlardan biri kullanilarak Gauss’un ve



Legendre’nin 6ne siirdiigii asal say1 teoremi ispatlanacaktir [8]].

Riemann, 19. yiizyilin ortalarinda, asal sayilarin dagilimi iizerine hipoteziyle
bilim diinyasinda biiylik bir etki yaratmistir. Riemann Hipotezi (RH) olarak
bilinen bu hipotez, giiniimiizde halen ¢oziilememis bir problem olarak varligini
stirdirmektedir [9]. 20. yiizyil matematikg¢ileri Hardy ve Littlewood, Riemann’in
caligmalarini temel alarak asal sayilar iizerindeki caligmalar1 genisletmislerdir [[10].
21. yiizyilda, Green ve Tao’nun aritmetik ilerlemelerde asal sayilar {izerine ortaya
koydugu sonugclar, bu alanda 6nemli ¢alismalardan biri olarak kabul edilir [11]. Bu
teoreme gore asal sayilar dizisi tizerinde istenilen uzunlukta bir aritmetik ilerleme
her zaman vardir. Green ve Tao’nun bu calismasi, tezimizde One siirdii§iimiiz
hipotezin zayif bir versiyonu olarak diisiiniilebilir. Daha sonra Goldston, Pintz
ve Yildinm’in yaptig1 ¢alisma ikiz asallar varsayimininin ispati i¢in iyi bir adim
olarak kabul edilir [12]. Yitang Zhang’in bu calismay1 gelistirerek ardigik asal
sayilar arasindaki bosluklar iizerine yaptig1 ¢alismalar, bu uzun tarihsel yolculugun
en yeni meyvelerinden biridir. Zhang bu calismasinda ardigik asallar arasindaki
farkin sonsuz kez 70 milyondan kii¢iik olabilecegini gostermistir [13]]. Maynard ise
Zhang’in calismalarin1 baz alarak yeni teknikler gelistirmistir [14]. Bu calisma,
Polymath Project ismi verilen arastirmayla daha da gelistirilerek Zhang’in 70

milyon olan {ist sinir1 246’ya kadar diisiiriilmiistiir [[15]).

Riemann’in ¢alismasindan sonra, RH sart1 altinda bir¢ok teorem one siiriilmiistiir
[16-20]. Giintimiize yakin 6nemli ¢calismalardan biri de Dudek’in 2015 yilinda,
Riemaan Hipotezine baglh olarak asal sayma fonksiyonunu iyilestiren calismasidir
(21} 22]. RH’nin ispatlanmas1 biitiin bu varsayimlar1 teoreme doniistiireceginden,
bu hipotez matematik diinyasinda onemli bir yere sahiptir. Bu yiizden Clay
Matematik Enstitiisii tarafindan bir milyon dolar 6diile layik goriilmiistii. Bu
tez calismasinda RH ile ilgili calismalara yer vermedik. [23H25] kaynaklar
RH’nin tarihini, matematiksel alt yapisin1 ve ispatlandiginda hangi sonuglarin elde

edilebilecegini detaylica ele alir.

Bir saymin asal olup olmadigmin test edilmesi, bilgisayar bilimlerinde ve
kriptografide sikca karsilasilan problemlerden biridir. Bu algoritmalarin calisma
stiresi, kalitesiyle ters orantili olarak kabul edilir. ~ Bir algoritmanin girdi
degerini n kabul edersek, eger algoritmanin calisma zamaninin iist sinirlar
O(n),0(n?),0(n*) seklinde polinomlarla ifade edilebiliyorsa bunlara "polinom
zamanda calisgan" veya kisaca "polinom zamanlh" algoritma denir. Eger
algoritmanin ¢alisma zamani O(e") seklinde iistel bir fonksiyon ile sinirlanmigsa,
bu algoritma "iistel zamanda calisan" veya "polinom zamanli olmayan" olarak

adlandirilir.  Stephen Cook ve Leonid Levin’in 1970°li yillarda birbirinden



bagimsiz yiiriittiigii calismalar polinom ve iistel zamanda ¢6ziilebilen problemlerin
siniflandirilmasi konusunda bilgisayar bilimlerinin temel problemlerinden biri olan

P vs NP probleminin temellerini olusturmustur [26, 27]].

1976 yilinda Miller, RH varsayimi altinda bir sayinin asal olup olmadigini test
eden polinom zamanli bir algoritma gelistirdi [20]. Daha sonra Rabin bunu
RH’den bagimsiz hale getirdi [28]]. Ancak Rabin’in algoritmasi olasiliksal bir
algoritmadir.  Yani belirli giiven araliklar1 i¢inde dogru caligir. Baillie-PSW
algoritmas1 da olasiliksal algoritmalara 6rnek olarak verilebilir [29]]. Olasiliksal
algoritmalar, genellikle kesinlikten odiin vererek, polinom zaman karmasikliginda
islem yapabilme avantajina sahiptir. Deterministik algoritmalar ise kesin sonuclar
verdiklerinden genelde daha fazla algoritma adimlar: igerir. Ancak AKS algoritmasi
asallik testi alaninda, hem deterministik hem polinom zamanli ¢alisan hem de
herhangi bir hipoteze bagli olmayan ilk algoritma olmustur [30]. Bu algoritmalarin
yaninda eliptik egrilerin 6zelliklerini kullanan algoritmalarin ilki Atkin’in 1986’da
yayinladigi algoritmadir [31]. Eliptik egri algoritmalarinin karsilagtirilmasi icin Ali

Riza’nin 2006 yilindaki ¢caligmasi incelenebilir [32].

Bir tam sayiyr asal carpanlarina ayirma algoritmalari giinlimiizde halen
polinom zamanda c¢oziilememistir.  Bundan faydalanarak Rivest, Shamir ve
Adleman, isimlerinin bag harfini olusturan RSA algoritmasini gelistirerek modern
sifrelemenin temellerini olusturmuslardir [33]. Eliptik egri sifrelemesinin
temellerini de Koblitz ve Miller olusturmustur [34, 35]]. Bu algoritmalar giiniimiizde

halen verileri sifreleyerek ag trafiginin giivenligini saglamaktadir.

1.4 Tammlar, Notasyonlar ve Kavramlar

Bu boliimde, calismadaki ispatlarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bazi tanimlardan
ve notasyonlardan bahsedilecektir. Bu notasyonlar i¢in genel olarak Hardy ve

Wright'in 1938 yilinda yayinladiklar: ders kitab1 temel alinmustir [36].

Tanim 1.1. a, b ve ¢ tam sayilari, a = be esitligini sagliyorsa, b|a ve c|a yazilir. b|a,

b a’y1 kalansiz boler anlamina gelir.

Tanmim 1.2. a ve b tam sayilari i¢in, a = bc esitligini saglayacak hicbir ¢ tam sayisi
bulunmuyorsa, b { a yazilir.
Bagka bir deyisle a = b.c + r ifadesi ancak 0’dan farkli bir r ile saglanabiliyorsa

bt a yazilir. Bu, a’nin b’yi tam bolemedigi anlamina gelir.

Tanmm 1.3. M € R ve n € R olmak iizere, |f(t)|] < M.g(t) esitsizligini her

4



t > n igin saglayan bir M pozitif tam sayisi varsa f(t) = O(g(t)) yazilir. "O"

notasyonuna "biiyiik 0" notasyonu denir.

O notasyonu calismamizda fonksiyonlarin iist sinirlarini belirlemek igin sikca
kullanilacaktir. Ashinda f(t) = O(g(t)) ifadesi t — oo iken f(t) < g(¢)
olarak diisiiniilebilir. Ancak bu karsilastirma fonksiyonlarin kendisi i¢in degil, sabit

carpanlardan arindirilmis halleri i¢in gegerlidir.

Tanmm 14. f(z) ~ g(z) ise limx_m% = 1 demektir. Burada f ile g

fonksiyonlar1 asimptotiktir denir.

Benzer sekilde bu tanim da z — oo iken f(z) < g(x) ve g(z) < f(x) ifadelerinin
birlikte saglanmasi anlamina gelir ki buda f(x) = g(z) olmasim gerektirir. Tabii bu
gercek anlamda bir esitlik degildir. Ornegin f(z) = 2% + z ve g(z) = 2? ifadeleri
arasindaki fark, z biiyiidiikce biiyiir. Ancak oranlar1 1’e yaklagir. Bu durumda
f(z) ~ g(z) yazilr. Ancak bu fonksiyonlar sonsuzda esitlenmez. Bu kavrama

"asimptotik esitlik" adi1 verilir.

Tanim 1.5. Q(n), n sayisinin kag asal ¢carpani oldugunu ifade eder.

Ornegin (12) = 3.2.2 oldugundan ve burada 3 adet asal say1 oldugundan Q(12) =
3 olur. Bir n dogal sayis1 p{*.p52...p;* seklinde ifade edilirse €2(n) = ) a; seklinde

hesaplanabilir.

Tanim 1.6. w(n), n sayisinin kag farklr asal ¢arpani oldugunu ifade eder.

Ornegin w(12) = 3.2.2 oldugundan ve burada 2 farkli asal say1 oldugundan
w(12) = 2 olur. Bir n dogal sayist pi*.p5°...p;* seklinde ifade edilirse w(n) = k

olur.

Tanmm 1.7. w(n), n pozitif tam sayisindan kiigiik veya esit, kag adet asal say1

oldugunu simgeler.

Calisma boyunca log x ifadesi, 2’ in dogal logaritmasini temsil edecektir.

1.4.1 Modiiler Carpimsal Ters

Lemma 1.1. a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilar ise a.x = 1 mod b olacak

sekilde, 0 < x < b araliginda bir x tam sayist vardir [37)].



Ispat. 0 < x < b arah@inda a.x = a.y mod b olacak sekilde farkli x ve y tam
say1lart oldugunu kabul edelim. O halde:

ar =ay mod b

axr = ay + bc
a(x —y) = be
bc
rT—y=—
a
b
r=—c+y.
a

Burada g.c degerini tam say1 yapacak ¢ degerlerini diigiiniirsek a|c olmalidir.
Buradan da ¢ = a.k yazilabilir (k € Z). Bu denklemi yerine yazarsak:

r=bk+y

olur. £ = 0 oldugu durumda x = y’dir. z’in bundan sonraki en kiiciik degeri
icin k£ = 1 alimir, = b+ y bulunur. O halde 0 < x < b araliginda a.z =
a.y mod b olacak sekilde farkli x ve y’ler yoktur. a.x = ¢ mod b denkligini
diisiindiigtimiizde, z’in bu araliktaki farkli degerlerine karsilik c de farkli degerler

alir. Giivercin yuvasi ilkesine gore bu degerlerden biri 1 olmak zorundadir.

Ornek olarak 3’iin 7’ye gére modiiler tersini bulmak istersek,

32=1 mod?7

yazariz. Burada x = 5 denkligi saglar. Ayrica £ € 7Z olmak lizere x = 5 +
7k esitligini saglayan tiim x degerleri de bu denkligi saglar. Bunlardan tiimii ayn1
denklik sinifinda oldugundan dogru cevaptir. Ancak sadece v = 5degeri0 <z < 7
aralifinda kaldigindan diger hepsini temsilen 3’iin 7°ye gore modiiler tersi olarak

sOylenir. [ |

1.4.2 En Biiyiik Ortak Bolen

a ve b tam sayilarindan en az biri 0’dan farkli ise, bu ikisini de tam bolen en biiyiik d
tam sayisma a ve b’nin en biiyiik ortak boleni (EBOB) denir. Ingilizcede ged (a, b)

olarak gosterilir.



Bununla ilgili bilinen en eski algoritma Euclid’in elementler kitabinda yer alan
algoritmadir. Algoritmanin temeli, bolme islemi ve modiiler aritmetik iizerine

kuruludur.

Euclid’in algoritmasi, herhangi iki pozitif tamsay1 a ve b (diyelim ki @ > b) i¢in
EBOB’u (ged(a, b)) asagidaki adimlari takip ederek bulur:

1. Eger b = O ise, ged(a, b) = a’dir ve algoritma sonlanir.
2. Aksi takdirde, a’y1 b’ye boleriz ve kalani buluruz. » = a mod b.
3. a’y1bile ve b’yi r ile degistiririz.

4. Adim 1’e geri don.

Bu siire¢, kalan 7 sifir oldugunda sona erer. Bu noktada, b son sifir olmayan r
degeridir ve iki saymnin EBOB’u olarak kabul edilir.

Ornek olarak, ged(252, 198)’i hesaplayalim:

252 =54 mod 198

198 =36 mod 54
54 =18 mod 36
36 =0 mod 18.

Bu ornekte, son sifir olmayan kalan 18’dir. Dolayistyla, ged(252,198) = 18°dir.

Lemma 1.2. Eger a ve b’nin en biiyiik ortak boleni d ise, ax + by = d denklemini

saglayan x ve y tam sayilart mutlaka vardir. Bu ozellige "Bézout’s lemma" denir
[38].

Ispat. a ve b’nin en biiyiik ortak boleni d olduguna gore, a = d.f ve b = d.g yazilrr.
Burada f ve g tam sayilar1 aralarinda asal olmak zorundadir. Bu iki denklemi x ve

y ile carparsak;

axr=d.fx

b.y=d.g.y



bulunur. Iki denklem taraf tarafa toplanirsa:

ax+by=d(fox+g.y)

olur. Simdi f.z + g.y ifadesi 1 olabiliyorsa ispat tamamlanmis olur:

fx+gy=1
fx=1—gqguy

fx=1 modg.

Son denklikteki =, f’nin g modunda modiiler tersini ifade eder. Burada f ile
g aralarinda asal olduklar icin Lemma [I.T[e gore bdyle bir = kesinlikle vardir.
Dolaysiyla f.x + g.y = 1 denklemini saglayan x ve y tam sayilari mevcuttur.

O halde a.z + b.y = d olacak sekilde = ve y tam sayilar1 da vardir.
|

Tanim 1.8. a ve b tam sayilari i¢in bu iki say1y1 ortak bolen tek pozitif tam say1 1
ise, yani ged(a, b) = 1 ise, a ve b aralarinda asaldir denir.

1.4.3 Béliinebilmenin Temel Ozellikleri

a = bc denklemini saglayacak sekilde secilen a,b ve ¢ tam sayilart bu esitligin
sonucu olarak asagidaki 6zellikleri saglar. Bu kisimda yer alan ispatlar, tarafimizdan

onerilen ve gelistirilen ispatlardir.

Sonug 1.1. Va € Z i¢in a|0’dir.

Ispat. Bu 6zellik, 0’1n her tam sayiya tam boliindiigiinii soyler. Béliinebilmenin

tanimini kullanirsak:

0=a.c (1.1)

olur. Esitlik [I.1fde ¢ tam sayisin1 O olarak sectigimizde Va € Z i¢in bu esitlik
saglandigindan bu 6zelligin saglandiginm sdyleyebiliriz.



Sonuc 1.2. Va € Z icin 1|a ve ala’dir.

Ispat. Yine boliinebilmenin tanimini kullanirsak:

a=1lc (1.2)

olur. Egitlik [I.27de a ne segilirse secilsin, ¢ = a olacak sekilde bir ¢ tam sayisi

secildiginde bu 6zellik de saglanir. Benzer sekilde:

a=a.c (1.3)
esitligi incelenirse yine a ne secilirse secilsin ¢ = 1 secildiginde bu esitlik de
saglanacaktir. Dolayistyla bu iki 6zellik de saglanir. |

Sonuc 1.3. Va,b € Z ve a|b ise V¢ € 7Z icin alb.c olur.

Ispat. ¢ = 0 igin a|0 elde ederiz ki bunu zaten ile gostermistik. a|b olduguna
gore n € Z olacak sekilde b = a.n denklemini saglayan bir n tam sayis1 vardir. Bu

denklemin iki tarafi da 0’dan farkl bir ¢ tam sayisi ile carpilirsa,

b.c=a.n.c (1.4)

elde edilir. Burada n.c sayisimi d olarak adlandirilirsa:

b.c=a.d (1.5

elde ederiz. O halde artik boliinebilme tanimina gore a|b.c yazilabilir. |
Sonug 1.4. Va, b, c € Z olsun. a|b ve b|c ise a|c olur.
Ispat. alb verildigine gore b = a.k yazilabilir (k € Z). b|c verildigine gore aym

sekilde [ € Z olacak sekilde ¢ = b.l yazilabilir. Ikinci denklemde b yerine a.k

yazarsak:

c=a.k.l (1.6)



olur. k.I = d olacak sekilde bir d tam sayisi mutlaka var olduguna gore alc

yazilabilir. [

Sonug 1.5. Va,b € Z ve b # 0 icin a|b ise |b| > |a| olur.

Ispat. alb verildigine gore b = a.c yazilabilir. b # 0 oldugundan a veya c’nin 0
olma ganslar1 yoktur. Burada b negatif ise a veya c’den biri negatif digeri pozitif
olur. ¢’nin pozitif oldugu durumda, ¢ > 1 yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafin1 da
pozitif bir say1 olan —a ile ¢carparsak —a.c > —a elde edilir, bu da —b > —a olarak
yazilabilir. a ve b negatif oldugundan |a| = —a ve |b| = —b esitliklerini yerlerine

yazarsak |b| > |a| elde edilir.

b’nin negatif a’nin pozitif oldugu durumda c negatif oldugundan ¢ < —1 olur. Yine

esitsizligi —a ile genisletirsek —a.c > a ve buradan yine |b| > |a| yazilabilir.

Eger b pozitifse a ve c negatif olabilir. Bu durumda ¢ < —1 yazilip a ile genisletirse
a.c > —a olur ve bu da yine |b| > |a| olarak gosterilebilir. Son durumda biitiin tam

sayilar pozitifse benzer adimlarla a.c > a ve buradan da |b| > |a| elde edilir. |

1.4.4 Asal Sayilar

Sozel olarak ifade etmek gerekirse; 1 ve kendisi olmak iizere yalmizca iki farkl
pozitif boleni olan dogal sayilara asal say1 denir. Ornegin; 2,3,5,7,11 sayilar asal
sayidir. 4,6,8,9,10 sayilar ise asal say1 degildir. 20. yiizyilin 6nde gelen sayilar

teorisi ders kitaplar1 genel olarak asagidaki tanimi kullanmustir [36, 37, |39].

Tanim 1.9. a,p € Nolmak iizere D = {a : 1 < a < p, a|p} kiimesinin hi¢ elemani
yoksa, p tam sayisina asal say1 denir. Bu tanima gore 1 asal say1 degildir. Ciinkii

p’nin 1’den biiyiik olma sart1 saglanmamusgtir.

Sonuc 1.6. En kiiciik asal say: 2 dir.

Ispat. p yerine 2 yazildiginda D = {a : 1 < a < 2,a|2} = olur. O halde 2 asaldr.
1 asal olmadigina gore ve asal sayilar dogal sayilarin alt kiimesi olduguna gore en

kiiciik asal say1 2’dir. [

Aslinda 2, diger asal sayilardan farkli olarak a|p sartina bakmaya gerek kalmaksizin
asal oldu. Yani 2’nin asal say1 olmasinin boliinebilme kosulu ile ilgisi yoktur. Sanki
tanim ““ilk asal say1 2 olsun” gibi keyfi bir 6neri ortaya atmis gibi duruyor. Belki
de bu yiizden asal sayilar1 degerlendirirken 2’yi ayr1 kategorize etmek gerekebilir.
Belki de asal sayilar1 3’ten veya n’den baslatan tanimlar genisletilmis bir bakis agis1

sunacagindan konseptin anlasilmasini kolaylastirilabilir.
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Tammm 1.10. 1’den biiyiik bir tam say1 asal degilse bu sayiya “bilesik” ya da
“kompozit” say1 denir. Bir sayinin asal ya da kompozit oldugunun belirlenmesi
uygulama alan1 oldukca genis bir konudur. Literatiirde bir¢ok asallik testi
algoritmas1 bulunmaktadir. Bu algoritmalarin gelistirilmesinde bir¢ok matematikg¢i
ve bilim insan1 6nemli katkilarda bulunmustur. Antik Yunan doneminden beri
asal sayilar lizerine calismalar yapilsa da, modern asallik testi algoritmalarinin
temeli Fermat, Euler ve Legendre gibi matematikcilerin calismalarina dayanir.
20. yiizyilda Rabin-Miller ve Solovay-Strassen gibi olasiliksal asallik testleri
gelistirilmig ve bu algoritmalar biiylik asal sayilarin test edilmesinde kullanilmigtir
(20, 28, 40]. Bu algoritmalar bir tam sayimnin asal olup olmadigini belirli giiven
aralig1 dahilinde soyler. Yani sonuglar kesin degildir. Daha sonra 2000’lerde
Agrawal-Kayal-Saxena (AKS) algoritmasi, asallik testinde kokli bir ilerleme
saglamig ve teorik olarak kesin sonuglar iiretebilen bir algoritma sunmustur [30]].
Bu isimler sadece birka¢ Ornek olup, asallik testi alaninda bircok aragtirmaci
ve gelistirici bu algoritmalarin evrimine katki saglamistir. leriki boliimlerde
onerdigimiz rastgele sayi iiretecinin hizi ve kriptografik giivenligi icin bu asallik

testlerinin detayli analizi gerekecektir.

Tanim|[I.9]ve Tanim[I.10]incelendiginde 1’in ne asal ne de kompozit oldugu goriiliir.
Ancak 1’1 asal say1 kabul eden bir¢ok matematik¢i vardir [41]. Genelde 1’in
asal kabul edilmemesinin nedeninin aritmetigin temel teoremini bozmasi oldugu
diisiintilir. Ancak daha iyi sebeplerimiz var. Her asal sayi, kendisinden sonra
gelen katlarinin kompozit olmasina neden olur. Ornegin 2 asal sayidir ve 4,6,8,10
gibi tiim ¢ift sayilarin kompozit olmasinin sebebidir. Ya da 3’ten sonra 6,9,12,15
sayilar1 da benzer sekilde 3’tin varlig1 yliziinden kompozit olurlar. Bu yiizden
1 asal say1 olsaydr diger biitiin tam sayilar 1’in kat1 olacagindan hepsi kompozit
olurdu ki bu durumda ¢alismay1 burada bitirebilirdik. Yine aym bakis acisiyla
1’in kompozit say1 oldugunu da sdyleyemiyoruz ciinkii her kompozit say1 en az
2 asal carpandan olusuyor. Ancak 1’in tek pozitif ¢arpani kendisi oldugundan ve
kendisi de asal olmadigindan 1’1 kompozit olarak da degerlendiremiyoruz. Bu
ylizden modern donemdeki asal say1 tamimlarinin 1’1 digarida birakacak sekilde

kurgulandigini sdylemek yanlis olmaz.

Neredeyse Asal Kavrami

Neredeyse asal, veya ingilizce adiyla "almost prime", asal olmayan ancak asal
olmaya yakin sayilar i¢in kullanilir. k-neredeyse asal kavrami ise bir tam sayinin
neredeyse asal olma durumunu derecelendirir ve bunlardan olusan kiime genelde

P, ile gosterilir. Ornegin 2-neredeyse asal, (n) = 2 olan n tam sayilarini temsil
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eder. 2-neredeyse asallar ayni zamanda yari asal (semiprime) olarak bilinir. 7 (n)
ise n pozitif tam sayisindan kiiciik veya esit olan k-neredeyse asallarin adedini verir.

Aslinda asal sayilar £ = 1 durumunu temsil eder.

Bu boliimde asal sayilarla ilgili giris tamimlarimi yaptigimiza gore simdi asal
sayilarin tarihten giiniimiize nasil bir yoldan gectigini, hangi medeniyetlerin nasil
katkilar sagladigini, yakin tarihte asal sayilarla ilgili ne gelismeler yasandigim

inceleyelim.
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2

ASAL SAYILARIN TARIHI

Calismamizda asal say1 tanimini ilk kimin veya hangi medeniyetin yaptigi ile
ilgili somut bir bilgiye ulasamadik. Zaten asal say1 taniminin bir kisi tarafindan
yapildigin1 diisiinmek yaniltici olabilir ciinkii eski donemlerde iletisim bugiinkii
kadar anlik degildi. Dolayisiyla birden fazla kisi birbirinden habersiz ayn1 tanimi
yapmis olabilir.  Yine de Antik Yunan doneminde bile asal sayilar iizerine
diisiiniildiigii ve bu sayilarla ilgili calismalar yapildig1 bilinmektedir. Ancak bu
doneme ait yazili kaynaklar sinirli oldugundan asal say1 taniminin kim tarafindan
yapildig1 veya tam olarak ne zaman ortaya c¢iktigi konusunda kesin bir bilgi

bulunmamaktadir. Bu, matematik tarihinde anonim bir mesele olarak kalmistir.

M.O 300’ler civarinda Euclid’in Stoikheia veya Tiirkge ismi ile “Elemanlar” olarak
bilinen eserinde asal sayilarla ilgili ¢ok dnemli caligmalar yer almaktadir. Belki de
bircogunuz ilkokulda asal sayilarla tanistiktan sonra kendine “Acaba kag tane asal
say1 var?”, “Gorliniise gore asal sayilar gitgide seyreliyor, acaba bir yerde bitiyorlar
mi1?”, “Bir yerden sonra biitiin sayilar kendisinden kiiciik sayilara boliiniiyor mu?”,
“Yoksa sonsuza kadar gidiyorlar m1?” gibi asal sayilarin yapist hakkinda sorular
sormussunuzdur. Iste Euclid, M.O 300’lii y1llarda bu sorulari cevapsiz birakmamig

ve asal sayilarin sonsuz oldugunu ispatlamay1 bagsarmistir.

2.1 Asal Sayilarin Sonsuzlugu ve Euclid’in Ispat

Euclid, Elemanlar adli eserinin 9. kitabinin 20. dnermesinde asal sayilarin sonsuz
oldugunu gosteriyor. Aslinda asagidaki ispat cogu kaynakta bulunmasina ragmen

Euclid’in orijinal ispat1 degildir.

Ispat. py,ps...p, seklinde n adet asal sayimiz olsun. Eger bu sayilari ¢carpip sonuca
1 eklersek p = pi.ps2....p, + 1 elde ederiz. Bu say1 ya asaldir ya degildir. Eger
asal ise basta kabul ettigimizden farkli bir asal say1 bulmusg oluruz ve bu yontemle

yeni asal sayilar elde edebiliriz. Eger asal degilse o zaman bu sayinin farkli asal
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Sekil 2.1 Euclid’in Elemanlar1, Kit. 9, Onerme 20

carpanlar1 vardir ¢linkil p sayist p,’lerin higbirine tam boliinmez. O zaman asal

sayilar1 n gibi bir sabit ile sinirlayamayiz. Demek ki asal sayilar sonsuzdur. [

Orijinal ispata gelecek olursak, Euclid’in ispati biraz daha geometriktir. Ayrica n

adet degil 3 adet asal iizerinden yapilir.

Ispat. A, B ve C asal uzunluklar olsun ve her biri £ D uzunlugunu 6lgebiliyor olsun
(Euclid "6lcebiliyor" kelimesini "boleni olmak" anlaminda kullaniyor). Ve ED
uzunlugu A, B, C tarafindan olgiilebilen en kiigiik uzunluk olsun (EKOK). Buna
birim DF uzunlugu eklendiginde artik A, B ve C uzunluklar1 £F uzunlugunu
Olcemez. Burada E/'F’ ya asaldir ya da degildir. Eger asal ise basta kabul ettigimiz
A, B ve C uzunluklarindan daha fazla asal elde edebilecegimiz anlamina gelir. Eger
EF asal degilse o zaman G gibi bir uzunluk £ Fyi 6lcebilir. Burada iki ihtimal var.
Acaba G uzunlugu A, B, C uzunluklarindan farkli m1 yoksa ayn1 mi1? Eger biri ile
ayni ise, o zaman G hem F D uzunlugunu hem de F F’ uzunlugunu 6lgebilir. Ancak
bu mantikli degildir. Ciinkii £2D’yi tam 0l¢iiyorsa geriye bir birimlik D F' uzunlugu
kalir ve bunu 6lgemez. O halde G uzunlugu A, B, C"den farklidir. Bu da yine asal

sayilarin A, B, C'ile sinirlanamayacagini gosterir. [

Euclid’ten sonra Euler, Dirichlet, Goldbach, Erdos gibi matematikciler de farkl
ispatlar sunmuslardir.  Farkli bir bakis acilar1 sunduklarindan hepsini degerli

buluyoruz. O yiizden bu ¢alismada ileriki boliimlerde bir ispat da biz sunacagiz.

2.2 Aritmetigin Temel Teoremi

Aritmetigin temel teoreminin modern ispatimi ilk olarak Gauss’un verdigi iddia
edilir [42]. Bu dogrudur ancak yine Euclid doneminde bir biitiin olarak olmasa
bile Elements kitabinin farkli 6nermelerinden ¢ikarimlarla bu teorem insa edilebilir
[43]. Bunun da disinda Kamal al-Din al-Farisi, Gauss’tan 6nce aritmetigin temel

teoremini inga etmeyi basarmistir [44].
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Teorem 2.1. Her pozitif n > 1 tam sayisi ya asaldir ya da asal sayilarin kuvvet-

lerinin ¢arpumi olarak tek tiirlii yazilabilir:

k
n;
7

Ispat. 1°den biiyiik n pozitif tamsayis1 eger asal ise n! seklinde yazilir. Eger asal
degilse kendisinden kii¢iik ve 1’den farkli a ve b tam say1 ¢arpanlari vardir. Burada

problem aslinda iyi bir avantajla basa doniiyor:

l<a<b<n.

Burada n sonlu bir tam say1 oldugundan 1 ile n arasinda sonlu sayida tam say1
vardir. Ayni carpanlarina ayirma siireci a ve b iizerinden yiiriitiildiigiinde 1’e dogru
yaklagsan sonlu bir dongiiniin igerisinde olunur. Bu da n tam sayisinin sonlu bir

sekilde asal carpanlara sahip oldugunu bize gosterir.

Ancak teorem bu asal carpimin tek tiirlii oldugunu da soyliiyor. Eger tek tiirlii
degilse o zaman p; ve g;’ler asal olmak {iizere asagidaki esitligin gecerli olmasi

gerekir:

ag

J R S qi’l.qg?..qlbl. 2.1

Burada her iki tarafi da ¢;’e bolersek esitligin sol tarafindaki asal sayilarin hicbiri
¢1 ile tam boliinmeyecegi icin tam say1 olmayan bir rasyonel say1 olur. Ancak
esitligin sag tarafi tam say1 olarak kalir. Bu durumda boyle bir esitligin miimkiin
olamayacag1 anlasilir. Ancak belki de iki taraf da aym asal sayilardan olusuyor,

fakat iisler farklidir. Bu durumda da asagidaki esitligi inceleriz:

(5] ao ar _ b1 b2 bk
R S Al Xl S

Burada da esitligin sag tarafindaki tiim terimler sol tarafa atilirsa,

a1—by

by

az=bz pae—bp _ q

Do --Dy,

elde edilir. Esitligin sol tarafindaki bazi a; — b; terimleri negatif bazilar1 da pozitif
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olabilir. Pozitif olanlara p;"’ diyelim , negatif olanlara da ¢; 4 diyelim ve esitligi

tekrardan yazalim:

c1 o, C2 Cko __ b1 b2 brg
Py P2 Py, =41 927G, -

Bu da Egitlik [2.T] ile verilen problemin aynisidir ve onun miimkiin olmayacagini

zaten gostermistik. |

2.3 Eratosthenes Siizgeci

Ayni1 donemlerde adint mucidinden alan Eratosthenes Siizgeci [45], algoritmasi
basit gibi goriinse bile, giiniimiizde asal sayilarla ilgili hesaplama iceren
algoritmalar1 hizlandirmak i¢in kullaniliyor.  Algoritma su sekildedir: 2’den
baglayarak, belirli bir /V sayisina kadar olan tiim pozitif tam sayilar yazilir. En
kiiciik heniiz isaretlenmemis say1 bulunur (ilk adimda bu 2 olur) ve asal say1 olarak
isaretlenir. Bu asal sayiin kendisi hari¢ katlari (yani 4, 6, 8,...) listeden silinir.
Bu silme igleminden sonra listenin bagina doniip isaretlenmemis ilk say1 i¢in aym
islem tekrar edilir. Bu sekilde devam edildiginde listede kalan sayilar asal sayilar
olacaktir. Eratosthenes Siizgeci'nin standart bir uygulamasi, n’den kiigiik asal

sayilar bulunmak istendiginde O(n loglogn) zaman karmagikligina sahiptir [46].

2.4 Pierre de Fermat

Antik  Yunan doneminden Fermat’ya kadar, Diophantus, Harezmi gibi
matematik¢ilerin kitaplarinda asal sayilardan bahsedilmisse de bu donemde
spesifik olarak asal sayilarla ilgili calismalarin sayis1 cok azdir. Ancak Fermat ile
baslayip daha sonra Euler, Gauss ve Riemann ile devam edecek siireg, asal sayilara
cok farkli bir bakis acis1 kazandiracaktir. Asal sayilarla ilgili, “Fermat’nin Kiigiik

Teoremi” olarak bilinen teoremi Fermat ortaya atmis ancak ispatlamamistir [1].

Teorem 2.2. p bir asal ve a, p’ye béliinemeyen bir tam sayt ise a?~* = 1 mod p

olur. Veya bagska sekilde yazacak olursak a? = a mod p olur.

Yillar sonra Euler, bu teoremin daha genis bir versiyonunu yayinlayarak

ispatlamigtir. Ancak heniiz o kisma gegcmeden burada basit bir ispat yapilabilir.

ispat. p asal oldugundan « ile aralarinda asaldir. a, 2a, 3a ... (p — 1)a sayilarini

diisiinelim. Yine Lemma [[.T]e gére bu sayilarin p’ye boliimiinden kalanlar 0 harig
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p’nin biitiin kalan simflarini igerecektir. O halde bu sayilar ¢arpilirsa a?~'.(p —
1)l =1 mod p elde edilir. Ayn1 sekilde (p — 1)! de p’nin 0 hari¢ tiim kalanlarini
icerdiginden ve hepsi birbirinin modiiler tersi olarak esleseceginden (p — 1)! = 1

mod p olur. Buradan da basitce a?~! = 1 mod p yazilabilir. [

2.5 Leonhard Euler

Leonhard Euler, diinyanin gelmis ge¢mis en iiretken matematikg¢ilerinden biri olarak
kabul edilir. Matematigin bir ¢ok alaninda calismalar yapmistir. Bu boliimde

Euler’in sayilar teorisi ile ilgili calismalarina deginecegiz.

2.5.1 Eulerin Phi Fonksiyonu

Isimini yunancadaki ¢ harfinden alan bu ¢(n) fonksiyonu, 1 < k < n araligindaki

ged (k,n) = 1 sartin1 saglayan k degerlerinin adedini verir [3].

Sonuc¢ 2.1. Eger n, 1’den biiyiik bir tam say: ise ve asal ¢carpanlart py,ps, ..., pi
seklinde ise ¢(n) = n.(1 — —) (1-— —) (11— —) olur.

Ispat. Diyelim ki n’nin asal carpanlari p; < py < ... < pj esitsizligini saglasin.
Ayrica n’nin kalan smiflari da 1,2, ...n olsun. Bu durumda n.(1 — —) ifadesi bu
kalan siniflarindan p;’in kati olmayanlarin adedini verir. Geriye kalanlardan da
aymi gekilde (1 — p%) oraninda p-’nin kati olmayan kalan sinifi vardir. Bu sekilde
devam edildiginde ¢(n) = n.(1 — —) (1-— —) (11— pik) elde edilir. |

2.5.1.1 ¢ Fonskiyonunun Ozellikleri
Sonug 2.2. p bir asal sayt ise ¢(p) = p — 1 olur.

p2

durumda bu esitlik ¢(p) = p.(1 —
esittir. [

Ispat. ¢(n) =n.(1— —)( - i) (1— ) tanimini kullanirsak, p asal say1 oldugu
5) §ekhnde olur. Bu iglemin sonucu da p — 1’e

Sonug 2.3. n ve m aralarinda asal tam sayilar ise, $(n.m) = ¢(n).¢(m) olur.
Ispat. n ve m aralarinda asal ise, ortak ¢arpanlari yoktur. O halde n = p{*.p32. pzkl
ve qll’1 .qSQ...qlbl olarak yazilabilir. Burada ¢; ve p;’lerin her biri farkli asal sayilardir.

Yine tanimi kullanirsak:

1 1 1
p(n) =n.(1 - ]?_1)'<1 - p—Q) (1= p_k)
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1 92 q
Taraf tarafa carparsak:
1 1 1 1 1 1
o(n).¢p(m) =m.n.(1 — a)(l - g)(l - a)(l - p—l).(l - p_z)(l — p_k)

Sag tarafa dikkatlice bakarsak, m.n ¢arpiminin biitiin asal carpanlarini icermektedir.
Dolayistyla ¢(n).¢(m) = ¢(n.m) olarak yazilabilir. |

Sonug 2.4. ¢(p*) = p* — pFL.

Ispat. Tammda yerine yazarsak, ¢(p*) = p*.(1— i) elde edilir. Parantez dagitilirsa
o(pF) = p* — p*~! elde edilir. .

Sonug 2.5. n pozitif tam sayisimin pozitif bélenleri dy, da, ... dy ise n = ¢(dy) +
o(ds2) + ... + ¢(dy) olur.

Ispat. n’nin tiim pozitif kalanlarini (1,2,...,n) n’ye bolersek n adet kesir elde ederiz.
Bu kesirlerin en sade hallerini diisiiniirsek, paydada d;, ds, ... d; bolenlerinin hepsi
yer alir. Bu kesirler en sade halde oldugundan pay ve paydalar aralarinda asal
olacaktir. Yani paydasinda d; bulunan kesir sayisi, d; ile aralarinda asal ve d;’den
kiigiik pozitif tam sayilarin adedine esittir. Bu da tanima gore ¢(d;)’dir. Benzer
sekilde paydasinda dy olan kesir sayist ¢(dy) olur ve diger hepsi i¢in gecerlidir.
Tiim kesir sayist n oldugu igin n = ¢(dy) + ¢(dz) + ... + ¢(dy,) olur. |

2.5.2 Euler Carpimm

Euler; harmonik serilerin, indisleri asal sayilardan olusan carpim olarak ifade

edilebilecegini gostererek sayilar teorisine 6nemli bir bakis acis1 kazandirmistir [4].

Teorem 2.3. ((s) =[], 7=

Euler’in orijinal ispat1 agsagidaki gibidir.

Ispat.
1 1 1 1 1 1

Her iki taraf da % ile carpilir:
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1 (s) 1 . 1 . 1 . 1 L 1 . 1
—((8) ==+ =+ -+ =
28 25 45 65 8 108 128

Esitligin sag tarafi zaten orijinal ((s) ig¢inde var olan terimlerden olugur. Yani

esitligin her iki tarafin1 da {(s)’den c¢ikarirsak:

1 1 1 1 1 1 1
() =1 — 4 —
(o) =gl =T+ gttt ot it i

28_1(() 1+1—|—1+1—|—1+1+1
((s) = —t =+ =+ =
28 3 5% rs 9% 118 13®

(2.2)

Benzer sekilde 3i ile carpilir:

28_116()—1+1+1+1+1+1
95 350\ T 3 T gs T 15s T 91s ' 27s | 335

Dikkat edilirse, bu ifadelerin hepsi 3’lin kati olup, 2’nin kat1 olmayan ifadelerdir.
Esitlik [2.2]den esitligin her iki tarafini da ¢ikarirsak:

2t (il VOUPUS S SO NS NS B
25 3 oW T AT T s T s T 13s T s 198

Bu sekilde devam edildiginde sag tarafta sadece 1 kalir. Sol tarafta ise 7%

terimlerinden olusan carpim kalir:

p ps
Lo
((s) =[] - ];)
1
& =117==

Aslinda ((s), Dirichlet serilerinin 6zel bir durumundan ibarettir. Dirichlet serileri

ise asagidaki gibidir:
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> o

n=1

Burada eger a(n) ¢arpimsal bir fonksiyonsa, yani a(m.n) = a(m).a(n) seklinde

yazilabiliyorsa, o zaman Euler carpimi yine asagidaki sekilde gecerli olur:

= a(n) 1
Z ns :Hl_a(n)‘
p p

n=1 S

Yukaridaki son 6zellik Euler’in calismasi igerisinde yer almaz. Sonraki siirecte
Euler’in caligsmalarinin genisletilmesinin sonucu olarak ortaya ¢ikmigtir. Ayrica
bu seriler Dirichlet dogmadan Once de bilinen ve iizerinde calisilan serilerdi.
Bu serilerin Dirichlet serileri olarak anilmasi, Dirichlet’in 1837°deki calismasina

dayanir.

2.6 Carl Friedrich Gauss ve Adrien-Marie Legendre

Euler’in bu calismalarinin ardindan asal sayilarin dagilimiyla ilgili calismalar yapan
Gauss ve Legendre, konuyla ilgilenen matematikcileri heyecanlandiracak sonuglar
elde etmistir. Gauss ve Legendre, birbirinden bagimsiz ve habersiz yiiriittiigii
caligmalarda “Asal Sayma Fonksiyonu™ ya da Ingilizce ismiyle “Prime Counting
Function” adi verilen ve bundan sonra 7(n) ile gosterecegimiz fonksiyonunu
incelemis ve analitik olarak ifade etmeye ¢alismigtir. 7(n) fonksiyonu, ¢cemberin
cevresinin ¢apina orani olan 7 sayistyla tamamen alakasiz, bir dogal say1 olan n’den

kiiciik ve esit olan asal sayilarin adedini veren fonksiyondur.

------
cccccc

n
40 50 &0

Sekil 2.2 60’a kadar olan dogal sayilar igin 7(n) fonksiyonu

Gauss, 1849 yilinda Encke’ye yazdigi cevap mektubunda 1792 veya 1793 yillarinda
asal sayilarin yogunluguyla ilgilendigini ve n’den kiigiik asal sayilar1 asagidaki

integralle yaklasik olarak ifade edebilecegini soyler [3].
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"odt

m(n) ~ o logt

Gauss’un bahsettigi 1792’11 yillara gittigimizde, yapti§1 ¢alismalarda n’den kiigiik
asal sayilann yaklasik olarak @ olarak ifade ettigi goriiliyor [47]. Rastgele
dagiliyor gibi goriinen asal sayilarin aslinda daha ©Once bildigimiz iki basit
fonksiyon olan n ve log(n) oranindan olugan bir egriyi takip ettiklerini iddia eden
Gauss bu isabetli ongoriisiine ragmen bu varsayimin ispatin1 vermemigtir. Hatta
Gauss bu caligmalarin1 yaymlamamustir bile. Bu bilgileri onun el yazilarinin ve

mektuplagmalarinin derlemelerinden biliyoruz.

Legendre 1se 1798’de yaptig1 calisgmada n’den kiiglik asal sayilar1 asagidaki gibi
ifade edebilecegini soylemistir [48]:

n
A.log(n)+ B

Daha sonra 1808’de yaptig1 ¢alismada buradaki A ve B sabitlerini sirasiyla 1 ve
—1.08366 olarak belirledi [49]]:

n
log(n) — 1.08366

Gauss, Echke’ye yazdigi mektupta Legendre’nin yaklagiminin kiigiik n degerleri
icin logaritmik integral fonksiyonundan iyi oldugunu, ancak biiyliyen n degerleri

icin durumun tam tersine donecegini soylilyor.

— Tmix)
- — lifx)
x
keg{ )
50 R
log{ x }-1.08:355
aa 400 500 200 a
. n dt n
Sekil 2.3 7(n), ey J Tos(n)> ToaGn)- Tosscs Karsilastirmasi

Gergekten de biiyiik n degerleri icin (yaklasik 5 milyondan sonra) Gauss’un
logaritmik integral fonksiyonunun daha yakin sonuclar verdigi ortaya ¢ikmistir
(50].
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Gauss ve Legendre’nin bu caligmalar1 asal sayilarin dagiliminin anlagilmasina
biiytik katki saglamistir. Yine de bu yaklasimlar onlarin doneminde varsayim olarak
kalmistir. Bu asimptotik yaklagimlarin teoreme doniismesi 19. yiizyilin sonunda

gerceklesecektir.

2.7 August Ferdinand Mobius

1790-1868 yillart arasinda yasamis Alman matematikci, sayilar teorisine "Mobius
fonksiyonu", "Mobius doniisiimii”, "Mobius ters c¢evirme formiili" konular ile

katkilar vermistir.

2.7.1 Mbobius Ters Cevirme Formiilii

1832 yilinda Mobius, yayimnladigi makalede aritmetik fonksiyonlarin nasil ters
cevrilecegini gosterdi [51]. Bu ters ¢evirme islemi/formiilii zaman igerisinde
"Mobius Inversion" olarak anildi. Formiile gecersek, g ve f aritmetik fonksiyonlar
olsun. O halde g(n) = 3, f(d) oldugunda burada f(n) de g’ye bagh bir seri

olarak ifade edilebilir:

fn) =3 u(d).g(%).

dln

Burada p(d) ise "Mobius fonksiyonu" olarak bilinir. Yani Mobius fonksiyonu bu

ters cevirme igleminin ispati sonucunda ortaya ¢ikmugtir.

2.7.2 Mbobius Fonksiyonu

Parcali fonksiyon olarak tanimlanmustir. n pozitif bir tam say1 olmak iizere:

1 n tam kareye boliinmeyen ve ¢ift sayida asal ¢arpana sahip ise
p(n) = ¢ —1 n tam kareye boliinmeyen ve tek sayida asal carpana sahip ise
0 n tam kareye boliiniiyorsa

(2.3)

Burada "tam kareye boliinmeyen" ifadesi Ingilizce literatiirde "square-free" olarak
gecer. Mobius fonksiyonu sayilar teorisinde oldukg¢a kullanigh bir fonksiyondur.
Ornegin, Sonug de Mobius fonksiyonu kullanmadan yaptigimiz ispatt simdi

Mobius ters ¢evirme formiiliinii kullanarak yapabiliriz.
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Ispat. n, k adet asal ¢arpana sahip olsun. f(n) = ¢(d;) + ¢(da) + ... + ¢(dy)
oldugunu varsayalim. Burada f(n) fonksiyonunu bulmaya ¢alistyoruz. Mobius

ters ¢cevirme formiiliinii kullanirsak:

o(n) = Y uld)-f(5). 24

d|n

Ayn1 zamanda Tamme gore ¢(n) = n.(1 — pil).(l — p%)(l — pik) oldugunu

biliyoruz. Bu ifadeyi dagilma 6zelligini kullanarak acarsak:

1 1 1 1 1
on)=n(1—(—+—+...+—)+( + + + .+
S %) Pk b1.p2  P1-P3 P2.-P3 Pk—1-Pk

Yukaridaki ifadeyi agiklayacak olursak, dikkat edilirse pii degerleri negatif, pz%pj
degerleri ise pozitif olmugstur. Bunun sebebi i_ degerlerinin orijinal ifadede negatif
durumda olmasidir. Birbirleri ile carpildiginda pozitife donerler. Eger tek sayida
p%' degeri carpim durumda olursa isareti negatif, ¢ift sayida olurlarsa isareti pozitif
olacaktir. Bu da Mobius fonksiyonunun tanimina ¢ok benzer. Burada n’yi

dagitirsak:

n n n
+

+ + ...+
pP1 P2 Pk pP1-p2  P1-P3 P2.P3 Pk—1-Pk

Simdi n’nin bolenlerini diistinelim. Bunlardan bazilari p;’ler olacaktir, bazilar p;.p;
seklinde olacaktir. Bazilari ise p?.p; seklinde olabilir. Ancak yukaridaki ifadede hig
p7.p; seklinde ifade yok. Aslinda onlar var olarak kabul edip ¢arpanlarini 0 olarak
diisiinebiliriz. O halde yukaridaki ifadeyi tekrar yazacak olursak:

o) = > uld)=.
din

Bunu yukaridaki Esitlik [2.4] te belirtilen ters ¢evirme formiiliine esitlersek:

o(n) = Y u(d). = 7 u(d)-f(5).
din dn

23



Buradan da f(%) = %4 elde ederiz ki bu da f’nin sabit fonksiyon oldugu anlamina
gelir. Bagtaki denklemde yerine yazilirsa f(n) = ¢(dy) + ¢(dz) + ... + ¢(dy) = n
elde edilir. |

2.8 Peter Gustav Lejeune Dirichlet

Dirichlet, 19. yiizyill matematigine derinlemesine katkida bulunmus bir Alman
matematikcidir ve sayilar teorisi alaninda oncii bir figiir olarak kabul edilir.
Ozellikle Dirichlet’in asal sayilarin aritmetik ilerlemeler iizerindeki dagilimi
hakkindaki teoremi, bu alanda ¢ok ©onemli bir calismadir. Ayrica, Dirichlet
karakterleri ve Dirichlet birim teoremi gibi kavramlar, cebirsel sayilar teorisi
ve analitik sayilar teorisinde Onemli caligmalar olarak kabul edilir. Bu yiizden
Dirichlet’in ¢alismalar1 sayilar teorisi ve diger matematik alanlarinda yeni arastirma

yollar1 agmis ve onu sayilar teorisinin etkili figlirlerinden biri yapmustir.

2.8.1 Dirichlet’in Aritmetik Ilerlemeler Teoremi

Bu teorem, Dirichlet’in 1837°de yayinladig1 Almanca makalesinde ortaya ¢ikar [6].

Basligin Tiirkge’si zaten asagidaki teoremi birebir anlatir.

Teorem 2.4. Aralarinda asal herhangi iki a ve d pozitif tam sayilart icin, a + dn

aritmetik ilerlemesinde sonsuz adet asal sayt bulunur.

Ornegin, 3 + 4n aritmetik ilerlemesini diisiinelim. 3, 7,11, 15, 19, 23... diye uzayip
gider. Teorem, bu ve bunun gibi a ve d’nin aralarinda asal oldugu her aritmetik
ilerlemede sonsuz adet asal say1 bulabilecegimizi soyler. Aslinda dogal sayilar da
1n 4+ 0 aritmetik ilerlemesi olarak diisiiniilebilir. Boyle diisiiniildiigtinde Dirichlet,
Euclid’in sonsuz asal teoreminin, sadece dogal sayilarin olusturdugu aritmetik
ilerleme i¢in degil, a ve d’nin aralarinda asal oldugu tiim aritmetik ilerlemeler i¢in

gecerli oldugunu gostermistir.

2.9 Pafnuty Chebyshev

Chebyshev, Bertrand’s postiilati olarak bilinen, n < p < 2n olacak sekilde en az bir
p asal sayist oldugunu belirten varsayimi ispatlamstir [7]. Bu siirecte 6(z) ve ¢(x)
olmak tizere iki fonksiyon tanimlamustir ki bunlar ileride 7(z) fonksiyonu i¢in alt

ve iist sinirlar bulmak i¢in matematikciler tarafindan sikca kullanilmistir.

0(z) = logp

p<z
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Y(x) =) An).

n<z

Burada A von Mangoldt fonksiyonu olarak bilinir ve asagidaki gibi tanimlanmigtir.

logp egerk € Z* icinn = p* (p asal) ise
A(z) =
0 diger durumlarda

Bu fonksiyonun temel amaci, yukaridaki Chebyshev fonksiyonlar: gibi asal sayilari
iceren toplamlar1 daha yonetilebilir formda ifade etmek ve asal sayilarla ilgili

toplam fonksiyonlarinin analitik olarak incelenmesini kolaylastirmaktir.

2.10 Franz Mertens

Mertens, sayilar teorisi alaninda ii¢ kritik teorem gelistirdi ki bunlar genellikle
Mertens iiglemesi olarak bilinir. Bu teoremler asal sayilarin terslerinin toplamlari
ve logaritmalarinin davraniglan ile ilgilidir ve asal sayilarin dagilimini anlamada

onemli rol oynarlar [8].

2.10.1 Mertens’in Birinci Teoremi

Asal sayilar iizerinde kosan bir serinin yakinsakligini vurgular ve asagidaki gibidir:

Teorem 2.5.

<2

log p
Z —logn
p

p<n

2.10.2 Mertens’in ikinci Teoremi

Euler’in  harmonik serinin asallar iizerindeki toplamimnin 1raksakligim
kanitladigindan Onceki boliimlerde bahsetmistik. Mertens buna daha iyi bir

bakis acis1 katarak bir iist sinir belirliyor.

Teorem 2.6. M, bir sabit ve o kiiciik "o" notasyonu olmak tizere,

1
Z— —loglogn = M + o(1)

p<n

esitligi gecerlidir. M ~ 0.2614972... dir.
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Burada n — oo iken o(1) — 0 olur. Yani teorem > . ]1) ile log log n arasindaki

farkin sonsuzda M ’ye esit oldugunu belirtir.

2.10.3 Mertens’in Uciincii Teoremi

Bu teorem aslinda ikinci teoremle yakindan iligkilidir.

Teorem 2.7. v Euler-Mascheroni sabiti olmak iizere,

1
1 _ — = -
Jggologn | | <1 p) e

p<n

esitligi gecerlidir. v ~ 0.57721...°dir

Burada Hp <n (1 — %) ifadesi aslinda n civarindaki bir tam saymin asal olma
olasiligini verir. Ciinkii n tam sayisinin asal olabilmesi i¢in kendisinden 6nceki asal
sayilara boliinmemesi gerekir. Ornegin n tam sayisinin 2’ye boliinmeme olasiligi 2,
3’e boliinmeme olasihig1 £’tiir. Bunu genellestirirsek n tam sayisinin herhangi bir p
asalina boliinmeme olasilig1 1%1 veya 1 — % olarak ifade edilebilir. Hepsine birden

boliinmeme olasilig1 ise bunlarin carpimidir ki bu da bize yukaridaki ifadeyi verir.

Mertens’in teoreminde log n terimini karsiya atarsak sunu elde ederiz:

1 1
1imH(1——): lim .
n—o00 P n—oo eY logn

Her iki tarafin logarimasi alinirsa,

. 1
JLIEOZlog (1 — 1;) = —v — loglogn.

p<n

olur. Burada log(1 — %) ifadesini % = (’da seriye agarsak,

. 1 1 1
JLIEO—Z (5 +2—p2+3_p3+ > = —v — loglogn.

Burada Zpgn < L+ # + ) ifadesinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Buna g

2p2
deyip esitligin sag tarafina atarsak,
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) 1
7}3}2@2 (];) = — pu+loglogn

p<n

elde ederiz. Burada v — p ifadesi Mertens sabiti olan M ’ye esittir ve bu da

Mertens’in ikinci teoremini verir.

2.11 Bernhard Riemann

Riemann’in c¢alismalar1 genelde kompleks analiz {izerinde yogunlagsmistir.
Riemann’in sayilar teorisi alanindaki tek yayinlanmis calismasi 1859 yilinda
yaymlanan, baghgi Tiirk¢ce’ye cevrildiginde "Belirli bir biiyiikliigiin altindaki
asal sayilarin sayis1 hakkinda" anlamina gelen ve meshur RH’nin ortaya atildigi
calismadir [9]. Riemann bu makalesinde, once ( fonksiyonun analitik devamini
((s)ile ((1—s) arasindaki iligkiyi elde edecek sekilde yazmig ve sonra bu fonksiyon
yardimiyla tipki Gauss gibi z’ten kiiciik olan asal sayilarin sayisinin davranigini
aragtirmistir. Bunu yaparken 7 fonksiyonlarinin toplami seklinde bir f fonksiyonu

tanimlamisgtir.

(@) = m(x) + %ml/?) + %ﬂ(xl/?’) T %17?(:1:1/4) + %w(xlﬂ) 3 éﬂ(xl/ﬁ) b

Riemann’in yeni f fonksiyonu aslinda asal sayilarin iislerini de kismi olarak asal
kabul etmeye dayanir. Ornegin 9 = 32 oldugundan yar1 asal olarak kabul edilir.
Ya da 27 = 33 oldugundan 1/3 asal olarak kabul edilir. Riemann bu fonksiyonun

analitik davranisini incelemis ve asagidaki esitligi elde etmistir:

dx
z(z?2 —1)logx

fla) =Ti(z) =) li(z'/>re7) + / N +1og ¢(0) (2.5)

Bu esitlikte, o degerleri ((s) fonksiyonunu 0 yapan reel olmayan s degerlerinin
imajiner kismidir yani @ = Im(s). Riemann bu s degerlerinin hepsinin reel kisminin
1/2 oldugunu varsaydigindan yukaridaki esitlikte bunu x° olarak gostermek yerine
x/2+et seklinde gostermistir. Riemann bu varsayimi ispatlamaya caligmis ve birkag
basarisiz denemeden sonra ¢alismasinin ana amacindan sapmamak icin hipotez
olarak birakmustir. Bu hipotez daha sonra Riemann Hipotezi olarak anilacak ve

yillar boyu ¢oziilememis bir problem olarak kalacaktir.
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Riemann burada Mobius ters ¢evirme formiiliinii uygulayarak 7(x) degerini f

cinsinden elde ediyor.

wl) = 3 B pgrimy

Burada f yerine Esitlik [2.5]ile verilen ifade yazilirsa,

m(z) = li(z) — %11(:[;1/2) — %11(:(;1/3) — %11(:@1/5) + %li(xl/ﬁ)... + o(li(z))

gibi bir ifade elde edilir. Bu da Riemann’1n calismanin sonunda elde ettigi sonugtur.
Ancak bu sonug¢ heniiz ispatlanmamis bir hipoteze dayalidir. Riemann’dan sonra da
bu hipotezin c¢atist altinda bircok calisma yapilmistir. Eger RH ispatlanirsa biitiin
bu ¢aligsmalar teoreme doniiseceginden bu hipotez matematik diinyasinda 6nemli bir
yere sahiptir.

2.12 Jacques Hadamard ve Charles Jean de la Vallée Poussin

Birbirinden bagimsiz olarak yiiriittiikkleri caligmalarda 1896 yilinda 7(x) ~ li(z)
ifadesini kanitlamiglardir [52, 53]. Ikisi de bunun yaparken ¢ fonksiyonunun
ozelliklerinden ve kompleks analiz tekniklerinden yararlanmistir. Bu ispatlar asal
say1 teoreminin ilk kesin ispatlar1 olarak kabul edilir. Bu ispatlardan sonra da bir¢cok
analitik ve elementer ispatlar sunulmustur. Bu tez ¢alismasinda da Mertens’in

teoremlerinden yararlanilarak asal say1 teoreminin farkli bir ispat1 verilecektir.

2.13 G. H. Hardy ve John E. Littlewood

Hardy-Littlewood k-tuple varsayimlari, 6zellikle asal sayilarin dagilimindaki belirli
tamsay1 dizilerinin modelleri lizerine odaklanmaktadir. Bu varsayimlardan ilki, G.
H. Hardy ve J. E. Littlewood tarafindan 1923 yilinda ortaya atilmis olup, belirli bir
biiyiikliikten kiigiik asal k-tuple’larin asimptotik sikligini ele alir.

Varsayim, pozitif c¢ift tamsayilar olan mq,mo,...,my i¢in, p,p + mq,p +
me, ..., p + my seklinde tanimlanan dizilerdeki sayilarin herhangi bir asal sayiya

gore tam kalan sinifin1 olusturmadigini ve p, p+mq, p+mo, . . ., p+my sayilarinin

28



hepsinin asal oldugu durumlari sayan 7p(n) fonksiyonunun asimptotik davranigini

ifade eder. Bu varsayima gore, mp(n) fonksiyonu asagidaki formiille verilir:

" dt
o)~ O [ e

Burada Cp sabiti, belirli asal sayilar iizerinden hesaplanan ve ¢ asal sayisi i¢in
may, Mo, ..., my sayllarinin ¢ modiilii altinda aldig: farkli kalan sayisina bagl olan

bir carpim olarak ifade edilmistir. C'p hesaplamasi asagidaki formiille ifade edilir:

1 — wlgmima,....;mx)
_ ok 7
q

q prime, ¢>3

Burada w(q; my,ma, ..., myg), my, ma, ..., my sayilarinin ¢’ya boliindiigiinde elde
edilen farkli kalanlarin sayisini belirtir. Ornegin P = 2 durumu ikiz asallara karsilik
gelir ve Cy yaklagik olarak 1.320323...’diir. Bu varsayim, asal sayilarin belirli
diziler icindeki dagilimi i¢in iyi bir ara¢ oldugundan analitik sayilar teorisi alaninda

Onemli bir yer tutar.

2.14 Green ve Tao

Green ve Tao’nun ana sonucu su sekilde ifade edilmistir [11] :

Teorem 2.8. Asal sayilar kiimesi, herhangi bir pozitif tam sayt k icin, k-terimli

aritmetik ilerlemeler igerir.

Yani eger [P asal sayilar kiimesini temsil ederse, herhangi bir £ € N i¢in, P i¢inde

ardisik olarak artan k adet asal sayidan olusan bir aritmetik dizi bulunur.

Green-Tao Teoremi, Szemerédi’nin Teoremi’nin bir genellestirilmesi olarak
goriilebilir. Bu teorem herhangi bir yeterince yogun alt kiimenin, herhangi bir
boyutta aritmetik ilerlemeler icerecegini syler. Green ve Tao, asal sayilar arasinda

benzer diizenlilikler oldugunu gostermislerdir.

2.15 Goldston, Pintz ve Yildirim

Goldston, Pintz ve Yildinm’in c¢alismasi, sayilar teorisinde ©nemli sonuclar
elde etmistir. Asal say1 teoreminden, sayilar biiyiidiikce asal sayilar arasindaki

bosluklarin arttigini biliyoruz. Hatta asal say1 teoremine gore n reel sayisi civarinda
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iki asal say1 arasindaki farkin yaklasik olarak logn oldugunu da biliyoruz. Ancak
yine de biiyiik n sayilar1 icin bile ardisik iki asal say1 arasindaki farkin 2 oldugunu
gozlemleyebiliyoruz. Ornegin aralarinda 2 fark olan bilinen en biiyiik asallar
2996863034895.21290000 4 1 [54]. ikiz asallar varsayimi, bunun sonsuz kez tekrar
edecegini sOylese de heniiz kesin bir kanita sahip degildir. Goldston, Pintz ve
Yildirnm’in ¢alismasi ikiz asallar varsayiminin zayif bir formunu kanitlar. p,,’nin,
n. asal sayiy1 temsil ettigini varsayarsak, matematiksel olarak bu teorem asagidaki
gibi ifade edilir [12]:

lim inf Pnt1 7 Pn

n—00 log n

= 0. (2.6)

Bu sonug, inf p,.; — p, ’in sabitten kiiciik oldugu anlamina gelmese de log n’den
kiiciik oldugunu anlamina gelir. Yani n civarinda asal sayilar arasindaki fark
yaklagik olarak logn olsa bile bu sadece beklenen degerdir. Ardisik asal sayilar
arasindaki bosluklarin sinirlart tizerine yapilan bu ilerleme, bir¢cok yeni arastirma
konusunu da beraberinde getirdiginden, bu calisma sayilar teorisi alaninda saygin

bir calisma olarak yer almaktadir.

2.16 Yitang Zhang

Yitang Zhang, 2013 yilinda asal sayilar arasindaki bosluklar iizerine onemli bir
sonug elde etti [13]]. Calismasinda, ardisik asal sayilar arasindaki boslugun sonsuz

kez belirli bir sabit sayidan kii¢iik oldugunu kanitladi.

Zhang’1n temel sonucu su sekildedir:

Teorem 2.9. Ardisik asal sayilar p, ve p,y1 arasinda sonsuz kez 70 milyondan

kiiciik bir fark vardir. Yani,

lim inf(p,41 — pn) < 70.10°. (2.7)

n—

Bu teorem, asal sayilar arasindaki bogsluklarin iist sinirinin sabit bir say1 oldugunu
ve bu boslugun belirli bir degerden daha kiiciik olabilecegini gosterir. Zhang’in bu
sonucu, ikiz asal sayilar varsayiminin ispatina yonelik onemli bir adim olarak kabul

edilir.

Zhang’in sonucu, sonraki arastirmalar i¢in bir temel olusturmus ve asal say1
teorisinde yeni arastirma alanlarinin ag¢ilmasina katkida bulunmustur. Bu sonug

Polymath Project gibi kolektif arastirma cabalariyla daha da gelistirilmis ve bosluk
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246’ya kadar diisiiriilmiistiir [55]).

Elbette, asal sayilarla ilgili calismalar bu verilenlerle sinirli degildir. Bu boliimde
verilen caligmalar asal sayilar hakkinda doniim noktalar1 oldugunu diisiindiigiimiiz

major ¢aligmalardir.
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3

ASAL SAYILAR UZERINE CESITLI
INCELEMELER

Bu boliimde, dnceki boliimde bahsettigimiz ¢calismalardan esinlenerek asal sayilarla

ilgili kendi caligmalarimiza ve sonuglarimiza yer verecegiz.

3.1 Aritmetik Fonksiyonlarin Analitik Temsili

Aritmetik fonksiyon tam sayilardan gercel ya da karmasik sayilara tanmiml

fonksiyonlara denir. Yani « aritmetik fonksiyon ise, o : Z — C olur.

Lemma 3.1. o monoton artan aritmetik fonksiyon olsun ve 3 monoton azalan anali-
tik fonksiyon olsun. O halde o(x)—n(z) = O(n/(z)) dist siurtigin [ o(x)f(x)dz =
[ n(x)B(x)dx esitligini saglayan bir diferansiyellenebilir ve siirekli 1) fonksiyonu

her zaman vardrr.

Ispat. Diyelim ki a(z)3(z) = A(x) ve n(x)B(x) = ~(x). o’mn bir aritmetik
fonksiyon oldugunu ve yalnizca tam sayilarda tamimlandigim biliyoruz. Ancak,
analizimiz icin, tanimini gercel sayilara su sekilde genigletiyoruz: herhangi bir
gercel say1 z i¢in, a(x) sOyle tamimlanir: «(|z]), burada |z ], x’ten kiigiik veya ona
esit olan en biiyilik tam say1y1 ifade eden taban fonksiyonudur. Bu genisletme, o’ nin
gercel sayilar boyunca tanimlanmasinmi saglar ve yalnizca tam sayr degerlerinde
sigramalar gosterir. Zaten «’y1 bu sekilde gercel sayilara genigletmeden, [ \(xz) dx

integrali ¢cok da anlamli olmazdi.

v : R — R fonksiyonu ve 7 € N olmak iizere, -y; asagidaki gibi sonsuz bir fonksiyon

dizisi olarak tanimlansin:
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)
m(x) icinz € [ag, aq],

vo(x) i¢inx € (ay,as),

(x) =
vi(x) iginzx € (a;—1, a;l,
L
Burada araliklar [ag, a1], (a1, as, ..., (ai—1,a], ... artan fonksiyon o’nin sicrama
noktalarina gore belirlenir. Her ~; kendi tamim kiimesinde siirekli ve

tirevlenebilirdir. Ucg noktalar a;, o’nin atlama gosterdigi yerlerde, yani a’nin
stirekli olmadig1 noktalardan secilir. Aym sekilde, A fonksiyonunu da bu sekilde

temsil edebiliriz.
Ai(z) iginz € [ag, aq],

Ao(z) igin @ € (ay, as),

Ai(x) icinz € (a;-1, ail,

~ fonksiyonunun tanimi bu sekilde belirledikten sonra tanimli oldugu aralikta
siirekliligi ve tiirevlenebilirligi saglamak belirli kosullar1 gerektirir. Ozellikle,

fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in, her a; noktasinda asagidaki gibi olmasi gerekir:

Aila; i i
%(@i) = %’H(Gi) = (a ) +2 +1(@ ) = C. 3.1

Burada ¢ degeri icin A;(a;) ve A;11(a;) noktalarmimn aritmetik ortasii sectik.
Aslinda ¢ degeri \;(a;) ve \;11(a;) arasinda herhangi bir deger olabilirdi. Ancak
~ fonksiyonunun miimkiin oldugunca \’y1 takip etmesini istedigimizden tam
ortasindan gecmesinin avantajli oldugunu diisiiniiyoruz. Benzer sekilde, iist sinir1

asagidaki gibi temsil edebiliriz:

Ni(ai—1) + Xiz1(aisq)
2

Yilai—1) = vic1(ai—1) = =d. (3.2)

Bu kosullar, «; noktalarinda, yani sicrama noktalarinda, v fonksiyonunu siirekli

hale getirir. Ayrica, v’ nin tiirevlenebilirligini garanti etmek i¢in, bu noktalardaki
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tiirevlerin de esit olmasi gerekir, yani v/(a;) = v/, (a;). Islemleri kolaylagtirmak

i¢in, bu tiirev degerlerini a; noktalarinda sifir olarak belirleyebiliriz.

vi(ai) = i (ai) = 0. (3.3)

Bu se¢im, egimin tanim boyunca siirekli kalmasinin yaninda, tiirevlenebilirlik

kosulunu da karsilar.

Son olarak, v fonksiyonunu bu sekilde insa etmenin en bastaki amaci, A ile
integrallerinin esit olmastydi. Yani [ \;(z)dx = [ v;(z) dz esitligi saglanmahdur.
Kabul edelim ki [ 7;(z)dx = I';(z). Boylece,

Fz(a,) — Fi(ai_l) = /ai /\Z(ZL‘)de‘ =p (34)

elde edilir. Bu dort kisitlamayla birlikte, v fonksiyonumuzu insa etmeye haziriz.

Esitlik [3.3]ile verilen kisitlamasini dikkate alarak, asagidaki denklemi yazabiliriz:

Yix)=c (x —a;) (x —a;_q) (x — ca) . (3.5)

Burada tiirevlerin sifira esit oldugu baska fonksiyonlar da seg¢ilebilirdi. Secilen
fonksiyon, islem kolaylig1 saglayan, ¢oziim i¢in uygun oldugu diisiindii§iimiiz

herhangi bir fonksiyondur. Simdi her iki tarafi da x’e gore integre edelim:

vi(z) = %:f*—ai_l +3ai +o 2+ (@i + ai)ch + aiai_le—aiai_lcgm—i—k. (3.6)

1. ve 2. kisitlamalar1 kullanarak:

a? ; (a2, 4 (—2a; — 2¢2) a;_1 + 6e2b) ¢t

S 7

¢ T + k (3.7)
a7 (—% + (aim1 +c2) b — 302@) €1

d = - +k (3.8)

ve [3.8] denklemlerini diistindiigiimiizde, &k ve ¢,’yi bilinmeyenler olarak kabul
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edersek, bu denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi su sekildedir:

crat — 2ciaa; + 2cla§’a — cla‘i1 + 12¢ — 12d
2¢; (a3 — 3a?a; + 3a?a — a3)

i

Cy =

; (3.9)

p— al_jc1a? — 3a}_jc1al + 3a}_jcia} — al @) +4a} (d —12a?_ja;d + 12a;1 alc — 4ajc
4 (a3 | —3a? ja; + 3ala;_1 — a}) '
(3.10)
Elde edilen denkleme 4. kisitlamay1 uyguladigimizda:
4
_ (@1 — @) 1 + 60c ) (@i a):p 3.11)
120
—c—d)a;_ d)a; — 2
o = e daiat(etda=2p) (3.12)

(aifl - ai)5

Simdi tiim £, ¢; ve ¢y degerlerini biliyoruz ve bunlar dort kisitimizi kargiliyor. Bunu
takiben, artik v;()’i de biliyoruz. Boylece lemmanin ilk kismini ispatladik. Ikinci
kisim igin, o(z) — n(x) = O(n'(z)) oldugunun ispatlanmasi gerekiyor. Ancak bu
calismada bunun ispatin1 veremiyoruz. Yine de bu varsayimin agsagidaki grafiklerle

desteklendigi gdzlemlenebilir.

009~ 1
008
0.07 -
0.06
005
0.04 -
003
0.02 -

0.01F

o

Sekil 3.1 % ile asimptotik egri
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()

Kirmizi egri « fonksiyonu, mavi ise A(r) = =3*. Sekil 2’de bagka bir 6rnek
verilmigtir. Kirmizi ¢izgiler asal say1 sayma fonksiyonu 7(z)’i, mavi ¢izgi ise bizim

n(x) yaklasimimizi temsil eder.

Sekil 3.2 7(z) ile asimptotik egri

Simdi bu Lemmay1 kullanarak asal say1 teoreminin bir ispat1 verilecektir.

3.2 Asal Say1 Teoreminin Bir Ispati

Asal say1 teoreminin bir ¢ok ispati bulunmaktadir [56-59]. Bu boliimde yeni bir
ispat daha verilecektir.

Tiirevlenebilir bir f(z) fonksiyonu igin agagidaki ifadeyi ele alalim.
> fp). (3.13)
p<n

Buradaki asal say1 indislerinden olusan seriyi dogal say1 indislerinden olusan bir

seriye ¢evirmek icin x, adinda bir karakteristik fonksiyon tanimlayalim:

1 eger x asal ise,
Xp(z) = L.
0 degilse.

Simdi x, fonksiyonu yardimyla [3.13] toplaminin indislerini dogal sayilara

cevirirsek,
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> fp) =) fk)xp(k)

p<n k<n

elde edilir. Esitligin sag tarafinda Abel’in kismi toplam formiiliinii uygularsak

bulunur. Burada Mertens’in teoremlerinden yararlanmak icin f(k)'y1 1 ile

degistirecegiz. Boylece,

olur. Simdi 7(n)’nin tiirevlenebilir ve analitik karsihigi olan n(n) yerlestirilir.

Lemma 3.1} den hatirlayacagimiz iizere integralin degeri degismez:

k<n

Kismi integrasyon kuralin1 uygulayarak, asagidaki esitligi elde ederiz.

> Xp(k) _ 7(n) _m(n) /” LA
k 0

n n u
k<n

Lemma [3.1]in bir sonucu olarak, w(n) — n(n) = O(n/(n)) oldugunu biliyoruz. Bu

nedenle, asagidaki esitligi yazabiliriz:

S8l o (10, 10,

k<n

Esitligin sol tarafina Mertens’1n ikinci teoremini yerlestirirsek:

loglogn + M + o(1) = O (M) +/OnMdu.

n u

Simdi n’nin sonsuza gitmesi durumunu diigiinelim. Burada o(1) ve O (”,7(1”)>
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terimleri O olur.

/
lim loglogn + M — Tim [ T g,
n—oo

n—oo n

Her iki tarafin tiirevini alirsak sag tarafa Leibniz kurali uygulamamiz gerekir.

Leibniz kurali belirli integralin tiirevini almak i¢in kullanilir ve asagidaki gibidir.

b(n) b(n)
d ( flu,n) du) = f(b(n),n).b’(n)—f(a(n),n)u’(n)—f—/ % (u,n) du.

a(n)

’7/7(1") ,a(n) =0, b(n) = n olur ve yerlerine yazilirsa,

; (/0” e du) I/ AONS A

dn U n n

elde edilir. Bu durumda iki tarafin tiirevi alindiginda,

/
lim = lim M
n—oonlogn n—oocc n

esitligi elde edilir. Burada n’ler birbirini gotiiriir ve asagidaki ifadeyi elde ederiz.

1
logn

" dx
Al%x~mm

" dx
/0 logxwﬁ(n).

Bu da bize asal sayi1 teoremini verir.

~ 1 (n)
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3.3 Asal Indisli Dizilerde Toplama

Asal sayilarla ilgili problemlerden biri de terimleri asal sayilarin fonksiyonlarindan

olusan dizilerin toplamu ile ilgilidir. Ornek olarak asagidaki toplami verebiliriz.

1 1 1 1

;z; logp - log 2 * log 3 i log 5 T

Bu tarz toplamlar, asal sayilarin dagilimlari ile ilgili problemleri c¢ozerken,
arastirmacilarin sik¢a karsilastiklart problemlerdir. Burada indislerimiz sadece
dogal sayilardan olussaydi, basit integral tekniklerini kullanarak bir yaklagim
bulabilirdik. Ancak indislerimiz asal sayilardan olustugu i¢in igler biraz daha
karmasik hale geliyor. Boyle durumlarda bir 6nceki bolimde kullandigimiz
Abel’in kismi toplam formiilii ve Lemma 3. 1| kullanarak bir yaklasim gelistirecegiz.
Bu yaklagimi dogrudan "yenilik¢i" olarak degerlendirmek yanlis olur zira bu
yaklasimin temel fikirlerini Riemann olusturmustur. Stieltjes ise Riemann’in
fikirlerini gelistirerek kesikli fonksiyonlarin nasil integral cinsinden siirekli hale
getirilecegini gostermistir [60]. Bizim yontemimiz ise bir {ist sinir olusturarak daha

hassas bir yaklagim elde etmeye yoneliktir.

Sonug 3.1. f(p) suurl analitik fonksiyon olmak iizere,

S ) ~ / " F(t).d(x(t)).

p<n

Gerard, yukaridaki ifadeyi 2022 yilinda yaptig1 bir ¢alismada gostermistir [61]].
Biz bunun nasil elde edileceginden ve nasil gelistirilebileceginden bahsedecegiz.
Riemann-Stieltjes integrasyon yontemi ile elde edilen bu sonucu daha sonra Abel
kismi toplam formiilii ile ve bir Oonceki boliimde ispatladigimiz Lemma ile

giincelleyecegiz.

Buradaki yaklagimimiz biitiin tam sayilardan sadece kompozit sayilar1 eleyerek
asal toplamlar1 elde etmek olacak. Bunun i¢in her aralikta o aralifa ait asal
say1 yogunlugunu bilmemiz onemlidir. 7(z) fonksiyonunu kullanarak bunu elde

edebiliriz.

Herhangi bir r reel sayis1 ve d reel mesafesi i¢in, (r — d, r) arah@indaki asal sayilart
hesaplayalim. Ornegin r» = 1000 ve d = 10 i¢in 990 ve 1000 araligindaki asallarin
sayisim1 elde edebiliriz. Bu sayiyr aradaki mesafe olan 10’a boldiigiimiizde bu
bolgenin asal say1 yogunlugunu elde etmis oluruz. w(r) — m(r — d) ifadesi bize

(r —d, r) arasindaki asal sayilari verir. Bunu d mesafesine bolersek w elde
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ederiz ki bu da r civarinda ve d genigligindeki asal say1r yogunlugunu ifade eder.

Burada d sayisin1 0’a gotiirerek bu yaklagimi daha iyi hale getirebiliriz.

lim 7w(r) —m(r —d)
d—0 d

Bu da aslinda tiirevin tanimidir ve bu degerin esiti W’din

Elde edilen bu ifade r civarindaki asal yogunlugunu temsil etmektedir. Ornegin 2
ile 10 arasindaki sayilarin yaklasik olarak yarisi asaldir. Yani bu ifadenin degeri
bu civarlarda yaklasik olarak % olacaktir. Ancak daha biiyiik sayilar icin ayn1 seyi
denedigimizde bu degerin azaldigimi goriiriiz. O halde her bir sayiy1 kendi asal
yogunlugu ile ¢arparak sadece asal toplamlar i¢in bir yaklagim elde edebiliriz. Bu

da bizi asagidaki integrale gotiiriir.

> flp)~ /2 nf(t)d(w(t)). (3.14)

p<n

Bu tam bir ispat sayilmaz. Hatta bu tanim eksik sayilir. Ciinkii 7(¢) aritmetik
oldugundan diferansiyellenebilir degildir. Simdi gercek bir ispati Abel’in kismi
toplam formiilii ve Lemma [3.1]ile verdigimiz lemma yardimiyla yapacagiz.

Ispat. > »<n J(p) ifadesini Abel’in kismi toplam formiilii ile acacak olursak:

Burada Lemma kullanilarak esitligin sag tarafindaki integralde, m(u) yerine
n(u) yazilabilir.

Simdi kismi integrasyon kurali uygulanirsa:

S xolk)-F(K) = 7(n). £ (n) — (n<n>.f<n> ~0)50) - | ' n'<u>.f<u>du)
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elde edilir. (0).f(0) sabit oldugundan bunu NN olarak ifade edersek,

S (k). FR) = F(n).(x(n) — n(n)) + / " (w)-f )+ N.

Burada m(n) ~ n(n) oldugundan lim,,_,., 7(n) — n(n) = o(n(n)) olur. O halde

tiim ifadede n’nin sonsuza gittigi durumu diisiiniirsek:

n—oo

i Y ) = Jim (0. (e() = )+ [0+ )

p<n

i Y 70) = ) otat) + Jim ([ flwan)

p<n

f’nin azalan oldugu durumlarda n — oo i¢in f — 0 olacagindan,

S 1)~ [ o) fuda

p<n

yazilabilir.

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. Burada 7 fonksiyonu 7 fonksiyonunun
asimptotik karsihigi oldugundan 7'(n) yerine asal say1 teoreminden elde edilen
n'(n) ~ @ yazildiginda yaklagik hesaplamalarla asal indisler iizerinden toplamlar
elde edilebilir.

> fp) ") ) : (3.15)

= o log u

Asal sayilar 2°den bagladig icin alt sinir 2 ile degistirilebilir. Bu asimptotikligi
bozmayacaktir. $imdi [3.15]ile verilen ifadeyi kullanarak 1’den 10000’e kadar olan

asal sayilar1 toplayacagimiz bir 6rnek yapalim.

> p=243+5+T+ ... +9973 = 5736396 (3.16)

p<10000
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Esitlik [3.16] ile bulunan sonug¢ sayilarin gercek toplamiydi. $imdi asimptotik

yaklagim ile bulmak i¢in[3.15|6zelligini kullanirsak,

10000
> oo [
9 log x

p<10000

243 +05+T7+ ... +9973 = 5762206.407538401

elde edilir. Bu sekilde ornekler ¢ogaltilabilir. Burada segilecek olan 7 fonksiyonu
bu yaklagimin hassasiyetini belirleyecektir. Ornegin ile verilen grafikte asal
sayma fonksiyonunu yaklasik olarak temsil eden fonksiyonlar1 karsilastirmistik.
Toplamin yapilacag: aralik i¢in 7 fonksiyonunu en iyi temsil eden 7 fonksiyonu,

en iyi yaklagimi verecektir. Yani ) |7 — 7], o aralik i¢in minimize edilmelidir.

3.4 Asal sayilar ile PRNG algoritmasi

Tekdiize dagilim, olasilik teorisinde ve istatistikte 6nemli bir yere sahiptir. Bir
aralikta bulunan tiim degerlerin esit olasilikta gerceklestigini belirtir. Onceki
boliimlerde Dirichlet’in asal sayilarin aritmetik ilerlemeler hakkindaki teoreminden

bahsetmistik. Bu teorem aslinda su varsayimi da beraberinde getirir:

Sonug 3.2. n’den kiiciik asal sayilarin bir a pozitif tam sayisina boliimiinden kalan

d tam sayilart tekdiize dagilim gosterir.

Bu varsayim Vallée Poussin tarafindan 1896 yilinda teoreme doniigmiistiir [|53]].

Sekil [3.3] ile verilen histogram 10000’den kiigiik asal sayilarmn 7 ile boliimiinden

kalanlarin kac kere tekrar ettigini gostermektedir.
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Sekil 3.3 10000’e kadar olan asal sayilarin 7 modunda tekrar sayis1

Histogramda 10000°den kiiciik 1229 asal sayimnin 6 farkli kalan siifina yaklagik
olarak esit dagildigin1 ve her bir kalanin yaklasik olarak 205 kere tekrar ettigini

gozlemleriz. Sayilar biiytidiigiinde bu durum daha da belirgin hale gelmektedir.

Bu durum, asal sayilarin an + d formunda ortaya ¢ikisinin rastgele oldugunu,
istatistiksel yontemlerle bir sonraki asal saymin hangi formda olacaginin bir
tahminini yapmanin anlamsiz olduguna isaret eder. Herhangi bir /N dogal sayisina
kadar ortaya ¢ikan an+d formundaki asallarin aslinda sonrakileri etkilemedigini de
gosterir. Ornegin yeterince biiyiik bir n’den sonra iist iiste gelen 10 asal sayinin 6’ya
boliimiinden kalanlarin 1 olmasi, siradaki asal sayinin 6’ya boliimiinden kalanin 5
olma olasiligini artirmaz. Ciinkii tekdiize dagilimin dogasi1 bunu gerektirir. Bu,
tist iiste 5 kiz doguran bir annenin siradaki cocugunun erkek olma olasiligini

etkilememesine benzetilebilir.

Bu boliimde, bu durumun avantaja ¢evrilerek kriptografide nasil kullanilacagindan
bahsedilecektir.

Asal sayilar modiiler bir uzayda gosterildiginde, tekdiize olarak dagilmis gibi
goriiniirler. Herhangi bir modiiler tabanda asal sayilarin bu sahte tekdiize dagilima,
sahte rastgele dizilerin olusturulmasi icin ilgi c¢ekici bir potansiyel sunar. Bu tiir

diziler, simiilasyonlar, kriptografik protokoller ve ongoriilemez sonuglarin kritik
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oldugu algoritmalar i¢in hayati 6nem tagir.

Bu asal sayilarin sahte rastgele 6zelligini kullanarak, yeni bir PRNG algoritmasi
olusturma yaklasimini oneriyoruz. Yontemimiz, asal sayilarin modiiler aritmetik
ozelliklerine dayamiyor. Bu sayede liretilen sozde rastgele sayilarin tekdiizelik
kriterini saglamasint amacliyoruz.  Bu, herhangi bir PRNG’nin etkinliini
degerlendirmek i¢in anahtar bir metrik olan istatistiksel rastgelelige ulasmak icin
kritik 6neme sahiptir.

Yontemimize gegmeden once PRNG algoritmalarindan ve tiirlerinden bahsetmekte
fayda var. PRNG (Pseudo-Random Number Generator) sozde rastgele sayi
tiretecidir. Burada "sozde" kelimesi iiretecin gercekten rastgele sayilar
tiretmedigini, belirli bir algoritmay1 takip ederek rastgele goriinen sayilar iirettigini
betimler. Ornegin 7 sayisinin basamaklar1, konuyla ilgili bilgisi olmayan birine
gosterildiginde aralarinda bir iligki bulamayacaktir. Ancak oradaki biitiin rakamlar
bir serinin 10 tabaninda kalanlarim takip etmektedir. Bu ylizden gercekten rastgele

degillerdir ve bu sahte rastgelelige "pseudo” yani "sozde" rastgelelik denir.

Literatiideki PRNG algoritmalarim1 temel olarak ikiye ayirmak miimkiin: LCG
(linear congruential generator) ve LFSR (linear feedback shift register). LCG
algoritmalarinin genel formu agagidaki gibidir.

Tpi1 = ar, +b mod m.

Lineer bir denklemin m modunda kongriiansi oldugundan bunlara "Lineer
kongriiansiyel iirete¢" denir. Bilinen en iyi 6rneklerden biri Blum Blum Shub sahte
rastgele say1 treticisidir ([[62]]). Bu algoritma, giivenligini iki biiyiik asal sayinin
carpimina dayandirir ve boylece faktorizasyona dayali saldirilara karst dayaniklidir.
Ancak, bazen dongiilere girebilmesi, kriptografik uygulamalarda kullaniminda
potansiyel bir dezavantaj olusturmaktadir. Bagka bir 6rnek olarak Lehmer rastgele
say1 lreticini verebiliriz ([63]). Bu algoritma da rastgeleligi artirmak icin asal
bir modiil kullanir. Basitligi ve asal sayilarin 6zelliklerine dayanmasi, bizim
onerdigimiz PRNG yaklagimi ile uyumludur. Ancak, bilinen bir dezavantaji,
ozellikle modiil dikkatlice secilmediginde iirettigi dizilerin kisa periyotlara sahip
olabilmesi ve bu durumun giiclii rastgelelik gerektiren uygulamalardaki etkinligini
zayiflatabilmesidir.  Daha sonra Thomson ve Rotenberg, Lehmer iireticisini
geligtirdiler [64, 65]]. Ashnda bircok LCG algoritmasi Lehmer algoritmasinin

tiirevlerini icerir.
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Diger bir tiir ise LFSR algoritmalaridir. Bu algoritmalar da genel olarak bit
kaydirma ve bit islem operatorlerini kullanarak karmasiklik yaratmayr hedefler.

Genel formu asagidaki gibidir.

Tyl = Tn B Tpp-

Burada & xor operatoriidiir.

Bunlarin birlikte kullanimi ise hibrit algoritmalar olarak adlandirilir. Avaroglu
ve arkadaslarinin 2014 yilinda yapti§1 ¢aligma hibrit algoritmalara ornek olarak
gosterilebilir [66].

Onerdigimiz algoritma LCG tarafina biraz daha yakin durmaktadir. Ciinkii bu
algoritmanin lineerligi, tam sayilar ilizerinde olmaktan c¢ok asal sayilar dizisi
tizerindedir. Bunun yaninda algoritmamiz bir LCG algoritmasi ile birlestirildigi
icin hibrit olarak da kabul edilebilir.

3.4.1 Algoritma akisi

Bu boliimde 6nerdigimiz PRNG algoritmasinin akigini detayl inceleyecegiz.

Keyfi olarak secilen dogrusal olmayan bir fonksiyon f i¢in, dogrusal olmayan bir

kongriiansal iiretecin standart bi¢cimi agagidaki gibi tanimlanir:

Ty = f(xy—1) mod m.

Algoritmamizda fonksiyon f asagidaki gibi tanimlanmistir:

f(zn) = |cn - Injp-

Burada, ¢,, bir tam say1 dizisidir ve | k], notasyonu, k’den kiigiik veya esit olan en

biiyiik asal say1y1 temsil eder, yani:

|k], = max{q < k | q asal sayidir}.

¢, dizisi i¢in giiclii bir periyoda sahip herhangi bir LCG kullanilabilir:
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cn=(a-cy_1+b) modm.

Boylece, onerilen sahte rastgele say: iireteci nihayetinde su sekilde olur:

Tp = |_Cn—1 : xn—lJp mod p

¢n=(a-cp_1+b) mod m.

Burada, x( baslangic degeri olarak belirlenir. Say1 p herhangi bir asal say1 olabilir,
ancak rastgele bit iiretimi isteniyorsa, 2" + 1 biciminde se¢ilmesi Onerilir. Diger
iireteclerin aksine, |c,_1 - z,—1 |, degeri garantili olarak asal say1 olacak ve higbir
zaman p’ye tam olarak bolinmeyecektir. Sonug olarak, | ¢,—1-%,—1], mod pislemi,
[1,p — 1] aralifinda tam sayilar verir ve bu aralikta p — 1 adet tam say1 vardir.
Bu nedenle, p = 2™ + 1 secilirse, p — 1 = 2" olur ve bu ikili sisteme rahatca

dontistiiriilebilir.

Algorithm 1 Sozde Rastgele Say1 Ureteci

1: Girdi: x( baglangic degeri, a, b, m sabitler , p asal say1.
2: Cikti: x,, rastgele say1 dizisi.

3: cg herhangi bir deger olarak belirle.

4: x < x

5: ¢4 ¢

6: while true do

7: ¢ (a-c+b) modm > ¢, degerini giinvelle
8: x4 |c-z|, modp > Yeni x,, degerini olugtur
9: Cikt1

10: end while

Bu algoritmanin giivenilirligi ve rastgeleligi, asal sayilarin dogal sayilar icerisindeki
ongoriilemez karmasikligina dayanmaktadir. Her ne kadar bir sonraki veya onceki
asal say1y1 bulmak icin algoritmalar bulunsa da, kesin bir analitik fonksiyon mevcut
degildir. Dolayisiyla olusturulan sayilardan baglangi¢ degerini tiiretmeye caligan bir

saldirganin bagvurabilecegi tek yontem kaba kuvvet algoritmalarini kullanmaktir.

Herhangi bir sahte rastgele say1 ireticisi (PRNG) algoritmasinda oldugu gibi,
baglangic degerlerini, x(, ve modiil p’yi belirlemek cok onemlidir. Daha 6nce
de belirtildigi gibi, p’nin 2" + 1 formunda sec¢ilmesi rastgele bitler iiretmek i¢in
onemlidir. Ancak, algoritma yalnizca belirli bir aralikta rastgele sayilar iiretmek
icin kullanilacaksa, p herhangi bir asal say1 olarak secilebilir. Rastgele sayilarin
iiretilmesi i¢in p’nin asal olmas1 gerekmedigini unutmamak 6nemlidir. Ornegin,

p = 6 olarak secilirse, iiretilen sayilar sadece 1 ve 5 olur ve bunlar kolayca [0,1]
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tam say1 araligina eslenebilir. p’nin asal olarak secilmesi ise bu esleme siirecinden

bizi kurtarir ve algoritmanin daha hizli ¢alismasini saglar.

Ayrica, a, b ve m degerlerinin uzun periyotlu LCG olusturacak sekilde secilmesi
gerekmektedir. Bunun i¢in daha 6nce deneyimlenmis 6zel sayilar kullanilabilir.
C)rnegin, a = 1664525, b = 1013904223 ve m = 232 olarak secilebilir [67]].

3.4.2 Algortimanin Test Edilmesi

Ulusal Standartlar ve Teknoloji Enstitiisii (NIST), sahte rastgele sayi iireticilerinin
rastgeleligini degerlendirmek icin 6zel olarak tasarlanmig kapsamli bir istatistiksel
testler dizisi sunmaktadir. Bu testler, iiretilen dizilerin istatistiksel 6zelliklerini
degerlendirmek icin yaygin bir Ol¢iit olarak kabul edilmektedir ve kriptografik
uygulamalar ile yiiksek diizeyde rastgelelik gerektiren diger alanlarda kullanilan

PRNG’lerin dogrulanmast i¢in ¢ok dnemlidir.

NIST test dizisi, rastgeleligin farkli yonlerini hedefleyen cesitli testler icermektedir;
bunlar arasinda bitlerin frekansi, desenlerin dagilimi, korelasyonlarin varligi ve
matematiksel doniisiimlere verilen yanit gibi unsurlar bulunmaktadir. PRNG’mizin
cikti dizilerini bu testlerden gecirerek, performansini bu boyutlar genelinde titizlikle
degerlendiriyor ve hassas uygulamalar icin zafiyet olusturup olusturmadigini

arastirtyoruz.

Testlerin tanittmini ve uygulanmasini takiben, NIST test dizisinden elde edilen
sonuglar1 sunacak ve tartisacagiz. Bu sonuclar, 6nerilen PRNG algoritmasinin bu
standart testlerdeki performansina dayanarak giiclii ve potansiyel zayif yonlerinin

ayrintili bir analizini saglayacaktir.

Algoritma, zo = 42, p = 65537, a = 1664525, b = 1013904223 ve m = 2%
degerleri secilerek 50.000 dongii i¢in calistirildi. Olusturulan rastgele bitler, NIST

SP 800-22 kullanilarak test edildi ve asagidaki tabloda gosterilen sonuglar elde
edildi.

P-VALUE PROPORTION  STATISTICAL TEST

0.350485 12/12 Frequency
0.534146 12/12 BlockFrequency
0.122325 12/12 CumulativeSums
0.911413 12/12 CumulativeSums
0911413 12/12 Runs
0.066882 12/12 LongestRun
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P-VALUE PROPORTION  STATISTICAL TEST

0.213309 12/12 Rank
0.213309 12/12 FFT

0.534146 12/12 NonOverlappingTemplate
0.213309 12/12 ApproximateEntropy
0.213309 12/12 LinearComplexity

Sonuglar,  algoritmanin istatistiksel karmagikliginin  yeterli  oldugunu
gostermektedir.  Burada, p-de8erinin 0.01’in {izerinde olmasi testin bagarili
oldugu anlamina gelir. Testin basartyla sonuglanmasi PRNG’nin %99 giiven
diizeyinde gercek rastgelelige yakin oldugunu gosterir. Ancak %1 olasilikla test,
kusursuz ve rastgelelige ¢cok yakin bir PRNG’nin gercekten rastgele olmadigini
belirtebilir. Bu nedenle bu istatistiksel testlerde ortaya ¢ikabilecek anomaliler iyi
analiz edilmelidir. Ornegin, 100 testten 1’inde p-degeri 0.01’in altinda olabilir
ve bu durum normal kabul edilmelidir. Bu durumda, PRNG basaril1 olarak

degerlendirilecektir.

Ancak bir PRNG algoritmasinin kriptografik anlamda giivenli olmasi igin
(CSPRNGQG) istatistiksel testler yeterli degildir. Bitlerin bir kismindan yola ¢ikilarak
xo ve p degerleri elde edilebilirse PRNG algoritmasi kriptografik anlamda giivenli
sayllmaz. Tam da bu yiizden, bu karmagiklig1 artirabilmek icin bunu giivenli
sayilan bir LCG algoritmasi ile birlestirdik. Boylece algoritmanin hangi asal sayiya
denk gelecegi daha ongoriilemez hale gelir. Bir PRNG algoritmasinin CSPRNG
olabilmesi i¢in bagka bir kriter ise algoritmanin ¢calisma zamaninin herhangi bir
aninda, algoritmanin i¢ durumu (yani bizim Ornegimizde x ve c degerleri) bir
sekilde ele gecilirse bile, sonraki ve onceki bitler tekrardan olusturulamamalidir.
Bizim PRNG algoritmamiz bu kriteri saglamamaktadir. ~ Bunun saglanmasi
icin dig kaynaklardan rastgele sayilarla algoritmanin i¢ durumu siirekli olarak
giincellenmelidir. Burada Avaroglu ve arkadaglarinin 2015 yilinda yaptig1 ¢calisma

yol gosterici olacaktir [68]].

Bu algoritmanin temel fonksiyonu |.|, fonksiyonudur. Burada herhangi bir n
tam sayisindan Onceki ilk asal sayiy1 hesaplamak 7 biiyiidiik¢ce yiiksek maliyetli
zaman karmagiklifina yol acabilir. O nedenle burada AKS algoritmasi [30] gibi
deterministik asallik testi algoritmalar1 yerine Miller-Rabin asallik testleri gibi
olasiliksal testlere yonelmek avantajli olacaktir [20, 28]]. Sarikaya’nin yaptig1 2019
yilindaki calisma, implementasyon sirasinda hangi testin kullanilacagina dair 1s1k

tutabilecek bir calismadir [[69].

48



Sunu da belirtmek gerekir ki, Miller-Rabin asallik testi, algoritmasinin bir
boliimiinde asallik testi i¢in rastgele say1 adaylari secer. Bu adaylar verilen sayinin
asalligini kontrol eden inputlar olarak diistiniilebilir. Burada PRNG algoritmamizin
deterministik yapisinin bozulmamasi icin oradaki rastgele sayi seciminde de
deterministik bir algoritma kullanilmalidir. Ornegin millerrabin(n) fonksiyonu
n asal olsa bile algoritmanin ¢alisma prensibi geregince bazi denemelerde n’yi
kompozit olarak gosterebilir. Bu da PRNG’nin ayni girdilere kars1 farkli ¢iktilar

iiretmesine neden olabilir.

3.5 Kompozit Sayillarin Dagilimi

Aritmetigin temel teoremine gore her pozitif tam sayinin, asal sayilar ve onlarin

tislerinin ¢arpimui seklinde benzersiz bir bicimde yazilabildigini biliyoruz.

m = p{'ps?..pin,m e ZL".

Burada p,,, n’inci asal sayiy1 temsil etmektedir. Aslinda sonsuz adet asal say1
oldugundan n sonsuza gider. O halde pozitif bir tam sayiy1 sadece a,,’lerin bir

fonksiyonu olarak gostermek yanlis olmaz.

m = m(ay, as, as, ..., g, ...)

Ornegin tiim a,, = 0 icin m = 1 olur. Yada a; = 1 ve diger a, 'ler 0 ise m =
2 olur. Bu sekilde farkli a,, degerleri i¢cin m ve Z* arasinda birebir ve orten bir
fonksiyon yazilabildigine gore, eksenleri asal sayilar ve iislerinden olusan sonsuz
boyutlu bir koordinat sistemine tiim pozitif tam sayilar1 yerlestirebiliriz. Ornegin
sadece 3 boyuttan olusan bir ornek Sekil ile verilmistir.

Burada, pozitif tam sayilar1 bu koordinat sistemindeki pozisyonlarina gore gruplara
ayiracagiz. Bu gruplamada asal sayilar aslinda sadece bu gruplardan biri olacaktir.
Bu ayrim, asal sayilarla ilgili daha once yapilmis ¢alismalarla elde edilen birikimi
de desteklemektedir. Bu gruplar, 6nceki boliimlerde bahsettigimiz P, kiimesi ile
karigtirllmamalidir. Ciinkii P, kiimesinin elemanlari Q)(z) = n esitligini saglayan
x’lerden olustur. Biz ise tam sayilari {2 notasyonuna gore degil, w notasyonuna gore

gruplara ayiracagiz.

Geometride nokta boyutsuz olarak kabul edilir. Bu sistemde biitiin asal eksenlerin

kesistigi tek nokta 1°dir. Bu yiizden 1 tek basina bir kategoride yer alacaktir. 1’in
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Sekil 3.4 Asal say1 koordinat sistemi

ne asal ne de kompozit olmasi, onun biitiin sayilardan ayr bir kategoride yer almasi
gerektigini de dogruluyor. Diger bir kategori eksenlerin iizerindeki sayilardir. Bu
sayilar, asal sayilar ve iislerinden olusur. Bu yiizden asal sayilar ve iislerini de ayn1

kategoride ele alacagiz.

Sonu¢ 3.3. Eger asal sayilarin iislerini de asal kabul edersek ve asal sayma
fonksiyonunu ©'(x) olarak degistirecek olursak yine asimptotiklik bozulmayacak-

nr. w(x) ~ 7' (x) olur.

Ispat. Oncelikle asagidaki esitlik ile baglayalim.

m'(x) = m(z) + 7(Vz) + 7(Va) + 7(V7)...

Eger + — oo igin Y00, 7(zY/") = o(n(x)) oldugunu gosterebilirsek ispat
tamamlanacaktlr Burada her bir 7(z'/") terimi yerine, asimptotik karsilig1 olan
— /n yazilarak asagidaki ifade elde edilir.

v 2vE 3V 4V

logxz  logz logax logz

7' (x) ~

Simdi A = ?Og/; + :I’Og/; + Tog/; gibi bir kabul yapalim. Burada her terimin yerine
daha biiyiik bir terim yazarak ifadeyi biiyiitecegiz. Ancak Oncelikle bu terimleri

asagidaki gibi gruplara ayiralim.

k

L

k=2 =4 k=16

log x
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Yukaridaki ifadede ic ice iki tane toplam sembolii var. Icteki toplam semboliinde
. Y
27 < [k esitsizligi gecerlidir. Eger % ifadesinin yerine %5 yazarsak, kokiin
derecesi kiiciildiigiinden, = sonsuza giderken bu ifade biiyiir. O zaman asagidaki

esitsizligi yazabiliriz.

oo 29t1_1 9 od
A< Z Z logf

j=1 k=2i

Artik icteki toplamda £ degiskeni olmadigindan sabit olarak diisiiniip toplayabiliriz.

0 ; j
22 X/x
A< i Ve
s ogx
Biliyoruz ki = sonsuza giderken aritmetik ortast geometrik ortasindan biiyiik olur,

yani z/n > /z olur. Bunu kullanarak,

N I VR x
A< < .
; log = ;23.log:ﬂ

T
log x

En sagdaki seri, geometrik seridir ve degeri e esittir.

= 2% Y
A< Ve <
log x log x

xz

2. 3.9x 4.y
Ve 3We Avr

logz  logz logx logx

(V) + 7(x) + 7(Y)... < 7()
Boylece ispat tamamlanir. Yani 7'(x) ~ 7(x) olur. [

Bu ispatla birlikte aslinda gostermek istedigimiz sey asal sayilar ile onlarin iislerini
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ayn1 kategoride degerlendirmemizin asal say1 teoremini bozmadigidir.

Simdiye kadar nokta iizerinde yer alan (yani 1), eksenler iizerinde yer alan (asal
sayilar ve iisleri) tam sayilar inceledik. Simdi ise diizlemde yer alan (bundan sonra

iki boyutlu tam say1 olarak adlandiracagiz) tam sayilar inceleyecegiz.

Iki boyutlu kompozit sayilar, iki farkli asal ¢arpana sahip olan sayilardir. Yani
sembolik olarak gosterecek olursak w(n) = 2 esitligini saglayan n tam sayilaridir.
Ornegin siraya gore 2 boyutlu kompozit sayilar soyledir: 6, 10, 12, 14, 15, 18, 20,
21...

Bu sayilardan bazilarinin carpanlart 2 ve 3, bazilarinin 2 ve 5 bazilarinin 3
ve 7 olabilir ve bu sekilde sonsuz farkli kombinasyon vardir. Biz carpanlar
sadece p; ve py asal sayilarindan olusan n dogal sayisina kadar olan iki boyutlu
kompozit sayilarin fonksiyonunu 7, ,,, (n) olarak gosterelim. Asagidaki teoremde,

bu fonksiyonun analitik davranig1 incelenmistir.

Teorem 3.1. Asal carpanlarimin kiimesi {p,,p2} olan n’den kiigiik tam sayilarin

adedi Ty, ,,,(n) olsun. O halde asagidaki asimptotik ifade gegerlidir.

log”n — (logn)(log p1 + log ps)
2.log p1.log ps

. (3.17)

Tp1 ,pa (n) =

Ispat. 1ki boyutlu kompozit sayilar pj'.p5*> formundadir. p{'.p5?> < n olmast

istendigine gore her iki tarafinda logaritmasi alinirsa,

x1.1og py + x9. log ps < logn.

Bu esitsizligi saglayan ka¢ farkli (x;,25) tam sayi ikilisinin olacagi bize
Tp.pe (1) degerini verecektir. Eksenleri x; ve x5 olan koordinat diizleminde

yukaridaki esitsizligi gosterirsek Sekil [3.5]1 elde ederiz ve buradaki tarali alan da

log? n—(log n) (log p1+log p2)
2.log p1.log p2

durumda iki boyutluluk bozulacagindan alan hesab1 1 < z; ve 1 < x5 degerleri

degerine sahiptir. x; ve x, degerlerinden biri 0 oldugu
icin yapilmustir. |

Bu yaklagima gore 75 3(1000) icin gergek deger ve yaklasik deger karsilastirmasi
Sekil [3.6]ile verilmistir.
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Sekil 3.5 n’den kiigiik 2 boyutlu asal kuvvletlerin bolgesi

25

20 =

-5 | | | | 1 | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Sekil 3.6 carpanlar1 2 ve 3 olan 1000’den kiigiik sayilar ve yaklagik deger
kargilastirmast

Bunu genellestirecek olursak, 7,,(n), n’den kiiciik, asal ¢arpanlari p;’ler olan (i =

1,2, 3...k) tam sayilarin adedini veren fonksiyon olsun.

Sonuc 3.4.

1 logn
7TP17P27~~pk k‘_ H ( ) :
=1

log pz
Sekil [3.5] diisiiniiliirse, burada sadece boyut sayist artacagindan cismin eksenleri

kestigi noktalarin ¢carpimi cismin hacmini verir. Yani her bir eksende ngggnj + 2

tam say1 oldugundan, hacim hesab1 geregi bunlarin ¢arpiminin k! degerine orani

53



hata paylar: ile beraber yaklagik olarak esitsizligi saglayan tam sayr degerlerini

verecektir.

x1log py + xzlogp; + x3logps < logN

loght
ED.

a3

Sekil 3.7 a; log p1 + az log pa + azlog ps = log N grafigi

Ancak daha 1yi alt ve iist sinirlar belirlemek hata paym azaltir ve bu varsayimi
giiclendirebilir. Bu tezde bunun teorik ispati verilmedi fakat bilgisayar iizerinde
hesaplanip sonuglar Sekil ile verilerek bunun gii¢lii bir varsayim oldugunu

gosterilmisgtir.

—— Gergek Deger
140 1 __. Analitik Yaklagim

120 4

100

801

sayilar (adet)

Sartt saglayan

0 200 400 600 800 1000

Sekil 3.8 Asal carpanlar 2,3,5 veya 7 olan N’den kiiciik kompozit sayilarin adedi
ve analitik karsilagtirmasi

Bu yontemin daha biiyilk boyutlar icin analizini bu tezde calismadik. Bu
yontemin gelistirilmesinin 6niindeki engel, boyut arttikca hata teriminin de iistel

olarak biiyiimesidir. O yiizden bu calisma gelistirilirken smirlar olabildigince
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daratilmalhidir. Bu c¢alismanin asil hedefi, asal sayilar1 tek basina incelemek
yerine, biitlin pozitif tam sayilart olabildigince kategorilere ayirip asal sayma

fonksiyonundaki hata paylarin1 azaltmaktir.

3.6 Asal Sayilarin Sonsuzlugunun Bir Ispat

Asal sayilarin sonsuzluguna dair literatiirde birgok ispat bulunmaktadir. Onceki
boliimlerde Euclid’in ispati verilmigti. Euler ise Zp% serisinin 1raksakligini
gostererek farkli bir ispatta bulunmustur [2]]. Kummer’in cebirsel ve Furstenberg’in
topolojik ispatlar1 da farkli calismalar olarak incelenmeye degerdir [70, [71].

Bizim ispatimiz bir 6nceki boliimde paylastigimiz hipoteze dayali oldugundan kesin
bir ispat olarak kabul edilemez. Ancak hipotez ispatlanirsa veya yontem hipotezden

bagimsiz olarak giincellenirse kesin ispat haline getirilebilir.

Ispata gecersek, k adet asal sayimiz olsaydi ve pi, po . . .pi olsaydi, bunlarla
yazilabilecek tam sayilar, a;’ler dogal sayilar olmak iizere, p{*, p5* . . . pi* seklide
olurdu ve bunlarin tiim pozitif tam sayilar1 6rtmesi beklenirdi. Bir NV dogal sayisini

uist sinir olarak kabul edersek;

pit Pt st ot < N.

Bu sinirli sayidaki asallarin N’den kiiciik tiim dogal sayilar1 6rtmesi gerektiginden,
yukaridaki esitsizli§i saglayan (aj,as,...,a;) seklinde N adet vektor olmasi
gerekir. O halde her iki tarafin da dogal logaritmasi alinirsa,

ay log(p1) + azlog(pz) + ax log(pi) < log(N)

olur. Bu basit lineer esitsizlikte a1, as, as, . . ., a; degerleri esitsizligin de8iskenleri,

log(p1),log(pa), - . ., log(px) degerleri ise katsayilaridir. Burada % degerleri

a;’lerin alabilecegi maksimum degerlerdir. Ornegin a; = igg ;\1[ ve as, a3, ay4... = 0

secildiginde esitsizlik saglanmaz. Her bir degiskenin alabilecegi maksimum tam

say1 degerleri ise Hgi N)J olur. Yani bir a; degiskeni bu esitsizligin saglanabilmesi

i¢in 0,1, 2,3, L}Zig“ (()11;1ak lizere HZiEp ;J + 1 deger alabilir ki bu da Hgiﬁ ;1
log(N

anlamina gelir. Bunu Tos(p) T O(1) seklinde ifade edebiliriz. Sonug 1le verilen

hipotezimizi kullanirsak,
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log N
o1 N.
k! H (logpz )) g

Esitsizligin sol tarafinin en hizli biiyiiyen terimi log® N’dir. Bu durumda sol taraf
O(log" N) seklinde yazilabilir.

O(log" N) > N.

O notasyonu tanimi geregi bu esitsizlik, pozitif bir reel say1 M ve reel bir ng

alindiginda, tim N > ng degerleri i¢in,

M -log" N > N

oldugunu ifade eder. Esitsizlikte yine her iki tarafin logaritmasi alinirsa,

log M + k -loglog N > log N

elde edilir. Elde edilen esitsizlikte ifade diizenlenirse,

log N — log M
loglog N
Burada N — oo i¢in w — 00 oldugundan k£ — oo olur ki bu da asal
og log

sayilarin sinirli sayida olmadigini gosterir.
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4

SONUCLAR

Bu tez caligmasi, sayilar teorisi alanindaki Tiirkge kaynak eksikligini gz Oniinde
bulundurarak, bu alandaki 6nemli bir boslugu doldurmay1 amaglamistir. Calismada,
sadece tek bir konuyu incelemekle sinirli kalinmayip, asal sayilarla ilgili daha

kapsamli konular {izerinde durularak genis bir literatiir taramasi gerceklestirilmistir.

Asal sayilarin modiiler uzayda uniform dagilimi temel alinarak bir Pseudo Random
Number Generator (PRNG) algoritmast gelistirilmis ve bu algoritma, NIST’in
belirledigi standartlara uygun test araglarindan basariyla ge¢mistir. Algoritmanin
kriptografik olarak giivenli olup olmadig1 detaylandirilmadan tartigtlmistir.  Ote
yandan bilgisayar iizerinde yapilan denemelerde algoritmanin periyodunun bir
kriptografik algoritma i¢in yeterince uzun oldugu goriilmiistiir. Siradaki asal say1y1
hesaplayacak analitik yaklagimlarin olmamasi, algoritmanin geri doniistiiriilemez
olmasini saglamaktadir. Bu da algoritmanin kriptografik anlamada giivenilirligini
artiran hususlardan biri olarak goriilebilir. Yine deterministik asallik testleri yerine
olasiliksal testler kullanilmasi, algoritmanin geri doniistiiriilemezligini daha da

artiracak ve onu daha giivenli hale getirecektir.

Asal sayma fonksiyonuna asimptotik bir analitik fonksiyon tanimlanmis ve Abel
kismi toplam formiilii, belirli bir hipotez altinda genigletilerek analitik say1 teorisi
icin degerli bir ara¢ olusturulmustur. Bu ara¢ daha sonra asal say1 teoreminin yeni

bir ispat1 olarak kullanilmustir.

Asal indisli diziler iizerindeki toplama islemi incelenmis ve Riemann-Stieltjes
integrasyonu ile Abel kismi toplam formiilii kullanilarak ayni sonuclar elde edilerek

bu iki yontem arasindaki iligki acikca gosterilmistir.

Bircok farkli ispati bulunan asal sayilarin sonsuzlugunun farkli bir ispati daha
sunulmugtur.  Burada smirli sayida asallarin keyfi kuvvetlerinin belirli bir

biiyiikliigiin altinda kalan sayilar ortiip ortmedigi arastirilmistir.
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