HACETTEPE UNIVERSITESI
EGITIM BILIMLERI ENSTITUSU

Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Ana Bilim Dali

Matematik Egitimi Programi

MATEMATIK OGRETMEN ADAYLARININ cK¢ TEORISI BAGLAMINDAKI FONKSIYON

ANLAYISLARININ KANIT SEMALARI iLE INCELENMESI

Merve KAZANCI

Yuksek Lisans Tezi

Ankara, Nisan 2024



Liderlik, arastirma, inovasyon, kaliteli egitim ve degisim ile

Noboo loige... Ly



HACETTEPE UNIVERSITESI
EGITIM BILIMLERI ENSTITUSU

Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Ana Bilim Dali

Matematik Egitimi Programi

MATEMATIK OGRETMEN ADAYLARININ cK¢ TEORISI BAGLAMINDAKI FONKSIYON

ANLAYISLARININ KANIT SEMALARI iLE INCELENMESI

INVESTIGATION OF PRESERVICE MATHEMATICS TEACHERS' CONCEPTIONS OF

FUNCTION IN THE CONTEXT OF cK¢g THEORY WITH PROOF SCHEMES

Merve KAZANCI

Yuksek Lisans Tezi

Ankara, Nisan 2024



Kabul ve Onay

Egitim Bilimleri Enstitisti Mudurligine, Merve KAZANCInin hazirladigi “Matematik
Ogretmen Adaylarinin cK¢ Teorisi Baglamindaki Fonksiyon Anlayislarinin Kanit Semalari
ile incelenmesi” baslikl bu ¢alisma jirimiz tarafindan Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi

Ana Bilim Dali, Matematik Egitimi Bilim Dalinda Yuksek Lisans Tezi olarak kabul

edilmistir.
Juri Bagkani Prof. Dr. Aysegiil ALTAY UGUR imza
Juri Uyesi (Danigman) Dr. Ogr. Uyesi Meltem SARI imza
Juri Uyesi Dog. Dr. Géniil YAZGAN SAG imza

Enstitl Yonetim Kurulunun
.....l.... Tarihlive ......
sayil karari.

Bu tez Hacettepe Universitesi Lisansisti Egitim, Ogretim ve Sinav Ydénetmeligi'nin ilgili
maddeleri uyarinca yukaridaki juari Gyeleri tarafindan 27 / 05 / 2024 tarihinde uygun

gorulmus ve Enstitd Yonetim Kurulunca ..... /... [, tarihi itibariyla kabul edilmistir.

Prof. Dr. ismail Hakki MIRICI

Egitim Bilimleri Enstitust Mudaru



iii
Oz

Bu calismada, matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon kavramindaki bilgilerini en iyi
sekilde analiz etmek ve matematiksel dislincelerini ortaya ¢ikarmak icin Balacheff ‘in
gelistirdigi cK¢ (conception, knowing, concept) teorisi ile kanit slrecindeki eylemlerindeki
tim anlayislarin incelenmesi ve bu anlayislara ait operatorlerde ifade edilen kanit
semalarinin analiz edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu ¢calismada nitel arastirma yontemlerinden
olan durum c¢alismasi kullaniimistir. Calisma, 2022-2023 akademik yilinda Ankara’daki bir
devlet Universitesinin matematik 6gretmenligi programinda 6grenim goren her sinif
diizeyinden ikiser olmak Uzere, sekiz 6grenci ile gergeklestiriimistir. Ogretmen adaylarina
fonksiyonlarla ilgili iki teorem ¢evrim ici yazili olarak sunulmustur ve cevaplari yazili olarak
alinmigtir. Ogretmen adaylarinin yazil olarak verdikleri yanitlar, ¢6zim surecindeki
tartismalarinin video kayitlari ve arastirmacinin gozlemleri calismanin verileri olarak analiz
edilmigtir. Ogrencilerin dislinme tarzini ve mantiksal adimlarini anlamak igin daha gok
kullandiklari hatali operatérler dikkate alinarak yaptiklari agiklamalardan kontrol yapilari
belirlenmeye gahsiimistir. Ogrencilerin kanit sirrecinin tamaminda kullandiklari kanit
semalari belirlenmistir. Birinci teoremde; birinci, ikinci ve Gg¢lncu sinif 6grencilerinin kanit
semalari incelendiginde daha c¢ok digsal ikna kanit semalarina ve deneysel kanit
semalarina sahip olduklari goérilmektedir. Analitik (¢ikarimsal-timdengelimsel) kanit
semalarina ise birinci ve dérdinci sinif égrencilerinin sahip oldugu gériimektedir. ikinci
teoremde ise, Ogrencilerin donusimsel ve ritiel kanit semalarina sahip olduklar

gOralmistar.

Anahtar Sozcikler: cK¢ teorisi, fonksiyon, matematik 6gretmen adayi, kanit, kanit semasi



Abstract

In this study, the aim is to analyze the knowing of prospective mathematics teachers
regarding the concept of functions in the best possible way and to reveal their mathematical
thinking using Balacheff's cK¢ (conception, knowing, concept) theory. The study examines
all conceptions in the proof process and analyzes them with proof schemes expressed in
the operators associated with these conceptions. A case study, one of the qualitative
research methods, was used in this study. The study was conducted with eight students,
two from each grade level, studying in the mathematics teaching program at a state
university in Ankara during the 2022-2023 academic year. Two theorems related to
functions were presented to the teacher candidates in written form online, and their
responses were collected in writing. The written responses of the teacher candidates, video
recordings of their discussions during the solution process, and the researcher’s
observations were analyzed as the study's data. To understand the students’ thinking styles
and logical steps, control structures were attempted to be determined from their
explanations, focusing on the incorrect operators they frequently used. The proof schemes
used by the students throughout the entire proof process were identified. In the first
theorem, it was observed that first, second, and third-year students predominantly had
external conviction and experimental proof schemes. First and fourth-year students were
found to have analytical (inferential-deductive) proof schemes. In the second theorem, it

was observed that students had transformational and ritual proof schemes.

Keywords: cK¢ theory, function, preservice mathematics teachers, proof, proof scheme
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Bolim 1

Girig
Problem Durumu

GUnumuzde matematik tiptan muhendislige, sanayiden tarima hemen hemen her
yerde karsimiza c¢ikmaktadir. Matematigin hayatin her alaninda yer almasinin yaninda
“Matematik nedir? Matematik yapmak ne demektir?” sorulari da her zaman tartigma konusu

olmustur. Bu sorulara verilmis ¢esitli yanitlar bulunmaktadir.

Umaya goére (1996) matematik tanimsal bir gergektir, kesindir ve soyuttur.
Matematigi sayilar gibi simgesel goésterimlerle soyutlastiririz. Cocukken soyut iligkileri
kurmak zordur ve nesnelerle matematigi somutlastiriniz, bu matematigi 6grenirken ve
Ogretirken isimizi kolaylastirir ama ne kadar somutlastirirsak o kadar matematikten

uzaklasiriz (Umay, 1996).

Matematik sayi ve sembollerle ifade edilen bir dildir. Bu dil olmadan iginde
bulundugumuz dunyanin fiziksel problemleri ¢6zilemez. Matematik her donemde ihtiyac
duyulan, hayattaki problemleri ¢cozmek icin kullanilan bir aragtir. Zaman degistikce hayatta
yeni yeni problemler karsimiza c¢ikar bu ylzden matematik dili de gelismeye ve

zenginlesmeye baslar (Nasibov, 2005).

Matematik hayatimizi devam ettirmek igin kullandigimiz ve sezgiyle 6grenilen bir
sistemdir. Oyle ki daha gocukken bile 10 tane gorabin 5 kigiye ait oldugunu hic matematik

o6grenmeden sezgisel olarak biliriz.

Matematik yapmak matematigi 6grenmektir. Ancak bundan kast edilen sayilari,
sembolleri, tanimlari, teoremleri uygulamayi bilmek demek degildir. Bu bilgileri kullanarak
problemleri ¢6zme surecidir. Yani matematik yapmak 6grenilen bilgi ve becerileri problem

¢bzme surecine aktarmak igin yapilan aktiviteler batunidur (Basturk, 2007).

Goruldugu gibi matematigin tek bir anlami yoktur ve aslinda bitin bu tanimlar

matematigi nasil anlamlandirdigimiz ile ilgilidir. Bertrand Russell, "Matematik, ne neden s6z



ettigimizi ne de sdyledigimiz seyin dogru olup olmadigini bildigimiz bir konudur" demistir
(Glr, 2014). Lakatos da matematikten "bazen net, bazen bulanik sey" diye bahsetmistir

(Davis & Hersh, 1981, akt., Gir, 2014).

Matematik hayatimizin her alaninda karsimiza ¢ikan ve kendine ait bir dili olan bilim
dalidir. Bu yuzden olsa gerek dgrencilerin matematik endisesinin oldugu ve bu yizden
matematikten kagma egiliminde olduklari karsimiza ¢ikmaktadir (Hembree, 1990). Tabi ki
bu alginin olusmasinin bircok sebebi vardir. Bunlar gegmiste dgrenilen bilgilerin tam ve
eksiksiz 6grenilmemesi, dnceden &grenilmis yanlis kavram ya da olusmus kavram

yanilgilari yizinden yeni 6grenilen konulari anlamlandiramama gibi sebepler olabilir.

Matematigin dinamikleri sarmal bir sisteme sahip oldugu ig¢in yani O6nceden
ogrenilenlere eklemeli olarak devam eden anlayislar sisteminden olustugu igin 6grenende
olusan kavram vyanilgilari, eksik ve hatali 6drenmeler matematije karsi on vyargi
olusturabiliyor ve matematik 6grenmesini de zorlastiriyor. Ogrenenlerin sahip oldugu
olumsuz matematik algisinin gideriimesi ve matematiksel dislncenin gelistiriimesi icin
dgrencide olusan kavram yanilgilarinin tespiti ve giderilmesi cok énemlidir. Ogrenenlerde
kalici ve dogru bir sekilde matematik kavramlarinin olusmasinin saglanmasi igin

o6grenmenin nasil gergeklestiginin de iyi bir sekilde analiz edilmesi gerekir.

Ogrenende matematiksel dislinmeyi gelistirmek, problem ¢ézme sireglerinde
anlamh 6grenmeyi gergeklestirmek, 6grenmelerin altinda yatan anlayiglari ortaya ¢gikarmak
icin bircok ogrenme teorisi geligtiriimistir. Matematik egitiminde geligtirilen 63renme
teorilerden bir tanesi de Balacheff ‘in gelistirdigi cK¢ (conception, knowing, concept)
teorisidir. Balacheff (2013) 6grencilerin kavramlari nasil anlamlandirdigini analiz etmek,
matematik egitimiyle egitim teknolojileri arasinda bir bag kurmak i¢in cK¢ (conception),

”

knowing, concept) teorisini gelistirmistir. “Anlayis (conception)”, “Bilme (Knowing)

,”Kavram
(Concept)” Uglusuniin ingilizce karsiliklarinin bas harflerinin olusturdugu cK¢ teorisinin
hiyerargik bir yapisi vardir. Yani anlayiglar birleserek bilmeleri, bilmeler birleserek

kavramlari olusturur. Bundan dolayl asil Uzerinde durulacak asama &grencilerin



matematiksel kavramlara karsi gelistirdikleri anlayiglari belirlemek olacaktir. Matematik
arastirmalarinda 6grenenlerin matematiksel kavramlarla ilgili 6grenmelerini ve bilgilerini
ifade etmek icin anlayis kavrami da kullaniimaktadir. Burada kullanilan anlama en yakin
anlayig kavrami ise, Turk Dil Kurumu’nun Egitim Terimleri s6zligunde “bir kimsenin anlama
bicimi ya da anlama gucu, bir kimsenin benimsemis oldugu disincelerin ve inanclarin

tumuane verilen ad” olarak agiklanmaktadir (Calik Uzun, 2012).

cK¢ teorisinin anlayls asamasi doért bilesene ayrilimaktadir. Ogrencilerin bir
matematiksel kavrami olusturmak icin bir dizi problemlerin yer aldigi uygulama alani
problem kiimesini olusturur ve P ile gdsterilir. Problemi ¢ézmek igin uyguladiklari kurallar,
islemler ve teoremler kimesini R ile gosterilen operatorler olusturur, problemleri ve
operatorleri ifade etmek icin kullanilan tim matematiksel terimler temsil sistemlerini
olusturur ve L ile gosterilir. Anlayisin son bileseni ise 6grencilerin, kararlarini, segimlerini,
kullandiklari operatérleri ve yaptiklari tim eylemleri degerlendirmek icin kullandiklari araglar

kimesi olan kontrol yapilaridir ve Z ile gosterilir (Pedemonte & Balacheff, 2016).

Ogrenenin problem g¢ézme slirecinde bagvurdugu/kullandigi bitiin matematiksel
kavram ve dislnceler dogrulanmali ve degerlendiriimelidir. Aksi takdirde 6grenmelerin
nasil gergeklestigini, 6grenenin bilgiyi hangi yollarla kegfettigini ve yeni 6grenmelere nasil
aktaracagini bilemeyiz. Balacheff (2010); dogrulamayi, bir kavrami ya da ifadeyi énceden
kabul edilmis bir sinir iginde kabul ettirmek igin olusturulmus sebepler olarak

tanimlamaktadir. Bu yuzden matematiksel dogrulama net ve kesin kanit arar.

Matematiksel problem ¢ézme sirecinde dégrenciler ortaya koyduklari anlayiglarin ve
eylemlerin dogrulugunu sorgulamak, saglamak ve degerlendirmek igin kontrol yapilarina
gUvenirler. Ancak problemin ¢6zimunin dogrulugunu gostermek icin gelistirdigi anlayislari
ve eylemleri kanita gecgirmek ¢ok da kolay degildir. Kontrol yapilarindaki matematiksel
terimler, bilmek ve kanitlamak arasindaki baglari guglendirirken problem ¢6zUmunun
kanitina gecis saglar (Pedemonte & Balacheff, 2016). Arastirmacilarin ortak géristine gore

matematik 6grenme ve 6gretmede matematiksel kaniti kullanmak oldukga zordur fakat



matematiksel disinmeyi dgretirken, kanit kavramini matematiksel bilgiyi yapilandirma

probleminden ayiramayiz (Balacheff, 2010).

Kanitlar, matematiksel kavramlarin resmilestiriimesine, sistematiklestirimesine ve
aktarilmasina olanak saglar (Hanna, 2000). Kisi kanitini inceleyerek gecerligini kontrol
ederken kendine 06zgu bilgi ve anlayiglarini kullanarak yeniden olusturulabilir. Kanit
yapilirken, konu soyut kavramlardan olugsa bile ifade etme bigimi somut olma egilimi tasir.
Ornegin kisi, kanitta “her x negatif sayisi igin, f(x)> 0 “ ifadesi yerine “ x negatif bir sayi

olsun” yazip daha sonra f(x) > 0 ifadesini gdzlemleyebilir (Selden & Selden, 1999).

Bir lise Ogrencisinin  kanit anlayigi Universite dgrencisinden, ginimuz
matematikgilerinin kanit anlayisi eski matematikgilerden farklidir. Ve kanit semalari, bu
farklh anlayislari tanimlamak igin kullanilan; bir 6znenin kendisini veya kendisi digindakileri,
matematiksel bir durumun dogruluguna veya yanlisligina ikna etmek igin yaptigi
acgiklamalari, savunmalari ve kanitlari igeren disinme bigimidir. Kanit sdreci, bir 6znenin
veya toplulugun bir ifadenin dogrulugu hakkindaki stipheleri tespit etmesi ve bu supheleri
ortadan kaldirmak igin ikna etmesi gereken bir surectir. Kanit semalari ise kanit siirecindeki
tim eylemleri analiz etmeyi igcerir (Hareli & Sowder, 2007). Harel ve Sowder'a gore,
ogrencilerin matematiksel gelisim slrecinde hangi kanit semasina sahip olduklari,
ogrencilerin kanit anlama duzeyleriyle ve dgrencileri ikna edebilecek kanit teknikleriyle
dogrudan iligkilidir. Bu ¢erceve, matematik egitiminde dgrencilerin kanit anlama duzeylerini

ve kanit Uretme becerilerini anlamak ve gelistirmek i¢in kullanilabilir (Knapp, 2005).

Balacheff'in (2017) belirttigi gibi; cK¢ teori gergevesi, baslangigta Didaktik Durum
Teorisi ve Kavramsal Alan Teorisi gibi belirli teorilere dayaniyor olabilir, ancak bu ¢cergeve
sinirli degildir. Teorinin gelistiriimesi ve verimliliginin artiriimasi igin, (6érnegin operatér,
temsil, kontrol sistemi) bilesenlerini giglendirmek igin diger teorilerin entegre edilmesi
gerekebilir. Ayrica teori, bilgiyi edinme ve kanitlama arasinda bir kopri kurmayi, kontrol ve
kanit arasinda bir bag kurmayi saglar. Bu da, égrencilerin argimanlari nasil gelistirdiklerini

ve naslil kanitladiklarini anlamamiza yardimci olabilir. Bu sekilde, cK¢ modeli, 6grencilerin



kavramsal anlayislarini derinlestirmek ve matematiksel distinme becerilerini gelistirmek

icin glclu bir arag olabilir.

Sonug olarak, cK¢ modellemesi baslangicta belirli teorilere dayanmasina ragmen,
diger teorilerin entegrasyonu ve genigletiimesi ile daha etkili bir hale getirilebilir. Bu ¢cergeve,
o6grenme sureclerini anlamak ve matematiksel distinme becerilerini gelistirmek igin dnemli
bir ara¢ olabilir. Calisma buradan yola ¢ikarak cK¢ teorisi ile kanit semalarinin entegre

edilmesiyle gerceklestirilmistir.

Fonksiyon kavraminin matematikteki yeri dusunulduginde, 6gretmen adaylarinin
fonksiyon kavramiyla ilgili anlayiglarinin énemi ortaya c¢ikmaktadir. Bu alan, cesitli
matematiksel islevlerin analizine ve Ozelliklerine odaklanarak matematiksel disinme ve
problem ¢ézme becerilerini gelistirmek icin zengin bir zemin saglar (Balacheff & Gaudin,
2002; Balacheff & Margolinas, 2003) Ogretmen adaylarinin fonksiyon kavramina iliskin
bilgileri ve anlayislari matematik 6gretim sureglerine yansiyacak ve bu durum dgdrencilerde
fonksiyon kavraminin olusumunu etkileyecektir. Yapilan literatur taramasinda ozellikle
ulusal alan yazinda cKg¢ teorisi ile yapilan olduk¢a az sayida galisma oldugu gordimustur

(Yazgan, 2006; Calik Uzun, 2012; Uysal, 2019).

Ogrenenlerin anlayislarini belirlemede énemli bir teori olan cK¢ teorisinin égretmen
adaylarinin cK¢ teorisi baglaminda fonksiyon kavramina iliskin anlayislari ve bu anlayislara
ait operatorlerde ifade edilen kanit semalari ile ilgili bilgilerini ortaya ¢gikarma hem teorinin
anlasiimasi hem de &Ogretmen adaylarinin fonksiyonlar konusundaki anlayiglarinin

belirlenmesi agisindan alana katki saglayacaktir.

Buradan yola ¢ikarak matematik dgretmen adaylarinin fonksiyonlar konusundaki
anlayiglari cK¢ teorisi baglaminda analiz edilecek ve anlayis asamasindaki bilesenlerinden
olan operatorlerde, Harel ve Sowder ‘in (1998) tanimladigi kanit semalarinin analizi

yapilacaktir.



Arastirmanin Amaci ve Onemi

Balacheff (2013) kontrol yapisini matematiksel terimlerden olusan operatdrlerden
ayirmanin zor oldugundan ve ¢ogu kez usti kapali bir sekilde yer aldigindan
bahsetmektedir. Problem ¢6zme surecinde ogrencilerin kavramlari nasil bildigini
sorgulamak ve bu kavramlarin dogrulugunu goéstermek icin kontrol yapisinin givenilir ve
gecerli olmasi gereklidir. Bu baglamda problemin ¢6zim sdrecinde 6grencinin gostermis
oldugu eylemin dogrulugunu denetleyen kontrol yapisinin, aksiyomlar, varsayimlar,
tanimlar ve teoremlerle uyumlu olmasi gereklidir. Kontrol yapilarindaki matematiksel
terimler, bilmek ve kanitlamak arasindaki baglari guglendirirken problem ¢é6zimuinin
kanitina gegis saglar (Pedemonte & Balacheff, 2016). Anlayislari olusturan operatoérler
matematiksel bir kuralin uygulamasina karsilik geliyorsa, bu kural kanitta bir teorem ile yer
degistirilebilir (Pedemonte, 2005). Yani bu operatorler kontrol yapilariyla értisur ve kontrol
yapisi gorevini Ustlenir. Ancak bu operatorler matematiksel olarak gegerli dedilse bunu
yapmak mimkun degildir. Ogrencinin problem ¢ézme surecinde gelistirdigi anlayislari ve
yaptigi tim eylemlerin dogrulugu kontrol yapisi ile gdsterilir. Dolayisiyla kanit, kontrol yapisi
ile gerceklestirilebilir. Boylece kontrol yapisinin yonlendirdigi kanit slreci, 6grencilerin
anlayislarini daha iyi analiz etmek ve derinlemesine incelemek ic¢in kanit semalari

kullanilarak gergeklestirilebilir.

Dolayisiyla bu galigmada, ortaddretim matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon
kavramindaki bilgilerini en iyi sekilde analiz etmek ve matematiksel dusincelerini ortaya
¢ikarmak igin Balacheff ‘in gelistirdigi cK¢ (conception, knowing, concept) teorisi ile kanit
surecindeki eylemlerindeki tum anlayislarin incelenmesi ve bu anlayislara ait operatorlerde
ifade edilen kanit semalarinin analiz edilmesi amaglanmaktadir. Literatir incelemesinde
ulagilan c¢alismalarda fonksiyonlar kavraminin cK¢ teorisi altinda kanit semalan ile
inceleyen bir ¢calismaya rastlanmamistir. Bu yluzden, calismadan elde edilecek sonuglar,

o6gretmen adaylarinin fonksiyon kavrami ile ilgili bilgilerini cK¢ teorisi baglaminda belirleme



ve Ozellikle operatdrlerde kullandiklari kanit semalarini ortaya ¢ikarma agisindan alana

onemli katki saglayacaktir.

Arastirma Problemi

Ortadgretim matematik dgretmen adaylarinin cK¢ teorisi baglaminda fonksiyon
kavramina iliskin anlayiglari nasildir ve bu anlayislara ait operatorlerde ifade edilen kanit

semalari nelerdir?
Alt Problemler

1) Ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon kavramlari ile ilgili

anlayislarini yansittiklari operatorler nelerdir?

2) Ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon kavramiyla ilgili
teoremleri kanitlama surecindeki tim eylemlerinde ise kostuklari operatorler

hangi kanit semasinin 6zelliklerini gostermektedir?

Sayiltilar

Ogrencilerin uygulama sirecinde sorulari igtenlikle ve ciddiyetle yanitladiklar ve

fonksiyonla ilgili kavramlara ait anlayiglarini teoremin kanitlarina yansittiklari varsayilmigtir.

Sinirhiliklar

Ogrencilerin fonksiyonlarla ile ilgili anlayiglari verilen iki teoremde yer alan fonksiyon
tanimi, birebirlik, 6rtenlik, fonksiyonun tersi ve bileske fonksiyon kavramlari ile

sinirlandiriimistir.

Ogrencilerle yiiz yize yapiimasi hedeflenen uygulama 6 Subat 2023 tarihinde
yasanan blyUk Tirkiye depreminden dolayi ¢evrim i¢i ortamda yapilan gérismelerle

sinirlandiriimistir.



Tanimlar

Kartezyen carpimi: A ve B bos olmayan iki kime olsun A ile B kimelerinin
kartezyen carpimi a € A ve b € B olmak uzere butin (a, b) sirali giftlerinden olugan

kimedir (Karacay, 2016).

Baginti: Bos olmayan A ve B kumeleri icin A X B kartezyen carpiminin her alt

kimesi A’dan B’ye ikili bir bagintidir (Karagay, 2016).

Fonksiyon: Tanim bdlgesindeki her 6deyi deder bdlgesinde bir ve yalnizca bir

6geye esleyen baginti fonksiyondur (Karagay, 2016).

Anlayis: Ozne ile gevre arasindaki bazi kisitlamalar altindaki eylem-dént

sisteminin dinamik denge haline gelmesidir (Balacheff & Gaudin, 2002).

Bilme: Ozne ile gevrede yasayabilecedi olumlu ya da olumsuz tim eylemler
arasindaki etkilesimin dengeye gelmesidir (Brousseau, 1997). Bilme, anlayislarin

olusturdugu kimedir (Balacheff, 2000).

Kavram: Matematiksel bilmelerin ortak dzelliklerini kapsayan ve bir ortak ad altinda
toplayan genel tasarimdir. Kavram, bilmelerin olusturdugu kumelerdir (Balacheff (2000).
Vergnaud (1996), bir kavrami, bir dizi kavramin bir araya gelerek olusturdugu ve karmasik
bir sistem olarak tanimlar. Kavramlar, 6znelerin deneyimleri, dustnceleri ve sembolik

temsiller araciligiyla sekillenen dinamik yapilar olarak goéralur (Vergnaud 2007, 2013)

Kavram yanilgisi: Ogrencilerin bir konu, kavram veya durum (izerinde kabul edilen
evrensel gerceklerden farlilik gosteren algilamalardir. Bir bilgi hatali, eksik veya uyumsuz
olsa bile 6grenci ortam sisteminin yeterlilik ve etkililik dlgutleri altinda gergeklesen dinamik

bir dengenin sonucudur (Balacheff, 1995).

Hata: Ogrencinin bilmeden ve fark etmeden gergeklestirdigi yanhslardir (Balacheff,

1995).

Ozne (subject): Eylemi gergeklestiren veya durumu sergileyen kisidir.



Ortam (milieu): Ogrencinin Uzerinde etkide bulunan her seyi iceren bir yapidir

(Brousseau, 2002).

Durum: Matematiksel bilginin farkli baglamlarda kullanilabilir oldugunu ve her bir

baglamin bu bilgiyi farkli sekillerde vurguladigini ifade eden kavramdir (Brousseau, 2010).

Sema: Belirli bir durumu veya sireci gorsellestirmek ve anlamak icin kullanilan

organizasyonlu yapilardir (Vergnaud, 2013).

Kanit: Bir matematiksel iddianin dogrulugunu gostermek icin kullanilan mantiksal

bir argimandir (Knapp, 2005).

Kanit semalari: Bir 6znenin kendisini veya kendisi disindakileri, matematiksel bir
durumun dogruluguna veya yanlisligina ikna etmek icin yaptigi agiklamalari, savunmalari
ve kanitlari iceren dusinme bigimidir. Kanit semalari, belirli baglamlarda iddialar
olusturmak icin kullanilan, bir iddianin dogrulugunu tespit etme ve digerlerine ikna etme

sureglerini organize eder ve acgiklar (Harel & Sowder, 2007).
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Boliim 2

Aragtirmanin Kuramsal Temeli ve ilgili Aragtirmalar

Bu kisimda tezin kuramsal ¢ergevesini olusturan cK¢ Teorisi ve Kanit Semalarr’nin
yaninda cK¢ teorisinin temelinde yatan Didaktik Durumlar Teorisi ve Kavramsal Alanlar
Teorisi de acgiklanmaktadir. Anlayis kavrami aslinda epistemolojik durumuna bakildiginda
kavram yanilgilari ile ayni kokene sahiptir (Artigue, 1991, akt., Balacheff 2002). Balacheff
ve Gaudin (2002) anlayislari tanimlarken kavram yanilgilarinin yetersiz kalacagini ve iyi
konumlandirilmis sekilde analiz edilmesi gerektigini sdylemislerdir. Bundan dolayr Kavram

Yanilgilari, Fonksiyonlar ve Kavram Yanilgilari da ayri bir bagliklar altinda agiklanmistir.
Didaktik Durumlar Teorisi

Bachelard'in (1938) epistemolojik engel kavrami, o6zellikle deneysel bilimlerde
bilimsel bilgiye ulasmayi engelleyen zihinsel kisitlamalari ve 6nyargilari ifade eder. Bu
kavram, bilimsel bilgiye ulagsmada zorluk ¢eken 6znelerin (subject) disince yapisindaki
sinirlamalara ve yanlis inanglara isaret eder. Brousseau, bu kavrami matematik egitimine
uygulayarak "bilgi sigramasi" ve didaktik "teoremler" kavramlarini gelistirdi (Brousseau,
1989). Bilgi sigramasi, 6grencilerin matematiksel kavramlari anlamalarini engelleyen
zihinsel engelleri ifade eder. Ogrencilerin matematiksel kavramlari anlamalari igin bu
engelleri agmalari ve yeni bilgiyi sindirebilmeleri gerekir. Didaktik "teoremler”, dgretmenlerin
ve egitimcilerin ogrencilerin bu zihinsel engelleri asmalarina yardimci olmak igin
izleyebilecekleri stratejileri ifade eder. Bu teoremler, 6grencilerin matematiksel kavramlari
daha iyi anlamalarini ve égrenmelerini kolaylastirmayl amaclar. Brousseau'nun didaktik
durumlar teorisi (didactical situation), 06grencilerin matematiksel kavramlari daha
derinlemesine anlamalarint ve 6grenme engellerini asmalarini saglayarak matematik

Ogretimini gelistirmeyi hedefler.

Ogrenme, bir dgrencinin durumuyla etkilesime girer ve bu etkilesim 6grenme

surecini sekillendirir. Didaktik durumlar teorisi, 6grenmenin sadece 06znenin igsel
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Ozelliklerine degil, ayni zamanda digsal faktérlere de bagl oldugunu vurgular. Bu teori,
egitim surecini tasarlarken ve uygularken, égrencilerin icinde bulunduklari durumlari dikkate
almanin énemini vurgular. Bu sekilde, 6grenme deneyimlerinin daha etkili ve anlamli hale

getirilmesi amaclanir.

Brousseau’ya (2002) gore ortam (milieu), 6grencinin Gzerinde etkide bulunan her
seyi iceren bir yapidir. Bu yapi, 6grencinin etkilesim iginde oldudu fiziksel, sosyal, kulturel
ve diger unsurlari kapsar. Teoride, durum kavrami genellikle ortam kavrami Uzerinden
tanimlanir. Durum, bir matematik bilgisinin 6zel kullanim baglami veya sartlari iken, ortam
o6grenciyi harekete gegiren, eylemlerini ve kararlarini belirleyen mekanizmalardir. Ortam,
dgrencinin 6grenme siirecindeki etkilesimlerini ve deneyimlerini sekillendirir. Ogrencilerin
cevresel faktorlerle etkilesimleri, 6grenme slrecinin dinamiklerini belirler ve 6grencilerin
yaklasimlarini etkiler. Dolayisiyla, ortam o6grenme surecinde 6nemli bir rol oynar.
Brousseau'nun vurguladigi gibi, ortam genellikle 6grencinin aleyhine igleyen bir yapi olarak

tanimlanir (Bingdlbali ve digerleri, 2016).

Teoride kullanilan "durum" kavramini matematik egitimindeki 6zel baglamlarin
anlamini vurgulamak igin kullanir ve matematiksel bilginin farkli baglamlarda kullanilabilir
oldugunu ve her bir baglamin bu bilgiyi farkli sekillerde vurguladigini ifade eder (Brousseau,
2010). Matematiksel kavramlar, gesitli baglamlarda kullanilabilir ve her baglamda kavramin
farkli yénleri dn plana gikabilir. Ornegin, tiirev kavrami, teget ve normal dogru denklemini
bulmak icin kullanilabilece@i gibi, bir aracin hizini veya ivmesini hesaplamak icin de
kullanilabilir. Her iki durumda da, tlrev kavraminin &zellikleri farkli acilardan incelenir ve

farkh baglamlarda degerlendirilir (Bingdlbali ve digerleri, 2016).
Ogretme-6grenme iliskisi iginde, bir bilginin aktarimi ve dgrenilmesi sirecinde cesitli
durumlar ortaya c¢ikabilir. Teoride bu agidan doért farkli durum tanimlanmaktadir. Bunlar

didaktik durumlar, didaktik olmayan durumlar, a-didaktik durumlar ve temel durumlardir.

Didaktik durumlar genellikle agik bir 6gretim amaci veya islevi tasiyan durumlar

olarak tanimlanir. Bu durumlar, 6gretmenler tarafindan énceden belirlenen 6grenme
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hedeflerine ulagmak igin tasarlanir ve yonetilir. Ogretmenler, dégrencilerin belirli bir konuyu
o6grenmelerini saglamak icin cesitli stratejiler ve etkinlikler kullanarak didaktik durumlar
olustururlar. Ornegin, bir dgretmenin bir ders sirasinda belirli bir konuyu anlatmasi,
odrencilere konunun pekistiriimesi i¢in verilen alistirmalar veya bir projenin verilmesi gibi
etkinlikler, 6grenciler igin bir didaktik durum olusturabilir. Bu durumlar, égrencilerin belirli
bilgi ve becerileri edinmelerini, anlamalarini veya uygulamalarini saglamak amaciyla
tasarlanir. Didaktik durumlar genellikle 6gretmenin liderliginde gergeklesir ve 6grencilerin
dgrenme sirecini ydnlendirmek igin kullanihr. Ogrencilerin bu durumlarda belirli bir amaci
ve hedefleri oldugu gibi, 6gretmenin de belirli bir 6gretme hedefi vardir ve bu hedef
genellikle 6grenciler tarafindan bilinir. Bu sekilde, didaktik durumlar, 6grenme slirecinin

yapilandiriimasina ve yonetilmesine yardimci olur (Bingdlbali ve digerleri, 2016).

Didaktik olmayan durumlar, 6gretim amaci icermeyen ve bilingli bir 6gretme ¢abasi
olmayan durumlari ifade eder. Bu durumlar, 6grencilerin kendi ¢gabalari veya dogal ¢evreleri
araciligiyla bilgi edinmelerine dayanir. Ogrenciler bu tir durumlarda bilgi edinebilirler, ancak

bu bilgi edinimi planh bir egitim slrecine dayanmaz.

Ornegin, ¢ocuklar evin duvarlarindaki kare pencere gercevelerini, Uggen trafik
levhalarini veya dairenin benzerlerini gorebilir ve geometrik sekilleri dogal ¢evrelerinden
ogrenebilirler. Bu suregte, cocuk kendi gabalariyla geometrik kavramlari anlamaya baslar
ve gunluk yasamda matematiksel 6grenmeyi deneyimler. Dolayisiyla, bu etkilesim 6zel bir
matematik dersi olarak planlanmamigtir; gocugun gevresiyle olan bu etkilesimi didaktik
olmayan bir durumdur ¢linkid bilingli bir 8gretim amacini ve ¢abasini icermez (Bingdlbali ve
digerleri, 2016). Didaktik olmayan durumlar (non-didactical situation), 6grencilerin gcevresel
etkilesimlerinden, deneyimlerinden veya kendi kesifleriyle 6grenme firsatlari bulduklar
durumlari kapsar. Bu durumlar, 6grenme surecini zenginlestirebilir ve 6grencilerin kendi ilgi
alanlarini kesfetmelerine ve 6grenmeye olan motivasyonlarini artirmalarina yardimci
olabilir. Ancak, bu tir durumlar planli bir egitim sirecinin yerini almazlar ve 6gretmenin

bilingli bir midahalesi olmadan gergeklesirler.
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A-didaktik durumlar, égretim amacinin ddrenciye acgik¢a belirtiimedigi ve égrenci
tarafindan hemen fark edilmedigi durumlari ifade eder. Bu durumlarda, belirlenen 6gretim
amacina dolayh yontemlerle ulasilmaya calisilir ve bu amacg genellikle 6grenciyle acikca
paylagiimaz. Ornegin, cocuklarin rakamlari égrenmesi icin tasarlanmis bir oyuncak, a-
didaktik bir durum olusturabilir. Oyuncak tasarimcisi, gocugun o an icin géremedigi bir
ogretimsel amaca sahip olabilir ve bu amag, oyuncak kullanilarak gocugun deneyimledigi
etkinlikler araciligiyla dolayl olarak gerceklestirimeye calisilabilir (Bingdlbali ve digerleri,

2016).

Bu tur durumlar, égrencilerin ilgisini gekmek ve dogal olarak égrenmeye tesvik
etmek icin kullanilabilir. Ancak, 6grenciler genellikle bu tlir durumlarin 6gretim amacini
dogrudan algilayamazlar ve égretmenin veya tasarimcinin belirledigi hedeflere dolayli
yollarla ulasirlar. Bu sekilde, 6grencilerin kesfetme ve deneyimleme yoluyla égrenmeleri
tesvik edilirken, égretmenin rolii daha arka planda kalabilir. A-didaktik durumlar teoride
onemli bir yer tutar ve égrencilerin 8grenme deneyimlerini zenginlestirmek ve derinlestirmek
icin kullanilabilirler. Bu durumlar, 6grencilerin konulari veya gorevleri daha 6zgun bir sekilde

kegfetmelerini ve anlamalarini saglar.

Didaktik durumlar terimi, teoride genellikle daha genis bir anlamda kullanilir ve a-
didaktik durumlari da igerir. Ornegin, Brousseau'nun (1997) belirttigi gibi, 6gretmenin amaci
ogrenciyle etkilesim icindeyken dahi a-didaktik durumu olusturmak ve bu etkilesimlerin
o6grenme surecine katki saglamasini saglamaktir. Bu anlamda, dgretmenin 6grencilerle
olan tim etkilesimleri, 6gretme ve 6drenme slrecinin bir pargasi olarak goérulir ve bu
etkilesimler a-didaktik durumlarin olusturulmasinda ve oOgrencilerin  6grenmelerinin

desteklenmesinde kullanilir.

Temel durumlar (fundamental situation) ise, matematiksel kavramlarin veya
kavramlarin esas anlamini verecek olan a-didaktik durumlar zincirinin ¢ikis noktasi olarak
dusundlebilir. Brousseau'nun ifade ettigi gibi, her bir matematiksel kavram icin bir a-didaktik

durum veya durumlar zinciri bulunabilir. Bu durumlar, matematiksel kavramin temelini
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olusturur ve 6grencilere kavramin esas anlamini saglamak igin kullanilir (Bingélbali ve
digerleri, 2016). Temel durumlar, 6grencilerin matematiksel kavramlari daha derinlemesine
anlamalarina yardimci olmak i¢in tasarlanmistir. Her bir temel durum, belirli bir
matematiksel kavramin temel &zelliklerini ve islevlerini dgdrencilere aktarmak igin

tasarlanmistir.

Brousseau, 6gretim teorisinde oyunlarin énemli bir rol oynadigina inaniyordu ve
Ozellikle a-didaktik durumlarin tasarlanmasi ve uygulanmasi icin oyunlari etkin bir arag
olarak kullanmigtir. Oyunlar, dgrencilerin aktif katiimini tesvik eden, égrenme slrecini
eglenceli hale getiren ve derinlemesine 6grenmeyi destekleyen bir ortam saglayabilir.
Brousseau'ya gore, oyunlar belirli bir yaklagsim gercevesinde titizlikle tasarlanmis olmalidir
(Bingdlbali ve digerleri, 2016). Oyunlar, 6grencilerin belirli matematik kavramlarini veya
becerilerini anlamalarina yardimci olmak icgin secilmis, planlanmis ve ydnlendirilmis

etkinlikler olmalidir.

Ogrenciler, oyunlar sirasinda rakiplerinin stratejilerini  gézlemleyerek, kendi
stratejilerini geligtirebilir ve dedgistirebilirler. Bu sureg¢, 6grencilerin stratejik dusunme
becerilerini guclendirir ve problem ¢ézme yeteneklerini geligtirir (Bingdlbali ve digerleri,
2016). Oyun baglami, 6grencilerin motive olmalarini ve aktif bir sekilde katilimlarini tesvik
ederken, ayni zamanda stratejik disliinme ve problem ¢ézme becerilerini gelistirmelerini

saglar. Bu nedenle, oyunlar 6gretim ve 6grenme surecinde dnemli bir rol oynar.

Brousseau (1997), a-didaktik ortami merkeze alarak 6gretim slrecini bes asamali
bir modelle tanimlamistir. Bunlar sorumluluk devretme (devolution), eylem durumu
(situation of action), ifade etme durumu (situation of formulation), dogrulama durumu

(situation of validation) ve kurumsallastirma (institutionalization) dir.

Teoride, 6gretmenin mudahalesi minimum duzeydedir ve genellikle sadece oyunun
tanitimi, grup etkilesimlerinin organizasyonu ve o6grencilerin fikirlerini toplamak gibi
gorevlerle sinirlidir. Bu noktada, ilk agsama olan sorumluluk devretme (devolution) kavrami

devreye girer (Bingélbali ve digerleri, 2016). ilk asama olan sorumluluk devretme,
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O0gretmenin o6grencilere daha fazla sorumluluk ve kontrol vererek 6grenme surecini
yonlendirmelerine izin vermesini ifade eder. Sorumluluk devretme stirecinin etkin bir sekilde
gerceklesmesi icin 6gretmen ve 6grenciler arasindaki karsilikli beklentilerin iyi anlasiimasi
oldukga kritiktir. Iyi anlasilan beklentiler, dgretmenlerin ve dgrencilerin rollerini daha net bir
sekilde belirlemelerine yardimci olur ve béylelikle egitim hedeflerine daha etkin bir sekilde
ulasiimasini saglar (Erdogan & Erdodan, 2013). Egitim-6gretim sdrecindeki karsilikli
beklenti ve sorumluluklar batinine "didaktik sézlesme" (didactic contract) adi verilir. Bu
sdzlesme, resmi bir yazili belge olmaktan ziyade, egitim-6gretim sireci igerisinde olusan,
gelisen ve degisen bir sistemdir. Didaktik s6ézlesme, d6gretmen ve dgdrenciler arasinda
karsilikli beklentilerin ve sorumluluklarin belirlendigi bir anlagsmadir (Erdogan & Erdogan,

2013).

ikinci asama eylem durumu (situation of action), bu durum, oyuncunun oyunu yeni
6grenirken ortaya koydugu eylemleri ve strateji gelistirme ¢abalarini ifade eder (Bingdlbali
ve digerleri, 2016). Yeni 6grenen bir oyuncu, deneme-yaniima yontemlerini kullanarak
oyunun kurallarini, mekanizmalarini ve stratejilerini kesfetmeye calisir. Bu durumda,
oyuncu oyun deneyimiyle etkilesim halindedir ve kendi stratejilerini gelistirmek igin ¢caba sarf

eder.

Uglincli asama ifade etme durumu (situation of formulation), bu durum, oyuncunun
buldugu kisisel stratejileri uygun bir sekilde ifade ederek baskalariyla paylasilabilir hale
getirmesini ifade eder (Bingolbali ve digerleri, 2016). Oyuncu, kendi stratejilerini diger
oyuncularla veya Ogretmenle paylasarak fikir aligverisinde bulunur. Bu durumda,
stratejilerin sesli bir sekilde ifade edilmesi ve agiklanmasi énemlidir, ¢linkl bu diger

oyuncularin stratejileri anlamalarina ve tartismalarina olanak tanir.

Dérdlinct agama dogrulama durumu (situation of validation), bu durum, ifade edilen
stratejilerin gercekten dogru ve etkili olup olmadiginin test edilmesini ifade eder (Bingdlbali

ve digerleri, 2016). Diger oyuncularin veya 6gretmenin geribildirimleriyle, oyuncu kendi
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stratejilerini degerlendirir ve gerekirse dizeltme veya ayarlama yapar. Bu durumda, oyuncu

stratejilerinin etkinligini sorgular ve gelistirmeye acik olur.

Son asama olan kurumsallastirma (institutionalization) Brousseau'nun teorisinde
onemli bir kavramdir. Brousseau'ya gore, sinif bir sosyal yapi ve kurumdur ve bir bilginin
kurumsallastiriimasi, o bilginin sinif tarafindan kabul edilen bir bilgi haline getiriimesi
anlamina gelir. Ogretmen, égrencilerin Uretkenliklerini tesvik ederken, onlarin gelistirdigi
bilgileri degerlendirir ve sinifin kolektif bilgi tabanina katki saglayacak énemli bilgileri belirler

(Bingdlbali ve digerleri, 2016).

Kavramsal Alanlar Teorisi

Vergnaud'un Kavramsal Alanlar Teorisi, 6znelerin bilgi insasini kavramlarin gelisimi
uzerine odaklanarak aciklar. Teoriye gore, 6zneler farkli duzeylerde teoremleri anlayarak
iliskiler kurmali ve sorunlari kavramsallastirarak bilgiyi insa etmelidir. Kavramsallastirma
sureci, teorik sorularin yani sira uzun bir diyalog yoluyla da gergeklesebilir. Vergnaud'un
Kavramsal Alanlar Teorisi, kavramlarin arasindaki iligkileri ve ayriliklari, psikolojik bir
kavrama teorisi olarak konumlandirarak incelemeye imkan tanidigini belirtmigtir. Teori,
matematik egitimi alaninda, 6grencilerin matematiksel yeteneklerini arttirmayi hedefleyen
ve matematiksel kavramlari daha iyi anlamalarini saglayan yaklagimdir. Ayni zamanda,
bilginin dilsel ve sembolik ifadelerinden fiziksel olanlardan olusan islevsel formu arasinda

daha siki ve etkili bir sekilde baglantilar kurma gabasini vurgulamaktadir (Vergnaud, 2009).

Vergnaud (1996), bir kavrami, bir dizi kavramin bir araya gelerek olusturdugu ve
karmasik bir sistem olarak tanimlar 6zneler tarafindan yapilandirilan bu kavramlar, 6znenin
karsilastigi sorunlu durumlar araciligiyla ifade edilir, ginku her kavramin 6znenin dusunsel
sureglerine ve pratik ihtiyaclarina uygun sekilde kullanilabilir olmasi gerektigi ve gercgek
durumlara destek saglamasi ya da "Ozellikleri ve iligkileri agisindan dugunulmeli veya

aciklanmalidir" diguincesini yansitir.
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Kavramsal alanlar teorisi, 6grencilerin matematiksel yeteneklerini uzun ve orta
vadede artan karmasiklikla tanimlamak ve analiz etmek ile operasyonel formlar arasinda
daha saglam baglantilar kurmak gibi iki ana hedefe odaklanan gelisimsel bir teoridir. Bu
teori; bilgiyi, fiziksel ve toplumsal dinyadaki eylemlerden olusan ytklemsel bigimiyle
birlestirir. Kavramsal alan cergevesi, bilginin ilerleyen karmasikligina odaklandigindan,
matematigin epistemolojisini ve 6grencilerin kavramsallastirma slrecinin daha iyi
anlasiimasina katkida bulunabilir, bu da 6gretmenlere didaktik durumlari ve midahaleleri

daha etkili bir sekilde yonlendirmelerine yardimci olabilir (Vergnaud, 2009).

Vergnaud'a gore, bir kavramsal alanin genis bir durum ve kavramlar serisi olarak
dusunulmesi gerekir. Kavramsal alanlar arasindaki ayrimin énemine vurgu yapar, ¢unku bu
alanlar bagimli olabilir, ancak bunlarin ayri olarak diistiniilmesi énemlidir. Ornegin, tirev
alani, diger kavramsal alanlarla baglantili olabilir, ancak bu alanlar arasindaki farkhliklarin
anlasiimasi gerektigini belirtir (Cedran & Kiouranis, 2019). Bir kavram alani, 6znenin gesitli
olaylarda uyguladigi ve sosyal olarak tanimlanmigs kavramlarla sinirli olan bir alani temsil

eder.

Kavramsal alanin, bir dizi durumu i¢ceren ve bu durumlar arasinda baglantilar kuran
bir sistem oldugunu anlamak, 6grenme ve 6gdretme sureclerini analitik bir ¢ercevede
degerlendirmenin énemini vurgular. Kavram sistemlerinin geligimi, strekli bir suregtir ve bu
sistemler genellikle kismi, kirilgan ve tutarsiz olabilir, ancak ddrenme surecinin her
asamasinda mevcuttur. Bu durumlar, epistemolojinin 6nemli olmasini saglar, ¢unku
kavramsal alanlar, 6grenme ve 6gretme faaliyetlerini anlamak i¢in kullanilan bir gergeveyi

temsil eder (Vergnaud, 2013).

Kavramsal Alanlar Teorisi, 8grenme sirecini ve karmasik kavramlarin olusumunu
incelemek igin temel prensip etrafinda organize edilmis uygun ve etkili bir gergeve getiren
biligsel bir teoridir. Teori 6grenme bakig acilarini ele alan bir plan (durum) sunarak ayni

zamanda Didaktik Durumlar ile de ilgilidir (Vergnaud, 1990, akt., Otero ve digerleri, 2015).
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Vergnaud (2013) kavrami, birbirinden bagimsiz olmayan ug farkli bilesenin bir araya

gelmesiyle tanimlamistir.
Kavram (concept)=(S, I, L)
S (a set of situations): Kavrama anlam veren durumlar kimesidir.

| (a set of operational invariants): Durumlarda ortaya cikan semalari birlestiren

operasyonel (islevsel) degismezler kimesidir.

L (a set of linguistic and symbolic representations): Dilsel ve sembolik temsillerin
(cebirsel, grafiksel vb.) kavramlarin ve iliskilerinin temsil edilmesine olanak saglayan

cebirsel, grafiksel vb. gibi dilsel ve sembolik temsillerin kiimesidir.

Kavramlar, 6znelerin deneyimleri, distnceleri ve sembolik temsiller araciligiyla
sekillenen dinamik yapilar olarak gérular. Bu baglamda, kavramlarin anlami ve iglevi,
Oznelerin i¢ dunyalariyla, cevreleriyle ve sembolik sistemlerle etkilesim halinde oldugu
kompleks bir agin parcasi olarak anlasilir. Kavramlar, sadece 6znenin 6zelligi olan
Ozelliklerden degil, ayni zamanda semalarda bulunan iglevsel degismezler gibi durumlarla
ilgili bilegenlerden de olugur. Bu, kavramlarin 6znelerin zihinsel yapilariyla etkilesim halinde
oldugunu ve bu etkilesimin kavramlarin anlamini sekillendirdigini gosterir (Vergnaud 2007,

2013).

Vergnaud'a (1998) goére, kavramlarin olusumu degismezler (I) ve durumlar (S) ile
iliskilidir, ¢iinkl kavramlar nesnelerin 6zellikleri, iligkileri ve donusumleriyle tanimlanir. Bu
olusum sureci, temsiller kiimesi (L) tarafindan goésterilebilir. Yani, 6zneler i¢in kavram

olusturma fikri, bu kimelerin (S, | ve L) birlikteligini ifade eder.

Degismezler kimesine ait unsurlar, belirli bir kavramin degismez ozelliklerini ve
karakteristiklerini temsil eder. Degismezler kimesi,” bir kavramin veya distincenin 6zinu

olusturan temel unsurlari igeren bir kime olarak dagunuldr.

Operasyonel degismezlerin, hedeflerle baglantili olarak eylemi icermesi ve ilgili

icerikleri durumlara eklemekle iligskilendirilmesi, bir planin etkinligi Gzerinde belirleyici bir rol
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oynar. Ayni zamanda, ¢ikarim olasiliklariyla ilgilenmek, planin sadece belirli durumlari degil,
ayni zamanda farkli kosullar ve senaryolari ele alacak sekilde esnek ve uyarlanabilir
olmasini saglar. Bu, 6znelere genis bir yelpazede c¢esitli durumlarla basa ¢ikma yetenegi

kazandirir.

Operasyonel degismezler, Piaget'in bilissel gelisim teorisinde ortaya attigi bir
kavramdir. Bu kavram, 6znelerin biligsel sureclerini ve bilgiyi igsleme yontemlerini agiklamak
icin kullanilir. Operasyonel degismezler, 6znelerin zihinsel islemlerini ve mantiksal
dusutnme yeteneklerini temsil eden belirli kaliplar veya yapilar olarak distnulir ( Vergnaud,
2013). Ayrica bir kiginin gevresini algilamasi, anlamasi ve organize etmesi icin temel
yeteneklerini temsil eder. Bu degismezler, bilissel gelisim slrecinde ¢ocuklarin yaslarina
bagl olarak farkhlasabilir ve karmasiklasabilir. Piaget'e gére, operasyonel degismezler,
6znenin zihinsel yeteneklerinin evrensel bir siralamasini temsil eder ve bilissel gelisimde

belirli agamalar isaret eder (Vergnaud, 2013).

Piaget'in sema kavrami, 6znenin c¢evresini anlamak ve deneyimlemek igin
olusturdugu biligsel yapilari temsil ederken, degismez operasyonlar terimi, znenin zihinsel
islemlerini karmasiklastirma yetenegini ifade eder (Vergnaud, 2013). Vergnaud'un bakis
acisina gore, semalar sadece Piaget'in sema kavramindan farkli bir anlam tagimakla
kalmaz, ayni zamanda matematiksel semalarin yani sira agiklayici, sézel ve sosyal semalar
gibi cesitli tarleri icerir. Bu, semalarin genis bir yelpazede biligsel siurecleri ve bilgi turlerini
icerdigini vurgular. Bu gesitlilik, 6znelerin farkli alanlarda etkili bir sekilde dustinmelerini ve

6grenmelerini saglar (Cedran & Kiouranis, 2019).

Semalar, belirli bir durumu veya sureci gorsellestirmek ve anlamak igin kullanilan
organizasyonlu yaplilar olarak dusundlir (Vergnaud, 2013). Semalarin, belirli durumlarla
karsilasildikca degistigi, ancak davraniglarin organizasyonu karsisinda degismez oldugu
belirtiliyor. Bir durumu anladigimizda, semalar etkili bir gsekilde devreye girer ve o durumu
¢dzmek icin gerekli olan semalar aktive olur (Vergnaud, 1996). Bu perspektif, semalarin

esneklik saglayarak durumlara uyum saglamak ve cesitli kosullar altinda etkili bir sekilde
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kullaniimak Uzere organize oldudunu vurgular. Var olan semalar, yeni durumlara uyum
saglamak icin uygun hale getirilir veya gelistirilir. Ancak bir sema gelisimi igin belirli bir
durumun gerekli oldugu, dusiincenin degismez bicimlerinin genellikle yazili veya s6zlU
olarak bilgi paylasiminin ve iletisiminin sunulmasiyla anlasilabilir. Bu baglamda,
operasyonel degismezlik kavrami, kavramin durumunu tamamlayarak semalardaki bilgiyi

sekillendirir (Vergnaud, 1996).

Vergnaud'a (2013) gore, bir planin temel islevleri, tanidik durumlari diizenlemek ve
yonetmekle kalmaz, ayni zamanda alisiimadik durumlari ele almak ve bu durumlarla basa
¢cikmaktir ve bdylece planin daha basarili ve amacina uygun bir sekilde ¢alismasini
saglayarak sonuclari genisletmektir. Bu sayede, semalar ¢esitli durumlara uyum saglar ve

biligsel gelisim surecinde farkh tardeki durumlara da uygulanabilir hale gelir.

Durumlar ve semalar birbirini tamamlayan kavramlardir. Her ikisi de birbirinden ayri
dusunulemez ve birbirlerine baghdir. Durumlar, semalarin igerigini olusturur, semalar ise
durumlarin anlamini sekillendirir. Ogretmenlerin egitim sirecinde sunduklari durumlarin
secimi, 6grencilerin kavramsal anlayisini ve semalarini gelistirmelerine yonlendirici bir etki

saglar. Bu, dégrencilerin daha derinlemesine anlamalarini ve 6grenmelerini destekler.

Temsil suregleri, 6znelerin dusuncelerini ifade etmelerini, bilgiyi bagkalarina
aktarmalarini veya zihinsel sureglerini sembolik bicimde organize etmelerini saglar. Bu
suregler, genellikle dogal dil, matematiksel semboller, resimler veya diger sembolik araclar
kullanilarak gercgeklestirilir. L kiimesi, zihinsel olarak iki nesnenin ve durumun olusturulmasi
yoluyla yapilir. Bu olugsum sireci, kavramin anlamlandiriimasina ve tasvir edilmesine
yardimci oldugunu ifade eder. Bu tir durumlar, problemin 6zelligine bagl olarak daha
spesifik bir dilin kullaniimasini gerektirir. Dolayisiyla, temsiller kimesi (L), dedismezler

kimesiyle (l) yakindan iligkilidir (Cedran & Kiouranis, 2019).

Vergnaud'un temsil konusundaki perspektifi, temsilin sadece nesneleri gdstermekle
kalmayip ayni zamanda kavramlar sistemiyle sekillendigini vurgular (Vergnaud, 2007). Bir

nesneden s6z etmek veya figurlerle temsil etmek, bu kavramlar sisteminin
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resmilestiriimesini gerektirir. Resmilestirme sireci, hem epistemik bilesenleri hem de
operasyonel degismezleri icerir ve 6znelerin eylemleriyle etkilesim icindedir. Temsil, agik ya
da oOrtuli olabilir ve bu durum, 6znelerin deneyimlerine, eylemlerine ve degismezlere
baghdir. Bu anlamda, temsilin sembol veya dil tlrlerinden olusan bir yéni oldugu belirtilir,
bu da 6znelerin nasil distindigunu ve anladigini anlamak igin genis bir perspektif sunar.
Vergnaud'a gore, bir temsil, gdsterenler ve anlamlarin bir sistemidir. Kavrama anlam veren
unsurlar yalnizca durumlardir ve olaylarin kendisinde dogrudan bir anlam bulunmaz. Anlam,
kelimelerin igindeki sembollerde degil, sadece 6zne, durum ve gosterenler arasindaki

iliskide bulunur (Cedran & Kiouranis, 2019).

cK¢ (Conception, Knowing, Concept)

Balacheff (2017), Didaktik Durumlar Teorisi ve Kavramsal Alanlar Teorisine dayali
olan ck¢ teorisini; 6grenci anlamalarini, bilissel model sunmak amaciyla degil 6grenci ile
ortam arasindaki etkilesimleri gdstermek ve karakterize etmek amaciyla gelistirilmigtir.
Didaktik bir bakis agisiyla — “Bir 6gretim durumunun modellenmesi; egitim sistemi, 6grenci
sistemi, ortam gibi farkl alt sistemler arasinda hedef bilgiye 6zgu bir oyun Uretmekten
olusur” (Brousseau, 1997 s.47). Bu yaklasimda, 6gretmenin kendisinin de egitim sistemi
icinde bir oyuncu oldugu Uzerinde durulmustur ve 6grenenin kavramlarin alt yapilarini nasil
olusturdugu, 6grenmeyi nasil gelistirdigini ayirt etmede sinirhliklar vardi (Balacheff, 2013).
Balacheff bu sinirliliklari kaldirmak, égrencinin 6grenme sureglerini belirlemek, 6grenmenin
gerceklesmesi icin yapilan tim eylemlerdeki 6grenci anlayiglarini belirlemek ve analiz

etmek igin cK¢ teorisini gelistirmistir.

Brousseau (1997), bir kavrami 6grenmeyi, ne sadece 6drenene ne de cevreye
baglamistir. Ogrenme; dzne ile cevrede yasayabilecedi olumlu ya da olumsuz tim eylemler
arasindaki etkilesimin dengeye gelmesidir. Didaktik durumlar teorisinde kavramlar,
durumlar Gzerinden detayl bir sekilde agiklamigtir ve durumlar ortam kavrami Gzerine insa

edilmistir. Buna dayanarak Balacheff ve Gaudin (2002), anlayigi 6zne ¢evre arasindaki
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bazi kisitlamalar altindaki eylem-dénit sisteminin dinamik denge haline gelmesi olarak

tanimlamistir.

Sekil 1

Bilmenin betimlemesi (Balacheff, 2010, s.125 ‘den uyarlanmigtir)

kisitlamalar

!

eylem
donut

kisitlamalar

Ogrenciler sahip olduklari bilgi ve kavramlardan farkli bir durumla karsilastiklarinda
soruyu yanitlarken celiskiler ve basarisizliklar meydana gelebilir. Bu durum genellikle farkli
problem durumlarinda ise yarayan bilgi ve kavramlari harekete gegirirken sistematik bir
sekilde hata yapmakla ortaya c¢ikar. 80'lerdeki klasik digince, bu hatalar kavram
yanilgilarin belirtileri olarak degerlendirildi. Kavram yanilgilari, 6grencilerin bir konu,
kavram veya durum Uzerinde kabul edilen evrensel gergeklerden farliik gdsteren
algilamalardir. Hata ise 6grencinin bilmeden ve fark etmeden gergeklestirdigi yanhslardir.
Bir bilgi hatali, eksik veya uyumsuz olsa bile 6grenci ortam sisteminin yeterlilik ve etkililik

Olgutleri altinda gerceklesen dinamik bir dengenin sonucudur (Balacheff, 1995).

“ Bir gocugun bir d6gretmen, arastirmaci veya uzmanla ayni olaylar kimesini
gbremeyedbilir [...] birgok kez ¢cocugun tepkisi gok cabuk hatali olarak etiketleniyor ve [...]
eger cocugun durumu nasil anlamlandirdigi hayal edilirse, o zaman hatalarin mantikli ve
desteklenebilir oldugu gorulecektir” (Confrey, 1990, s.29). Balachef bu goruge katilarak

“kavram yanilgilar”” terimini kullanmaktan vazgegiyor. Ogrencilerin ayni problem
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durumunda sahip olduklar farkh ve geligkili davranis modelleri vardir. Ogrenci
davraniglarinin gézlemlenmesindeki zorluklar nedeniyle ‘bilgi’ ifadesinden farkli bir ifadeye
ihtiyac duyulmustur ve bunun yerine ‘anlayis’ ifadesi kullaniimistir (Balacheff, 2017).
“anlayis” daha ¢ok uygulamali bilim egitimlerindeki teori galismalarindan bahsetmek igin
kullanilan bir ifadedir. Anlayis s6zctugu bu ¢alisma alanlarinda nesne olarak alinmamistir,
daha iyi temellendiriimis bir bilgi icin kavramlarin tanimi ve bunlarin farkliliklarini ve

benzerliklerini analiz etmeye olanak taniyan araclar olarak islev gérmustur.

“ Anlayis” matematik dgretiminde yapilan ¢ogu arastirmalarda yillarca Uzerinde
durulmus ve agiklanmaya calisiimistir. Ancak anlayis bilmeler icin bir arag islevi gorir ve
ustl kapali olarak deginilmistir. Aslinda epistemolojik durumuna bakildiginda kavram
yanilgilari ile ayni kdkene sahiptir (Artigue, 1991, akt., Balacheff 2002). Balacheff ve Gaudin
(2002) anlayiglari tanimlarken kavram yanilgilarinin yetersiz kalacagini ve iyi
konumlandiriimis sekilde analiz edilmesi gerektigini sdylemislerdir. Kavram yanilgilari
sadece yanlig cevaplara goétirmez, bazi kisittamalar altinda dogru sonuca da ulastirabilir.
Kavram yanilgilarinin dogru ve gegerli oldugu alanlar da vardir. Ornegin, égrencilerin,
“Sarekli fonksiyonlarin bir dizisi strekli bir limite sahiptir’ seklinde fonksiyonlarin belirli
Ozelliklerini korunduguna dair yaygin bir kavram yanilgisi vardir. Bu bilgi genellikle hatali
sonuglar verir. Ancak dizglin yakinsaklik kosulu altinda bu yanilgi dogru ve gecerli bir

bilgiye doénusur (Balacheff, 2002).
Artigue (1992, akt. Balacheff, 2002) verdigi bir érnekte ise “ x sonsuza giderken
f(x)'in sonlu bir limiti varsa, f'(x) sifira gider”.

Bahsedilen yanlig teoremin "bOyle bir ekstra hipotezin somut Ornegi olarak

gérulebilecegdi" sonucuna varir: yeterince blyuk x icin, f monotonsa, f' zorunlu olarak
bir limite (sonlu olsun ya da olmasin) ve yatay asimptot O ile uyumlu benzersiz bir

limite sahiptir. Yani f monotonik kosulu eklendiginde bu yanlis teorem dogru olur”

Burada &égrenen, problem ¢ézme durumunda yaptigi hatalarin makul bir sekilde

aciklayarak cevre ile etkilesimini denge durumuna getirebilir. Yani bu sekilde hatalar
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Ogreten tarafindan curGtulerek 6grenme gercgeklestirilebilir. Bu ylzden anlayiglar 6grenme
surecinde dogru ya da hatali eylemlerin timudur (Balacheff, 2000; Balacheff & Gaudin ,
2002). Ogrencilerin anlayislarina dair bilgi edinmenin yolu, onlarin anlayislarinin sonucu
olan davraniglarini ve ortaya koyduklari her turli dugunceleri incelemektir. Bu tur
incelemeler ve degerlendirmeler gdzlemlenen davraniglar ile anlayis arasinda gegerli bir
iliski kurulabildigi takdirde mimkuindur ve sonuglari anlamhidir. Davranis 6grencinin gevresi
ile olan iliskinin somut gostergesidir ve 6grencinin 6zelliklerine bagl oldugu kadar ¢evresinin

Ozelliklerine de baghdir (Balacheff, 2017)

Balacheff (1995) c¢ikarmak istedigi anlami; bir anlayisin dogru bilgilerden,
hatalardan ve engellerden kendi icinde olusmasi igin gevresi ile dinamik denge durumuna
getiren tim dusunce sistemidir diye tanimlamigtir. Balacheff (2000) anlayis, bilme ve
kavram arasindaki iligkiyi sdyle yorumlamistir; bilme, anlayislarin olusturdugu, kavram ise
bilmelerin olusturdugu kiimelerdir. Ornegin; kesirler kavrami ile ilgili anlayislarin bilmeleri ve
bu bilmeler de birleserek formal kesirler kavramini olugturmaktadir. Bundan dolayi bizde

galismamizda anlayis kavrami Uzerinde duracagiz.

Anlayislari iyi bir sekilde incelemek ve analiz etmek igin araglara ihtiyacimiz vardir.

Balacheff ve Gaudin (2002) cK¢ modelinde anlayisin agamalarini 4 bilesenle ifade etmigtir.
Bu modelde anlayis C;
P: Problemler kimesi
R: Operatorler kiimesi
L: Temsil kimesi
> : Kontrol yapisi olmak tzere C(P,R,L, 3) dortlisi olarak géstermisgtir.

Balacheff anlayisin ilk G¢ bilesenini neredeyse dogrudan Vergnaud’'un Kavramsal
Alanlar Teorisinden almigtir. Sadece psikolojide kullanilan ifadelerle karismamasi igin farkh
ifadeler kullanmisgtir. Operatorler, 6grenen/ortam sisteminin isleyisinde gézlemlenebilen

eylemlere karsilik gelir; psikolojik agidan semalar degillerdir. Temsil sistemi, problemlerin
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ve formillestirme geren operatorlerin temsiline izin veren, etkilesimi destekleyen tim

gOsterim araclardan olusur (Balacheff, 2013).

Vergnaud'un modeliyle arasindaki iki temel fark “Durum” yerine “problem” teriminin
kullanilmasi ve “kontrol yapilarinin” agik¢a belirtiimemesidir. Burada “problem” anlami
“Durum” dan daha dardir. Problemin igcinde bulunan genis egitimsel, kurumsal veya maddi
baglami degil 6grenci ile ortam arasinda gergeklesen rahatsizliklarin sonuglarini ifade eder.
Problem kiimesini olusturmada iki fikir Gzerinde durulmustur: (i) anlayisin etkili bir sekilde
saglandidi tim problemleri dahil etmek (Vergnaud, 1991) ancak temel kavramlar igin etkili
olmayacak kadar geneldir; (ii) diger problemlerin tiretilecegdi sonlu bir problemler kiimesini
dikkate almak (Brousseau, 1997), ancak herhangi bir anlayis icin boyle Uretken bir
problemler kimesini tespit etme sorununu ortaya cikartir. Belli kavramlar Uzerinde
galisirken olusturulan Problemler kimesi hem &grencilerin  belirli  durumlardaki
gbzlemlerinden hem de matematik uygulamalarinin analizlerinden tlretiimesi ile bir nevi

Brousseau'nun 6nerisinin pragmatik bir uygulamasi olarak ¢aligmaktadir.

Gogu problem bir anlayisi harekete gegirerek ¢ozilemez. Bu genel nitelemeden, bir
anlayisin bir soruna 6zgu oldugunu (onu ¢dzen herhangi bir kavram dizisi bu kavrami igerir)
veya anlayiglarin bir problem ¢ézme bakis agisiyla esdeger oldugunu ifade etmek gibi daha
belirgin 6zellikler turetilebilir. Bu da problemler ve anlayislar arasinda ¢ift yonli bir yapiya
sahip oldugunu gosteriyor. Anlayiglar, tanimlamalarinin bilesenleri olarak problemlere
intiyac duyarken problemler anlamlarini, ¢gozimlerine katkida bulunan anlayiglardan aliyor

(Balacheff, 2013).

P problemler kiimesi; anlayislarin uygulanacagi sorular kumesidir (Balacheff &
Gaudin, 2002). Yani anlayislarin anlam kazanacagi problemlerin olusturdugu kiime olarak
ifade edilebilir. Ornegin; “ondalik sayilar toplanirken virgiilden énceki ve sonraki sayilar ayri
ayri toplanir ve virgul ile aynlir’ anlayisinin gerceklesecegi problem kumesi ondalik
sayllarda toplama islemidir (Calik Uzun, 2012). Problem kiimesini olustururken bir segcenek

anlayisin uygulanacagd: tum sorulari ele alirken, diger bir segenek problemlerin
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birbirlerinden tireyebilecedi sonlu bir kime olusturmaktir. Fakat bu segenek her anlayis i¢in
yapilabilecek problem kiimesi olusturulabilecegini agiklamamaktadir (Balacheff & Gaudin,

2002).

R operatdrler kiimesi; problemleri ¢ézmek icin kullanilan, 6zne ile ¢cevre arasindaki
iliskileri elde etmek icin yapilan tim eylemlerin araci olarak ifade edilebilir. R, 6grenen ile
ortam sisteminin isleyisi sirasinda goézlemlenebilen davraniglar tarafindan somutlastirilan
eylemlere karsilik gelir (Balacheff, 2017). Operatérler, argimanin mantiksal yapisini
olusturan ve argimani desteklemek veya glglendirmek igin kullanilan unsurlardir. Ancak,
eylem kavrami, sadece bir faaliyetin fiziksel gerceklesmesini ifade etmez, ayni zamanda bu
faaliyetin bilingli bir iradeyle gerceklestiriimesini icerir. Dolayisiyla, operatorlerin
tanimlanmasi, argiman analizi sldrecinde, argimanin mantiksal yapisini olusturan ve
argimanin guglendirimesine veya zayiflatimasina katkida bulunan belirli bilesenlerin
belirlenmesine odaklanir. Dolayisiyla, operatdrlerin tanimi, sorunlari donustlirme yetenegini
vurgulamanin yani sira, 6znenin eylemlerini gerceklestirmesine izin verme yetenegini de
icerir. Bu, operatorlerin, 6znenin problem c¢dzme surecinde etkili bir sekilde hareket

etmesine yardimci olan 6nemli araglar oldugunu vurgular.

Balacheff ve Margolinas (2005) tarafindan operatorlerin tanimi, sorunlarin
donustlrilmesine izin veren unsurlar olarak belirtir. Bu, operatérlerin, 6znenin belirli bir
sorunu ¢6zmek veya belirli bir hedefe ulasmak igin eylemlerde bulunmasina olanak
tanidigini ifade eder. Oznenin belirli bir hedefe ulasmak icin operatérleri kullanmasi,

problem ¢ézme sirecinde kritik bir rol oynar.

Operatorler ¢6zimun direkt yapilmasina izin veren “somut” nesne olabilecegi gibi,
sbdzel, sembolik veya grafiksel temsillere uyarlamaya izin veren “soyut’ tanimlar hatta
teoremler de olabilir (Balacheff & Gaudin, 2002) (Bkz. Tablo 1 ve Tablo 2). Ornegin, “(Eger)
f: R —> R fonksiyonunda V x € R igin f (x) = a ise f fonksiyonu sabit fonksiyondur” ifadesi

operatore 6rnek verilebilir (Calik Uzun, 2012).
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Anlayisin Gg¢lncl bileseni olan L temsil kiimesi, 6grenen ile ¢evre arasindaki
etkilesimde kullanilan, etkiyi doniti ve c¢oézumleri destekleyen, operatér ve problem
kiimesinde olan her turli cebirsel dil, matematik yazilimlar, grafik, sembol, simge vb.
gOsterimlerden olusan kumedir (Balacheff & Gaudin, 2002) (Bkz. Tablo 5 ve Tablo 6).
Temsiller sistemleri, operatérlerin belirlenmesini, problem ¢ézimlerinin formule edilmesini,
degerlendirmek ve dogrulamak icin kontrollerin olusturulmasini saglayan sembolik veya
dilsel gésterimlerin olusturur (Balacheff & Margolinas, 2003). Ornegin, bir dgrenci cebirsel
bir ifadeyi ¢ozerken, matematiksel ifadelerin sembollerle ifade edildigi bir temsil sistemi
kullanir ve bu temsil sistemi ona islemleri gerceklestirme ve problemi ¢dzme yetenedi
saglar. Ornegin; R — R, V x € R gibi ifadeler operatérleri, problemleri veya kontrol yapilarini

olusturan modeller yani temsillerdir.

Anlayisin son bileseniolan Y kontrol yapisi, 6grencinin problemi ¢ozerken yaptiklari
islemleri dogrulamak, 6zne ile ortam dongusunun dinamik dengeye ulasip ulasamadigini
yani 6grenmenin gerceklesip gerceklesmedigini denetlemek, karar almak ve yargida
bulunmak igin gerekli tim araglardir (Balacheff & Gaudin, 2002). Bir kontrol yapisi, 6znenin
eylemlerinin gecerliligini veya bir sirecin sonlandirilmasini yargilamayr mimkun Kkilar.
Ancak, bu terim ayni zamanda, tahminlere, strateji gelistrmeye veya siralamanin
gegerliligine iliskin bir degerlendirme yapmayi da igerir. Temelde, kontrol yapisi, farkli
kontroller arasindaki iligkileri ve bu kontrollerin 6znenin hedeflerine ulasma slrecinde nasil

etkilesime girdigini tanimlar.

Kontrol yapisi, 6édrenenin gergeklestirdigi eylemlerin dogrulugunu gdstermeyi,
ogrenene geri bildirim vermeyi, dahasi 6grenen, cevre ve problem boyutlarini dikkate alarak
matematiksel kaniti tanimlamamizi saglar (Balacheff, 2010). Bu, matematik 6grenme
surecinde &grencilerin kargilastigi sorunlarin nasil ele alinacagini, hangi adimlarin
atilacagini ve hangi kontrollerin uygulanacagini belirleyen bir yapidir. Kontrol yapisi,
6grenme slrecinde o6grencinin eylemlerini yonlendirir ve dogrulugunu degerlendirir.

Ogrencinin her adimda ne kadar dogru oldugunu degerlendirerek, 6grenenin ilerlemesini
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izlemeyi ve gerektiginde geri bildirim almay! saglar. Kontrol yapilarindaki matematiksel
terimler, bilmek ve kanitlamak arasindaki baglari glgclendirirken problem ¢6zimuinin
kanitina gegis saglar (Pedemonte & Balacheff, 2016). Anlayislari olusturan operatorler
matematiksel bir kuralin uygulamasina karsilik geliyorsa, bu kural kanitta bir teorem ile yer
degistirilebilir (Pedemonte, 2005). Yani bu operatdrler kontrol yapilariyla ortistr ve kontrol
yapisi gorevini Ustlenir (Bkz. Tablo 3 ve Tablo 4). Ancak bu operatérler matematiksel olarak
gecerli degilse bunu yapmak mimkin degildir. Ogrencinin problem ¢ézme siirecinde

gelistirdigi anlayiglari ve yaptigi tim eylemlerin dogrulugu kontrol yapisi ile gosterilir.

Tablo 1

Toplama Kavramina lliskin Dért Ornek (Balacheff, 2013, s.7‘den uyarlanmistir)

C1: S6zlu olarak Sayma Anlayisi

P1: "5 silgin var, sana 4 tane daha silgi veriyorum, simdi ka¢ tane silgin var?

R1: Parmaklar ile nesneleri esleyin, nesnelerle isaret ederek parmaklar ile sayi adlarini
eslestirin.

L 1: Vacut dili (parmak ile sayma, isaret etme), sayl adlandirma, s6zli sayma.

2 1: Bir nesneyi iki kere saymaz, tim nesneleri sayar, sayi adlarinin sirasi.

C 2: Parmak ile hesaplama Anlayisi

P2: "16 silgin var, sana 4 tane daha silgi veriyorum, simdi kag tane silgin var?
R2: Buyuk olan saylyi segin ve ekleyerek devam edin.

L2: Vicut dili (parmak ile sayma), sayi adlandirma, s6zli sayma.

22: sayi adlarinin sirasi, sayi adlariyla parmaklarin eslesmesi.

C3: Yazil olarak toplama Anlayisi

P3: iki tam sayinin toplanmasi ile ilgili sorular.

R3: Elde gerektirmeyen toplama islemi.

L3: Sayilarin basamak sekli ile gésterimi

23: Toplama iglemini kontrol edilmesi, sayilarin basamaklarinin kontrol edilmesi

C4:Hesap makinesi Anlayisi

P4: iki tam sayinin toplanmasi (sonug ekranin boyutu ile sinirli olmali)

R4: Sayilari sdylemek ve sayilari toplamak igin tusa vurmak.

L4: Vicut dili (tuslara vurma), sayilarin basamak sekli ile gosterimi

>4:Buyuklik sirasina gore sayilarin dogru bir sekilde basildiginin kontrol edilmesi.




Tablo 2

29

Thomas'in ¢alismasindaki 6rnek tablo (Vittori, 2018, s.133’den uyarlanmistir)

Quipu ve buyuk sayilar

Biyulk sayilarin yazmak icin iletiimesi (6rnegin muhasebe verilerinin argivienmesi igin

ornek vermek)

Quipu (Rq, Lq, 2q)

Birimlere, onlara, ylzlere, binlere,
milyonlara ve  milyarlara  cebirsel
ayristirma yapar; herhangi bir siralamada
birimleri ekler veya ¢ikarir; rakam ekler
veya kaldirir.

Okulun ondalik sayi sistemini kontrol
etme, sifre yazma, sayilarin s6zli olarak
belirtiimesi.

Akran okuma/yazma Kkarsilastirir, kod
¢6zme dogrulugunu kontrollni saglar.

Cagdas sayi sistemi (R¢ ,L¢, 2¢)

Birler, onlara, yuzlere, binlere, milyonlara,
milyarlara digum ekleme veya kaldirma
yoluyla ayristirma yapar, dagim tarind
degistirir, ip ekler veya kaldirir.

Halatlardaki digmelerle inkalarin
sisteminin listelenmesi.

Renklerin  kullaniminin, farkli tellerin
hizalanmasinin (konum

karsilastirmasinin) kontroliini saglar.

Pedemonte ve Balacheff (2016) yaptiklari calismada sunulan problem ve iki grup

6grencilerin olusturduklari ckg modeli 6geleri sunlardir;

Problem:” Capi AB olan bir daire ¢izin. AB'yi AC ve CB olmak Uzere iki esit parcaya

ayirin. Sonra AC ve CB c¢aplarinda iki daire gizin... ve boyle devam edin. Cevre her agsamada

nasil degisir (ayni ingaat seviyesindeki ¢evrelerin toplami dikkate alindiginda)? Alan nasil

degisir (ayni yapi seviyesindeki tim dairelerin alanlarinin toplami dikkate alindiginda)?”

Nicola ve Stefano’ nin anlayiglari;

Tablo 3

Bettina ve Nicolas’in yaptigi ¢alismadaki Nicola'nin anlayisi (Pedemonte & Balacheff,

2016, s.115den uyarlanmigtir)

Nicola'nin anlayisi

Alan formuld, hesaplama kurallari, Cabri Geometri dlgim araglari
Geometrik ¢izim, Cabri Geometri 6zellikleri, sembolik formuller, sembolik yazinin

sOzdizimi

r yarigapli bir dairenin alani A = wr? formUll ile verilir; ortak tema: Bir seklin ve
Olculen dzelliklerinin agilimi uyumlu olmalidir.
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Tablo 4

Bettina ve Nicolas’in yaptigi calismadaki Stefano’ nin anlayisi (Pedemonte & Balacheff,

2016, s.115den uyarlanmistir)

Stefano’ nin anlayisi

R Alan formlu, hesaplama kurallari, Cabri Geometri 6lgiim araglari

L Geometrik ¢izim, Cabri Geometri 6zellikleri, sembolik formdller, sembolik yazinin
sozdizimi

> Ortak tema: genelleme ilkesi (r yarigaph bir dairenin alani A = nrr? formli ile verilir,

r yarigapli n tane daireden olugan her bir egrinin alani A = n * 7r? formld ile verilir.)

Nicola ve Stefano yarigapin her defasinda yariya bolindigini ve her egri icin daire
alanlarinin toplami bir énceki daire alanlarinin yarisidir genellemesine ulasiyorlar. Cevre
hesaplarken de benzer bir yol izlediler. Bu ¢ durumda da ¢evrenin ayni oldugunu gérduler
ve Cabri Geometri'nin 0Olciim araciyla hesaplamalarini dogruladilar. Bu davranis,

o6grendikleri kavramlardaki anlayislarin sembolik bir aritmetik olusumda oldugunu dogrular.
Vincent ve Ludovic’in anlayislari;

Tablo 5

Bettina ve Nicolas’in yaptigi ¢alismadaki Vincent’in anlayisi (Pedemonte & Balacheff,

2016, s.119°den uyarlanmisgtir)

Vincent'in anlayigi

R Cevre formuill, hesaplama kurallari, Cabri Geometri 6lgim araglari
L Geometrik ¢izim, Cabri Geometri 6zellikleri, sembolik formuller, sembolik yazinin
s6zdizimi
> Ortak tema: Cebirsel manipulasyona dayal korunum ilkesi.
Tablo 6

Bettina ve Nicolas’in yaptigi calismadaki Ludovic ‘in anlayisi (Pedemonte & Balacheff,

2016, s.119°den uyarlanmisgtir)

Ludovic ‘in anlayisi

Cevre formill, hesaplama kurallari, Cabri Geometri dlgim araglari

Geometrik ¢izim, Cabri Geometri 6zellikleri, sembolik formuller, sembolik yazinin
s6zdizimi

3 Uzamsal-grafik olusumunda deneysel dogrulamalar.

— 2
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Vincent ve Ludovic hi¢ tereddut etmeden her egrinin alanin bir 6nceki egrinin
alaninin yarisi oldugunu ve sifira yaklastigini sdylemislerdir. Yine ¢cevre hesaplarken de

ayni metotlari kullanarak gevrenin ayni kaldigini dogrulamiglardir

Balacheff (2017) calismasinda fonksiyon kavraminin farkli anlayislarini ckg

modeline gore analiz etmistir;

Tablo 7

Fonksiyon kavraminin tablo anlayisi (Balacheff, 2017, s.11°den uyarlanmigtir)

Tablo anlayis (Table conception ) (P, R, L1, Z1)

Pr Fizik ve astronomiden kaynaklanan sorunlar
Ry Oran ve tam sayilarin hesaplanmasi, geometri
L Sayisal tablolar, egrilerin geometrik gosterimi, sayilar, dogal dil
I Hesaplama ile gergek verileri karsilastirma
Tablo 8

Fonksiyon kavraminin egri anlayisi (Balacheff, 2017, s.11°den uyarlanmistir)

Egri anlayis (Curve conception) (P¢, R¢, L¢, Z¢)

Pc Egrilerin noktalarin olusturdugu yoriingeleri (iz) olarak incelenmesi
R Cebirsel araglar (Euler'den beri) ve gizimlerin manipilasyonu
Lc Egrilerin temsili (henlz grafik degil), cebirsel temsil ve dogal dil
e Matematiksel ve deneysel dogrulama, zihinsel deneyler
Tablo 9

Fonksiyon kavraminin analitik anlayigi (Balacheff, 2017, s.12’den uyarlanmistir)

Analitik anlayis (Analytic conception) (P4, R s, La, Z 4)

Pa Fonksiyonlarin incelenmesi (nesneler olarak)
R, Cebirsel araglar
La Cebir, grafikler

Ta Matematiksel kanit
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Kanit Ve Kanit Semalari

Harel ve Sowder (2007), matematikgiler tarafindan kesin ve dogru bilgi seklinde
ifade edilen “kanit” terimini kisi yada toplulugu hakikat ile ikna eden sey olarak

tanimladiklarini belirtmiglerdir.

Bu tanima goére kanit ¢ok kl¢uk yaslardan itibaren matematik mufredatinda
kullanilan etkinligi ifade eder. Kanitin anlami, dogrulanma sekli ve gerekgelendirmeleri
kisiden kisiye degisiklik gosterir. Boylece 6grenme 6gretme stirecinde benimsenen felsefi
g6ris blylk énem tasir. Kanit yapilirken, kavram batinligu korunarak bir kisi tarafindan
ikna edici argiman, mevcut bilginin Uzerine insa edilir. Bu nedenle kanit sureci, kanit
semalarinin merkezini olusturur ve matematiksel, bilissel, tarihsel faktorlere bagli degisiklik

gosterir (Harel & Sowder, 2007).

Kanit matematikte temel bir unsurdur ve matematiksel disiinmenin merkezinde yer
alir. Bir kanit, bir matematiksel iddianin dogrulugunu goéstermek icin kullanilan mantiksal bir
argimandir (Knapp, 2005). Matematik camiasinda, bir teoremin dogru oldugunu géstermek
icin kabul edilebilir bir kanit sunulmasi dnemlidir. Kanit, bir teoremin sadece bir iddia
olmadigini, ayni zamanda dogrulugunun belgelenmis oldugunu goésterir (Knapp, 2005).
Matematikgiler arasinda belirli bir kanitin kabul edilebilirligi veya kanitin yeterliligi
konusunda farkli gérigler olabilir, ancak genel olarak kanitlarin kesin ve mantiksal olarak
tutarli olmasi beklenir. Kanitlarin yazilmasi ve anlagiimasi, matematikgiler arasinda bilgi
aligverisini, tartismayi ve ilerlemeyi saglar (Knapp, 2005). Ayrica, yeni kanitlarin
olusturulmasi ve mevcut bilginin genigletiimesi igin énemli bir aractir. Formal bir kanit
uretmek genellikle disiplinler arasi bir yaklasim gerektirir. Bir matematiksel kanit
olustururken, konu alanindaki bilginin yani sira mantik yasalari, timdengelimli akil yuratme
ve matematiksel sembollerin kullanimi gibi mantiksal ve matematiksel araglari da kullanmak

gerekir (Knapp, 2005).
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Ogrenciler genellikle bu siirecte gesitli zorluklarla karsilagabilirler. Bunlar arasinda,
matematiksel icerigin karmasikligi, mantiksal akil yaritmenin dogru kullanimini anlamak,
kanitlama slrecinin titizligi ve dogrulugu, dil sorunlari ve yazim kurallarina uygunluk gibi
konular bulunur. Ayrica, distnceleri net bir sekilde ifade etmek ve kanitlari yazili olarak
dizenlemek de 6nemlidir. Knapp (2005) yaptigi calismada; kanit stirecinde 6grencilerin

karsilastiklar zorluklari iki kategoriye ayirmistir.

ilk kategori, égrencilerin kanitin mantigi, dili ve kdlturiyle ilgili zorluklarla basa
clkmak zorunda olduklar kategoridir. Bu, 6grencilerin kanitin nasil yapildidina dair
kavramsal anlayislarini gelistirmelerini gerektirir. Matematiksel kanitlarin formal mantigi,
kullanilan dil ve semboller, belirli bir toplulugun matematik kulttrt ve beklentileri gibi konular
bu kategoriye girer. Ogrenciler, kanitin gerektirdigi mantiksal akil yiritme sirecini
anlamakta zorlanabilirler ve matematiksel ifadeleri dogru bir sekilde yorumlamakta guclik
cekebilirler. ikinci kategori ise, égrencilerin alanin igerigiyle ilgili zorluklarla karsilastiklari
kategoridir. Bu, 6grencilerin belirli bir matematiksel alanda tanimlar, teoremler, kanit
yontemleri ve drnekler olusturma becerilerini gelistirmelerini gerektirir. Ogrenciler, belirli bir
matematiksel konseptin i¢sel yapisini anlamakta zorlanabilirler ve bu nedenle kanitin

temelini olugturan bilgi eksikligiyle karsilagabilirler.

Kanit algilari, disinme ve muhakeme yeteneklerinde belirleyici bir rol oynar ve
urettikleri kanit turlerini etkiler. Kanit algilari, 6grencilerin matematiksel dusuncelerini nasil
sekillendirdiklerini ve matematiksel iddialari nasil dogruladiklarini anlamamiza yardimci olur

(Knapp, 2005).

Ogrencilerin kanit algilari, matematiksel iddialarin dogrulugunu nasil sinadiklarini ve
bu iddialarin kanitlanmasinda nasil bir yol izlediklerini belirler. Bazi 6grenciler, bir kanitin
tamamen mantiksal bir akil yuratme sureci oldugunu dugunebilirken, digerleri kanitin daha
sezgisel veya gorsel yonlerinin de olduguna inanabilirler. Bu algilar, 6grencilerin hangi kanit

turlerini tercih ettiklerini ve hangi stratejileri kullandiklarini etkileyebilir.
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Matematiksel kavramlarin 6grenci tarafindan anlagilmasi, yorumlanmasi ve
matematiksel muhakemenin gerceklesmesi i¢in gerekli ortam hazirlanmalidir. Bunu
yaparken ogrencilerin kavram yanilgilari belirlenmeli ve kavramlara iligkin anlayislari
incelenmelidir. Ogrencilerin matematik ile ilgili anlayislarinin gelismesi igin argiimanlarini
degerlendirecegi stratejiler gereklidir (Ko & Knuth, 2013). Ogrenciler genellikle bu stratejileri
belirlerken ne yapacaklarini bilmedikleri icin zorlanirlar ve basarisiz olurlar. Bu
basarisizliklarini gidermek icin kanit surecindeki anlayislarini inceleyerek 6grencilerin
bilgilerini nasil kullandiklarina da bakilmaldir (Weber, 2001). Matematik egitiminde,
Ozellikle daha erken yaslardan baglayarak, kanit kavrami genellikle daha basit ve somut
drneklerle sunulur. Ogrencilere bir iddiay1 dogrulamak veya ciriitmek icin mantikli bir
argiman sunma becerisi 6gretilir. Bu streg, 6grencilere mantikl distinme, problem ¢ézme

ve elestirel disinme becerileri kazandirmaya yardimci olur.

Matematiksel kanit olusturma yaklasimlari ve kanit semalariyla ilgili bilgilere

deginecek olursak;

Sentaktik (Sézdizimsel) kanit dretimi, tanimlar ve diger ilgili gergekleri dogru bir
sekilde ifade ederek ve mantiksal bir yol izleyerek maniplle etmektir. Sentaktik bir yol
kullanarak kanit yapan kisi matematiksel kavramlarin ve diyagramlarin diger sezgisel ve
simgesel olmayan temsillerini kullanmaz. Kanit yapan kisi sadece tanimlari agar ve
sembollerin anlamlarini ifade eder (Weber & Alcock, 2004). Yani tanimlari kurallarla
iligkilendirir ve teoremler gibi Uzerinde ortak anlagsmaya varilan dizimler arasinda akil

yurUterek anlayiglar gelistirir (Alcock & Inglis, 2008).

Semantik (anlamsal) kanit Uretimini, kanitlayicinin sembolik ¢ikarimlari yapmak ve
yonlendirmek icin matematiksel ifadeleri ve érneklemeleri kullanarak gosterdigi kanit olarak
tanimlariz. Kanitlayici matematiksel bir ifadeyi temsil sistemleriyle somutlastirir (Weber &
Alcock, 2004). Genel olarak kisi kanitlanacak bir ifadenin belirli veya ortak 6zelliklerini temsil

sistemlerini kullanarak ve akil yuruterek kanitlar (Alcock & Inglis, 2008).
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Prosedirel kanit olusturmada basarili olan 6grenenler 6nce algoritma olusturarak
bir suirec izler ve son olarak da bir argiman ortaya koyarlar. Kanitlayan kisi bir dizi fiziksel
yasalari olan algoritmayi surece dahil ederek ortak evrensel | genellemelere ulasir.
Algoritma olarak kanit agamasinda dgrenenler, kaniti bir ifadeyi kanitlamak igin her adimi
belli ve sistemli bir 6nermeler dizinden olusan algoritma olarak gorur. Sure¢ olarak kanit
anlayisina sahip 6grenciler algoritmanin igleyisini anlayabilir ve diger drneklerde kullanarak
genelleyebilirler. Argiman olarak kanit asamasinda olan édrenenler ise uyguladiklari kanit
prosediriiniin Gzerinde inceleme yapar, neden bu prosediru kullandiklarini ifade eder, neyi

basarmak istediklerini dugunurler (Weber, 2003).

Harel ve Sowder (2007) ; "kanit semasi" tanimini, "zan (conjecture)" ve "olgu (fact)"

kavramlarina dayandirarak ve "kanitlama" surecini asagidaki ifadelerle agiklar.

Tespit etme (ascertaining): Bir 6znenin veya bir toplulugun, bir iddianin dogrulugu
hakkindaki kendi stiphelerini ortadan kaldirmak icin kullandigi suregtir. Bu adim, éznenin
kendi zihnindeki belirsizlikleri gidermek veya bir iddianin dogruluguna iligkin kendi icsel

guvenini artirmak igin kullanilir.

ikna etme (persuading): Bir 6znenin veya bir toplulugun, bir iddianin dogrulugu
hakkinda baskalarinin suphelerini ortadan kaldirmak i¢in kullandidi sirectir. Bu adim, bir
iddiay! baskalarina sunarak, onlarin da bu iddianin dogruluguna inanmalarini saglamak

amaciyla gerceklestirilir.

Kanit semasi, bu tur slreclerin bir organizasyonunu veya yapilandirmasini ifade
edebilir. Yani, bir iddianin dogrulugunu belirlemek veya baskalarina kabul ettirmek igin
kullanilan belirli bir yontem veya adimlar dizisi olarak dusunulebilir. Bu sema, belirli bir
iddianin dogrulugunu kanitlamak igin izlenen adimlari belirleyebilir ve bu adimlarin mantikl
bir sirasini saglayabilir. Bu sekilde, kanit semasi, bir iddianin dogrulugunu tespit etme ve

digerlerini ikna etme sureglerini organize eder ve agiklar.
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Kanit semalari, belirli baglamlarda iddialar olusturmak icin kullanilir ve bu nedenle,
bu semalar ele alinirken iddialarin yapildi§i baglamin dogasi dikkate alinmalidir (Harel &

Sowder, 2007).
Bu baglamda, kanit semalarini ele alirken Gg¢ ana yon tzerinde durulabilir:

Kanitlama Baglami: Kanitlamanin gergeklestigi ortam ve baglamin dogasi 6nemilidir.
Ornegin, matematikteki bir kanitin mantigi ve yapisal diizeni, bilimsel bir argiimanin
temellendirilmesinden farkli olabilir. Ayrica, kulturel, tarihsel ve sosyal faktorler de kanitlama

baglamini etkileyebilir (Harel & Sowder, 2007).

Kanitlama Araglari (Kanit Semalari): Kanitlama icin kullanilan araglar, yani kanit
semalari, iddialarin olusturulmasinda kritik bir rol oynar. Farkli disiplinlerde ve farkh
donemlerde kullanilan kanit semalari, belirli bir baglama ve entelektuel ihtiyaca uygun

olarak degisebilir (Harel & Sowder, 2007).

Kavramsal Dedisimin GUdUsu: Zaman igindeki kavramsal degisim, kanitlama
pratiklerini ve kanit semalarini da etkileyebilir. Entelektlel ihtiyaglar, yeni kesifler,
metodolojik gelismeler ve bilgi birikimi gibi faktorler, kanittamanin ve kanit semalarinin
evrimini  sekillendirebilir. Bu unsurlarin anlasiimasi, kanitlamanin &grenilmesi ve

ogretilmesinde kritik yonleri aydinlatabilir (Harel & Sowder, 2007).
Harel ve Sowder (1998) kanit semalarini su sekilde agiklamistir:

1) Digsal ikna kanit semalari: Kanitlayici kendini ve diger Kisileri digsal bir argiiman

kullanarak ikna etmeye calisir. Bu sema Ug¢ sinifa ayrilir.

a) Otoriter kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger kisileri 6gretmenin, kitabin veya
baska bir uzmanin sdyledigi fikre goére ikna eder. Bu sema, 6grencilerin kaniti digsal bir
otorite figlirl veya kaynagin belirttigi sekilde kabul ettigi durumlari temsil eder. Bu durumda,
ogrenciler kaniti sorgulamak veya elestirmek yerine, sadece digsal otoritenin belirttigi

sekilde kabul ederler.
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b) Ahskanlk edinilmis (Ritlel) kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger Kkisileri
onceden bildigi dogrulari kullanarak ikna eder. Daha ¢ok bicime odaklanir. Bu sema,
ogrencilerin kaniti bir tir rutin veya alisiimis bir uygulama olarak kabul ettigi durumlari temsil
eder. Ogrenciler, kanitin belirli bir formu veya sekli oldugunu kabul ederler ve bu formu takip
etmekle yetinirler. Bu durumda, 6grenciler kaniti anlamak veya icsellestirmek yerine,

sadece belirli adimlar takip ederler.

c) Dayanagi olmayan sembolik kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger kisileri
sembolleri kullanarak ikna eder. Fakat sembolleri niteligini ve niceligini bilmeden kullanir.
Bu sema, sembolleri anlamsizca degistiren veya kullanmayan o&grencileri tanimlar.
Ogrenciler sembollerin anlamini anlamadan veya kullanmadan sadece sembolleri manipile
ederler. Bu durumda, égrenciler semboller araciligiyla matematiksel dlsinceyi gercekten

icsellestirmemiglerdir

2) Deneysel kanit semalari: Kanitlayici kendini ve diger kisileri ikna ederken
durumun dogrulugunu ya da yanlishgini fiziksel veya duygusal gerceklerle ifade eder.

Tdmevarimsal (induktif) ve algisal kanit semalari olarak ikiye ayrilirlar.

a) Tumevarimsal (indiktif) kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger kisileri drnekler
kullandi1g1 belli bir durumdan genelleme yaparak ikna eder. Bu semalarda, genel bir sonug
cikarmak icin spesifik 6rnekler veya nicelikler kullanilir. Ornekler veya dogrudan goézlemler
yoluyla genelleme yapilir. Ornegin, bir 6grenci birkag érnegi inceleyerek bir genelleme
yapabilir ve bu genellemeyi kullanarak bir kanit olusturabilir. Tiamevarim semasi,
ogrencilerin 6grenme strecinde dogal bir ilerleme olarak kabul edilir, ¢linkl 6grenciler

somut orneklerden soyut genellemelere gegerler

b) Algisal kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger kisileri sezgisel olarak basit
cizimlerle ikna eder. Bu semalarda, gézlem ve deneyimler temel alinarak kanitlanir. Ancak,
bu kanitlar genellikle daha 6znel ve deneyime dayalidir. Ogrenciler, gorsel kanitlari veya

algisal ipuglarini kullanarak bir iddiayi desteklerler.
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3) Analitik (¢cikarimsal-timdengelimsel) kanit semalari: Kanitlayici kendini ve diger
kisileri tanimlar, varsayimlar ve teoremler kullanarak ikna eder. Doénusimsel veya

aksiyomatik kanit semalari olarak ikiye ayrilir.

a) Doénusumsel kanit semasi: Kanitlayici kendini ve diger kisileri tanimlar,
varsayimlar ve teoremler kullanarak genelden 6zele akil ylriterek ikna eder. Bu semalarda,
bir dnerme veya sonug, dnceden kabul edilmis diger dogrular veya prensipler kullanilarak
turetilir veya donusturilir. Bu semanin genellenme, operasyonel disliinme ve mantiksal

¢ikarim olmak Uzere Ug¢ 6zelligi vardir.

Genelleme: Ogrenci, spesifik durumlarin 6tesine gegerek genelleme yapar. Yani,
belirli bir 6érnegi incelemek yerine, genel bir kurali veya prensibi anlamaya calisir. Bu,
problem ¢ézme ve kanitlama surecinde evrensel ve genel gecerli sonuglar elde etmede

onemlidir.

Operasyonel Duistinme: Ogrenci, amaca yonelik zihinsel operasyonlari
gerceklestirir. Bu, problemi anlama, farkl yaklasimlari degerlendirme ve ¢dzim Uretme
yetenegini igerir. Ogrenci, matematiksel veya mantiksal operasyonlari dogru bir sekilde

uygulayarak kanit veya problem ¢ézme surecini ilerletir.

Mantiksal Cikarim: Ogrenci, mantiksal ¢ikarim yoluyla argiimanlarini ve iddialarini
destekler. Mantiksal ¢ikarim, gecerli bir mantiksal formatta bir ifadeden digerine gegisi
igerir. Ogrenci, tanimlar, teoremler ve mantiksal iligkiler aracihgiyla mantiksal olarak tutarli

bir argiman olusturur.

Mantiksal ¢cikarim, bir ifade veya dnermenin, baska bir ifade veya énerme tarafindan
dogrulanmasi veya sonug ¢ikariimasi surecidir. Bu, matematikte kanitlarin olugturulmasi ve
dogrulanmasi  slrecinde temel bir unsurdur. Matematiksel bir  kanitin
gerekgelendirmesindeki son agsama olan mantiksal ¢ikarim, ifadeler arasindaki mantiksal

iliskileri dogru bir sekilde tanimlama ve kullanma yetenegini igerir. Bu, "eger... o zaman..."
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gibi matematiksel ifadelerin anlamini anlamayi gerektirir. Mantiksal ¢ikarim, bir ifadenin

dogru oldugunu goéstermek icin matematiksel bir kanitin temel taglarindan biridir.

b) Aksiyomatik kanit semasi: Bu sema, doénusimsel kanit semasinin tim
Ozelliklerini kapsar. Kanitlayici dnceden kanit edilmis teoremlere ve dnermelere odaklanir,
matematiksel ifadeleri kolayca anlar ve alternatif fikirler gelistirir. Aksiyomatik kanit semasi,
bir iddiay! bir dizi aksiyoma veya temel dnclle dayanarak dogrulamayi icerir. Bu aksiyomlar,
kabul edilen dogru olarak kabul edilen temel prensipler veya 6énermelerdir ve bu semada,
bu aksiyomlardan yola ¢ikarak, bir sonucun dogrulugunu mantiksal bir sekilde turetme
sureci gerceklestirilir. Bu, matematikte sik¢ga kullanilan bir kanit ydntemidir, ¢lnku
matematiksel teoremler genellikle bir dizi temel aksiyomdan turetilir. Aksiyomatik kanit
semasil, bir iddianin dogrulugunu gdstermede givenilir bir ara¢ olarak kabul edilir ve
matematiksel kesinlik saglamak icin yaygin olarak kullanilir. Ve kanit semalarinin en Ust

sirasinda yer alir.

Deneysel kanit semalari ve timdengelimsel kanit semalari, Balacheff'in (1988)

sirasiyla "pragmatik" kanit ve "kavramsal" kanit olarak adlandirdigi1 kavramlara karsilik gelir.
Balacheff (1988), pragmatik gerekgelendirmeyi g tlre ayirir;

Basit deneycilik: Bu tur gerekgelendirme, birkag rastgele drnekle gerekcelendirme
anlamina gelir. Bu, genellikle rasgele secilmis dérneklerin veya deneylerin sonuglarina

dayanarak bir iddianin dogrulugunu gostermeyi amaglar.

Kesin Deney: Bu tur gerekcelendirme, dikkatle secilmis orneklerle gerekcelendirme
anlamina gelir. Burada, belirli 6rnekler veya deneyler, bir iddianin dogrulugunu desteklemek

icin 6zenle segilir ve kullanilir.

Genelleyici Ornek: Bu tiir gerekgelendirme, bir érnekle biitiin bir vaka sinifini temsil
eden oOrnekle gerekcelendirme anlamina gelir. Burada, bir ornek, genellikle belirgin
Ozellikleri temsil eden ve bir ilkeyi veya prensibi desteklemek icin kullanilan bir vaka sinifini

temsil eder
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Balacheff (1988), kavramsal gerekcelendirmeleri iki ture ayirir;

Dusunce Deneyi: Bu tur gerekcelendirme, belirli érneklerden ayrilan bir dislince
deneyine dayanir. Burada, bir ilke veya kavramin dogrulugu, belirli 6rneklerle degil, zihinsel

bir deney veya duslnce deneyi yoluyla gosteriimeye c¢alisilir.

Sembolik Hesaplama: Bu tir gerekcgelendirme, yalnizca sembollerin déntsimiine
dayanir. Burada, semboller ve sembolik ifadeler, sembolik islemler yoluyla dogrulugunu

go6stermek icin kullanilir.

Kavram Yanilgilari

Kavramlar, insan zihnindeki énemli zihinsel yapi taslaridir. insanlar, disiincelerini
ve deneyimlerini organize etmek, anlamak ve iletmek icin kavramlari kullanir. Kavramlar,
somut nesnelerden soyut fikirlere kadar genis bir yelpazede olabilirler (Barak, 2007).
Ornegin, "araba" bir kavram olabilir ve insanlar bu kavram altinda birgok farkli araba
modelini veya tiplerini gruplayabilirler. Bu, insanlarin karmasik diinyayi daha anlasilir ve
islenebilir pargalara ayirmasina olanak tanir. Kavramlar, iletisimde de kritik bir rol oynar
¢unku insanlar fikirleri ve deneyimleri paylasirken kavramlari kullanarak anlami

aktarabilirler.

Senemoglu (2007) , kavramlari insanlarin deneyimledigi ve goézlemledidi cesitli
Ogeleri gruplamak ve organize etmek igin kullandiklari zihinsel yapilar olarak aciklar.
Kavramlar, benzer 6zelliklere sahip olan nesneleri veya kavramsal birimleri bir araya
getirerek dunyayl anlamada ve temsil etmede 6nemli bir rol oynarlar. Bu tanimla,
kavramlarin insanlarin disince sireglerini destekledidi ve bilgileri daha anlasilir bir sekilde
igslemelerine yardimci oldugu vurgulanir. Kavramlar, insanlarin gevrelerindeki karmasik

dinyayi daha kolay anlamalarina ve iletisim kurmalarina yardimci olur.

Kavramlarin dogru bir gekilde ogrenilmesi hayati 6nem tagir ¢unku kavramlar,
yasamimizin pek cok yonuni etkiler. Ancak, deneyimler sonucu zihinlerde olusturulan

kavramlar her zaman dogru ve tam olarak 6drenilmeyebilir. Bu durum, kavramlara iligkin
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yanilgilarin ortaya c¢ikmasina neden olabilir. Kavramsal yanilgilar, 6znelerin gercek
diinyadaki olaylari yanlis anlamalarina neden olabilir. Ornegin, yanlis anlasilan bir bilimsel
kavram, doga olaylarini yanlis yorumlayarak yaniltici sonuglara yol acgabilir. Ve yeni
deneyimleri anlamada ve yorumlamada zorluklar yaratabilir. Ozneler, &énceden
olusturulmus yanlis kavramlarini yeni deneyimlere uyguladiklarinda, bu deneyimlerin
gercek anlamini kavramakta gugclik cekebilirler. Yanhs anlasilan kavramlar, 6znelerin
kendilerini dogru bir sekilde ifade etmelerini engelleyebilir. Ozellikle tartisma veya iletisim
durumlarinda, yanhs kavramlar kullanilarak iletisim bozulabilir ve anlagiimazlik yasanabilir

(Ayyildiz, 2010).

Arastirmacilar, 6grencilerin bilimsel kavramlari yanlis anlamalarinin nedenlerini ve
bu yanlis anlamalari dizeltmek icin etkili 6gretim stratejilerini anlamak igin c¢esitli
incelemelere yonelmislerdir. Bu incelemeler, o6grencilerin yanlhs kavramlari nasil
geligtirdiklerini ve bu yanlis anlamalari nasil diizeltilebilecegini anlamak i¢in énemlidir. Bu
baglamda, "kavram yanilgisi" (misconception) terimi, 6grencilerin bilimsel kavramlari yanhsg
anlamalarini ifade etmek igin yaygin olarak kullaniimaktadir. Bu terim, 6grencilerin yanls
anladiklari kavramlari tanimlamak ve bu yanlis anlamalari dizeltmek icin egitimde ve

arastirmada kullaniimaktadir (Driver & Easley, 1978).

Kavram yanilgilari, 6grencilerin bir konu, kavram veya durum Uzerinde kabul edilen
evrensel gergeklerden farlilik gésteren algilamalardir. Hata ise 6grencinin bilmeden ve fark
etmeden gergeklestirdigi yanliglardir. Bir bilgi hatali, eksik veya uyumsuz olsa bile 6grenci
ortam sisteminin yeterlilik ve etkililik élgutleri altinda gergeklesen dinamik bir dengenin
sonucudur (Balacheff, 1995). Balacheff, kavram yanilgilari terimini 6znenin ortam ile denge
duruma getirerek olusturdugu bilmelere karsilik geldigini ifade etmistir. Balacheff ve Gaudin
(2002) anlayiglari tanimlarken kavram vyanilgilarinin yetersiz kalacagini ve iyi

konumlandirilmis sekilde analiz edilmesi gerektigini sdylemiglerdir.

Kavram yanilgisi, bir kisinin belirli bir konuyu veya kavrami, o alanin uzmanindan

farkli bir sekilde anlamlandirmasi durumunda ortaya ¢ikar. Bu yanilgilar, genellikle kiginin
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sahip oldugu énceki deneyimler, 6grenme tarzi veya 6nceki bilgi birikimi gibi faktorlerden
etkilenir (Baki, 2006). Ozellikle karmasik veya soyut kavramlarla ilgili olarak, insanlar farkli
yorumlar yapabilir veya yanlis anlamlandirabilirler. Kavram yanilgilari, egitimde énemli bir
konudur clnkl 6grenme surecini etkileyebilir ve dodru kavramsal anlayisin gelisimini
engelleyebilir. Bu nedenle, 6gretmenlerin 6grencilerin kavram yanilgilarini tanimasi ve
bunlar dizeltmek igin uygun stratejiler gelistirmesi dnemlidir. Ayrica, 6grencilere kavramlari
derinlemesine anlamalari igin firsatlar sunmak ve yanlis anlamalari dizeltmek de énemlidir.
Bu sekilde, dgrencilerin dogru kavramsal anlayiglari gelistirmeleri ve basarili bir sekilde

ogrenmeleri saglanabilir.

Graeber ve Johnson (1991) tarafindan yapilan arastirmaya goére, kavram yanilgilari

dort ana kategoride ele alinmaktadir:

Asiri_Genelleme (Overgeneralization): Bu kategori, 6grencilerin bir kavrami ¢ok

genis bir sekilde uygulama egiliminde olmalarini ifade eder. Ogrenciler, belirli bir kavramin
gecerli oldugu durumlari asiri genelleme egdiliminde olabilirler, bu da yanlis sonuglara veya
anlam karmasgikligina neden olabilir. Asiri genelleme, bir kural, prensip veya kavramin belirli
bir sinifa ait oldugu halde, bu 6zelligin diger siniflara da uygulanabilecedi yanilgisidir.
Ornegin, bir 6zellik ya da davranisin belli bir gruba ait oldugu varsayilarak, bu ézelligin veya
davranisin herkes igin gegerli oldugu distnulmesi asiri genelleme olarak nitelendirilebilir

(Zembat, 2015a).

Bir &6grenci, negatif sayilarin karekokinin bulunmasinin imkéansiz oldugunu
dUsunebilir ¢inkl gercek sayilarda karekokln igi sifir veya sifirdan buyik olmasi gerekir
yani karekok islemi genellikle pozitif sonuglar verir. Bu durumda, 6drenci sadece pozitif
sayllar Gzerinden yapilan karekok islemlerini gdzlemleyerek, negatif sayilarin karekdkinin
olmadidi yanilgisina kapilabilir. Ancak, matematikte negatif sayilarin karekdkd kavrami
vardir ve bu karekdkler karmasik sayilar olarak ifade edilir. Ornegin, -1'in karekokii i'dir, yani

i x i =-1. Budurumda, dgrenci yalnizca pozitif sayilarla yapilan karekok islemlerinden yola
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cikarak negatif sayilarin karekdkinun var olmadigi sonucuna varabilir, bu da bir tir agiri

genelleme ve kavram yanilgisidir.

Asiri Ozelleme (Overspecialization): Bu kategori, dgrencilerin bir kavrami ¢ok dar bir

sekilde yorumlama egiliminde olmalarini ifade eder. Ogrenciler, bir kavramin sadece belirli
durumlarda gecerli oldugunu dislnerek, kavrami gerektigi gibi genisletmezler. Bu da
kavramin tam anlamini anlamamalarina ve yanlig sonuglara yol agabilir. Asiri 6zelleme,_ bir
kural, prensip veya kavramin, belirli bir sinifa ait olmayan bir 6zelligi esas alarak, bu sinifin
tumudne ait olmayan bir sinirlama getirilmesi seklide tanimlanir. Yani, genel bir kural veya
prensip, belirli bir durum veya 6zellik dikkate alinarak, genel gegerliligini yitirerek daha dar

ve Ozellestirilmis bir yapiya dénusuir (Zembat, 2015a)

Bir 6grenci, "carpan" kavramini sadece iki sayinin ¢carpimini ifade eden sayilar
olarak algilayabilir. Ornegin, 3 ve 5'in garpimi olan 15'i diistinebilir. Ancak, matematikte
"carpan" kavrami sadece sayilarla sinirli degildir. Carpanlar, ¢esitli matematiksel ifadelerin
parcalarini veya faktorlerini de ifade edebilir. Ornegin, x-y veya x+y ifadeleri (x + y)(x - y)
seklindeki bir ifadenin ¢arpanlaridir. Bu 6rnekte, ¢arpan kavraminin sadece sayilarla sinirh
olarak anlasilmasi, kavramin tam bir anlayisini saglamaz ve asiri 6zelleme hatasina yol
acabilir. Carpan kavraminin matematikteki farkli kullanimlarini anlamak, kavramin tam bir

kapsamini kavramayi saglar.

Yanlis Tercime (Mistranslation): Bu kategori, 6grencilerin bir kavrami yanhs

anlamalarini ifade eder. Ogrenciler, kavramin gergek anlamini dogru bir sekilde
kavrayamazlar ve yanlis yorumlar yapabilirler. Bu genellikle kavramlar arasindaki iligkilerin
yanls yorumlanmasi veya kavramlarin hatali bir sekilde agiklanmasiyla ilgilidir. Cesitli
formlar arasinda yapilan sistemli hatalar zinciri "yanhs tercime" olarak adlandirilabilir. Bu
hatalar, islem, formdl, sembol, tablo, grafik ve cimle gibi farkli form ve formatlardaki
bilgilerin yanhs bir sekilde aktariimasi veya yorumlanmasi sonucunda ortaya g¢ikabilir

(Zembat, 2015a).
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Bir 6grenci, "karekok" islemini yanlis anlayabilir. Ornegin, V16 ifadesini
degerlendirdiginde, &6gdrenci bu islemin "16'nin karesini almak" anlamina geldigini
dusunebilir ve sonucu 256 olarak hesaplayabilir. Ancak, karekdk islemi aslinda bir sayinin
karesini veren sayiyi bulmaktir. Yani, v16 ifadesinin sonucu, 16'nin karekdkii olan 4'tir.
CuUnki 4'GUn karesi 16'dir. Bu hata, kavramlarin tam olarak anlasilmamasindan veya
terimlerin yanlhs yorumlanmasindan kaynaklanabilir. Ogrencilerin kavramlari dogru bir

sekilde anlamalari ve matematiksel ifadeleri dogru sekilde yorumlamalari dnemlidir.

Kisith Algilama (Limited Conception): Bu kategori, 6grencilerin bir kavrami yeterince

derinlemesine anlamamalarini ifade eder. Ogrenciler, kavramin sadece ylizeyine odaklanir
ve kavramin daha derin ve karmasik yonlerini goz ardi ederler. Bu, kavrami eksik veya
yanlig bir sekilde anlamalarina neden olabilir. Bu dort kavram yanilgisi turl, égrencilerin
matematiksel kavramlari anlamalarini engelleyebilir ve 6grenme stirecini etkileyebilir. Bir
kavramin sadece kisith veya zayif bir sekilde anlasilmasi, bu kavramin genel anlamiyla
yeterince kavranmamasina ve dolayisiyla kisith olarak algilanmasina yol agabilir (Zembat,

2015a).

Newton'un (2011) belirttigi gibi, kavram yanilgilari birgok farkli nedenden

kaynaklanabilir. Bunlar arasinda sunlar bulunabilir;

e Yanlis 6grenme suregcleri, Kiginin kavramlari yanhs anlamasina ve yanilgilara
neden olabilir. Ornegin, bir kavramin yanlis 6gretimesi veya yanlis

anlatilmasi sonucunda kisi yanlis bir kavramsal model olusturabilir.

o Dikkatsizlik veya asirn dikkat durumlari, kisinin kavramlari yanlis
yorumlamasina veya yanlis algilamasina neden olabilir. Dikkatsizlik, 6nemli
detaylarin atlanmasina yol acabilirken, asiri dikkat ise detaylarin yanhs

yorumlanmasina neden olabilir.

e Kavramlarin yanlis yorumlanmasi, kisinin kavramlari dogru bir sekilde

anlamamasina ve dolayisiyla yanilgilara neden olabilir. Bu, kavramlarin
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yanlg bir sekilde algilanmasi veya yanlis bir baglamda degerlendiriimesiyle
ilgili olabilir.
e isitsel veya gorsel duyularin yetersiz diizeyde olmasi, kisinin kavramlari

dogru bir sekilde algilamasini engelleyebilir ve yanilgilara neden olabilir.

e Oznenin gegirdigi deneyimler, kavram yanilgilarina neden olabilir. Ornegin,
bisiklet sirerken ortaya ¢ikan hareketin strdrilmesi icin kuvvete olan yanhs

inang, deneyimlerin yaniltici etkisiyle olusabilir.

Bu faktorlerin hepsi, kavram yanilgilarinin olusmasina katkida bulunabilir ve dogru
anlayisin gelisimini engelleyebilir. Bu nedenle, 6gretim ve 6drenme sureglerinde bu
etkenlerin dikkate alinmasi ve dogru kavramsal anlayisin gelistiriimesi i¢cin caba harcanmasi

onemlidir.

Newton'da (2011) kavram yanilgilarinin giderilmesi igin kullanilabilecek farkli

yontemleri agiklamaktadir;

Teshis: Kavram yanilgisinin giderilmesinin ilk adimi, yanilginin teshis edilmesidir.
Ogrencinin hangi kavramin yanhs anlagildiginin belirlenmesi, dogru bir diizeltme slrecinin

baslangicidir.

Entegrasyon: Egder 6grencinin 6grendigi yeni kavram ile onceki bilgisi arasinda
¢atisma yoksa, bu durumda entegrasyon adimina gegilir. Clnka bu, yeni bilginin dogru bir
sekilde 6grenildigini gosterir.

Ayirma: Kavramlar birbirine karistiginda veya yanlis anlagildiginda, 6grencilerin bu

kavramlari dogru sekilde ayirt etmeleri ve tanimalari igin ayirma yéntemi kullanilir. Ornegin,

gunlik hayatta sik¢a karigtirilan kavramlar, ayirt edilerek 6grencilere dogru sekilde ogretilir.
Degdistirme: Eger 6grencinin yeni 6drendigi kavram ile dnceki bilgisi arasinda
catigma varsa, bu durumda degigtirme yontemi uygulanir. Buradaki amag, uygun olmayan

bilgiyi dogru kavramla degistirmektir.
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Curiitme metni: Ogrencilere bir konu hakkinda olasi kavram yanilgilarini ve bu
yanilgilarin agiklamalarini iceren bir metindir. Bu metin, 6grencilere alternatif bir bakis acgisi

sunarak kavramsal yanilgilarini tanimalarina ve dizeltmelerine yardimci olur.

Grup tartismalari veya isbirliine dayali 6drenme yontemleri:  Bilginin

gelistiriimesinde ve doénustirilmesinde etkili bir stratejidir. Bu tir etkilesimli 6grenme
ortamlari, égrencilerin kendi aralarinda fikir aligverisinde bulunmalarini, birbirlerinin bakis

acilarini anlamalarini ve bilgiyi derinlemesine anlamalarini saglar.

Gosterme yontemi: Tam olarak 6grenilmemis bir kavram veya yapiyi fiziksel olarak

gOstererek 6grenmeyi amaglar. Ancak, bazi durumlarda bu yéntem yeterli olmayabilir ve
bilimsel olmayan inanclarin veya yanlis kavramsal anlayiglarin giderilmesi igin daha derin
bir yaklasim gerekebilir. Bu durumda, &grencilerin mevcut inanglarini sorgulamalari ve
bilimsel kanitlarla c¢elisen duslnceleri gozden gecirmeleri dnemlidir. Bu, o6grencilerin

kavramsal ¢atismalarla karsilagsmalarini ve daha derin bir anlayisa ulagsmalarini saglar.

Benzerlik ve Ornek: Kavramsal degisimin saglanmasi, 6grencilerin yeni kavramlari

anlamalarini ve mevcut kavramlarla iligskilendirmelerini kolaylastirmak icin benzerlikler ve
ornekler kullanilabilir. Ancak, bu benzerlikler ve 6rneklerin dogru, aciklayici ve dgrenciler

tarafindan kolayca anlagilabilir olmasi gerekmektedir.

Matematiksel kavram yanilgisi, bir 8grencinin uzun siredir dogru olarak kabul ettigi,
ancak aslinda yanlis olan bir kavrami veya anlayigi ifade eder. Bu yanilgilar, matematiksel
gerceklerle celigebilir ve 6grencinin dogru problem ¢dzme becerilerini engelleyebilir. Hata
ise, matematiksel ifadelerin ve kavramlarin yanlis bir gsekilde kullaniimasi veya
yorumlanmasi sonucunda olusan bir durumdur (Erbas ve digerleri, 2010). Hatalar genellikle
yanlis hesaplamalar veya yanlis mantik ylritme sonucunda ortaya ¢ikar ve yanilgilarla
karigtinimamahdir. Yanilgilar daha derinlemesine bir anlayis eksikliginden kaynaklanirken,

hatalar daha ¢ok dikkatsizlik veya yanlis uygulamadan kaynaklanabilir.
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Matematikteki kavram yanilgilari evrensel bir problem olup gesitli faktorlerden

kaynaklanabilir. Baslica kavram yanilgilarinin nedenlerine odaklanmak, bu problemleri

¢dzmek icin 6nemlidir. Bazi yaygin kavram yanilgilarinin sebepleri:

Matematik 6gretmenlerinin matematigi dogru bir sekilde oOgretecek ve
kavram yanilgilarini dizeltecek bilgi ve becerilere sahip olmamasi,

ogrencilerin kavramlari yanlis anlamalarina neden olabilir.

Ogretmen ile 6grenci arasindaki etkilesimin yetersiz olmasi, 6grencilerin
sorularini sormakta c¢ekingenlik yasamalarina ve kavramlari tam olarak

anlamamalarina neden olabilir.

Ogrencilerin matematik derslerini dizenli bir sekilde takip etmemesi,

kavramlarin eksik veya yanlis anlasiimasina yol acabilir.

Programin yogunlugu, sunulan materyallerin anlasilabilirligi ve mantiksal

dizenlemelerin yapilmamasi da kavram yanilgilarina katkida bulunabilir.

Okuldaki olanaklarin kisith olmasi, sinif mevcutlarinin fazla olmasi ve
ekonomik sikintilar, égrencilerin matematik égrenme slreclerini olumsuz

etkileyebilir.

Ebeveynlerin ilgisizligi, evdeki 6gretim yontemlerinin okuldan farkh olmasi ve
evde matematikle ilgili yeterli destek ve motivasyonun saglanmamasi da

kavram yanilgilarina katkida bulunabilir.

Etkili 6lgme ve degerlendirme araglarinin kullanilmamasi ve yeterli
geribildirimlerin saglanmamasi, 6grencilerin kavramlari dogru bir sekilde

anlamalarini engelleyebilir.

Bu faktorlerin dikkate alinmasi, matematik egditiminde kavram yanilgilarinin

onlenmesi veya duzeltilmesi igin uygun stratejilerin belirlenmesine yardimci olabilir (Kuncar

& Breigheith, 2002).
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Fonksiyonlar Ve Kavram Yanilgilari

Matematik mufredati icinde degerlendirildiginde, cebir konulari arasinda
fonksiyonlar énemli bir yere sahiptir. Fonksiyonlar, matematiksel disiinmenin gelisiminde
kritik bir rol oynar ve matematigin diger alanlariyla siki bir iligki igindedir. Ornegin; limit, tiirev,
kimeler ve daha birgok konu dogrudan fonksiyonlarla iligkilidir. Fonksiyonlar, matematik
ders programlarinin temelini olusturmanin yani sira farkli matematik konulari arasinda
baglanti kurarak bultlinlik sadlama rollini de Ustlenir (Selden & Selden, 1992). Ancak,
arastirmalar, 6grencilerin genellikle fonksiyon kavramini anlamada zorluk yasadigini
go6stermektedir. Fonksiyon kavrami, matematik iginde diger kavramlar gibi belli bir 6zellige
ve mantija sahiptir ve dogru bir sekilde distnulip ddrenilmelidir. Bir 6grenci, fonksiyon
konusunu matematik dersinin digina tagiyamiyorsa, bu genellikle konuyu tam olarak

kavramadigina isaret eder (Vinner, 1983).

Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi yayinlari (NCTM, 1989, 1991, 2000)
fonksiyon konusunun matematik muifredatinda 6nemli bir rol oynamasi gerektigini
vurgulamaktadir. Bu yayinlarda, fonksiyonlarin 6grencilere diger matematiksel konular
kavramada ve farkli matematik konulari arasinda iliski kurma yetenedi kazandirmada
onemli bir ara¢ oldugu belirtilir. Fonksiyonlar, matematik 6greniminde temel bir unsur olarak

kabul edilir ve 6grencilerin genel matematik anlayislarini derinlestirmelerine yardimci olur.

Fonksiyonun varhdinin en eski gostergelerinden birisi tablolar ve bunlarin
kullanimlaridir. Ornegin Ptolemy (Almagest'te) gezegenlerin konumlarinin zamana gére
degisimlerini sayisal tablolar ile gostermistir (Youschkevitch, 1976). 10. ve 11. ylzyillarda
Arap gokbilimciler de belli tablolar kullanmiglardir. Ancak bu tablolar verilen bir miktar
baska bir miktarla iligkilendiriyordu ve bu nedenle degisken kavrami henliz mevcut degildi.
Egrilerin tablolarla iligkilendirilmesi, fonksiyon kavramini gelistirirken, gezegenlerin
yorungelerini belirleme ile ilgili problemlerin formile edilmesinde ve ¢ozulmesindeki

ilerlemelere olanak saglamistir.
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Kepler Kline't (1972, akt. Balacheff, 2017) takip ederek geometrik egrileri ve
astronomik verileri kullanarak gezegenlerin konularinin hesaplanmasini gelistirmistir. Ancak
bu hesaplamalari yoringelerin neden eliptik oldugunu aciklayacak bir teori gdstermeden
yapmistir. Ayrica Kline 17. yuzyilda tanitilan fonksiyonlarin ¢ogunun, hareket eden

noktalarin geometrik yoériingesi olan egriler olarak incelendigini ifade etmistir.

Fonksiyon kavraminin gelisimi geometri (egri seklinde ifade edilen) ve cebirsel
(formll olarak ifade edilen) olmak Uzere iki farkli sekilde gerceklesmistir. Euler
fonksiyonlarin incelenmesinin geometriden ayri tutarak (Kleiner, 1989) fonksiyonlari
analitik olarak karakterize etmigstir. Euler fonksiyonlarin degisken bir nicelik ve sabitlerden
olustugunu ve bagimh bagimsiz degisken kavramini ifade eden bir tanim formiule etmistir

(Dhombres, 1988).

Fonksiyonlar, genellikle dediskenler arasindaki iliskiyi ifade etmek icin kullanilir. Bu
iliski, bir degigkenin digerine nasil tepki verdigini veya etkilendigini gostermektedir. Bu, bir
degiskenin baska bir degiskene bagh olarak nasil degistigini agiklamaktadir. Ornegin, bir
degiskenin artmasi veya azalmasi diger degiskenin benzer sekilde etkilenmesine neden
olabilir. Bu tir iligkiler, fonksiyonlar araciliyiyla matematiksel olarak ifade edilebilir.
Matematikte, bir fonksiyon genellikle bir girdi degerini alir ve bir ¢ikti degeri Uretir (Bayazit

& Aksoy, 2013).

Leibniz'in 1673'te 6ne surdigu "fonksiyon" terimi, matematikte énemli bir evrimin
baslangicini isaret etmistir (Ponte, 1992). Bu terimin kullanimiyla birlikte, sabit, degisken ve
parametre gibi temel kavramlar matematik literatliriine girmistir. Fonksiyon kavrami,
degiskenler arasindaki iligkilerin sadece grafiksel degil, ayni zamanda analitik (cebirsel)
yontemlerle de incelenmesine olanak tanimistir. Bu incelemeler, fonksiyonlarin sonsuz
sayidaki degerleri icin yapilarak nasil davrandigini anlamak igin 6nemli bir ara¢ saglamig
ve fonksiyon kavrami matematiksel agidan daha kesin bir tanim kazanmistir (Bayazit &

Aksoy, 2013).
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Drichlet’'in fonksiyon tanimi ise su sekildedir:

x ve y belli bir kural gergevesinde birbirlerine bagl iki dedisken olsun. Eger, x
degiskenindeki her degisime karsin (x’e verilen her degere karsin) y degiskeninde
de bir degisim s6z konusu oluyorsa (bir ve yalniz bir y degeri elde ediliyorsa) y’ye

X'in bir fonksiyonu denir. (Boyer, 1968, s. 600, akt., Bayazit & Aksoy, 2013)

Cantor'un kimeler teorisini ortaya atmasiyla, fonksiyon kavraminin gelisimi yeni bir
boyut kazanmistir. Artik fonksiyonlar, iki kimenin elemanlari arasindaki eslemeler olarak
algilanmaya baglanmistir. Bu, fonksiyonlarin sadece bir degiskenin digerine nasil bagh
oldugunu degil, ayni zamanda bir kiimeden digerine nasil bir iliski kurdugunu da ifade

etmeye olanak saglamistir (Ponte, 1992).

Bu yeni perspektifle birlikte, kime kavraminin roli blylk énem kazanmistir ve
degiskenler arasindaki iliskileri incelemek icin bir fonksiyonun tanimli oldugu kimelerin
gerekliligi kabul edilmistir. 1939'da, Bourbaki fonksiyon kavramini, iki kiime arasinda
yapilan esglemeleri tanimlayan 6zel bir iligki (baginti) olarak ifade etmistir. Bu tanim,
ginimuzde modern matematik kitaplarinda 6gretilen fonksiyon kavramini igermektedir.
Bourbaki'nin bu tanimi, fonksiyonlarin daha kesin ve genel bir anlayisini saglamistir, bu da

matematiksel dustincenin ilerlemesine 6nemli bir katki saglamistir (Bayazit & Aksoy, 2013).

Bir fonksiyon, bir tanim kimesinden bir deger kimesine eslemeler yapan bir
bagintidir. Fonksiyonun temel 6zelligi, her tanim kimesi elemaninin yalnizca bir deger
kimesi elemanina eslenmesidir. Baska bir deyisle, herhangi bir x degeri icin yalnizca bir y
degeri olabilir. Bu temel 6zellik, bir bagintinin fonksiyon olabilmesi igin saglanmasi gereken
en dnemli sarttir ve bu sarti saglayan bagintilara fonksiyon denir. Fonksiyonlar, matematikte
¢ok genis bir kullanim alanina sahiptir ve birgok matematiksel ve bilimsel konseptin temelini

olustururlar (Bayazit & Aksoy, 2013).

Fonksiyonlarin gesitli temsillerinin ve bu kavrama iliskin ¢gok sayida alt kavramin

varligi, fonksiyonlarin anlagiimasini zorlastiran 6nemli faktorlerdir. Bu cesitlilik ve alt
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kavramlar, 6grencilerin fonksiyon kavramini kavramasini guglestirebilir ve 6grenme surecini

karmasik hale getirebilir (Eisenberg, 1991).

Polat ve Sahiner (2007) yaptiklari ¢alismada; fonksiyonlar konusu; 6grencilerin,
temel kavramlar arasinda olan tanim kimesi, goruntu kiimesi, baginti gibi karisikliklar
yasadiklari kavramlari ve tanimlama, dénisim yapma, modelleme gibi c¢esitli becerileri
icerdigini ifade etmiglerdir. Literatirde, 6grencilerin fonksiyonun matematiksel dilini
kavrama, gunlik yasam durumlarini cebirsel ve grafiksel fonksiyon gdsterimleriyle ifade
etme, fonksiyonlarin temel dogasini kavrama ve cebirsel gosterimdeki bagimsiz ve bagimli
degdigkenlerin islevlerini anlama gibi konularda sikga kavram yanilgilarina rastlandigi

belirlenmisgtir.

Fonksiyon konusundaki bilginin niteligini incelemek, degerlendirmek ve aciklamak
icin farkl teorik yapilar kullanilabilir. Bu yapilar arasinda islemsel bilgi ve kavramsal bilgi

dugunceleri bulunmaktadir (Hiebert & Lefevre, 1986).

Hiebert ve Lefevre'nin (1986) tanimina gore, islemsel bilgi, bir konuyla ilgili kurallari,
formdlleri ve adimlari uygulama yetenegiyle ilgilidir ancak bu adimlarin neden ve nasil
calistigina dair derin bir anlayisi icermemektedir. Ogrenciler, belirli bir problemi ¢ézmek igin
gerekli adimlari takip edebilirler ancak bu adimlarin matematiksel kavramlarla iliskisini
anlamada zorlanabilirler. Bu dizeydeki 6grenciler, sembollerin, kurallarin ve formullerin
mekanik kullanimini 6grenmisg olabilirler, ancak bu iglemlerin matematiksel baglamlarini ve

anlamlarini kavramayabilirler.

islemsel bilgi seviyesindeki bir 6grenciye f(x) = 2x + 3 fonksiyonu verildiginde, bu
dgrenci farkl x degerlerini yerine koyarak fonksiyonun degerlerini hesaplayabilir. Ornegin,

x'in -1, 0 ve 2 oldugu durumlari digtinelim.

Ogrenci, x =-1igin f(-1) =2(-1)+3=1,x=0icin f(0) =2(0)+3=3vex =2
icin f(2) = 2(2) + 3 = 7gibi islemleri yapabilir. Ancak, islemsel bilgi seviyesindeki bu

ogrenci, fonksiyonun dogrusal bir fonksiyon oldugunu ve x degerini ikiyle c¢arpip Ug
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ekleyerek degerler elde ettigini bilmekle sinirl olabilir. Fonksiyonun grafiksel temsilini veya
dogrusal bir iliskiyi anlayabilir ancak fonksiyonun matematiksel 6zelliklerini (6rnegin,
dogrusal olmasi, her x degeri icin yalnizca bir ve yalniz bir y degeri Gretmesi) tam olarak
kavrayamayabilir. Dolayisiyla, sadece belirli x degerlerini yerine koyarak islem yapabilir,

ancak fonksiyonun tim 6zelliklerini anlamayabilir.

Kavramsal bilgi, i¢erigi dogru ve zengin olan bir bilgi tirtdur. Bu bilgi, yanilgl veya
eksik 6grenme gibi kisithliklardan uzak olup, bir kavramin temel niteliklerini anlamayi
gerektirmektedir. Ancak, kavramsal bilgiyi sadece bu temel seviyede kavramak yeterli
degildir (Bayazit & Aksoy, 2013). Hiebert ve Lefevre'nin (1986) ifade ettigi gibi, bir kavramin
anlam kazanmasi, diger kavramlarla ve onceden edinilmis bilgilerle baglantih hale
gelmesiyle gerceklesmektedir. Bu iligkisel boyut, kavramlarin gergek dinya durumlarina
uygulanmasi ve farkli baglamlarda kullaniimasiyla da geligtirilebilir. Dolayisiyla, bir
kavramin esasi ve temel dzelliklerinin anlagiimasi, kavramsal bilginin gelisimi igin temel bir
adimdir, ancak bu bilginin zenginlesmesi ve derinlesmesi, kavramlarin farkli baglamlarda

kullaniimasi ve diger kavramlarla iligkilendirilmesiyle saglanir.

Fonksiyonlarla ilgili kavramsal bilginin gelisimi igin fonksiyonlarin ézelliklerinin ve
iligkilerinin anlagilmasi son derece 6nemlidir. Fonksiyonlar, belirli bir kurala gore birbirine
bagh olan 6geleri esleyen 6zel bir baginti tGraddr. Bu bagintilar, kartezyen c¢arpim
kimesinin bir alt kimesini olusturmaktadir. Kartezyen ¢arpim ise, birinci ve ikinci bilesenleri
farkli kime elemanlarindan gaprazlama yontemiyle secilmis tim sirali ikilileri iceren yeni bir

kimedir (Bayazit & Aksoy, 2013).
Ornegin A={1, 2, 3}ve B={a, b, c} kimesini ele alalim.

Kartezyen carpim, A ve B kiimelerinin ¢caprazlama yontemiyle segilen tim sirali

ikilileri icerir. Yani, AxB={(1,a), (1,b), (1,c), (2,a), (2,b), (2,¢), (3,a), (3,b), (3,c)}

Simdi, bu kartezyen carpim kimesinden {(1,a), (2,a), (3,a)} kiimesini bir alt kiime

olarak secelim ve bunu bir fonksiyon olarak dusiinelim. Ornegin, f:A—B fonksiyonunu ele
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alahm ve f:A—B olarak tanimlayalim. Bu durumda, fonksiyonumuz A kimesindeki her
elemani B kiimesindeki a elemanina esler. Yani f(1)= a, f(2)=a ve f(3)=a seklinde bir

esleme yapilir.

Bu érnekte, fonksiyon kavrami, kartezyen ¢arpim ve baginti kavramlari arasindaki
iliskiyi acikga gorebiliriz. Fonksiyon, kartezyen ¢carpimin bir alt kiimesi olarak tanimlanabilir
ve bu baglamda fonksiyonlarin kavramsal bilgisinin gelisimi igin bu iligkilerin anlagiimasi

blaylk 6nem tasir.

Fonksiyon kavraminin iki ana 6zelligi vardir. ilk olarak, tanim kiimesinden alinan her
elemanin deger kimesine yalnizca bir ve yalniz bir elemana eslenmesi gerekliligidir
(Bayazit & Aksoy, 2013). Yani, her girdi degeri (tanim kiimesinden) fonksiyon tarafindan
yalnizca bir ¢iktl degerine (deger kiimesinden) eslenmelidir. Bu 6zellik, her girdiye karsilik

tek bir ¢ikti olmasi gerektigini vurgulamaktadir.

ikinci olarak, herhangi bir giris degeriyle iliskilendirilen ¢ikis degerinin belirlenmesi
icin belirli bir islemsel zincir veya cebirsel kural kullanilmasi gerekli degildir. Yani, birinci
kosul saglandigi sirece, esleme islemi tamamen rastgele yapilabilir, herhangi bir 6zel islem

sirasi veya belirli bir matematiksel kural gerekli degildir (Bayazit & Aksoy, 2013).

Ogrencilerin matematiksel kavramlari anlama silrecinde karsilastiklari zorluklar,
bazen goériindigi kadar basit olmayabilir. Ozellikle fonksiyonlar gibi temel kavramlar, farkli
temsiller ve uygulama alanlariyla birlikte diigiiniildigiinde karmasiklasabilir. Ornegin, x ve
y gibi notasyonlar iceren ifadelerin otomatik olarak fonksiyon olarak kabul edilmesi, gercek
bir fonksiyon olup olmadigini anlamak icin égrencilerin bazen zorlanmasina neden olabilir

(Vinner, 1983).

Ogrencilerin fonksiyonlarla ilgili bilgi dlzeylerini anlamak ve agiklamak igin
basvurulabilecek bir bagka teorik yapi, "kavram imaji" kavramidir (Tall & Vinner, 1981).
Kavram imaji, 6znenin herhangi bir matematiksel kavrama yonelik olarak gelistirdigi zihinsel

yapilari ifade etmektedir. Bu vyapilar, 6grencinin o kavrami nasil anladigini ve



54

kullanabildigini yansitmaktadir. Resimlerden grafiklere, sembollerden cebirsel ifadelere,
modellere ve gercek yasam durumlarina kadar cesitli unsurlari icermektedir (Bayazit &

Aksoy, 2013).

Ogrencilerin fonksiyon kavramina iligkin kavram imajlari oldukga gesitlidir. Kimi
ogrenciler igin, fonksiyon, matematiksel bir ifade, bir forml, bir denklem veya bir aritmetik
islem olarak aciklanabilirken, digerleri bir fonksiyonu, bir kimeden digerine her bir 6de i¢in
yalnizca bir eslesme yapilarak tanimlanan bir ifade olarak belirtebilir. Bazilar ise, bir
koordinat sisteminde her noktaya tam olarak bir noktanin karsilik geldigi bir egri olarak ifade

edebilir (Vinner, 1983).

Sierpinska (1992), 6grencilerin fonksiyon kavramini anlama sureglerini belirli

kategorilere ayirmigtir. Bu kategoriler su sekildedir:

1) Bazi dgrenciler, fonksiyonu denklemler araciliiyla ifade edilen bir

matematiksel iligki olarak algilarlar.

2) Bazi dgrenciler, fonksiyonu yeni bir matematiksel kavrami anlamak veya

¢ozmek icin bir baslangi¢c noktasi olarak gorurler.

3) Bazi d&drenciler, fonksiyon kavramini denklem ¢dzme slreciyle
bagdastirir ve fonksiyonu bir denklemi ¢ézmek igin kullanilan bir arag

olarak gérurler.

4) Bazi 6grenciler, fonksiyonu matematiksel bir formul veya ifade olarak

degerlendirirler ve fonksiyonu bu formdille temsil ederler.

5) Bazi 6grenciler, fonksiyonu matematiksel bir islem veya prosedir olarak

algilarlar ve fonksiyonu bu islem sureciyle iligkilendirirler.

6) Bazi 6grenciler, fonksiyonu grafik ¢cizme surecinde kullanilan bir ara¢
veya yardimci olarak gorurler ve fonksiyonu grafikleri ¢cizmek icin bir arag

olarak degerlendirirler.
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ilgili Galigmalar

cK¢ teorisi ile yapilmis ulusal ve uluslararasi alan yazinda az sayida c¢alisma

bulunmaktadir. Bu ¢alismalardan bazilari asagida verilmektedir.

Yazgan (2006) calismasinda; geometrik yer kavramiyla ilgili 6grencilerin
anlayislarini cK¢ modeliyle incelemistir. Calisma ic Anadolu bélgesinde yer alan bir
blylUksehirdeki 6zel kurs yerinde devam eden 12 tane 10. Sinif 6grencilerinin ikiserli gruplar
halinde olusturdugu bir etkinliktir. Ogrencilerden geometrik yer ile ilgili 5 tane soruyu
yanitlamalari istenmigtir. Oncelikle sorulardaki kavramlarin kavramsal yapilari ortaya
cikariimistir ve daha sonra 6égrenci cevaplari incelenerek geometrik yer kavrami ile ilgili
kavrayiglar analiz edilmistir. Son olarak yapilan analizler birbirleriyle karsilastiriimis ve
yorumlanmistir. Ogrencilerin geometrik yer ile ilgili anlayislarinin sezgisel oldugu, uygun
olmayan anlayiglara sahip olduklari ve bu anlayiglarin dogrulugunu incelemeksizin

yaptiklari sonucu ortaya ¢ikmistir.

Uysal (2019) calismasinda; 6gretmen adaylarinin matematiksel problemleri ¢ézme
surecinde ortaya koyduklari argimantasyon ve kanit durumlarini inceleyerek aralarindaki
iliskiyi cK¢ modeliyle analiz etmistir. Bu amagla argimantasyon ve kanit slrecinde
kullanilan farkh tekniklere goére aralarindaki iligkinin nasil degisiklik gosterdigini ortaya
cikarmistir. Calismanin katilimcilari, Ankara’da bir devlet Universitesinin 2017-2018 egitim
ogretim yilinin bahar yariyihnda matematik egitimi bilim dalinin ikinci ve Ggtncu sinifinda
okuyan 4 6gretmen adayindan olusmaktadir. Calismanin verileri 6gretmen adaylariyla
yapilan goérismelerle toplanmis olup verilerin analizi cK¢ modeliyle zenginlestirilmis
Toulmin modeliyle yapilmistir. Matematik problemlerinin ¢ézim surecinde 6gretmen
adaylarinin argimantasyon ile kanit stireci arasinda;” yapisal ve biligsel sureklilik, yapisal
sureklilik-biligsel mesafe, yapisal mesafe-biligsel sureklilik, yapisal ve biligsel mesafe
biciminde” oldugu ortaya c¢ikmigtir. Bilissel mesafenin oldugu durumlarin 6gretmen
adaylarini zorladidi goértlirken yapisal mesafenin oldugu durumlar etkilememistir. Bunun

nedeninin cebirsel problemlerin genel olarak timdengelim bir yapiya sahip olmasi olarak
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dusundlmastir. Bundan dolayi segilen kanit yontemlerinin de iki stre¢ arasindaki iligkiyi

etkilemedigi sdylenmistir.

Calik Uzun (2012) calismasinda; sinif 6gretmenleri adaylarinin temel matematik
dersindeki bilgi ve anlayiglarini cK¢ modeliyle belirlemis ve incelemistir. Calismanin verileri
o6gretmen adaylarina yapilan sinavlar ve gértismelerle toplanmistir. Nitel arastirma yéntemi
ile yarutulen caligmada” Kime, Denklem, Fonksiyon ve Sayilar’ konularindan hazirlanan
sinavlar 61 6gretmen adayina uygulanmis bunlardan 26 6gretmen adayi ile gorismeler
yapiimistir. Ogretmen adaylarinin sorulara verdikleri cevaplardaki her tirlii bilgi ayrintili
olarak analiz edilmistir. Caligmanin sonucunda, 6gretmen adaylarinin; dogru ya da hatali
sonuca ulastirsa da kisa yoldan ¢6zime ulasma, dodru sonug veren bir bilgiye
ulastiklarinda bunlari yeni durumlara aktarma ve belli durumlarda kismi genellemelere

ulasma gibi 10 genel kavrayisa sahip olduklari ortaya ¢ikmistir.

Maracci (2003) c¢alismasinda; lisans 6grencilerinin lineer cebir problemlerini
¢dzmede yasadiklari zorluklari ve hatalari belirlemek icin cK¢ modelini kullanmistir.
Calismada lineer kombinasyon, lineer bagimlilik/bagimsizlik, tretecler konulari Uzerinde
durulmustur. Calisma, birinci sinifta orta ve ylksek basari dizeyine sahip bes égrenciyle
yurGtilmistir. ilk sémestr bitiminde aksiyomatik bir yaklagimla vektdr uzayi teorisinin
kavramlari 6grencilere gosteriimis ve daha sonra 6grenciler daha ileri dizey bir derse
katilmiglardir. Ogrencilere bireysel gérismelerde ¢ézmeleri igin (¢ farkli problem verilmis

ve bu surecte yasadiklari guglikler belirlenmistir.

Miyakawa’nin (2004) calismasi, geometri konularindan yansima simetrisi ile ilgili
kanit gerektiren sorularla yuratiimus olup calismanin analizi cK¢ modeli ile yapilmistir.
Calismada simetri ile ilgili kurallarin teorik bir analizi ve simetri olusturma stirecinin analizi
yapiimigtir. Bundan dolayl, ayni kurali kullanmayi gerektiren ¢izim ve kanit
kullanabilecekleri problemlerin soruldugu 25 9.sinif 6drencisi, bir tanesi 3 Kisilik olacak
bicimde 11 grup haline getirilerek goézlemlenmistir. Fransa’da yurGtilen bu c¢alismada

ogrencilerin isbirlikli olarak galismalari ve sorulara cevap vermeleri istenmistir. Calismada
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ogrenciler, simetri icin diklik ve esit mesafenin gerekliligini bilmelerine ragmen kanit

surecinde dogru kullanamamislardir.

Murilloa ve Vivier (2013) galismalarinda; bir egriye teget cizme kavramini ve
hesaplamasini incelemek igin 2010 yilinda Meksika'da lise ve ortaokul 6gretmenleriyle bir
atélye tasarimindan bahsetmistir. Bu calismanin katilimcilari ise doérdu lise ve biri
ortaokulda 6gretmenlik yapan bes matematik 6gretmenidir. Bu tasarim igbirlikli 6grenme,
kendini yansitma ve agirlikli olarak Balacheff tarafindan gelistiriien ve dizenlenen cK¢
kavram (concept)-bilme (knowing)-anlayis (conception) modeli kullanilarak yapiimistir. Bu
modelin agirlikh olmasindaki amac¢ katilimcilarin teget ile ilgili kavramlari anlamaya,
kavramlar arasi iligkileri birbirlerine baglamaya, bilgilerini gelistirmeye ve yeniden
dizenlemeye daha ¢ok olanak tanimasiydi. Bu ¢alismada teget kavramiyla beraber egri
kavrami da incelenmis olup oOgretmenlerin karasizliklar yasadigi ve ifadelerinde

zorlandiklari gérulmustur.

Vittori (2018) calismasinda; sinifta matematik tarihini anlatirken égrencilere verilen
belirli gérevleri cK¢ modeliyle analiz etmeyi amaclamistir. Bu dersin cK¢ modeliyle ele
alinmasi, matematigin tarihsel boyutunu &égrencilerin bir kavramdan diger kavrama bag
kurmasini ve hatta 6grenmesi gereken yeni gorevleri nasil olusturdugunu goérme firsat

vermistir.

Voltolini (2018) ¢alismasinda; 3. dongude (ilkokulun sonu, Universitenin baglangici)
geometri 6grenmek icin kagit kalem etkinliklerine dijital teknolojiyi entegre ederek cK¢
teorisiyle incelemistir. Ogrencilere bir cetvel ve bir pergel ile iggen olusturma sorusunun,
dijital ortama aktariimasi ve bunun dgrenme Uzerindeki etkisi gosteriimistir. Ogrencilerin
dcgenin farkli kavramlarini tanimalari ve 6nerilen diger durumu ¢ézmeleri agisindan égrenci
eylemlerinin analiz edilmesi ve degderlendiriimesi cK¢ modeli dortluleri (P, R, L, Z) ile ele
alinmistir. Bir dizi operator ve kontrollerle agiklanan stratejiler gézlemlerle karsilastirilarak
ele alinmistir. Harekete gecirilen operatérlerin (R) ve kontrollerin (£) tanimlamasiyla 34

6grencinin her biri ayri bir Gggen tasarlamiglardir.
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Pedemonte ve Balacheff (2016) yaptiklari galismada; o6grencilerin geometri
dersinde problem c¢ozme konusundaki kavramlarini belirlemek ve kanitlamayla olan
iliskilerini analiz etmek icin Toulmin’in modelini cK¢ ile zenginlestirerek yaptiklar etkinlikleri
go6stermislerdir. Calismanin problemi, cK¢ modelinin 6gelerini (temsiller, operatorler,
kontrol) g6zlemlemek daha kolay oldugu icin Cabri Geometri yazilimi (zerinden
olusturulmustur. Ogretim deneyi iki italyanca sinifinda (11. ve 12. sinif) ve bir Fransizca
sinifinda (12. sinif) olan 30 &grencinin ikili gruplar halinde ¢alismasi ile olusturulmustur.

Calismada 6grencilerin anlayiglarinin kanit olusturma surecindeki rolt analiz edilmigtir.
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Bolim 3

Yontem

Arastirmanin Tuiru

Ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon tanimi, birebir fonksiyon,
orten fonksiyon, fonksiyonun tersi ve bileske fonksiyon gibi fonksiyonlara ait alt kavramlar
ile ilgili bilgilerini ve matematiksel dusuncelerini ortaya ¢ikarmak amaciyla yapilan bu

calismada nitel arastirma yontemlerinden olan durum ¢alismasi kullaniimistir.

Nitel arastirmalar, sosyal veya insan sorunlarini inceleyen ve bireylerin veya
gruplarin bu sorunlara verdikleri anlamlara odaklanan bir yaklasimi benimser. Bu tur
arastirmalar, yorumlayici ve kuramsal cerceveleri kullanarak arastirma problemlerini
inceler. Arastirmacilar, dogal ortamlardaki insan ve yerlere duyarli veri toplama ydntemlerini
tercih ederler ve toplanan verileri timevarim ve timdengelimli yaklagsimlarla analiz ederek
orantiler ve temalar ortaya cikarirlar. Sonug¢ olarak ortaya c¢ikan yazili raporlar veya
sunumlar, katihmcilarin seslerini yansitan, arastirmacinin derinlemesine dusincelerini
iceren, sorunlarin karmasikhgini agiklayan ve literatire yeni bir katki yapma veya degisim

cagrisi yapma potansiyeline sahip olan bir icerige sahiptir (Creswell, 2021).

Nitel arastirmacilar genellikle c¢alistiklari konu veya sorunu deneyimleyen
katilimcilardan veri toplamak igin saha galismalari yaparlar. Bu ¢alismalarda, arastirmacilar
katilimcilarla dogrudan konusarak ve kendi dogal ortamlarinda davraniglarini ve
hareketlerini gbzlemleyerek bilgi edinirler. Dodal ortamda gerceklesen bu etkilesimler,
zaman iginde yilz ylze iletisim halinde olma imkani saglar. Nitel arastirmacilar, veri
toplamak igin dokumanlari incelemek ve davraniglari gozlemlemek gibi dogrudan
yaklasimlari tercih ederler. Arastirmacilar genellikle agik uc¢lu sorulari kullanarak kendi
araglarini olustururlar, ancak bu araglar diger arastirmacilar tarafindan gelistirilen standart
anket veya oOlceklere dayanmaz. Ayrica veri toplamak i¢in kendi arastirma araclarini

gelistirme ve kullanma egilimindedirler. Nitel arastirma slirecinde, arastirmacilar yazarlarin
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literaturden getirdigi veya kendi yorumlarindan ziyade, katiimcilarin sorun veya problem
hakkindaki goéruslerine odaklanirlar. Katiimcilarin yorumlari, konuyla ilgili farkh bakis
acilarini ve cgesitli gorusleri ortaya koyar, bdylece arastirmacilara zengin bir anlayis saglar

(Creswell, 2021).

Durum calismasi 1980’li yillardan itibaren egitim arastirmalarinda yaygin bir sekilde
kullanilmaya baslanmis olan bir yéntemdir. Bu ydéntem arastirilan konunun bir yéninin
derinlemesine incelenmesine olanak saglar ve bazi genel teorilerin anlasiimasini saglama
amaci vardir. Durum calismasi sosyal olgularin ayrintili bir sekilde ¢éziimlemesini yaparak
arastiran bir ydntemdir ve bir olayin ¢esitli olgularla iligkisini inceleyerek arastirilan konuya
batluncdl bir nitelik kazandirir ve diger yontemlerle gézden kacabilecek ince ayrintilari ortaya

cikarmaya imkan verir (Ozmen & Karamustafaoglu, 2019).

Durum verisi ise, bir durum hakkinda toplanan tim bilgileri icerir; bunlar mulakatlar,
gbzlemler, dokimanlar ve diger insanlarin ifadeleri gibi cesitli kaynaklardan elde edilen
verileri kapsar. Bu bilgiler, incelenen durumla ilgili birikmis bilgiyi temsil eder ve durum
analizi i¢cin temel ham verileri saglar. Durum verisi, bireyler i¢in 6zellikle mulakatlar, Kklinik
kayitlar, gecmis bilgiler, istatistiksel veriler, Uretilen igerikler ve Kkisilik testleri gibi

kaynaklardan elde edilen bilgileri icerebilir (Patton, 2018).

Durum g¢alismasinda; katilimcilarin yaptigi agiklamalar, gérismelerden ve diger veri
kaynaklarindan toplanan bilgiler birlestirilerek durum hakkinda karar veriimeye calisilir.
Genellikle ‘ne’, ‘nasil’ ve ‘nigin’ gibi sorulara cevap arandiinda, katilimci davraniglari
kontrol edilemediginde, igcerik degistiriimek istendiginde ya da olay ile igerik arasindaki

sinirlar net olmadiginda durum galismalari kullanilabilir (Ozmen & Karamustafaoglu, 2019).

Bu calismada da 6gretmen adaylarinin cK¢ teorisi baglaminda fonksiyon kavramina
iliskin anlayiglari detayl bir sekilde incelenecegdi ve bu anlayislara ait operatérlerde ifade
edilen kanit semalari ortaya cikarilmak istendigi icin durum galismasi yonteminin uygun

oldugu diasuntlmustar.
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Katilimcilar

Calisma 2022-2023 akademik yilinda Ankara’daki bir devlet Universitesinin
matematik 6gretmenligi programinda 6grenim goéren her sinif diizeyinden ikiser olmak
Uzere, akademik ortalamalarina gére basarili olan kendini iyi ifade edebilen toplam sekiz
dgrenci ile yuritulmistir. Ogrencilerin seciminde akademik ortalamalarinin yaninda onlari

taniyan ders sorumlularinin da gérislerine bagvurulmustur.

Pinto ve Tall (1998, akt., Weber, 2003) tarafindan yapilan ¢alismaya gore, lisans
ogrencileri, ileri diuzey matematiksel kavramlari anlamada farkh yaklasimlar
benimseyebilirler. Bazi dgrenciler, kavramin resmi tanimi ve mantiksal sonuglari tGzerinde
yodunlasarak anlayiglarini gelistirirler. Bu 6grenciler, kavrami soyut bir sekilde ele alir ve
temel prensipleri Uzerinde odaklanir. Diger yandan, bazi 6grenciler ise kavramlari anlamak
icin daha sezgisel bir yaklagim benimserler. Bu 6grenciler, kavramin tanimini anlamak igin
daha somut 6rnekler ve deneyimler kullanabilirler. Onlar icin kavramlar, soyut dislince
yerine somut drneklerle iliskilendirilerek daha iyi anlasilabilir. Bu ¢alisma da; cK¢ teorisi
baglaminda fonksiyon kavramina iliskin anlayiglari ve bu anlayiglara ait operatdrlerde ifade
edilen kanit semalarinin analizinde fonksiyon tanimi, birebir fonksiyon, orten fonksiyon,
fonksiyonun tersi ve bileske fonksiyon gibi fonksiyonlara ait alt kavramlar, farkli anlayislarla
karsilasma, genis bir bakis agisi ve ¢gesitlilik saglayacagi distincesiyle lisans égrencileriyle

gerceklestirilmistir.

Balacheff (2017) yaptigi galismada kontrol yapisinin; segim yapma, operator
secme, geri bildirimi degerlendirme, karar verme, problem ¢dzme sirecinin gelisimini
yargilama gibi davranislari igerecegini belirtmigtir. Ve bu Ustbilissel davraniglari ortaya
¢ikarmanin oldukga zor oldugunu ve bu zorlugun Ustesinden gelmek igin, égrencilerin s6zI{
etkilesimlerinin bir pargasi olan bu davraniglarini ortaya g¢ikarmak igin ciftler halinde
calisilarak bir deneysel ortam hazirlanmasi gerektigini savunmustur. Bu nedenle bu

¢alismada da her sinif diizeyinden iki 6grencinin birlikte ¢alismasi distnulmastir.
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Veri Toplama Sireci

Arastirmanin verileri, fonksiyon tanimi, birebir fonksiyon, 6rten fonksiyon, fonksiyonun tersi
ve bileske fonksiyon gibi fonksiyonlara ait alt kavramlar ile ilgili olan iki teoremin yazili olarak
kanitlanmasi ve kanitlama sirecinde gergeklestirilen klinik mulakatlarin video ile kayit altina
alinmasiyla toplanmigtir. Bu iki teorem “ f: A - B, f fonksiyonu birebirdir & V C,D c A igin
f(€nD)= f(C)n f(D) oldugunu gosteriniz” ve “f: A = B ve g: B — C iki fonksiyon olsun.
f ve g fonksiyonlarinin her ikisinin de tersi varsa g of bileske fonksiyonunun da tersi
oldugunu ve bu fonksiyonun f~1 o g~ bileskesine esit yani (go f)™t = f1 o0 gt

oldugunu gésteriniz” dir.

Ogretmen adaylari ile yapilan calisma cevrim igi olarak yuritilmis ve dgretmen
adaylarinin yazili sorular Uzerinde tartismalari saglanmistir. Bu sekilde &6gretmen
adaylarinin fonksiyon kavramiyla ilgili anlayislarini daha iyi belirleyebilmek ve aralarindaki
tartismalar sayesinde sireci daha dogru yorumlayabilmek amaglanmigtir. Buchbinder ve
Zaslavsky (2019) yaptiklari calismada, 6grenci ciftleriyle ¢alisarak kanitlamada érneklerin
rolind incelemislerdir. Buradan yola ¢ikarak amacimiza yonelik her sinif dizeyinden ikiser
6grencinin olusturdugu gruplara, yazili uygulama yapilarak cevaplarinin kagitlara yazilmasi
istenmistir. Her 6gdrenci farkli ortamlardan uygulamaya katilarak teoremlerin cevaplarini
bireysel olarak yazili bir sekilde sunmustur. Uygulama esnasinda égrencilerin distincelerini
sesli olarak agiklamalari istenmis ve verdikleri cevaplarin daha iyi analizinin yapilmasi ve
anlayiglarinin belirlenmesi igin zaman zaman sorular sorularak stireg video ile kayit altina
alinmistir. Birinci siniftan iki 6grenciyle toplam bes oturum yapilmistir. ikinci siniftan iki
dgrenci ile dort oturum yapilmistir. Uglincli siniftan iki égrenci ile Gi¢ oturum yapilmistir.
Dérdincu siniftan iki 6grenci ile G¢ oturum yapilmistir. Her bir oturum siresi kirk dakika
surmustur ve oturumlar arasinda 10 dakikalik aralar verilerek uygulama tamamlanmigtir.
Uygulama esnasinda arastirmaci zaman zaman analiz surecinde katkisinin olacagini

dusunduagi gézlem notlari almigtir.
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Veri Toplama Araglari

Ogretmen adaylarina, arastirmaci ve alan uzmani égretim Uyesi ile birlikte fonksiyon
tanimi, birebir fonksiyon, érten fonksiyon, fonksiyonun tersi ve bileske fonksiyon gibi
fonksiyonlara ait alt kavramlarin kullaniimasini gerektiren, égrencilerin anlayiglarini ortaya
cikarmaya uygun oldugu dustnilen iki teorem c¢evrim ici yazili olarak sunulmustur ve
cevaplari yazili olarak alinmistir. Ogrencilerin bu teoremleri birlikte tartisarak kanitiamalari
istenmistir. Toplanan yazili cevaplar, tartismalar sirasindaki video kayitlari ve gézlem notlari

g¢alismanin verileri olarak kullanilmistir.

Verilerin Analizi

Bu bdolimde arastirmada elde edilen verilerin nasil analiz edildigi agiklanmistir.
Ogretmen adaylarinin vermis olduklari cevaplar cK¢ teorisinin bilesenlerine gére
incelenmistir. Uygulanan yazili sorularin yanitlarinin yer aldigi égrenci ¢alisma kagitlari,
¢6zUm sdrecinin video kayitlari ve arastirmacinin gbézlem notlari cK¢ teorisi baglaminda
fonksiyon kavramina iligkin anlayislara ait operatorlerde ifade edilen kanit semalarina gére

degerlendirilmistir.

Arastirmada nitel ¢alismalara uygun olarak verilere betimsel analiz uygulanmistir.
Nitel arastirma yontemi olan durum calismasinin analizinde kullanilan betimsel analizde
veriler arastirma problemine cevap almak icin dizenlenir, alintilarla desteklenir ve
okuyucuya sunulur. Betimsel analizde veriler tasvir edilir ve kavramsal cerceve ile

yorumlanir (Ozmen & Karamustafaoglu, 2019).

Ogretmen adaylarinin  fonksiyon kavraminda sahip olduklari anlayislari
belirleyebilmek igin video gérintileri ve cevap kagitlar incelenmistir. Ogrencilerin her iki
teoreme verdikleri cevaplarin sinif dizeylerine gore detayh bir sekilde analizi yapilarak
kullandiklari operatorler belirlenmis ve Ust bir baglik altinda ifade edilmistir. Ogrenciler O1,
02, O3... seklinde kodlanarak verdikleri cevaplar tek tek ele alinarak kullandiklari

operatorler belirlenmigtir. Bu operatdrler modeldeki orijinal simgesi korunarak R harfi ile
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gOsterilmis, kaginci operatér oldugu alt indis olarak ifade edilmistir. Ayni zamanda Ust indis
olarak kullanilan — isareti operatériin hatali oldugunu belirtmektedir. Bu anlatilanlari érnekler

ile aciklayacak olursak;

Rs: Esitligin olmasi icin esitligin saginin ve solunun birbirini kapsamasi gerekir yani

f(€cnD)= f(C)nf(D)ise f(CNnD)c f(C)n f(D)ve f(C)n f(D) c f(C n D) olmahdir.

y €Ef(CnD)=ye f(C)nf(D) o zaman f(CnD)c f(C)nf(D) dir. y€
f(©)n f(D) => y €f(CNnD) o zaman f(C)n f(D)c f(CnD)dr, operatdrinde

g6rildugu gibi 5. Operatdr oldugu ve dogru olarak kullanildigi anlagiimaktadir.

R 51 : fi A » B’ye taniml bir fonksiyon igin x; = x, = f(x;) = f(x,) ise f birebir

fonksiyondur, operatort ise 21.operatér oldugu ve hatali olarak kullanildigi anlagiimaktadir.

cK¢ teorisinin diger bileseni olan temsil kiimesi modelin orijinal simgesine bagli
kalinarak L harfi ile gosterilmistir. L temsil kiimesi operatér ve problem kiimesinde olan her
tarlh cebirsel dil, matematik yazihmlar, grafik, sembol, simge vb. gdsterimlerden olusan
kiime oldugu icin iki teoremin analizi bittikten ve operatorler belirlendikten sonra genel bir

analizi yapilarak ifade edilmigtir. Bu durum agagidaki gibi érneklendirilebilir;
L: Bos kiimenin goérintusind f (@) = @ ifadesi ile gosterme.
L: “f(C n D)e B” ifadesini yazma.
L: Fonksiyonun tersi olma 6zelligini s6zel olarak belirtme.

L: g fonksiyonunun tersi ile g fonksiyonunun bileskesinin esitligini (g7 0 g) = I

seklinde gésterme.

Ogrencilerin yaptiklari agiklamalara ve verdikleri cevaplara bakilarak sahip olduklar
anlayiglarin dayandiklari kontrol yapilari mimkidn oldugunca belirlenmeye c¢alisiimistir.
Ancak ogrencilerin yaptiklari iglemleri dogrulamayi, 6grenci ile ortam dongusunun dinamik
dengeye ulagip ulasamadigini yani o0grenmenin gergeklesip gergeklegsmedigini

denetlemeyi, karar almay! ve yargida bulunmayi saglayan bu bileseni ortaya koymak
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oldukga zordur. Ogrenciler ile yapilan gériismelerde 6grencilerin kullandiklari bilgileri,
matematiksel dili ve sembolleri neden ve nasil kullandiklarini agiklayamadiklarinin ve
yaptiklari hatalarin farkina varamadiklarinin gézlemlenmesi kontrol yapilarinin ortaya

cikariimasindaki guclugu dogrular niteliktedir. Bu anlatilanlari 6rnek ile agiklayacak olursak;

O6: ...tamam esitligi gostermis oluyoruz her iki ydonde de gdsterecegiz.
A: Her iki yonde gosterecegiz derken ne mesela her iki yonden kastin?

O6: Hocam belki cebirden dolayi béyle bir sey olmaya basladi hem soldan

hem sagdan ancak ve ancak gibi muhabbeti yani.

Ogrencilerin kullandigi R ~,: Esitlik gosterilirken gerek ve yeter kosulun (ancak ve
ancak) saglanmasi gerekir, hatali operatorl ile karsilastigimiz bu durum igin belirlenen
kontrol 6nermesi “P ile Q birer 6nerme ise P < Q bilesik 6nermesi, P& Q =(P=> Q) A

(Q = P)” olarak kabul edilmis ve ilgili bolimde belirtilmigtir.

Ogrencilerin teoremlere verdikleri cevaplar ve onlarla yapilan goriismeler tekrar
belirlenmistir.  Analizde kararsiz kalinan bdlimlerde arastirmaci, alan uzmani
akademisyenle tartisarak ortak bir dislincede uzlasma saglanmis ve analizin son haline

karar vermigtir.
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Boliim 4

Bulgular ve Yorumlar

Bu bdlimde fonksiyon kavrami ile ilgili verilen iki teoremin, her sinif diizeyinde iki
ogrenci ile yapilan uygulamalarinin cK¢ teorisinin anlayis asamasina gére analizinden elde
edilen bulgular; 6grencilerle yapilan gorismelerden ve yazili kagitlarindan belirlenen
operatorler (R), &grencilerin kullandiklari gdsterimler (L) ve &grencilerin ¢dzimlerini
dayandirdiklari tahmin edilen kontrol yapisi (3) 6rnek &grenci cevaplar ile birlikte
sunulmustur. Ogrencilerin yapmis olduklari agiklamalardan ve yazili kagitlarindan yola
cikilarak belirlenen operatérler iki teorem icin de ayri ayri sinif dizeylerine gore
sunulmustur. Operatérlerle ilgili bulgularin ve yorumlarin yani sira operatér kiimesinde olan
her turla cebirsel dil, matematik yazilimlar, sembol ve simge gibi gosterimler (Balacheff &
Gaudin, 2002) ve kontrol yapilari ile ilgili bulgular ve yorumlar da ayri basliklar altinda

sunulmustur.

Fonksiyonlar Konusunda Belirlenen Operatorler

Birinci Teorem

f:A - B, f fonksiyonu birebirdir & Vv C,D c A igin f(CnD)= f(C)n f(D) oldugunu

gosteriniz.

Birinci Sinif. O1 ve O2 teoremi okuduktan sonra cift yonlii olan ancak ve ancak
baglacinin gerekliliginden dolayi fonksiyonun birebir oldugunu kabul edip esitligin dogru
oldugunu gdstereceklerini daha sonra da esitligin dogrulugunu kabul edip fonksiyonun
birebir oldugunu géstereceklerini agiklayarak kanita nasil baglayacaklarini dogru bir sekilde
ifade etmislerdir. Bu agsamada R;: Ancak ve ancak dnermesinde dnce sol tarafi kabul edip
sag tarafin dogrulugu gdsterilirken sonra sag tarafin dogrulugu kabul edilip sol tarafin
dogrulugu gosterilir, operatorunu kullandiklari belirlenmigtir. Burada birebir fonksiyonun
tanimini, tanim kiimesinden aldiklari her elemanin gorintdleri esit ise bu elemanlarin da

birbirine esit olacagini ifade ederek ve R,: f:A - B olsunVxy,x, € Aigin f (x1)=f (x3) =
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X1 = x, oluyor ise f birebir fonksiyondur, operatorinu kullanarak yaptiklari belirlenmistir
(Bkz. Sekil 2 ve Sekil 3). Her iki 6grenci de kanita basladiklarinda kullandiklari ifadelerin ve
tanimlarin matematiksel gosterimlerine yani sembol kullanimlarinin dogru bir sekilde ifade
edilmesi izerinde zaman harcamiglardir. 02 kullandigi sembollerin anlamini ve gerekgesini
ifade edebilirken O1 bu sembollerin aslinda ne anlama geldigini bilmesine ragmen nerede
ve nasil kullanmasi gerektigi konusunda sikintilar yasamistir. O1 arkadasi O2'nin
aciklamalari ile birlikte derste goérdikleri dnceden bildigi dogrulari kullanarak ifadeleri
anlamak ve i¢sellestirmek yerine bigcime odaklanarak ikna olmustur. Yapilan gorismeler

bunu gdsterir niteliktedir;
O2: Kanitin basina da parantez iginde saga dogru giden ise’yi yapalim.
O1: Soyut matematikteki gibi paranteze alalim tamam.

O2: Sonra da asll kanitimiza baslayacagiz sadece gdsterim olarak karigiklik

clkmasin istedim o zaman sey diyecegiz.

O1: Ben 8yle demeyeyim yani ¢linkii iki tane ise kullaniriz bu sefer de ben

direk sey diyeyim.

O2: iki tane ise kullanmiyoruz ki burada sey kullanacagiz karsilikli kapsama
oldugunu gostermek isteyecegiz tabi orada eleman segtiginde tabi ise’yi

kullanacagiz da bir sorun yaratacagini distinmuyorum ben.
O1: Yazayim o zaman simdilik.

Her iki 6drenci de birebir fonksiyon ve fonksiyon tanimlarini dogru bir sekilde
yapmiglardir ve R;:f:A — B’ye tanimh bir fonksiyon ise x; = x, = f(x;) = f(x,) dir,
operatdriinii kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 2 ve Sekil 3). Ogrenciler R, ve
R; operatdrlerini dogru bir sekilde kullanmalarina ragmen O1 sembol kullaniminda yine
kararsizlik yasamistir ve O2'nin agiklamalariyla ikna olmustur. Yapilan goérismeler de

bunlari gdsterir niteliktedir;
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O1: Her xq, x5 € Aicin f(x;) = f(x,) ise x; = x, olur ve hatta ancak ve ancak
da diyebiliriz aslinda burada ¢lnku x; = x,ise f(x;) de f(x,) sadlar ¢inkl f bir
fonksiyon olsun diye kabul etmistik o ylizden de ancak ve ancak da koyabiliriz hani
once 1-1 dir seklinde tanim yaptigimizda f A’dan B’ye giderken her x4, x, € A i¢in

f(x1) = f(xy) © x; = x, diyebiliriz.

O2: Ama ancak ve ancak demeye gerek yok ki zaten basinda bir fonksiyon
oldugunu belirttik o yizden x; = x,ise f(x;) = f(x,) zaten fonksiyonun tanimindan

geliyor.

O2: Sey igin dedim matematiksel dil igin zaten f 1-1 dir ancak ve ancak her
X1, X; € A igin f(x1) = f(x,) ise x; = x, cUmle bitmis oluyor aslinda o kosula

girmeye hic¢ gerek kalmiyor sanirim.

O1: Evet sdyle yazabiliriz f birebir oldugundan her x,, x, € C ve D iginde yine

ayni sekilde saglar.

O2: Sonugta bu f oldugu igin bizim bunlari B’'den almamiz gerekiyor yani

f(C n D) de B’nin bir elmani ise 0 zaman C N D ise A’nin bir elemani olacak.

Ogrenciler kanita baslamak icin C ve D kiimeleri (izerinde calisacaklarini ifade
ederek elemanlari aldiklari kiimeleri belirlemiglerdir. Ve R,: f:A— B f fonksiyonu A
kiimesinde taniml oldugu i¢in A ‘nin tim alt kimelerinden alinan elemanlar igin f birebir
fonksiyon olma kosulunu saglar, operatorini kullanarak A’ nin her alt kimesinden aldiklari
elemanlarin da teoremin kosullarini saglayacagini ve bu kimeler Uzerinde iglem
yapabileceklerini belirtmiglerdir. Ve fonksiyonun birebir olma kosulunu kabul edip esitligi
gosterebilmeleri icin esitlik kavramini dogru bir sekilde Rs: Esitligin olmasi igin esitligin
saginin ve solunun birbirini kapsamasi gerekir yani f(CnD) = f(C)Nn f(D)ise f(CND) c
f)nfD) vef(C)nf(D)c f(CND) olmahdir. y ef(CNnD)=ye€ f(C)nf(D) o
zaman f(CnD)c f(C)nf(D) dir. ye f(C)nf(D) =y € f(CnD) ozaman f(C)N

f(D) c f(C n D) dir, operatérunu kullanarak belirtmislerdir (Bkz. Sekil 2 ve Sekil 3). Bu
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esitligi gostermek icin A’nin alt kiimesi olan € ve D ‘nin kesisim kiimesinin tanim ve deger
kimelerini, R ~¢: f: A — B ye tanimli fonksiyon ve V C, D Cc AiginCND € Aise f(CN D)€
B olur, hatal operatériinii kullanarak ifade etmislerdir. O2 tanim kiimesinden alinan her
elemanin fonksiyon tarafindan olusturulan goérinti kimesinin tanimladigr R,: f:A - B ye
taniml fonksiyon ve v C, D Cc Aiginy € f(CNnD) ise 3x € CNnD vardir ve f(x) =y ile
g6sterilir, operatoriini dogru bir sekilde ifade etmistir (Bkz. Sekil 2). Fakat O1 bu gésterimin
orten fonksiyon tanimi oldugunu ifade ederek R ~5: f: A = B ye tanimli fonksiyon orten ise
her y € f(CnD) ise 3 x vardir ki x€ CNnD ve f(x)=ydir, hatal operatérinu
kullanmalarini saglamistir (Bkz. Sekil 3). Burada her iki 6grenci de deger ve goérunti
kimelerinin ne oldugunu bilmelerine ragmen matematiksel gésterim olarak deger kiimesi

ile goruntu kumesinin farkini anlayamamislardir.

Ogrenciler goriintii kiimesinden aldiklari her elmanin mutlaka tanim kiimesinde bir
karsiligi olacagini értenligin tanimi olan deger kiimesindeki tim elemanlarin en az bir tanim
kimesinde karsiligi olmasi ifadesi ile karistirmislardir. Aslinda dogru bir sekilde ifade
ettikleri bu tanimlari matematiksel gésterim ve sembollerin anlamlarinin tam olarak
icsellestiremedikleri igin kullandiklari operatérlerinin anlamlarini disinmeden sembolik bir
dil olusturmaya odaklandiklari gériilmektedir. Bu siiregte O1’nin arkadagini ikna etmek igin
Ry: Fonksiyonun tanim kimesinde bosta eleman kalamaz ama f’nin deger kimesinde
bosta elaman kalabilir , R,,: Birebir ve drten olan bir fonksiyonun tersi vardir, operatorlerini
kullandigi belirlenmistir. Ogrenciler elemanlari aslinda gérintli kiimesinden aldiklarini
dolayisiyla bu degerin tanim kimesinde bir elemana karsilik gelmesi gerekliliginin 6rtenlik

ile ilgisi olmadigini anlamlandirmadan kanita devam etmiglerdir.

Ogrencilerin kaniti anlamak veya igsellestirmek yerine belirli bir formu veya sekli
dusunerek bicime odaklandiklari icin ritiel kanit semasina sahip olduklari géraimustar.

Yapilan gorismeler bunu gdsterir niteliktedir;

O2: Hery € f(C n D) ise dyle bir x vardir kix € C n D de ve f(x) = y.
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O1: benim kafam karisti

O2: yoo kafanin karisacak bir sey yok hatta bir ara soyuta bunu kullanmistik

hatirliyor musun bilmiyorum

O1: hi hi en bir x eleman vardir ki x € € n D f(x)=y bigiminde bu aslinda

ortenlik degil mi
O1: Hi hi en bir x eleman vardirkix € Cn D, f(x) = y.
O2: Dimi bu 6rtenlik oldu.
O1: ClUnku bir saniye bu drtenlik oldu biraz.
O2: Dogru her y igin dogru dogru 6értenlik oldu.
O1: Bunu sdyleyebilmek igin f’in rten olmasi gerekiyor.

O1: f birebir ama mesela f 6érten olmak zorunda degil mesela f’nin tanim
kiimesinde bosta eleman kalmayacak fonksiyon oldugu icin ama f’nin deger

kiimesinde bosta elaman kalabilir.
O2: Dogru evet dogru dedin anladim dogru.
O1: Tersinir bir fonksiyon olmak zorunda degil.
A: Nasil ilerleyecegiz peki burada denediniz mi ilerlemeyi?

O2: ilerleyince hani dedik ya 6yle bir x vardir diye x € C ve x € D olmus oluyor
aslinda ve f(x) = y kuralimiz hala duruyor simdi buradan y’ ye gegis yapacagiz ya

yani aslinda sey demis olacagiz f(x) € f(C) olmus olacak...
O1: Az 6ncekiyle mi ilerleyelim diyorsun sen.

O2: Aynen bir mantikli geldi bu értenlik tanimi gibi ama yine de sey gegis

yaparken sonugcta biz y ile basladik ve sonunda y bulmamiz gerekiyor...
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O1: Gérintl kimesinden aldigimiz her f(x) ler igin ve f(C N D) ler igin
baktigimiz zaman her f(x)€ f(C n D) ler i¢in dyle bir x var bana goére de var ve x €

CnDde...

02 kanitina devam ederken Rs, R ~¢ ve R ~g operatérlerini ve f(C n D)‘den aldig
bir y elemanin gérintl kimesi tanimindan tanim kiimesinde yani € N D ‘de en az bir x
elamani olacagini ifade etmis, bu x elemaninin kesisimin tanimindan dolayi her iki kimeye
de ait oldugunu soylemis ve  f(x)‘i olusturarak bu goérintinin de f(C)ve f(D)
gorintdlerinin elemani oldugunu yine gorunti kiimesi tanimindan olusturmustur ve R;;: x €
CND o x€CAxe€Ddedir. Ve f(x) =yoldugundan x e C Ax € D & [f(x) € f(C)] A
[f(x) € f(D)] dir. Ve [f(x)Ef(O] A [f()efD)] &  fl)e[f(C)nf(D)Idir,
operatorinu kullanarak f(C n D )’den aldigi elemani f(C) n f(D)'de goOstererek alt kime
taniminin gerekliligini yapmistir ve f(C n D) c f(C) n f(D) oldugunu gdstermistir (Bkz.
Sekil 2). Yapilan goérusmelerde R ~g hatali operatorli kullanmaya devam ederek yaptigi

islemi agiklayamamistir.

02 ortenlik tanimi ile goérunti kimesinin tanimini karistirdigini fark etmeyerek
kanitina devam etmistir. O2 kanitin bu kisminda genellenebilir durumlar ve tanimlar
kullanarak dogru matematiksel adimlari takip etmis olmasina ragmen kanit sudrecini
anlamlandirmak ve dogru gecisleri saglamaktan ziyade kanitin belirli bir formu veya sekli
oldugunu kabul ederek énceden bildigi dogrulari kullanmistir. Dolayisiyla O2’nin ritliel kanit

semasina sahip oldugu tespit edilmistir. O2’nin agiklamalari agagida verilmistir;

O2: Ben karsilikli olarak kapsama yapiyorduk ya esitligi géstermek igin ilk
basta f(C n D)’den bir eleman aldim bir y elemani aldim ve bu ayni y elemanin
f(C)n f(D) de bulmak istiyorum kapsamayi gosterebilmek i¢in sonra bir tane x
tanimladim bu x’in € n D’de oldugunu sdyledim ve kurallm f(x) =y oldugunu

soyledim ....



72

Sekil 2

O2'nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

td m
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O1 esitligin ilk tarafi olan f(C N D) c f(C) N f(D) gostermek igin O2 ile ayni Rs,
R ~¢, R; ve Ry, operatorlerini kullanmasina ve aslinda ayni islem adimlarini takip etmesine
ragmen kanitina C n D’den yani tanim kimesinde bir eleman alarak baglamis ve daha
sonra aldigi bu elemanin goértuntisunu olusturup goruntt kimesi tanimini kullanarak devam
etmistir.  Yani f(C n D)’den bir elaman alarak alt kimenin tanimi geregi ayni elemanin
f(C) n f(D)'de olmasi gerektigi bilgisini anlamlandirmadan ve gerekgelerini agiklamadan
tanim kimesinden bir eleman alarak kanitina devam etmistir (Bkz. Sekil 3). O1’in

aciklamalari asagida verilmigtir;
A: Sende mi buradan gidiyorsun?

O1: Evet hocam ben birbirinin alt kiimesi oldugunu gdstermeliyiz dedikten
sonra x € C N D ile bagslamak istedim o arada biraz disindim hani biraz kafam

karisti oradan ilerlemek istemedim o ylzden x € C n D olsun diye basladim...

O1 goérinti kiimesi olan £(C n D )’den bir eleman aldiginda eger £(C) N f(D)'de de
ayni elamanin oldugu gosteriliyorsa alt kimeden bahsedilecegini bilmesine ragmen
kanitina bu sekilde baslamamis, sonrasinda dogru ve anlaml islem basamaklarini takip
ederek kanitini tamamlamistir. O1 aslinda x € C N D aldi§i elemanin f(x) € f(CND)

seklinde goérintlsunu olusturarak islemlerini matematiksel olarak dodru ve anlamli bir
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sekilde yapmistir fakat kanitinin agiklamasini yapmasi istendiginde tanim kiimesinden bir
eleman alarak baslamasi gerektigini ifade etmistir. Kanitindaki tim asamalari ve kavramlari
bilmesine ragmen aciklamasindaki hatayi fark edememistir. Buda O1‘nin matematiksel
olarak dogru bir dil kullanarak sembolik dile ¢ok 6nem verdigini ve daha ¢ok bigime
odaklandigini ama bazi adimlari igsellestirmedigini gdstermektedir. Bu siregte O1’nin rittiel

kanit semasina sahip oldugu gorulmektedir.

Sekil 3

O7’in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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02 esitligin diger tarafini gdsterirken bu sefer f(C) n f(D)’'den bir eleman segip
f(C nD)de oldugunu gdstermesi gerektigini belirterek kanitina devam etmistir. Goértnti
kimesinden aldigi y elemaninin x; ve x, seklinde tanim kimesinden elemanlarinin
olabilecegini sdyleyerek bu degerlerin birbirlerine esit olma durumlarini ve esit olmama
durumlarini incelemesi gerektigini ifade etmistir. Eger x; ve x, elemanlarini ayni kabul
ederse bunun fonksiyonun tanimi geregi goruntulerinin de ayni olacagini sdyleyerek R;
operatdrini belirtmistir ve  Rs, R ~g, Ry, operatdrlerini kullanarak kanitini tamamlamigtir
(Bkz. Sekil 4). 02 bu x; ve x, elemanlarinin fonksiyonun birebir oldugu kabuliinden gériintii
kimesinden alinan y elemaninin x; ve x, olan degerlerinin ayni olmasi gerektigini
sdyleyememis ve anlamlandiramamigtir. Ve 02 x; vex, elemanlarinin farkli olma
kosulunda goruntulerinin de farkli olacagini sdyleyerek birebir fonksiyon tanimini belirttigi

ve Ry, f: A - B,y = f(x) bir fonksiyon olmak lzere Vx,,x, €A icinx; #x, = f (x1)# f
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(x3) oluyor ise f birebir fonksiyondur, operatorind kullandidi belirlenmigtir. Yapilan
goérismelerde fonksiyon tanimi olarak kullandigi Rsile birebir fonksiyon tanimi olarak
kullandid1 R, operatorlerinin farkinin olup olmadigi soruldugunda yaptigi bu tanimlarin
dogrulugunu hocasinin séyledigini ifade ederek géstermistir. O2 kanit sirecinde kendini
ikna ederken ve yaptiklarinin kontrolini saglarken hocalarinin agiklamalarini gerekce
olarak sunmustur ve dolayisiyla otoriter kanit semasina sahip oldugu tespit edilmigtir.

O2’nin yaptigi aciklamalar bunlari gosterir niteliktedir;

O2: Hatta hocada bize bunu anlatirken sey yapmisti eee f(x;) = f(x,) ise
x; = x, dengi olan yazim x; # x, ise f (x1)# f (x;) dir. Bu tanimladim ben &yle bir
x4 vardir ki x; € C dir ve f(x) =y dir diye ayni kurali devam ettirdim ve dyle bir x,
vardir ki x, € D ve f(x) =y dir dedim sonra f(x;) € f(C) ve f(x,) € f(D) geldi
burada sdyle ara bir parantez agtim x; = x, ise f(x;) = f(x;)’ dir. Cunkl fonksiyon
oldugundan dolayi bdyledir dedim birebirlik tanimidir bunlar birbirine denktir. Bunlar
birbirlerine denktir baslangigta sodylediklerim ama x; = xyise f(x;) = f(xy)yi
birebirlik ile karistirmayin demisti bunlar birbirinden farkli seyler bu zaten

fonksiyonun dogasi geregi bdyledir demisti bize .

Sekil 4

O2'nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrencilerin her ikisi de f(C) n f(D) € f(C n D) oldugunu géstermek icin £(C) N
f(D)yden bir y elemani alip f(CnD)de ayni elemani go&stermeleri gerektigini
sdylemelerine ragmen géruntl kimesinden aldiklari y’nin tanim kiimesindeki x degerlerini
belirlerken zorlanmiglardir. Ve aralarinda tartisirlarken O1, x’leri aldiklari C ve D kiimelerinin
A’nin her alt kimesinden segilebilecegi icin bu kimelerin bos kiime de olabilecegini ileri
surmustir. 02, O1’nin bu agiklamalarina karsi, aldiklari y elemaninin tanim kiimesinde olan
x deg@erinin C n D’de oldugunu dolayisiyla kesisimlerinde eleman olan kiimelerin bos kiime
olamayacagini belirtmigtir. Ve R,3: Elemani olan kiime bos kiime degildir, R,,: Bos kiime
her kiimenin alt kimesidir, R;s: f: A— B, y = f(x) bir fonksiyon olmak lzere A’daki
elemanin B’de bir elemana karsilik gelmesi gerekir. Ve bos kiimenin gérintisu bostur yani
(@) = ¢ dir, operatérlerini kullandidi belirlenmistir. Ogrencilerin aralarinda gegen konusma

asagidadir;

O2: Yok sey oluyor x € C ve x € D dedim ya o zaman direk sey derim bunlari
ayni x’mis gibi kabul edip x € € n D demis olurum ve f(x) = y’idi buradan da f(x)
€ f(C n D)'ye gegmis oldum baslangigtaki o f(x)’'de aslinda y’ idi y € f(C n D)
olmus oldu. Ama ben bdyle distinmedim séyle yaptim her ikisinden farkli x’ler
verdim. Secgerken mesela x; sectim dedim ki dyle bir x, vardirkix; e Cve f(x) =y
biciminde.

O1: Ama sey bos kiime de olabilir C bog kiime de olabilir ¢linkii her C ve D

icin saglamasi gerekiyor hani illa boyle bir eleman olmasi da sart degil.
O2: Hmm bir dakika o zaman 8yle diistinelim.

O1: € ve D bos kiimelerde olabilir hatta bunlarin kesisimleri de bos kiime

olabilir belki kendileri de bos kiime olabilir veya kesisimleri bos kiime de ¢ikabilir.

O2: Dur sorunun baglangicinda ne demis gerci her alt kiimesi igin demis
dogru bos kiime de A’nin sonugta alt kiimesi bak birincide o ilk kapsamada sikinti

¢clkmaz ¢unkl f( C n D)’den biry eleman aldigimizda bir x belirledik ve direk C n



76

D’de bir eleman bulduk zaten kesisimlerinde eleman varsa demek ki bunlar bog

kime degil burada bir sikinti gikmiyor ama.

O2: Fonksiyon olugundan deriz sonugta f(C)’de dyle bir eleman varsa bu
fonksiyon olusundan sonugta var olmayan bir seyi karsi tarafa nasil aktarirsin ki hani
baglayabilirsin A’dan B’ye tanimliyoruz ya A’daki o elemanin B’'de bir karsilik
bulmasi gerekiyor bir karsilik bulduysa demek ki baglangici yani tanim kimesinde

bir eleman varmis yani bos degilmis 6yle distinelim.

O1 f(C)n f(D)Yden aldigi y elemanini f(C nD)de de gdstermesi gerektigini
aciklayarak aldigi bu y elemaninin kesisimin tanimi gereginden hem f(C) hem de f(D)’de
olacagini ifade etmistir. Daha sonrasinda fonksiyonun tanimini kullanarak x; ve x,
degerlerine sahip olabilecegini fakat fonksiyonun birebir olma kabulinden dolay! bu y
degerlerinin ayni x dederine sahip olmasi gerektigini dogru ve anlaml bir sekilde
aciklamigtir. Ve R,,Rs, R4, R; ve Ry; operatorlerini kullanarak kanitini tamamladigi

belirlenmistir (Bkz. Sekil 5). O1’in yaptigi aciklamalar asagidadir;

O1: f’nin birebir oldugunu kabul etmistik ve f(C) n f(D) ise f(C ND)Yyi
kanithyorduk o ytzden f(C) n f(D)’den bir eleman aldik bu eleman f(x) eleman
dedik eee f(x) € f(C)N f(D) ise f(x) € f(C)dedir f(x) € f(C)ve f(x) € f(D)
sonra Oyle bir x vardir ki x € C ve y = f(x) bigiminde ve dyle bir x var ki x € D ve
y = f(x) bigiminde ve bir tane x degderi yazdim bunu f’in birebir olmasindan dolay
yazdim ¢lnku aksi takdirde iki tane x degeri olsaydi hani bu iki tane x degeri sadece
bir tane mi y de@erine gidecekti dyle olsaydi zaten birebir olmazdi o sebeple bir tane

x olmali dedim.
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Sekil 5

O1'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O1 yaptigi kanitta birebir fonksiyonun gerekliligini nerede ve nasil kullandigini 02'ye
aciklamasina ragmen O2 ikna olmayarak ve eger bu sekilde ortak bir x degeriyle
yazilabiliyorsa neden ise yerine ancak ve ancak baglacini kullanip ¢ift yonli olarak
sagladigini kabul etmediklerini sorgulamistir. O2 burada daha 6nceden derste 6grendikleri
kanit akisini anlamlandirmadan yaptigi kanita aktarmak istemistir. O2’nin bu ifadesinde
R ~16: Esitlik gosterilirken gerek ve yeter kosulun (ancak ve ancak) saglanmasi gerekir,
operatérini kullandigi belirlenmistir. Ogrencilerin her ikisi de bu teoremde gdstermeye
calistiklar esitlik ifadesinin kanitinda neden ancak ve ancak baglaciyla ifade
edemeyeceklerini agiklayamamiglardir. Esitligin ilk kismini gosterirken fonksiyonun birebir
olma kosuluna gerek olmadigini ancak esitligin diger tarafinda gegisleri saglayabilmek igin
fonksiyonun birebir olmasi gerektigini dolaysiyla kanitin dogrudan tersine dénemeyecegini
bu ylzden de ancak ve ancak baglacini kullanamayacaklarini agiklayamamiglardir. O1
fonksiyonun birebir olma &ézelligini kullandigi yeri anlamli ve dogru bir sekilde agiklamistir.
Fakat esitligin ilk tarafinda tanim kiimesinden eleman alarak kanitina devam ettigi ve alt
kime tanimini bilmesine ragmen eleman se¢iminde yaptigi bu hatayi fark edemediginden
dolay: farkli bir sekilde kanitina devam ettigini distinerek ancak ve ancak baglacini
kullanamayacagini aciklamistir. O2 ise esitligin ilk kisminda fonksiyonun birebir olmasinin
gerekmedigini diger yonini gosterirken fonksiyonun tanimindan dolayi ayni gérintlye
sahip farkh x degerleri olabilecegini ancak bunu ortak bir x degerinde yazabilmek ve y

elemaninin  f(C n D) de gobsterebilmek igin fonksiyonun birebir olmasi gerektigini
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g6rememistir ve kaniti tamamlayamamistir. Ogrencilerin her ikisi de matematiksel dil ve
sembolik kullaniminda derste goérduklerini ve hocalarinin dediklerini yaptiklari islemlere
aktarma egiliminde olup dogru bir sekilde ifade ettikleri duslnceleri bile
anlamlandiramamiglardir. Dolayisiyla égrencilerin ritliel kanit semasina sahip olduklari

tespit edilmistir. Yapilan gérismeler bunlari gésterir niteliktedir;

02: Ama oradan oraya gegis kolaydi da diger tirli sonugta mesela
yukaridaki sey var ya ilk yaptigimiz mesela kapsama onu en asagidan yukariya
g6tirebilir misin? Tekrar karsilikli olarak ancak ve ancak yapip ise yapmadan hani

kanit yaparken bazen direk tersine de koyuyoruz ya ok.

O1: Suraya mi f(C n D)=.... Burasi mi?

O2: Mesela en sonunda y € £(€) n f(D) bulduk ya oradan tekrar tersine ok
yapip yukariya ¢ikabilir misin ?

O1: Oradan gikamayiz bence.

O2: He niye glkamayiz sey deriz en basitinden y € f(C) n f(D) ise y yerine
f(x)derizf(x) € f(C)n f(D)derizsonraf(x) € f(C)ve f(x) € f(D)demesikolay

olur buraya kadar gelebiliriz ama oyle bir x vardir dedik ya ona geri donebilir miyiz

sence?

O1: Buradan geri dénemeyiz galiba ya neden geri dénemeyiz onu

dusuniyorum.

O2: Clunki bak geri dénemeyiz dedik ama sen az énce sen bir sekilde

gecebildin oraya aslinda aynisini yazmig oldun yukaridakinin.

O1: Aslinda ben direk geri ddnmeye galisgmadim farkli bir sey yazdim f(x)
€ f(C) n f(D) diye yazdim dncekini disinmeden buradan sonra yapmaya ¢alistim

f birebir oldugundan tek bir x vardir dedim.
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O1 kanitina devam ederken f(C n D) = f(C) n f(D) esitligi kabul edip fonksiyonun
birebir oldugunu tek nokta kiimesi vererek géstermeye calismis ve verilenlere uygun olacak
sekilde kabul Uzerinde yerlestirerek genel sonuca varmak istemistir. O1'in bu siirecte
Ry, R13, Ri5, Ry7: C ve D kiimelerin ikisi de tek nokta kiimesi olsun ve bunlar {x;} ve {x,} dir
, R1g: Birbirinden farkh C ve D tek nokta kiimelerinin kesisimleri bos kiimedir, yani C N D =
{x.}n {x,} = @ dir ve R,9: Ara kesitleri bos kiime olan kimeler birbirinden farklidir,
operatérlerini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 6). O1, € ve D kiimelerini sirasiyla {x,} ve
{x,} tek nokta kimesi olarak olusturmus ve birbirinden farkl bu kimelerin kesigimlerinin bos
kiime olacagini ve dolayisiyla goruntulerinin de bos kiime olacagini belirtmistir. Ve esitliligi
kullanarak f(C) n f(D)‘nin bos kiimeye esit oldugunu dolayisiyla kesisimleri bos kiime olan
iki goriintiiniin birbirinden farkli olacagini séyleyerek birebirligi gdsterdigini belirtmistir. O1,
her ¢ ve D kumesi icin bu esitligi kabul ederek tek nokta kimelerini olusturdugunu
dolayisiyla A kiimesinin her alt kimesi icin sagladigini ifade ederek kaniti tamamlamistir
(Bkz. Sekil 6). O1’in bu siiregte genel durumlari gdéz éniinde bulundurarak amaclarina
yonelik tanimlar, teoremler ve onceden kabul edilmis diger dogrular kullanarak kanit
olusturdugu icin donisiimsel kanit semasina sahip oldugu tespit edimistir. O71’in

acgiklamalari bu durumu gdstermektedir;

O1: ... C ve D kimelerine her tirlU sey yapabilirim kombinleyebilirim C ve
D kiimelerini ikisine de tek nokta mesela C kiimesine tek nokta x; dedim D kiimesine
de tek nokta x, dedim ve x;, x, € A olsun ve x; ile x, farkh olsun dedim ¢linki hepsi
icin saglaniyorsa yani her C, D altkime A i¢in saglaniyorsa zaten C ve D’ye tek nokta
x, ya da tek nokta x, desek de yine saglanir.... dolayisiyla C ve D kimesi zaten
farkh ve dolayisiyla € n D bog kiime olur o halde bos kiimelerin goruntisi olamaz

zaten bos kiimedir ....



Sekil 6

O1'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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02 kanitina devam ederken f(C n D) = f(C) n f(D) esitligi kabul edip fonksiyonun

birebir oldugunu goéstermek igin € N D kiimesini tek nokta kiimesi alarak kanitina devam

etmek istemigstir. Kesisim kiimesi ile bu tek nokta kiimesinin farkini alarak baska bir kime

olusturmak istemis fakat bu kimeden kendisini ¢ikarttiginda bos kimenin geleceginin

farkina varamamis ve tek nokta kiimesinin ne anlama geldigi konunda sikinti yagamistir.

Kanit sirecinde R, Ri2, R17, Rig V& Ryo: C N D = {x;}, C N D\{x;} = {x,} olsun x; # x, dir,

operatdrlerini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 7). O2’'nin bununla ilgili agiklamalari su

sekildedir;

O2: ... f'nin 1-1 oldugunu géstermek iginde her x;, x, € A igin f (x;)= f (x3)

ise x; # xy iken f (x1)# f (x,)dir oldugunu géstermemiz gerekiyor dedim sonra bir

sey yapmaya c¢alistim hala devamini getiremedim ama bir sey yazdim C n D tek

nokta x; oldugunu kabul ettim sonrasinda x,’de C N D\{x;} olsun dedim bu durumda

X, ve x, birbirinden farkli olmus olur ¢inkUl ara kesitleri bos kiime oldugundan

bunlarin ayni olma sansi yok dedim sonra sey olarak f’in 1-1 oldugunu

gosterebilmem igin bu x; ve x,’nin birbirinden farkh oldugunu 6grendigimden x; #

x, ise diye bagladim ...
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Daha sonra O1 ile yapti§i gériismelerde onun yapti§i kanita ikna olup ayni kanit
adimlarini izlemis ve R,,R{,, Ris, Ry7, Rig Ve Ry operatorlerini kullanarak kaniti
tamamladigini ifade etmistir. O2 de genel durumlari géz éniinde bulundurarak amaglarina
yonelik tanimlar, teoremler ve 6nceden kabul edilmis diger dogrular kullanarak kaniti
tamamlamistir. Bu yizden O2nin de doénusimsel kanit semasina sahip oldugu

belirlenmistir. 01 ve O2’nin aralarinda gegen gériisme asagidadir;

O2: € n D'yi tek nokta x; olarak kabul ettim x,’yi de C n D\{x1} dedim ¢lnki

bdyle segersem x,, x, den farkli olacak.

O1: Direk C’yi de tek nokta x; D’yi de tek nokta x, segsen daha kolay olur

bence.
O2: Oradan nereye variyorsun.

O1: istedigimizi secebiliriz C ve D’yi ama daha kolay olmasi icin ikisine de
tek nokta bir kime dedikten sonra bunlarin kesisimleri bos kime olacak sekilde daha

kolaylasir isimiz direk hani ben oradan yaptim.

Sekil 7

O2'nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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ikinci Sinif. O3 ve 04 teoremi okuduktan sonra gift kosullu mantik baglaci olan

ancak ve ancak gerektirmesinden dolayi fonksiyonun birebir oldugunu kabul edip esitligin
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dogru oldugunu gostereceklerini daha sonra da esitligin dogrulugunu kabul edip
fonksiyonun birebir oldugunu gdstereceklerini aciklayarak kanita nasil baslayacaklarini
dogru bir sekilde ifade etmiglerdir. Ve &grencilerin R; operatérini kullandiklar
belirlenmistir. Ogrencilerin her ikisi de kanita baslarken elemanlari hangi kiimeden
alacaklarini belirlemede zorlanmislardir ve birebir fonksiyonunun tanimini yaparken
fonksiyon olma kosulu ile karigtirarak R ~,; : f: A = B’ye taniml bir fonksiyon i¢in x; =
x; = f(x1) = f(x,) ise f birebir fonksiyondur, hatali operatérini kullandiklari belirlenmistir

(Bkz. Sekil 8 ve Sekil 9).

Sekil 8

O4’iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 9

O3'iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O3 ve 04 elemanlarini C ve D kiimelerinden ayri ayri segmeye karar verdiklerinden
tanimladiklari birebir fonksiyonun dengi olan, tanim kimesinden aldigi her elemanin
goruntdlerinin de farkl olmasi tanimini hatali bir sekilde belirtmiglerdir ve R ~,,: f:A = B,

y = f(x)bir fonksiyon igin f (x;) # f (x,) = x; # x, oluyor ise f birebir fonksiyondur,
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hatali operatort kullandiklar belirlenmistir (Bkz. Sekil 8 ve Sekil 9). Yapilan gérismelerde

bu durum goérilmektedir,

O4: Evet ama simdi C ve D 'den mi alsak onu? Clinkii C ve D c A icin diyor

ya. Yani x1'i C 'den aldim x,'yi D 'den alsak.

O4: Simdi, her C ve D c A igin x; € C ve x, € D olacak sekilde x;, x, € A

alalim.

O3: O zaman soyle yazalim, aciklayalim. Her € ve D € A 'nin da alt kiimesi

oldugu i¢in dedik. Simdi ne diyelim?

O4: Simdi fonksiyonunun birebir oldugunu kabul etmistik ya biz. Simdi x; =
x, diyecegim ama x; farkl bir kimede ve x, farkl bir kimede. O zaman bence

tersinden gidelim, f(x;) # f(x;) idi ya, ise x; # x, idi. Birebirligin diger tanimi.

Ogrenciler aralarinda tartigsarak elemanlarin hangi kiimelerden segeceklerine karar
vermeye c¢alismiglardir. Yaptiklari igslemlerin dogrulugunu ya da nedenini agiklayamadan
matematiksel dil kullanmaya c¢alismiglar ve sadece sembol kullanimina odaklanmislardir.
O4 esitligi gdstermek igin matematiksel olarak dogru olmayan ve bir mantiga oturtamadigi
ifadeleri esitligi géstermek adina kullanma girisiminde bulunmustur. O4 tanim kiimesinden
aldigi elemanin géruntisine esit olacagini belirterek hatali operator kullanmigtir. Tanim
kimesinden aldigi bir elemanin fonksiyonun goérintid kimesi tanimindan goérunti
kiimesinde bir elemani vardir ancak O4 bu bilgiyi yanhs kavramis ve olugan gérintileri
kiimelerin goruntisine esitlemistir. O4 kendini ikna etmek icin 6zel durumlar olusturmaya
calismistir ve indliktif kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O4’Gn R ~,3: x1,x, €C N
D ise f(xy), f(x,) esittir f(C n D) dir. Ve x;,x, € C ve xq,x, € D 0 zaman f(x;) ve f(x3)
esittir £(C), f(xy) ve f(x;,) esittir f(D) dir, hatali operatért kullandigi belirlenmistir (Bkz.

Sekil 10). O4’Gn O3 ile aralarindaki goriisme asagida verilmistir;

0O3: Bdyle desek daha mantikli olmaz mi? x;,x, € Cn D dedik ya, x; € C,

x, € D, zaten x; = x, oldugu igin.
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O4: ....Bence var ya, biz surada hata yapmis olabiliriz. Hani x,'i C 'den x,'yi
D 'den aldik ya, bunun yerine x,, x,'yi direk C N D 'den alsak bence daha dogru bir

islem yapariz diye distntyorum su anda.

O4: Simdi x;, C n D 'nin elemaniydi ya, f(C n D) esittir x, de hem € hem de
D 'nin elemani ya, hani oradan ben sadece C 'yi kabul etsem f(C)'ye esitlesem o da

ayni zamanda f(D)'ye esitlesem.

Sekil 10

O4’iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O3 ve 04 aralarinda tartisirken her ikisi de esitligi nasil gésterecegini dogru bir
sekilde aciklayarak R: operatoriini kullandiklari belirlenmistir. O4 esitligin  varligini
gOsterebilmek icin f(C n D)’den bir eleman alarak alt kimenin tanimi geregi ayni elemanin
f(C) n f(D) olmasi gerektigini ve diger tarafi gésterebilmek icin de f(C) n f(D)’'den aldidi
y elemanini f(C nD)de gdstermesi gerektigini aciklamistir. O3 ise esitlik kavraminin
varligini gosterebilmek igin ne yapiimasi gerektigini bilmesine ragmen bunun nasil
yapilacagini agiklayamamis, hangi kimelerden eleman almasi gerektiginin farkina
varamamis ve islem adimlarina gegememistir. Ayrica matematiksel olarak genel bir terimi
ifade etmesi icin kullanilan x; ve x, gibi adlandirilan degerleri sadece yazim benzerliginden
dolayi siral ikili terimleriyle karigtirmis neden boéyle bir ifade kullandigini anlamli bir sekilde
aciklayamamigtir ve derslerde hocalarinin da ayni sekilde yaptigini sdylemistir. Ve
R™ 54 x1,x, €CND ve bu elemanlar sirali ikilidir, hatali operatorind kullandigi

belirlenmistir. O3 sirali ikili kavraminin anlamini ve iglevini disiinmeden, sembollerin
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niteligini ve niceligini bilmeden kanit sirecinde kullanmigtir. O3'n bu siiregte dayanagi
olmayan sembolik kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O3 ile O4 ‘Un aralarinda

gecgen gorisme asagida verilmigtir;

0O3: Hocam benim aklima simdi geldi de, séyle yapiyorduk. Esitlikte her iki

tarafin da birbirini kapsadigini géstermemiz gerekiyor.

O3: f(C n DYnin, f(x) € £(C) n f(D)'nin alt kimesi olduguna, ayni zamanda

da f(x) € f(C) n f(D)'nin f(C n D)'nin alt kimesi oldugunu gdstermemiz lazim.

O4: f (x1), f (x;) € f(Cn D) alalim. Ya esitligin hani sagindan solundan

elemanlar alip bunlarin birbirini kapsadigini gdsteriyorduk ya.

O3: Tamam da bence sdyle yapalim. Simdi biz hani € n D 'den bir eleman

alacagiz ya
O4: Evet.
O3: Dogru mu? € n D 'den eleman alacagiz. Bunlarin sirali ikili olmasi lazim.
O4: Hayir neden sirali ikili olsunlar?

O3: Hatirlasana &yle yapiyorduk ya. Yani sen buradan mesela x;

elemanidir...hi dogru, o zaman.
O4: Oyle bir sey olmak zorunda degil.

O4 kanitina f(C n D)’den bir y eleman alarak baslamis bu y elemanini £(C) N
f(D)de oldugunu Rs, R,, R,, operatorlerini kullanarak gosterdigi belirlenmistir. O4
matematiksel islem olarak bir hata yapmamasina ragmen fonksiyonun goérintl kiimesi
tanimindan yazabildigi x; € Cn D ifadesindeki x;‘in kesisimden dolayr ayni eleman
oldugunu gérememistir ve fonksiyonun tanimindan yazabilecedi f(x;) € f(C)ve f(x;) €
f(D) ifadelerini fonksiyonun birebir olmasindan dolayi yazdigini ifade etmistir (Bkz. Sekil
11). O4 kesisim kiimesini, gorint( kiimesini ve fonksiyonun birebir olma 6zelligini dogru bir

sekilde matematiksel dil kullanarak agiklamistir fakat kanit sirecinde yaptidi gegisleri



86

anlamh bir sekilde olusturamamis ve ifade edememisti. O4 kaniti anlamak veya
icsellestirmek yerine, sadece belirli adimlari takip ederek tamamlamistir. Bu da O4’tn rittel
kanit semasina sahip oldugunu gdstermektedir. O4 ‘Un gériismede yaptigi agiklama

asagidadir;

O4:x, €eCnDisex; €C vex; €D oldu. Simdi x; € C vex; € D idi ya, e bu
birebirdi. O zaman f(x;) € f(C) ve f(x;) € f(D) olmaz mi? Fonksiyon birebir oldugu
igin.

O4: f(x;) € f(C) ve f(x;) € f(D) olmus oldu. Ve baglaci dedigim sey zaten

kesisim igin kullaniyorduk onu. Otomatik olarak f(x;) € f(C) n f(D) oldu.

O3 ise kanit siirecinde O4’tin yapti§i agiklamalara ikna olarak onun yaptidi islemleri
takip etmistir. Ve O4’in sdyledigi ifadeleri onaylayarak kanit stirecinde pasif olarak hareket
etme egilimini gdstermistir (Bkz. Sekil 12). O3 bu sirecte O4 ile ayni Rs, R,, Ry
operatorlerini kullandigi belirlenmistir. Ogrencilerin her ikisi de esitligin ilk tarafini dogru bir
sekilde yaptiklarini ifade ederek esitligin diger tarafini £(C) n f(D)’den bir eleman alarak bu
elemani f(C n D)’de gdstermeleri gerektigini sdylemiglerdir. Ancak bu esitlik kavraminin
kanitinda ancak ve ancak kullanabileceklerini kanitin c¢ift tarafli olarak sorunsuz bir sekilde
gittigini belirtmiglerdir. Ogrencilerin R ~;, hatal operatorii kullandiklari belirlenmistir (Bkz.
Sekil 11 ve Sekil 12). Bunu neden bu sekilde distndikleri soruldugunda O3 hocalarinin da
derste bu sekilde yaptigini ifade etmistir. O3'in kendisini ikna etme sirecinde bu

aciklamalariyla otoriter kanit semasina sahip oldugu belirlenmisgtir.

Ogrenciler ancak ve ancak ile esitlik ifadelerinin nasil gdsterildigini ve nasil
kullanildigini bilmelerine ragmen bu kavramlari kanitlama surecine matematiksel dil olarak
dogru bir sekilde aktaramamis ve aciklayamamiglardir. Burada ancak ve ancak
kullanamayacaklarini, esitligin ilk tarafinin kanitinda fonksiyonun birebir olmasi
gerekmedigini ikinci kisimda ortak x de@eri yazabilmek ve gecisleri saglayabilmek igin
fonksiyonun birebir olmasi gerektigini anlamlandiramamiglardir. Ogrencilerin her ikisi de

matematiksel dil ve sembol kullanimini derste gordikleri ve ders sorumlusunun sdyledigi
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sekilde yaptiklari islemlere aktarma egilimi gostermis ve dogru ifade ettikleri digtincelerini
bile kanitlama strecinde anlamlandirmada guiclik yasamiglardir. Ogrencilerin ritiiel kanit
semasina sahip olduklari tespit edilmistir. Goérismede 6grencilerin arasinda gecgen

konusma asagidaki sekildedir;

O4: Simdi f(x;) € f(C) n f(D) olacak sekilde bir eleman alsak. Acaba tersi
sagliyor mu diye bir kontrol edelim mi? Simdi f(x;) € f(C) n f(D) olsun. O zaman
f(x1) € f(C) hem de f(x;) € f(D) olmus oluyor.

O3: Burada ancak ve ancak saglar. Ancak ve ancak olur burada.

O4: Olur degil mi? Cift tarafli geri déniiyor. Birebir oldugu icin de sunu

sagliyor tekrardan, dénuyor.
O3: Bence 8yle yapalim. Ancak ve ancak olur. iki yénlii de ...

O4: O zaman simdi biz esitligin her iki tarafini da kanitlamis olduk.

Sagladigini da géstermis olduk.

A: Onu da gostermeniz gerekmiyor mu?

O3:Hocamiz bize iki yonli de oluyorsa oku atin gegin diyordu.

O4: Yani direk hani oku gostersek hocam, ¢ift tarafli bir ok yapsak, iste
f(x) € f(C) N f(D) aldiysak, f(x;) € f(C) ve f(x,) € f(D) olmus oluyor. O zaman

birebir oldugu igin f(x;) € C....Ne?
O3: Simdi sag taraftan sol tarafa gitmeye calisiyoruz.

O4: Esitligin iki tarafini da gdstermek, ancak ve ancak oldugu igin iki tarafli
kanit yapmamiz gerekiyordu. Biz su an kanit biri yapmis olduk ama geri donup hani
diger tarafi kanittamamig olduk. O zaman yarim yapmis oluyoruz. Yani soru daha
bitmedi. Suanda her C, D Cc Aigin f(C n D) = f(C) n f(D) olursa eger fonksiyonun

birebir oldugunu gostermemiz gerekiyor.
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O4’iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 12

O3’iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O3 ve 04 esitligin ilk tarafini kanitladiklarini ve kendileri igin dogru bir kanit oldugunu

sdyleyerek ancak ve ancak baglacinin diger tarafini gdstermeleri gerektigini sdéylemislerdir.

Yani f(CnD)= f(C)nf(D)

esitligini kabul edip fonksiyonun birebir

oldugunu

g6stermeleri gerektigini ifade etmislerdir. Aralarinda konusurken birebir fonksiyonun

tanimini yanhs yaptiklarini fark edip hatalarini dizeltmislerdir ve R, ve R,, operatérlerini

kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 13 ve Sekil 14). O3 ve O4’Un aralarinda gegen

gbrisme asagida verilmigtir;
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O3: Hayir, hayir, hayir... x; = x, ise f(x;) = f(x,)...Biz onu strekli oldugunu

karigtiriyorduk ya zaten x; = x, ise f(x;) = f(x;).

O4: Bence f(x;) = f(x,) ise x; = x, birebir oldugunu bdyle géstermis oluruz

diyoruz. Tekrar bak bence. Ne dusinlyorsun?
O3: Evet evet, onu yanls yazmisim.
O4: f(x,) = f(x,) ise x; = x, birebirlik demekti degil mi?
O3: Evet.
O4: Tamam. Ya da tam tersi x; # x,ise...Aynen f (x;)# f (x,) demeliyiz.

Ogrenciler esitligi kabul edip fonksiyonun birebir oldugunu gdstermeleri gerektigini
bilmelerine ragmen kanitlarina ilk kisimda ilerledikleri gibi C n D ve f(C n D)’ den eleman
alarak devam etmislerdir. Ogrencilerin kanit siirecinin nasil olacagina dair sikinti yasadiklari
gorilmektedir. Ogrenciler fonksiyonun birebir oldugunu kanitlama sirecinde nasil
gosterecekleri, hangi matematiksel islemleri yapmalari gerektigi konusunda yeterli bilgiye
sahip olmadiklari séylenebilir. O3 kanit siirecinde goriintii kiimesinden aldigi elemanlari
tanim kimesinin elemani olarak gdéstermis ve matematiksel olarak anlamli ifadeler
kullanmamistir. O3'ln, kanit stirecinde zorlandiginda gogunlukla O4'lin izledigi yollari takip
ettigi gézlemlenmistir. O3'Un genellikle matematiksel gosterim ve sembollerde anlaml ve
dogru bir dil kullanmadigi, matematiksel kavramlarda eksikleri oldugu gérilmektedir. O3
kanitinin sonunda fonksiyonun birebir oldugunu mantiksal ve anlamli gerekgelerle ifade
edememis ve kaniti tamamlayamamistir. Bu suiregte O3 yaptidi islemleri agiklayamamis ve
dogru bir matematiksel dil olugturamamigtir. Bu ylzden O3'Un kullandi§i operatorler
belirlenememistir (Bkz. Sekil 13). O4 ise kanit stirecinde aktif rol oynayarak bu siirece yon
vermistir. O4, matematiksel dil ve sembol kullaniminda O3 kadar sikinti yasamaz iken
fonksiyonun tanimi, birebir fonksiyonunun tanimi gibi énemli ve temel matematiksel
kavramlarda eksikleri oldugu belirlenmistir. O4 kanit slrecinde kaniti anlamak veya

icsellestirmek yerine belirli bir formu veya sekli distinerek bigcime odaklandidi igin ritlel kanit
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semasina sahip oldugu belirlenmistir. O4 kanitin son kisminda pasif kalarak O3’lin yaptig
islem adimlarini takip etmistir fakat bunun dogru bir kanit olmadiginin farkina varmistir ve

kaniti tamamlayamamistir (Bkz. Sekil 14). Yapilan gorismeler bunu gésterir niteliktedir;

O4: Simdi f (x,) € f(C n D) dedik ya yukarida da biz f(C n D) = f(C) n f(D)
oldugunu gostermistik. O zaman ayni zamanda f(x;) € f(C) ve f(x;) € f(D) olmus

oluyor. Ayni sekilde de f(x,) € f(C) ve f(x;) € f(D) olmus oluyor.

O4: Evet f(x;) € f(O), f(x;) € f(D) ayni zamanda f(x;) € f(C), f(x,) €

f (D) olmus oldu. Benim burada x; = x, oldugunu gdstermem gerekiyor o zaman.

O3: O zaman soyle; f(x;) € C ve f(x;) € D, f(x,) € C ve f(x,) € D dedikten

sonra, x; = x, diyecegiz.

O4: Simdi ben, su son kisimda hani x; = x,'yi gdstermeye ¢alisiyoruz ya
biz... x; = x, oldugunu gdstermeye calisiyoruz ama bunu ben géremedim orada.
Simdi x; eleman dedik. x,, x, € C oluyor dedik. x;, x, € D oluyor dedik. Ama x;

neden esit dedik x,'ye? Orada bir tam emin olamadim ben.
O4: x;, x, € C ve x4, x, € D olmus oluyor.
O3: O zaman da x; = x,... x; = x, diyorum.
O4: Tamam.
O3: Sonra da sunu yaziyorum. Kanit tamamlanmis oldu. Tamam mi bu?

O4: Tamam olsun.
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Sekil 13

O3'iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 14

O4’iin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

Rrcol ve caca Mgy tcin  £lend)= €0 €E)
O‘du’S\:(\U Labul edelim ve  Qanbsi gonun  bivlic  olduguny
gasVeceli. Clay =ty = n=vy | ddauwu gosteradypo
Yo Sa vt s = Ryt (o o\dugunn  gastermabyio
R =fey €k, L) € L) = Lk e €M N QL€ enn)

S € KON e W)
Q) € S A €< )

= v eCcaD A v, eChD

Bonce \301\\({[2) =S w el N o2t €D

= | %\ =¥o

Ugiincii Sinif. Ogrenciler teoremi okuduktan sonra birebir fonksiyonun tanimini
kullanarak esitligin saglandigini gostermeleri gerektigini ifade etmiglerdir. Fakat ancak ve
ancak oOnermesinde ne yapmalari gerektidini ve Onermenin ne anlama geldigini
aciklayamamiglardir.  Yani o6nce fonksiyonun birebir oldugunu kabul edip esitligi
go6stermeleri gerektigini daha sonrada esitligi kabul edip fonksiyonun birebir oldugunu
géstermeleri gerektigini gérememiglerdir. Ogrenciler teoremin kanitinda nasil ilerlemeleri
gerektigini anlamlandiramamis ve agiklayamamiglardir. Kanita birebir fonksiyonun tanimini

yaparak baslamiglar fakat fonksiyon birebir ise bdyle bir esitlikten bahsedilebilecedini
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anlamamislardir. Dahasi fonksiyon tanimi ve birebirlik tanimi gibi kavramlarin acgiklarken
kararsizliklar yasamislardir. Ogrencilerin fonksiyonun birebir olma kosulunu R, operatériini
kullanarak yaptiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 15 ve Sekil 16). Aralarindaki konugsma bunu

gOstermektedir;

O5: Tanimdan gidecegiz, birebirligin tanimi neydi f (x;)=f (x3), x; =
X, oldugu zaman birebirdir diyoduk onu yazalim f (x;)= f (x;) iken x; = x, dogru

mu hatirliyorum sanki tersi miydi boyle miydi ya?
O6: Bir dakika f (x;)= f (x;), x; = x, ama zaten boyle olmak zorunda.
O5: Yok yok yok tamam dogru hatirliyorum.

O6: Clnku verilenlerde birebirlik olma var ve bir 6zelligi kanitlamamizi
istiyorsa eger bu birebirligi kullanacagdiz soru séylemisse bize dncelikle birebirligin
tanimini yazalim nasil bir kullanimina gegebiliriz diye onu yazdik sonrasinda da

esitligi kanitlamaya c¢alisacagiz.

O5: Evet birebirlik tanimindan vyararlanarak 6nce onu kullanacagimizi

biliyoruz o bilgi biz de bosu bosuna verilmemistir diye dlisinduk.

06 kanitinda, venn semasi ile ¢izim yaparak teoremin dogru oldugunu énce kendi
icinde igsellestirip ilerlemek istemistir. O6 bu sekilde direk esitligi gérebildigini ama bunun
kanit igin yeterli olmadigini ifade etmistir. O5 ise kanitin gok asikar oldugunu kagida
dékmekte zorlandigini ifade etmistir. Ogrencilerin her ikisi de igsel olarak teoremin
dogrulugunu ifade ederken bunu matematiksel dile déntstirmekte zorluk yasamislar hatta
kaniti tamamlayamamuglardir. Ogrencilerin her ikisi de kanit sirecine gérsel kanitlari veya
sezgilerini kullanarak baslamiglardir. Bu da &grencilerin algisal kanit semasina sahip

olduklarini géstermektedir. Ogrencilerin aralarindaki gériisme bunu dogrular niteliktedir;

O5: Sanki bdyle ¢ok basit bir seyle gosterecekmisiz gibi geliyor fakat kagida

dékemedim sanki. Buna sey diyesim geliyor. Asikar deyip gegesim geliyor.

O6: Venn semasi kanit olsaydi ben ¢ok rahat kanitlardim.
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O6: Yani suan degil. ilk énce soruyu gorir gérmez sezgilerimle dedim ki C
ve D’yi ayri ayri alsam ve bu kimeleri kesistirsem eger bu kiimeler birebir oldugu
icin bu kesisim kiimesi C ile D ‘nin kesisiminin gérintisitne yine esit olur diye direkt
aslinda kiimeden de gorebiliyorum. Kafamdaki kime semasindan da ¢ok rahat

gOrebiliyordum.

A: Bunu ben bu sekilde sezgisel olarak yaptim venn semasinda gdésterdim

diyorsun dogru mu?
O6: Evet.
A: Ama bu senin icin yeterli mi?

O6: Yok yeterli degil o ylizden kanit yapmak igin cabalamaya basladim gink

venn semasi tam kanit saglamaz bizim igin.

06 kanitina € n D kiimesinden eleman segip esitlikte yerine koyarak ilerlemek
istemigtir fakat aldigi elemanlar direkt goérintilerine esitleyerek fonksiyon ve birebirlik
kavramlariyla ilgili matematiksel olarak anlaml olmayan iglemlerle kanitina devam etmistir.
O6 bu islemlerin mantigini, gérinti kiimelerini nasil olusturdugunu anlamli bir sekilde ifade
edememistir. Bu surecte sadece 6zel degerler olusturarak i¢sel olarak kendini ikna etmeye
calismistir. Fakat bu islemleri matematiksel olarak dogru argumanlarla destekleyememistir.
O6‘nin bu iglemlerde R, ve R ~,; operatorlerini kullandidi belirlenmigtir. O6 kanita ayrica
kesisimde olmayan bir eleman segerek devam etmek istemis ve Ri5,RioVE R ~,5:x1 EC A
x, € Dveyax; €D Ax; € Cise CnD = @ olur, hatal operatérini kullandigi belirlenmistir
(Bkz. Sekil 15). iglemlerini agiklarken ancak ve ancak gerektirmesindeki gibi gift tarafli
kanitlamasi gerektigini ifade ederek esitlik kavraminin dogrulugunu géstermek icin karsilikli
kapsamalari gerektigini agiklayamamistir. Esitlik kavramini cebir dersinde 6grendigi ancak
ve ancak dnermesinin igleyis suUreciyle karistirarak kanitina aktarmak istemistir ve R =4

operat6riinG kullandigi belirlenmistir. O6 kanitina Rys, Rig, R "33 VER ~26: [VX, EC AV x, &
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DIA[Vx3 €D AV x3 & C]lise C nD’nin timleyenidir, hatali operatérleri kullanarak devam

ettigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 15).

06 sectigi elemanlarin kesisimde olmasi ve olmamasi durumlarini incelemistir.
Bunun nedenini de derste hocalarinin bir soru Uzerinde yaptidi islem bilgisini kanitini
genellestirmek icin kullanmak istemistir. Fakat 6grendigi bilgilerin aktarmasinda ve kanitin
genelleme 6zelliginin saglanmasinda iglemlerini dogru ve anlamli bir matematiksel dil ile
ifade edememistir. O6 derste gordigi bilgi ile kaniti anlamak veya icsellestirmek yerine,
sadece belirli adimlari takip ederek kanit sirecine aktarmak istemistir ve bu nedenle rittel

kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O6’nin yaptigi agiklamalar asagida verilmistir;

O6: Ben hocalarimizdan soyle goériiyordum hani dogal sayilar (stiinden
mesela sifirdan blyuk deyince sifirdan kigukleri aliyordu yani tim saglayabilecek

durumlari taramis oluyordu.

06 sectigi elemanlari soldan saga ve sagdan sola esitlikte yerine koyarak esitligin
saglandigini gésterdigini ifade etmistir. O6 kanitini, sezgisel olarak anlamlandirarak
tamamlamaya ¢alismis ancak matematiksel olarak dogru ve anlamli bir dil kullanamamigtir.
O6’nin yaptigi islemleri anlamlandiramadigi ve matematiksel kavram ve sembollerin ne
anlama geldigini tam olarak agiklayamadigi gézlenmistir. O6 kanitin bu siirecinde kiimeden
sectigi elemanlari hipotezinde yerine koyarak teoremin dogrulugunu géstermeye ¢alismis
ve induktif kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O6’nin yaptig agiklamalar asagida

verilmigtir;

O6: Soyle yapalm x;, x, € CnD olsun veya alalim diye baslayalim.
Oncesinde tabi birebir ve C, D c A oldugu kabul edilecek diyelim. Sonra diyorum ki
C, D kimesinin x bir eleman olsun dedidim igin bunu aliyorum. Bu ayni zamanda
C’nin ve D’nin alt kimesi oldugundan sey C’nin ve D’nin eleman oldugunu biliyorum
esitlikte mesela f(x,) oluyor direkt olarak. C’den ben bir eleman alayim bu da x;
olsun. x; oluyor esittir diyorum f(x,) kesisim f(x,)'in zaten gorintist tek f

fonksiyon oldugu igin x,’in gorintisu tek bundan dolayi f(x;) = f(x;) buluyorum.
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O6: ...Tamam esitligi gostermis oluyoruz her iki yonde de gosterecegiz.
A: Her iki yonde gdsterecegiz derken ne mesela her iki yonden kastin?

O6: Hocam belki cebirden dolayi boyle bir sey olmaya basladi hem soldan

hem sagdan muhabbeti ancak ve ancak gibi muhabbeti yani.

O6: Tersini yapmak istedigim aslinda suydu benim C ve D’den dyle
elemanlar alayim ki C ve D’de ortak olmasin yani C’de varken D’de olmasin D’de
varken C’de olmasin yani boyle bir kime digunelim ... bu sefer ikisinin kesismedigi
noktalarla ilgilenmek istedim i¢gtidisel olarak oradan da tersine dogru yani esitligi
tersine kullanarak daha basit gdsterecegimi disuindim C n D’nin bos kime
oldugunu biliyorum f bos kiimesinde bos kiime olacagi asikar ondan dolayi da tekrar

bos kiimenin esitligine gelmis oldum.

Sekil 15

O6°nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

O5 kanitina f(C nD)den eleman alarak f(C) N f(D)de gdstermeye calisarak
baslamigtir. Aslinda dogru bir sekilde nasil ilerlemesi gerektigini bilmesine ragmen bunu
matematiksel dil ile ifade edememistir. O5 birebir fonksiyonun tanimini kullanmak igin
goruntileri esit iki eleman segerek kabull Gzerinden kanit yapmaya calismistir, burada
kanitin nasil yapilmasi gerektigini ve bir kanita nasil baslanacagini, kabul edilen

varsayimdan kanit igerisinde nasil yararlanilacagini anlamlandiramamigtir. O5 iglemlerinde
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neden birebirlik tanimini kullandigini agiklayamamis esitligin ilk tarafini birebir fonksiyon
sarti olmaksizin fonksiyon tanimindan gosterebilecegini ifade edememistir. O5 teoremde
verilen bilgileri anlamlandirmadan kullanma egiliminde olarak 6zel durumlar olusturmus ya
da fonksiyon tanimindan cikarilabilecek durumlari birebir fonksiyon olmasindan dolayi
sOyleyebilecedini ifade ederek fonksiyon tanimi ve birebirlik kavrami arasinda kafa

karisikhg1 yagsamistir.

O5 sectigi elemanlari fonksiyonun tanimindan yazabildigini anlamlandirmadan
ezbere olarak matematiksel bir dil kullanma egilimi gostermistir. Esitlik ifadesini ancak ve
ancak olarak kullanmigtir ve birebirligi nasil islemine aktardigini agiklayamamistir. O5'in
kanit strecinde R,,R; ve R;; operatorlerini kullandi§i belirlenmistir (Bkz. Sekil 16). Bu
stregte O5’in kaniti bir tir rutin veya alisilmis bir uygulama olarak kabul ettigi ve kaniti
anlamak veya igsellestirmek yerine, sadece belirli adimlari takip ederek kanit olusturmaya
calistigi gézlenmistir. Dolayisiyla O5'in ritliel kanit semasina sahip oldugu soéylenebilir.

O5’in gériisme slrecindeki aciklamalari asagidadir;

O5: ...Onceliklerim f(C n D)’den bir eleman alip bu elemanin hem £(C) hem
f(D)’de oldugunu gostermeye ¢alismam gerekiyordu ama iki saattir ben biraz daha
farkli disunuyordum bir de birlige biraz fazla uzak kalmigim birebirlikten yola ¢ikarak
oraya gitmeye calisiyordum fakat birebirligi bu stiregte kullanacagimi su an fark ettim

ona yonelik bir islem yapacagim su an.

A: Bu senin igin yeterli oldu mu kanittir tamam ben bu soruyu tamamladim

diyor musun?

O5: Hocam sdyle diyorum aslinda hani yine ufak tefek yerlerde kafamda soru

isaretleri olabiliyor ama benim igin yeterli bir kanit bu.
A: Nerede kafanda soru isareti var?

O5: Hocam soyle simdi x; € C ve D ise direkt ben bunu f(x;) € £(C) diyebilir

miyim sorusu kafamda olusuyor mesela.
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Sekil 16

O5'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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06 ise yaptigi kanit siirecinde eksik bilgileri oldugunun farkinda olmasina ragmen
nasil bir yol ilerlemesi gerektigini bulamamis ve kanitini dogru bir sekilde

tamamlayamamistir. O6’nin yaptigi aciklamalar asagida verilmistir;

O6: Eksik argimanlarim olabilir mesela birebirlik hi¢ kullanmadim
farkindayim daha fazla islem satiri olmasi gerekiyor farkindayim ama Venn semasi
bile beni ikna edebilecek dizeyde az ¢ok sezebiliyor muyuz ne oluyor bilmiyorum
sezgisel bir sey aslinda bunu kanitlamak benim igin argiiman seviyesinde eksik kalir

suan igin.

A: Su an beni ikna ediyor ama kanit oldugunu distinmuyorum yeterli

oldugunu dusinmiyorum mu diyorsun?

O6: Yazdiklarim kaniti ifade eder mi tam olarak ifade edemez ama boyle bir

sey yazi olsa derim ki tamam kabul.

Ogrencilerin her ikisi de yaptiklari kanitta esitligi ancak ve ancak ifadesi ile
karigtirmiglardir. Aslinda esitlik kavraminin gerekliligini bilmelerine ragmen kullandiklari bu
bilginin ne oldugunu anlamlandiramamiglardir. Ogrenciler esitlik kavraminin bu teoremde
ancak ve ancak gibi distinilmemesi gerektigini ifade edememiglerdir. Esitligin ilk kismini

gOsterirken fonksiyonun birebir olma kosuluna gerek olmadigini ancak esitligin diger
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tarafinda gegisleri saglayabilmek igin fonksiyonun birebir olmasi gerektigini dolaysiyla
kanitin dogrudan tersine donemeyecedini bu ylizden de ancak ve ancak baglacini
kullanamayacaklarini agiklayamamiglardir. Dolayisiyla buradaki esitlik kavraminin ancak
ve ancaktaki gibi dogrudan iki yonli goésterilemeyecedini kavrayamamiglardir. Yani
yaptiklari bu aciklamalarin aslinda esitlik kavraminda her iki tarafin birbirini kapsadigi
anlamina geldigini fark edememislerdir. Ve 6grencilerin R~ operatorini kullandiklari
belirlenmistir (Bkz. Sekil 15 ve Sekil 16). Ogrencilerin yapilan gérismedeki aciklamalari

bunu dogrular niteliktedir;

O5: Esitlikten hocam esit olmasi igin ikisinin de gerek ve yeter kosulu

gOstermesi gerekiyor.

O6: Hocam esitlik bize sol varken sagdin garantisidir sag varken de solun

garantisidir oluyor gibi hissediyorum ben hani ancak ve ancak gibi distniyorum.
O6: Evet sezgilerimiz boyle oldugunu sdyllyor.

O5: Evet hocam esittir oldugunu gésterebilmem igin ancak ve ancak ibaresini
kullanmam gerekiyor bu yluzden de bir soldan saga dogru kaniti yaptim bir de
sagdan sola dogru kaniti yaptim ve ikisinin de birbirine dénebildigini bu sekilde
gostermis oldum dogrudan dénmuyor fakat hani tek tek alip yaptigimda daha bir
bltln olacak geri dénebildigini gérdigim igin bu ikisinin birbirine esit oldugunu ifade

ediyorum.

O6: Esitlik cift yonli oldugu igin hem mesela soldan bir eleman alip

yapiyorsak sagdan da bir eleman alarak solu bulmamiz lazim bdyle distniyorum.

Dordiincii  Sinif. Ogrenciler teoremi okuduktan sonra ancak ve ancak
gerektirmesinin agiklamasini yaparak énce fonksiyonun birebir oldugunu kabul edip esitligi
gostermeleri gerektigini daha sonra da esitligi kabul edip fonksiyonun birebir oldugunu
g6stermeleri gerektigini ifade etmislerdir. Ogrencilerin R,, R, ve R;, operatorlerini

kullandiklari belirlenmistir. Ve 6grenciler kanita tanim ve gorinti kiimesinin elemanlarini
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belirterek baglamis f(C n D)’den eleman alarak f(C) n f(D)de gostermeleri gerektigini
soylemislerdir. Ogrenciler C n D kiimesinin A ‘nin altkiimesi oldugunu dolayisiyla f altindaki
goruntisunun de B'nin altkimesi olacagini ifade ederek kimelerinin tanim ve deger
kimesini belirtmiglerdir. Bu suregte 6grencilerin Ry, R; ve R,;: f: A = B ye tanimli fonksiyon
veVC,DcAigcinCnNnDcAise f(CnD)c B olur, operatorlerini kullandiklari belirlenmistir

(Bkz. Sekil 17 ve Sekil 18). Ogrencilerin aralarinda gegen konusma asagida verilmistir;

O8: € nD‘ den herhangi bir eleman alsak x; € C N D desek mesela bu
durumda C ve D c A oldugu i¢in € n D’de A ‘nin altinda olacaktir. Dolayisiyla x; €

A dir.

O8: Herhangi bir eleman igin € n D’nin gériinttsiini bulduk dolayisiyla bitlin
elemanlar icin yani buttin elemanlarin bu sekilde goruntisu oldugunu gormus olduk
suan y; € f(C n D)’dir. Tamam sonra da bu gortntinin ayni zamanda f(C) n f(D)

esit oldugunu géstermemiz lazim.

O7: Yok f(C n D) diyor ya yani C ve D kiimelerinin kesigiminin gérintisuyle
ilgileniyorum suan ilk asamada bunu bulmaya ¢alistim. O zaman C n D’yi kime

olarak tanimlamam gerekiyor benim.

O8: Tamam C ve D ‘de A ‘nin bir alt kimesi oldugdu i¢in C N D’de A‘nin bir alt

kimesi olacak.

O8: igerdeki A'nin alt kiimesi oldugundan B‘nin de alt kiimesidir. Bu sekilde

eleman tanimlayabiliriz.

O7: O halde € n D’nin gérintl kiimesi de B’nin alt kiimesidir. 4 ve B ‘nin alt

kimelerini aldigimiz icin hmmm.

O8: f(€ n D) c B'dir. Suan bunu bulmus olduk.
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Sekil 17

O7'nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 18

O8'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O7 , f(CnD)Yden eleman alarak f(C) n f(D)de oldugjunu dogru bir sekilde R,
ve Ry, operatorlerini kullanarak gdstermesine ragmen fonksiyonun birebir olma sartini
kullanmadigini bu yiizden de yapti§i islemlerden emin olamadigini dile getirmistir. O7
esitligin ilk kismini gdsterirken fonksiyonun birebir olmasi gerekmediginin zaten fonksiyon
tanimi geregdi bu islemleri yapabileceginin farkinda olmamistir. Esitlik kavraminin ift tarafli
gerektirme oldugunu soéyleyerek f(C)Nn f(D)den elaman alarak f(C nD)de
gOsterebildigini ifade ederek R ~;, operatérini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 19).

O7’nin agiklamalari asagida verilmistir;

O7: Bakiyorum tekrar tersten gitsem mesela cift tarafli gerektirme olmasi
lazim ki esitligini gosterebileyim. Varsayalim ki f(C) n f(D)’den bir f(x) aldim bu
durumda f(x) hem f(C) de hem de f(D) olmak durumunda ve gorunti kimesi
oldugu i¢in f(C) ve f(D) f(C) hem C de hem D’dedir bunu sdyleyebilirim x hem
C’de hem D’de oldugu icin x kesisimdedir. Ve f(x) = y’dir bu da zaten yine y’nin...

yani gosteriliyor aslinda ¢ift tarafli gerektirme saglyor.
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Sekil 19

O7’nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrenciler esitligi nasil géstermeleri gerektigini R operatériind kullanarak dogru bir
sekilde ifade etmislerdir ve sdyledikleri kavramlar arasindaki karigikhdr gidermislerdir.

Ogrencilerin yapilan gériismedeki agiklamalari asagida verilmistir;

O8: Bir tarafin digerinin alt kimesi oldugunu gostermem lazim karsilikli

olarak yani.

A: Karsilikli olarak bunlarin alt kimesi oldugunu gdstermem lazim niye

dediniz?
O7: Esit olabilmesi igin.

Ogrenciler kanitlarina f(C) N f(D)den elaman alip f(C N D)de gdstermeye
calisarak devam etmiglerdir. O7ve O8 gorintiilerin kesisiminden aldiklari elemanin hem
f(C)hem de f(D)de oldugundan fonksiyonun tanimi geredi tanim kimesinden farkli
elemanlara esit olabilecegini fakat fonksiyonun birebir olma kosulu sayesinde goéruntuleri
ayni olan fonksiyonlarin tanim kimesindeki degerlerinin de ayni olacagini sdyleyerek
gegisleri dogru ve anlaml bir sekilde yapmiglardir. O8 kanit siirecinde esitligin ilk tarafinda
fonksiyonun birebir olmasinin sart olmadigini ama ikinci kismi gésterirken f(C) n f(D)’den
aldiklari elemani f(C n D)’de gosterebilmek icin fonksiyonun birebir olmasi gerektiginin
farkina varmistir ve kanitinin dogru bir sekilde acgiklamistir. Fakat O8'in kagidi
incelendiginde (Bkz. Sekil 20) bunlar matematiksel bir dil ile kdgida dokmemistir. Bu
yizden O8'in kullandigi operatorler belirtilirken agiklamalarindan yararlanimistir. O7 ise

esitligin ilk tarafini gosterirken de f(C nD)den aldigi elemanin fonksiyonun birebir
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olmasindan dolayi tek bir x dederine gidecegini belirterek esitligin ilk kisminda da birebir
fonksiyon olma sartini kullanmalari gerektigini séylemistir (Bkz. Sekil 21). Burada gorintu
kimesinden aldigi bir eimanin tanim kiimesinden ayni x degerine sahip olsa da olmasa da
bu degerlerin fonksiyonun tanimindan olusturdugu ayni goérintiye gidecegini dolayisiyla bu
elemani  f(C)n f(D)'nin elemani olarak goOsterebilecedinin farkina varmamigtir.
Ogrencilerin her ikisinin de bu kanit siirecinde R,, Rs, R, ve Ry, operatorlerini kullandiklari
belirlenmistir (Bkz. Sekil 20 ve Sekil 21). Ogrencilerin gérismede yaptiklari aciklama

asagida verilmigtir;

O7: Bu sefer de £(€) n f(D)’den aldigim bir elemanin £(C n D)'de oldugunu
gOstererek onun alt kiimesi oldugunu gostermem lazim zaten sagliyor yani f(C) n
f(D)'den bir f(x) aldigimda f(x) hem f(C)'de hem de f(D)’de oluyor kesigimden

geldigiicin f(x), f(C) ve f(x), f(D)'de ise x, C’de ve x, D’dedir. O halde x, C n D’dir.

O8: Simdi bir dakika sag tarafta bir eleman aldigimiz da f(C) n £(D)’'den bir
y eleman alalim y € f(C) n f(D) bu durumda y hem f(C)'de hem f(D)dedir. y,
f(C)'de ise dyle bir x € C vardir ki f(x) hatta buna x, diyelim mesela f(x,) = y'dir
ayni sekilde y, f(D)'de ise dyle bir x; elemani vardir ki D’de f(xs) =y’ dir. Ayni
zamanda ben bu fonksiyonun 1-1 oldugunu bildigimden ikisi de y’ye esitise f(x,) =
f(xs)ise x, = x5 dir. Bunu bulmusg oldum 1-1 ligin tanimini kullanarak x, = x5 esit
olmasi durumu neyi gosterdi bana hmm bu bulmus oldugum x, ve xs elemani
birbirine esit ise x, diyelim biz ikisine birlikte yani x elemani diyelim hatta x elemani
hem C’dedir hem de D’dedir dolayisiyla € n D’de yer almaktadir x bdylece son

kisimda f(x) olmus oluyor f(x) = y ¢ikiyor en azindan kafama yatti.

O8: Esitligin sol tarafindan sag tarafina dogru giderken birebirligi

kullanmiyoruz ama sag tarafindan sol tarafina giderken birebirligi kullaniyoruz.

O7: Aslinda soldan saga giderken de kullaniyoruz soyle en az bir x vardir

diyoruz ya aslinda tek bir x vardir ¢ink( birebir yani birden fazla x olamaz aslinda
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bu noktada kullanmig oluyoruz galibi ¢lnki f (x;) =y ve f (x;) =y diyemiyorum

cunku € n D, A'nin alt kimesi ve f fonksiyonu birebir dolayisiyla tek bir x vardir.

Sekil 20

O8'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrenciler kanitlarina esitligi kabul edip fonksiyonun birebir oldugunu gdstermeye

calisarak ilerleyeceklerini agiklamislardir. O7 kanitina goriintii kimesinden gériintileri ayni

olan iki eleman alip bunlarin tanim kiimesinde iki farkli elemana gitmesini gostererek geliski

yoluyla kanit yapmaya c¢alismistir. O7 kanit sirecinde yapmasi gerekeni dogru bir sekilde

ifade etmis ve geligkiyle kanit ydonteminde 1 ise 0 sonucuna ulagarak yanlis bir 6nermedir

yargisina varacagini ve bu sekilde geligki olusturabilecegini agiklayarak yapmasi gereken

islemleri i¢csel olarak anlamlandirmis ve dogru bir sekilde agiklamistir. O7’nin bu siiregte

R,g: f: A —> B,y = f(x) bir fonksiyon olmak Uizere Vx;,x, € Aigin x; # x, 'nin dogru f(x;)=

f(xy)’nin oldugunu kabul edip c¢eliski olusturulursa celigkiyle kanittir ve R,9:1 ise O



104

dnermesinin sonucu 0’dir, operatoérlerini kullandigi belirlenmistir. O7’nin gériigsmelerde

yaptigl aciklama asagida verilmigtir;

O7: Yani sey kabul ettik ya birebir olmasin bunun icin ne dedik mesela birebir
olmamasi igin x4, x, ‘den farkh iken goéruntuleri ayni olsun dolayisiyla f(C n D) =
f(C)n f(D) oldugunu kabul ettim ve birebir olamadigini kabul ettim burada da
celiskiye varmam lazim ki bu gerektirme yanlis olsun ve dolayisiyla ¢eliskiye distim
deyip 6nermenin dogrulugunu gdsterebileyim ama nasil ¢eliskiye disebiliriz onu da
bilemedim yani 1 ise O’lik bir sonug elde etmem lazim ki bu 6nerme yanligtir diyeyim.
Dolayisiyla celigki vardir o halde birebirdir diyebileyim ama burada nasil bir ¢eligkiye

dusebiliriz onu da ¢ok bilemedim.

O7 kanitina devam ederken celiskiyle kanit yénteminden devam edememistir C ve
D kumelerini birbirinden farkli tek nokta kiimeleri olarak olusturmustur ve bu kimelerin
kesisimlerinin bos kiime olacagini ve dolayisiyla géruntilerinin de bos kiime olacagini
belirtmigstir. Ve esitliligi kullanarak f(C) n f(D)‘nin bos kimeye esit oldujunu dolayisiyla
kesisimleri bos kiime olan iki gértntinin birbirinden farkh olacagini sdyleyerek birebirligi
g6sterdigini belirtmistir. O7 bu siiregte dogru islem adimlarini takip etmesine ragmen her C
ve D kumesi icin bu esitligi kabul ederek tek nokta kimelerini olusturdugunu dolayisiyla A
kimesinin her alt kiimesi igin sagladigini anlamlandiramamis ve dogru islem adimlarini
takip etmesine ragmen kaniti tamamladigini fark edememistir. Ve yaptigi bu islemin 6zel
bir 6rnek oldugunu ifade ederek tek bir durum igin gegerli oldugunu distinmustir. O7’nin
bu slrecte Rys, R17, Rig, R19 V€ R3,: Kesisimi bos kime olan € ve D kimeleri ayrik kimedir,
operatérlerini kullandi§ belirlenmistir (Bkz. Sekil 22). O7 kanitin bu asamasinda daha fazla
ilerleyemedigini kaniti tamamlayamadigini  sdylemistir. Ogrenciler aralarinda gegen
konusmada bu durum igin ayni fikre sahip olduklarini dile getirmislerdir. Ogrencilerin

goérismelerde yaptiklari agiklamalar asagida verilmistir;

O7: x4, x,’den farkli deyip hmmm f (x;) ve f(x,) géruntlleridir. x; # x, ise

hani C ve D tek nokta kimesi gibi olsa mesela x; C’nin x, D’nin olsa ger¢i biz
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kesisimden aldik biz bunlar kesisimleri bos kimedir bu ylzden goérintileri de bos
olur hani oradan gitmeye calisacaktim ama bilemedim dyle yapsak olmaz mi? C ve
D’nin kesisimi bos kime olsun o halde x; C’de iken D’de olamaz ya da x, D’de iken
C’de olamaz ve bunlar farkhdir bu durumda f (x;) ve f(x,)'de f(C) ve f(D)dedir
ve bunlarda verilen esitlikten dolayi bos kiimenin goérintisu bos kiime olacagi igin
f(C)n f(D)de bos kime olmali dolayisiyla bu kesisimde olmadigini goéririz f

(%1), f(x;)’den farklidir deriz. Ama bu sadece tek nokta kiimesi igin mi gecgerli?

O7: Kesisimin bos kiime olma durumunda C ve D’nin ayrik kiime olmasi
durumunu yazdim buradan birebirlik ¢ikiyor ama kesisimleri bostan farkliysa bu
durumda ne yapabiliriz onu genel ¢ergevede bilmiyorum. Bu sadece ayrik kimeler
icin birebir oldugunu géstermisim gibi oldu kesisimlerinde bir eleman varsa bunu

nasil gésterebiliriz onu bilmiyorum.
O7: Bu sadece ayrik kiimelerde gegerli bir durum oldu.
O8: Evet yani bu sadece tek bir durum igin gegerli olur.

Sekil 22

O7°nin birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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08 ise O7'den farkli olarak tanim kimesinden farkli degerler alip bunlarin
gorintulerinin de farkli olacagini gdstermeye c¢alisarak dogrudan kanit yontemini

kullanmaya galismistir. O8'in R;,: f: A — B, y = f(x) bir fonksiyon olmak lizere Vx;,x, € A
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icin x; # x,’nin dogru oldugunu kabul edip f (x;) # f (x,) dodrulugu gosterilirse dogrudan
kanittir, operatériint kullandigi belirlenmistir. O8 kanit siirecinde ne yapmasi gerektigini
dogru bir sekilde agiklamasina ragmen bunu matematiksel dile dénustirememis kanitini
tamamlayamamistir (Bkz. Sekil 23). O8in goériismelerde yaptigi acgiklama asagida

verilmigtir;

08: ....celiskiden degil de diiz devam etmeye caligsak buradan bir sey elde

edebilir miyiz acaba?

O8: Suradan gitmeye ¢aligsak haniy € f(C n D) dedik degil mi tamam bunun
icin Oyle bir x vardir ki f(x) = y’dir simdi biz bunu zaten biliyoruz desek ki tanim
kimesinde iki tane eleman alsak x;,x, € C N D alalim. x; # x, iken f (x)# f (x3)

oldugunu gostermemiz lazim x; # x, deyip bir yere gidebilir miyiz acaba?

Ogrencilerin her ikisi de farkli kanit yéntemlerini ifade etmis ve ne yapmalari
gerektigini dogru bir sekilde agiklamiglardir. Kullandiklari matematiksel ifadelerin ve
sembollerin anlamlarini aciklamada dogru ve anlamli ifadeler kullanmislardir. Ogrencilerin
her ikisi de kanit slrecinin neredeyse tamaminda genellenebilir durumlari géz éninde
bulundurarak tanimlardan, teoremlerden ve kanit yontemlerinden vyararlanmaya
calismiglardir. Dolayisiyla 6grencilerin donusumsel kanit semasina sahip olduklar
belirlenmigtir. Fakat 6grenciler kanit yéntemlerini dogru bilmelerine ve matematiksel

sembolleri dogru kullanmalarina ragmen kanit surecini tamamlayamamiglardir.
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Sekil 23

O8'in birinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ikinci Teorem

f:A - Bve g: B - C iki fonksiyon olsun. f ve g fonksiyonlarinin her ikisinin de tersi
varsa g of bileske fonksiyonunun da tersi oldugunu ve bu fonksiyonun f~! o g7!

bileskesine esityani (go f)™* =ftog !  oldugunu gosteriniz.

Birinci Sinif. Ogrenciler teoremi okuduktan sonra f ve g fonksiyonlarinin tersi var
ise bu fonksiyonlarin birebir ve 6rten fonksiyonlar oldugunu ifade ederek g of bileske
fonksiyonunun tersi var ise bileske fonksiyonun birebir ve 6rten oldugunu gdstermeleri
gerektigini aciklamislardir ve teoremi nasil kanitlamalari gerektigini ifade etmislerdir. O1
kabullerinde yer alan f ve g fonksiyonlarinin da birebir ve Orten fonksiyonlar oldugunu
g6stermeleri gerektigini sdylemistir (Bkz. Sekil 24). O1 fonksiyonun tersi var ise bunun da
bir teorem oldugunu ifade ederek bu teoremin dogrulugunu da gdstermeleri gerektigini
savunmustur. O2 ise bunun zaten kabulleri oldugunu dolayisiyla f ve g fonksiyonlarinin
tersi oldugu igin birebir ve orten olduklarini soyleyebileceklerini ve bu kosullar altinda g of
bileske fonksiyonunun birebir ve 6rten fonksiyon oldugunu géstermelerinin yeterli olacagini
ifade etmistir (Bkz. Sekil 25). O1 bu siiregte R, , R3,: Bir fonksiyonun tersi var ise tersi de

fonksiyondur, R33: A ve B kiimeleri igin f: A — B fonksiyonu verilmis olsun. Eger f birebir ve
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orten ise o zaman f~1: B — A fonksiyonu f’nin tersidir ve R3,: B ve C kimeleriigin g: B - C
fonksiyonu verilmis olsun (Bkz. Sekil 24). Eger g birebir ve orten ise o zaman g=1:C —» B
fonksiyonu g’nin tersidir, operatérlerini kullandigi belirlenmistir. O2’nin ise bu siregte Ry,
R33 Ve R, operatorlerini kullandigi belirlenmigtir (Bkz. Sekil 25). O1 ve O2 ‘nin ifade ettikleri
operatorlerde ve aciklamalarinda genel tanim, mantiksal c¢ikarimlar kullanarak bagka
teoremlerden de yararlandiklari gériimis ve dénisimsel kanit semasina sahip olduklari

tespit edilmistir. Ogrencilerin aralarinda gecen konusma asagidadir;

O1: ... tfonksiyonun tersinin var olmasi ¢inkl her iki fonksiyonun da tersinin

de bir fonksiyon olduguydu hatirlarsan ben 6yle hatirliyorum.

O1: Kabul ettigimize gére sunu dusunebiliriz f birebir ve érten g de birebir
ve ortendir. Ama bunu kanitlamamiz gerekir mi diye disindim bu da sonugta bir
teorem ve bunu da kanitlamamiz gerektigini distnerek ben bunu kanitlamaya
baglamistim dOncesinde aslinda hoca sinavda yaptirirken kanitlamaya gerek

duymamisti ama.

O2: Bence sey oldugundan kanitlamaya gerek yok ¢linki varsa direk g of
fonksiyonun tersinin de oldugunu goéster dedi ya g of’un birebir ve érten oldugunu
gOstermemiz gerekiyor. Cunklu kabulimiz bu zaten fonksiyonun tersi varsa
fonksiyonunu kabul ettiysek aslinda birebir ve 6rten oldugunu da kabul etmis

oluyoruz.

O1: iste bu da aslinda bir teorem ya hani fonksiyonlarinin tersinin olmasi da
bir teorem ya fonksiyonun tersi varsa birebir ve ortendir de bir teorem oldudu igin
oncesinde bunu kanitlayalim daha sonrasinda hani g of’un birebir ve 6rten olup

olmadigina bakmak istiyordum hani bunu da ¢linki kanitlamaya gerek duydum ben.

O2: Bak diyor ki fve g fonksiyonlarinin ikisinin de tersinin var oldugunu
sOylemis ya zaten fonksiyonlarinin tersi oldugunu sdyluyorsa bunlarin birebir ve

orten oldugunu da kabul ediyor arti olarak senin burada bir kanit yapmana gerek yok
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O1: Aslinda 8yle hani bunu kabul ediyorsak f ve g ikisi de birebir ve értendir.

Sekil 24

O1'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 25

O2'nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrenciler, g of bileske fonksiyonunun birebir oldugunu, gérintileri esit ise tanim
kimesinden aldiklari elemanlarin da birbirine esit olacagini ifade ederek gostermislerdir.
Ogrenciler gof bileske fonksiyonunun gof(x;) = gof(x,) seklinde birbirine esit
goruntilerini  olusturarak bileskenin tanimindan g (f(x1)) = g (f(x,)) olarak ifade
etmiglerdir. Kabulleri geredi g fonksiyonunun birebirliginden f(x;) = f(x;) esitligini
go6stermislerdir ve f fonksiyonunun birebir olmasindan yararlanarak x; = x, oldugunu
dogdru bir sekilde ifade ederek bileske fonksiyonunun birebirligini gdstermiglerdir (Bkz. Sekil
26 ve Sekil 27). Yaptiklar islemleri dogru matematiksel dil kullanarak ve i¢sel olarak
anlamlandirarak ifade etmislerdir. Ogrencilerin her ikisinin de R,, R3s: f: A > B, y = f(x)ve

g:- B - C,y=_g(x)ise gof:A - C fonksiyon olmak tzere Vx € A igin (gof)(x) = g(f(x))
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seklinde tanimlanan fonksiyona bilegke fonksiyon denir, R34: g of: A — C bir fonksiyon ise
Vxq,x, € Aigin (gof)(x;) = (gof)(x,) = x; = x, oluyor ise gof birebir fonksiyondur ve R3:
g: B — C,y = g(x) bir fonksiyon olmak Uzere Vx;,x, € A i¢in g (x1)= g (x2) = x; = x,0luyor
ise g birebir fonksiyondur, operatdrlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 26 ve Sekil
27). Ogrencilerin bu siiregte genel durumlari gdéz éniinde bulundurarak amaglarina yénelik
tanimlar, teoremler ve 6nceden kabul edilmis diger dogrular kullanarak kanit olusturduklari
icin déntsimsel kanit semasina sahip olduklari séylenebilir. Ogrenciler ile yapilan

gobrismedeki agiklamalar bu durumu gdstermektedir:
O2: gof A’dan C’ye.

O1: f A’ den B’ ye g’de B’den C’ye oldudu igin gof’da A’dan C’ye olur énce

sey yapalim mi biz géruntuleri esittir diye baslayalim.
O2: Aynen ben de dyle bagladim.

O1: O zaman simdi sdyle her x;,x, € A igin diye baslayacagim ama bir

saniye Oyle dersek.

O2: Dogru dedin her x;,x, € A igin sonugta gof’'un tanim kiimesinden
aliyorsun (gof)(x;) = (gof)(x,) olsun diyorsun buradan x; =x, oldugunu

gOstermeye calisacagiz.
O2: Hayir her x,,x, € Aigin (gof)(x;) = (gof)(x;) olsun.
O1: Tamam 6yle baglayalim o zaman (gof)(x;) = (gof)(x,) ise.
O2: Bilegkenin tanimindan dolayi g (f(x;)) = g (f(x,)) olur aynen.
O1: Tamam bilegkenin tanimindan g (f(x;)) = g (f(x;)) olur.

O2: Burada da g'nin birebir oldugunu kullanacagiz g birebir oldugundan
f(x1) = f(x,) cikacak sonra da burada da f’nin birebir oldugunu kullanacagiz bu

seferde x; = x, ¢ikacagiz direk (gof)(x,) = (gof)(x;) iken x; = x, geldi.

O1: Aynen



Sekil 26

O17'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 27

O2'nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrenciler g of bileske fonksiyonunun drten bir fonksiyon oldugunu gdstermek igin

bileske fonksiyonunun deger kimesinden aldiklari her elemanin tanim kiimesinde en az bir

tane degeri olacagini ifade etmislerdir. Ve gof bileske fonksiyonu igin gof (x;) =

g (f(x1)) = c ifadesini yazarak g fonksiyonunun értenliginden en az bir f(x;) € B olacagini

ve f fonksiyonunun drtenliginden de en az bir tane x; € A olacagini séyleyerek bileske

fonksiyonunun drtenligini dogru bir sekilde gbstermislerdir.

Ogrenciler iglemlerini dogru matematiksel dil ve semboller ile gdstermis ve

anlamlandirarak agiklamislardir. Ogrencilerin her ikisinin de Rss, R3g: f: A— B bir fonksiyon

olsun. Eger her b € B igin b = f(a) olacak sekilde 3 a € A bulunabiliyorsa o zaman f bir

Orten fonksiyondur ve R;q9: g: B = C , bir fonksiyon olmak Uzere V ¢ € C i¢in ¢ = g(b) olacak

sekilde 3 b € B bulunabiliyorsa o zaman g bir érten fonksiyondur ve R,: g of: A = C bir



112

fonksiyon ise V ¢ € C igin ¢ = (gof)(a) olacak sekilde 3 a € A bulunabiliyorsa o zaman ise
gof bir érten fonksiyondur, operatorlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 28 ve Sekil
29). Ogrencilerin bu siliregte genel durumlar arasinda gegisler yaparak tanimlardan ve
teoremlerden yararlandiklari icin déntsimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir.

Ogrencilerin aralarinda gecen konusma bunu dogrular niteliktedir,

0O2: Bu sefer de gériintii kimesindeki 6zir dilerim deger kiimesindeki biitiin
C’ler icin dyle bir A bulmalyiz ki g of (a) = ¢ ona bakmaliyiz 6yle mi diye herc € C

icin dyle bir a € A var.
O1: Aynen g of (a) = c olsun tamam bunu géstermemiz gerekiyor.

O2: Aynen odyle simdi g fonksiyon oldugu igin g(b) = ¢ olacak sekilde b € B

vardir.

O2: Ben de aslinda ayni seyi yapmaya calistim eee dedim ya g(b) =c
olacak sekilde bir b € B var simdi bu b aslinda f(a)’nin bir gérintisi olacak anladin

mi f(a) = b olacak sekilde a eleman var aslinda.
O1: Bu g érten oldugundan oldu.
O2: Aynen g drten oldugundan.

O1: Daha sonra en az bir b € B iginde zaten en bir a € A vardir g(b) = c ve
f(a) = b bu da f’in értenliginden dolayi geldi en az bir b € B i¢gin en az a € A vardir

f(a) = b’'dir ve g(b) = c’dir.
O2: Aynen buradan b yerine aslinda f(a) yazdigimizda da g(f (a)) olur.
O1: b gérdigimiz yere g(f(a))
0O2: g of (a) oldugunda olur ne yaptin?

O1: En az bir ¢ € C iginde her c € C igin de en az bir a € A bulduk ki

g of (a) = c dolayisiyla g of ortendir.
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O2: g of ortendir.
O1: Birebir oldugunu da zaten gostermistik o halde g of fonksiyonu birebir

ve orten oldugunda tersi de vardi.

Sekil 28

O17'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O2'nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrencilerin her ikisi de kanitlarina esitligin her iki tarafini g of bilegke fonksiyonu
ile bileskeye alarak bir fonksiyonun tersiyle bileskesi birim (6zdeslik) fonksiyonunu
verecegini ifade ederek devam etmislerdir. Ogrenciler kullandiklari fonksiyonun tersi, birim
fonksiyon gibi matematiksel kavramlari dogru bir sekilde agiklayarak dogru ve anlamli bir

matematiksel dil kullanmiglardir. O1, (go )™ = f~ 0 g~ esitliginin her iki tarafini g of
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bileske fonksiyonu ile bileskesini aldiginda esitligin her iki tarafindan da x yani birim
fonksiyon gelecegini ifade etmistir ve a = b ve b = c ise a = c’dir bilgisini kullanarak ayni
degere esit olan degerlerin de birbirine esit olacagini belirtmistir. O1’in kanit siirecinde
R 41 g o f bileske fonksiyonu birebir ve drten fonksiyon oldudu igin esitligin her iki tarafi
da g o f bileske fonksiyonu ile bileskesi alinir, R,,: Birim fonksiyonda tanim kimesinden
alinan her elemanin goruntusu kendisine esittir, R,3: Bir fonksiyon ile tersinin bilegkesi birim
(6zdeslik) fonksiyonudur Ryy: a =bve b =cise a=c'dirve Rys: f:A—> B,y = f(x)ve g:
B—-C,y=g(x) ise gof:A — C fonksiyon olsun. EGer g of bileske fonksiyonu birebir ve
orten ise o zaman (gof)~':C - A fonksiyonu gof bileske fonksiyonunun tersidir,
operatorlerini kullandigi tespit edilmistir (Bkz. Sekil 30). O2'nin ise R,q, R4z, R4z V€ Rys
operatérlerini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 31). O1 ve O2’nin bu siirecte genel
durumlar arasinda gecigler yaparak tanimlardan ve teoremlerden yararlandiklari igin
déntisimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir. Ogrencilerin aralarinda gegen

gorusme bunu dogrular niteliktedir,

O1: Peki bir de bir sey diyecegim gof fonksiyonun hani birebir ya sadece
birebir fonksiyonlar icin bilegske olmayl yapabiliyorduk her tarafi gof ile
bileskeledigimizde gof birebir ve 6rten oldugundan her tarafi gof ile bilegkesini

alabiliyorduk.
O1: gof ile tersinin bileskesini alirsak x geliyor.

O2: Ne yapacagiz biliyor musun sey bileskeye soktugumuzda sey gelecek
0zdeslik fonksiyon vardi ya I(x) I(y) seklinde onlar gelecek ordan da direk...bir

yazsana bak
O1: Ama bir sey soracagim ilk basta esit mi kabul mii edecegiz?

O2: Hala esit kabul edip esitligi bozmadan her iki tarafin gof ile bileskesini
alacagiz anladin mi gof’un tersinde gof esittir f ~tog=! o...(gof) 1 (x)o(gof)(x) =

f~tog™" o (gof).
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O1: Ben sey yapacadim ya gof’ un tersiyle gof’u bileskeye alacagim x
gelecek oradan f~log~! yine gof ile bilegskeye alacagim oradan da x gelecek
diyecegim ki ayni sayiya esit ayni ifadeye esit olan ifadeler esittir diyecedim oradan
esitligi sdyleyecegim hani Oyle aksiyom var ya a=b ve b=c ise a=cYyi
soyleyebiliyorduk bdyle bir aksiyom vardi esit olan seyler bir birine esittir gibi bir

seydi...oradan direk bir seyler yapacagim.

Ogrenciler bir fonksiyon tersiyle bileskeye girdiginde birim fonksiyonunu verir
bilgisini kullanarak eder g of bileske fonksiyonun tersi f~log~! ise bu iki fonksiyonun
bileskesinin birim fonksiyonu verecegini ifade emislerdir. Bu ylizden f~log™! bileske
fonksiyonunu sagdan ve soldan g of bileske fonksiyonu ile bileskesini almalari gerektigini
aciklayarak kanitlarina devam etmiglerdir. Ogrenciler g of bileske fonksiyonu ile f~tog~!
bileske fonksiyonunun bileskesini aldiklarinda € kiimesine ait birim fonksiyonunu elde
edeceklerini sdyleyerek kanitlarina baglamiglardir. 01 ve O2 yaptiklari tim iglemleri, nasil
yaptiklarini aciklayarak ve dogru matematiksel dil kullanarak ifade etmislerdir. Ogrenciler
(g of) o(ftog™1) bileske isleminde bileskenin birlesme ozelligini kullanarak parantez
kaydirmiglardir g o(f of "1)og~! iglemini olusturmuslardir ve bir fonksiyon ile tersinin
bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak f of =1 bilegkesinin B kiimesine ait
birim fonksiyon olacag@ini ifade etmiglerdir. Daha sonrasinda golzog~! = golg(g™!) elde
ettikleri bu islemde birim fonksiyonun tanimini kullanarak kendisine verilen degeri yine
kendisine donduren bir fonksiyon olmasindan dolayi gog™! bileske fonksiyonunu elde
etmislerdir. Ve olusan gog~! bileske fonksiyonunu yine bir fonksiyon ile tersinin bilegkesi
birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak C kiimesine ait birim fonksiyon olacagini
dogru bir sekilde ifade etmiglerdir (Bkz. Sekil 30 ve Sekil 31). Ogrenciler bu sirecte ayni
operatérleri kullanmiglardir. Ogrencilerin bu slregte Rs;, Rzs, Rss, Raz, Ruzn Rug:
(gof)o(ftog™) = I tir ve g~1: C - B ye tanimlanan g~ fonksiyonun tanim kiimesi olan
C’den alinan eleman yine C kimesinde goruntu olusturur, Ry;: f:tA—> B,y = f(x)ve g:B =

C, y=g(x) ise gof:A— C olan bilegske fonksiyonlarinin birlesme 6&zelligi vardir,
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Rug: fof ™1 = Iy dirve f~1: B - A ya tanimlanan f~* fonksiyonun tanim kiimesi olan B’den
alinan eleman yine B kiimesinde gorintl olusturur ve R,y: gog™t = I tirve g~1:C - B'ye
tanimlanan g~ fonksiyonun tanim kiimesi olan C’den alinan eleman yine C kiimesinde
gérunti olusturur, operatdrlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 30 ve Sekil 31). O1
ve O2nin bu silrecte genel durumlar arasinda gegisler yaparak tanimlardan ve
teoremlerden yararlandiklari i¢cin déntdsimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmigtir.

Ogrencilerin aralarinda gegen konusma asagidadir;

O2: (gof)o(ftog™1) dimi.

O1: Evet esittir I gcikacak mi acaba? I, dedigimiz fonksiyon birim fonksiyon

ve C’ye esit olan bir fonksiyon.
O1: I.’ye esit olursa eger ¢linkii g~—* C’den B’ye bir fonksiyon.
O2: I.’yi neye gore aldin.
O1: C’den B’ye bir fonksiyon g~ hani I, olmasi lazim séyledigimizin.
O1: gt C’den B’ye gidiyor ya g~* tanim kiimesi C oldugu igin.
O1: Parantezleri kaldirdik.

02: O zaman ortadaki fof~! var ya tekrar orayl paranteze alip g~!

yazacagiz tekrar anladin mi orayi ortada ki fof ! olacak.

O1: Evet onu paranteze alabiliriz yani burada birlesme kurali miydi? Birlesme

kurall geregi yazalim hatta oraya.
O1: Zaten fof~1i f~! B'den A’ya idi.

O1: O zaman I, gibi bir sey olabilir olabilir degil dyle hani fof~* f=* B’den

A’ya oldugui icin 1 Iz olacak pardon.
O2: He dimi yani golzog~* tamam.

O1: I dedigimiz seyde.
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O2: I igine aldigini sey yapiyordu direk oldugu gibi ¢ikariyordu.

O1: Direk B diye cikartacak.

O2: O zaman sey mi yapacagiz go(Izog™t).

O2: Bu seferde go(Izog™?) buradan da I ile g~* bileskeye soktugumuzda.
O1: Ama I'yi nasil ¢ikaracagz.

O2: Ipyi gikarmayacagz.

O1: Ortada Iz var ¢lnki ortada Iy oldudu igin g ile g~! ini bileskeye

sokabiliyor muyuz?

O2: Yok sokamiyoruz o degismiyor bak ne yapacagiz biliyor musun? Ig'yi
g~ tile bileskeye sokacagiz hani sdyle diislin gof’ u sen g(f(x)) diye yazabiliyorsan
I bileske g~ de I nin iginde sanki g=! varmis gibi yazacaksin anladin mi demek

istedigimi? Yani o Iz'de igindekini g~ seklinde ¢ikartacak.

O1: Evet evet simdi anladim go(Izog™!) ¢~ ! deyip de igine de sey mi

diyecegiz g~'inde b yada g~! ....g~! diye mi birakalim?
O2: Aynen hi hi 8yle yani gog™* gikacak en son.
O1: go(Iz(g™1)) g~ (x) gibi bir sey yazmayacak miyiz?
O2: He yok yok direk g~ diye gikacak.
O1: g~ diye yazarsak bilegkenin taniminda.
02: g~ de C’den A’yaydi ya.
O1: g~ C’'den B'ye idi .
O2: Ay 6zur dilerim sey gof’un ay dogru evet aynen dogru.
O1: g~! C’den B'ye.

O2: C’den B'ye ise.
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O1: Izog~* ne olur o zaman.

O2: O zaman o da I, diye ¢ikacak.

O1: I, diye mi gikar?

O2: Hi hi deger kiimesine gore yazmiyor muyduk?
O1: Oyle de sagma olur ya.

O1 ve O2 daha sonra dan ise f~'og™! bileske fonksiyonu ile gof bileske
fonksiyonun bileskesini alarak A kiimesine ait birim fonksiyonu elde edeceklerini sdyleyerek
kanita devam etmislerdir. Ogrenciler (f~log™) o(g of) bileske isleminde bileskenin
birlesme o6zelligini  kullanarak parantez kaydirmiglardir  f~*o(g~! og) of islemini
olusturmuslardir ve bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden
yararlanarak (g~1 og) isleminin B kiimesine ait birim fonksiyon olacagini ifade etmislerdir.
Daha sonrasinda f~tolzof = f~lolz(f) elde ettikleri bu islemde birim fonksiyonun
tanimindan kendisine verilen de@eri yine kendisine donduren bir fonksiyon olmasindan
dolayi f~1of bilegske fonksiyonunu elde etmislerdir. Ve olusan f~lof bileske fonksiyonunu
yine bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak A
kimesine ait birim fonksiyon olacagini dogru bir sekilde ifade etmislerdir (Bkz. Sekil 30 ve
Sekil 31). Ogrenciler yaptiklari aciklamalari ve kullandiklari kavramlari igsel olarak
anlamlandirarak dogru bir matematiksel dil kullanmiglardir. Ogrenciler bu siregte ayni

operatorleri kullanmiglardir.

Ogrencilerin bu slirecte Rss, Rsy, R3s, Raz, Razs Ra7, Rso: (f~ 20 g7 1) o(gof) = I, dir
ve f:A - B tanimlanan f fonksiyonun tanim kiumesi olan A’dan alinan eleman yine A
kiimesinde gorinti olusturur, Rs;: (g log) =1z dir ve g: B - Cye tanimlanan g
fonksiyonun tanim kiimesi olan B’den alinan eleman yine B kiimesinde gorinti olusturur
ve Rs,: f~lof =1, dir ve f:A— B tanimlanan f fonksiyonun tanim kiimesi olan A’dan
alinan eleman yine A kiimesinde goérunti olusturur, operatérlerini kullandiklari belirlenmistir

(Bkz. Sekil 30 ve Sekil 31). Ogrencilerin bu siiregte genellenebilir durumlari géz éniinde
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bulundurarak, aralarinda gegigler yaparak tanimlardan ve teoremlerden yararlandiklari i¢in
dénlsiimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir. Ogrencilerin aralarinda gegen

gérisme asagidadir;

02: Simdi f~tog~'i(gof) ile bileskeye sokucaz buradan da ayni sey

ortadaki g~* 0 g sokmus olucaz.

O1: Birlesme kuralindan f~to(g~' 0 g)of olucak dimi birlesme kuralindan

buda (97! o g)de zaten g B'den C'ye oldudu igin I dir.

O2: evet f~1 tersi bilegske I ile de f’yi bileskeye soktugumuzda o direk f

diye ¢ikacak f’de A'dan B’ye oldugundan...

O1: Simdi bir saniye burada da yine ayni sekilde Iz (f) diye bilir miyiz seyden

bileske tanimindan f~olg(f) diye ilir miyiz?

A: Demin yukari da dediniz ki gof ile f~tog™! bileskeye soktum I, elde
edicem dediniz sonra bunu elde ettiniz simdi tersinde f~tog~'"i (gof) ile bileskeye

soktugunuz da peki ne olur?
O1: 1, bulmamiz gerekiyor.

O1: Evet en basta sey demistik I, oldugunu goésterebilirsek birbirinin tersi

oldugunu gostermis oluruz.

O1: iste hocam oraya gelirken f~tolgz(f) onun f oldugunu séyledik birim

fonksiyon tanimindan.

O1: f~Yof =1, f’ de A’dan B’ye oldudu i¢in buraninda I, gikmasi lazim f’in
tanim kiimesinden I, olur bu kadar I, olur dolayisiyla gof un tersi f "tog~! olur bu

sekilde hocam.

Ogrenciler tanim kiimesinden aldiklari x elamanlarinin gérinti kiimesi tanimi geregi
f(x) seklinde gosterildiklerini bilmelerine ragmen sectikleri x elemanini fonksiyonlarin

sembolik gosterimlerinde ifade edip etmemeleri konusunda Kkararsizlik yasadiklari
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gérulmustir. Ogrenciler x’in tim bileske fonksiyon islemindeki tanim kiimesi olan x’leri
simgelediginin, fonksiyonun tanimi geregi i¢ kiimenin tanim kiimesinden elemanlari alarak
goriintll kiimelerini  olusturmalari gerektiginin farkina varamamiglardir. Ogrencilerin

aralarinda gecen goérisme asagidadir;

O1: Bu arada yanina x yazmadik hocam biraz eksik gibi oldu f~tof yazdik

hani digerinde de ayni sekilde yanlarina hi¢ x yazmadik A , B gibi seyler yazmadik.

A: Sen sey dedin ya demin hig¢ x demedik hani (gof)~1(x) gibi bir sey
demedik eksik mi ki diye bir cimle kurdun diye hatirliyorum degil mi neyi kastettin

orada?

O2: Hocam bence eksik degil ya sadece tanim kiimesi deger kiimesiyle
gOsteriyoruz ya seyi 6zdeslik oldugunu yani nerden nereye gittigini bilmemiz yeterli

olacaktir diye disundim ben.

O1: Normalde yazardik aslinda ama yazmasak da olur gibi geldi sonradan
cunkl hani fonksiyonu gdsteriyoruz o yluzden hani boyle de olur gibi geldi bana

bilmiyorum ne dugunuyor.

O2: Hocam ben fonksiyonu hani bir fonksiyonu iste f’yi A’dan B’ye gdsterdik
ya bu 6zdeslik dedigimizde ayni kimeden ayni kiimeye olan bir fonksiyon oldugu
icin x’e gerek duymadim ben ¢inki tanim kimesi ve deger kiimesini gdstersek

yeterli olur diye distindim yani kiimelerle bunu halledebilecegimizi dusindim

O1: Clinkli s6yle hocam f’i yazariz x diye ama hani az 6nce mesela ne yaptik
f~V'de falan da yazdik en son f~Vinde mesela ne yazacagiz onu da B dedigimizde
f(x) mi? Yazacagiz mesela yanina parantez i¢cinde f’in yanina x yazacagiz ama
f~1" ini de yaptik az énce g ''ni de yaptik onlara biraz C’de yazabiliriz B'de
yazabiliriz onlarin yerine ama onlar biraz karisiklik gosterebilir bence hani o yuzden
direk fonksiyon yazdik hani onlara girmedik daha fazla karigiklik olmasin diye o

sekilde.
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O17'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 31

O2'nin ikinci teoremin kanitina ybnelik yazdiklari

—:.-T. 3-1 Coeldl

-1\ = gog™"
A r.;_l‘ = EO(IB°3 )—3 5=

| (.
sapa-ell ((30@) YA © )
- ¢

\ —_ ez O

L _;"_-'c-f"\;—-' = SFTE
sefe 4 ®F T STAT - @ ,‘"4__'1A

; o Yy =foi=
v = PSS Teof 7
Vet ol = fTelF 0%
Leg o 5%~ .
2r T b2t BV
N wila sol T LT
Betagrangl E ' B R T Y
fant =L =3 PO

ks gof2—C =

121

ikinci Sinif. Ogrencilerin her ikisi de teoremi okuduktan sonra f ve g

fonksiyonlarinin tersi var ise birebir ve drten oldugunu kabul ederek énce g of bileske

fonksiyonunun tersi olabilmesi i¢in birebir ve 6rten oldugunu gdstereceklerini ifade

etmiglerdir. Daha sonra ise g of bileske fonksiyonunun tersinin f~tog~! e esit oldugunu

gOstereceklerini belirtmislerdir ve her ikisinin de R, operatorind kullandiklari belirlenmistir

(Bkz. Sekil 32 ve Sekil 33). Ogrencilerin gérigmelerde yaptiklari agiklamalar asagida

verilmigtir;
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O4: Tamam. Simdi fonksiyonun tersinin olabilmesi igin hem f’in hem de g'nin
birebir ve 6rten olmasi gerekiyor fonksiyonlarin. Fonksiyonlarin birebir ve orten
oldugunu kabul edip yani hem f birebir 6rten, hem g birebir ve érten olacak. f ve g
birebir ve 6rten oldugu igin her ikisi de, g bileske f’in birebir ve 6rten oldugunu
g6sterecegiz. Bu birincisi yani aslinda iki hani a - b sikki varmis gibi sorunun. Once
bunu gésterecegiz daha sonrasinda da bu fonksiyonun f’in tersi bileske g'nin
tersinin, g bileske f 'in tersine esitligini kanitlayacagiz. Yani onu gosterecegiz. Yani

iki asamall.

O3: Evet, bence de yani iki tane soru var. Once f ve g fonksiyonlarinin her
ikisinin de birebir ve drten oldugunu goésterip sonrasinda g of bileske fonksiyonunun
da ayni sekilde birebir ve 6rten oldugunu gosterdigimizde yani bunun tersi oldugunu

gostermis olacagiz.

Sekil 32

O4’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklar
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Sekil 33

O3’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O3 ve 04, g of bileske fonksiyonunun birebir oldugunu, gérintileri esit ise tanim
kimesinden aldiklari elemanlarin da birbirine esit olacagini ifade ederek gostermiglerdir.
Ogrenciler g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu f ve g fonksiyonlarinin birebir
olmasindan yararlanarak gostermislerdir. g of bileske fonksiyonunun g of(a) = g of (a’)
seklinde birbirine esit gorintlerini olusturarak bileskenin tanimindan g (f(a)) = g (f(a"))
olarak ifade etmiglerdir. Ogrenciler f fonksiyonunun gérintilerini f(a) = b ve f(a') = b’
olarak tanimlamiglardir ve g (b) = g (b") esitligini olusturmuslardir. Kabulleri geredi g
fonksiyonunun birebirliginden b = b’ esitligini gostermiglerdir ve tekrar bu esitlikte
fonksiyonun goruntilerini yerine yazarak f(a) = f(a") esitligini elde etmislerdir. Ve f
fonksiyonunun birebir olmasindan yararlanarak a = a’ oldugunu dogru bir sekilde ifade
ederek bileske fonksiyonunun birebirligini gostermiglerdir (Bkz. Sekil 34 ve Sekil 35).
Ogrenciler tanimlari ifade ederken elemanlari hangi kiimeden aldiklarini ve gériintilerinin
hangi kimede olustugunu godstermek gibi bazi matematiksel gdsterimleri ve sembolleri
kullanmamiglardir. O3 ve O4 UGn kanit slrecinin  bu asamasinda R,
R3s, R3 ve Ry, operatorlerini kullandigi  belirlenmigtir  (Bkz. Sekil 34 ve Sekil 35).
Ogrencilerin daha dnceden derste gérdiikleri bilgileri ve tanimlari igsellestirmeden bu kanit
surecinde kullandiklari gérilmustir. Ogrenciler kanitin belirli bir formu veya sekli oldugunu
kabul ederek ve 6nceden bildigi dogrulari kullanarak kanit stirecini tamamlamiglardir ve
ritiel kanit semasina sahip olduklari tespit edilmistir. Ogrencilerin aralarinda gegen

gbrisme asagida verilmigtir;
O3: Ama sodyle yazalim. f birebir ise dedik, yanina kiiglk not yazalim, sag
tarafina. f birebir ise f(x,)= f(x;)ise x; = x,. Digeri deneyip; g birebir, 0 zaman g
(%)= g (x;) ise x; = x,.
O4: Tamam.

O3: Simdi ben sdyle diyorum soruda. g of (a) = g of (a’), 6yle olmaz mi?

O4: Bir saniye. Simdi g of (a) = g of (a’)mU diyecegiz?
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O3: Aynen aynen. g (f(a)) = g (f(a")) oldu. O zaman ben zaten f(a)'ya ne
demistim? b demistim, dogru mu?
O4: Evet

03: Biz f(a)ya zaten b olsun dedik.b’ def(a’) olsun dedik. O

yuzden g (b) = g (b") oldu.
O4: Aynen yani aslinda f(a) = f(a’) oldu.
O3: Aynen o zaman da b = b’...Yani bunu niye dedik? g birebir ¢lnk(.
O4: Aynen g, f fonksiyonu birebir oldugdu igin, evet.
O3: Tamam bundan sonra da sunu dememiz lazim f(a) = f(a’).
O4: Clnku b dedigim sey f(a)'d.
O3: Cunki f(a) = b, birde ne? f(a') = b’
O4: Aynen. f'de birebir oldudu igin a = a’ olmus oldu.
O3: Cunkii f(a) = b, f(a") = b'...Buraya kadar sikinti var mi?
O4: Yok yok dogru. Simdi buradan da...
O3: Tamam, ise o zamanda a = a’ olur.
O4: Evet o da f birebir oldugdu igin.
O3: f birebir...
O4: f birebir oldugu igina = a’ olmus oldu. Bdylelikle g of birebir yani.

O4: Yani en sonunda g of (a) = g of (a') ise a = a’ gdstermis olduk.



Sekil 34

O4’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklar
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Sekil 35

O3'iin ikinci teoremin kanitina yonelik yazdiklar
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O3 ve 04 kanitlarina g of bileske fonksiyonun érten oldugunu gostererek devam

etmislerdir. Aralarinda 6rten fonksiyonun tanimini tartisirken her iki 6grenci de fonksiyonun

tanimini ve tanim kiimesini dogru bir sekilde ifade etmislerdir. Ogrenciler tanim kiimesinden

alinan elemanlarin fonksiyon altindaki goéruntilerinin olusturdugu goérintli kimesinin

elemanlarinin deger kimesine ait oldujunu ifade edememis ve gorunti kUmesi

kavramlarini kangtirmiglardir (Bkz. Sekil 36 ve Sekil 37). Ve her iki 6grencinin de Rs3: Bir

fonksiyonun tanim kimesinde agikta eleman kalamaz ve R ~g, : Bir fonksiyon oérten ise

goruntl kimesinde acikta eleman olamaz, operatérlerini kullandiklari belirlenmigtir (Bkz.

Sekil 36 ve Sekil 37). Ogrencilerin aralarinda yaptiklari gériisme bunu dogrular niteliktedir;
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O4: Aynen. g of 'de ortendir. Simdi de bunu gdsterecegiz. Simdi drtenlik
dedigim sey neydi? Once onu hatirlayalim bir. Gériint( kiimesindeki her elemanin

tanim kimesinde bir x deg@eri vardi. Dogru mu hatirliyorum?

O3: Orten demek zaten fonksiyon olabilmesi icin tanim kiimesinden acikta
eleman kalmamasi gerekiyor, o sart, fonksiyonun sarti. Ama 6orten fonksiyonda ise

goruntl kimesinden acikta elemanin kalmayacagi.

Sekil 36

O4’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

2) 1€ ey rrer ige  qof de skdte

n}/m‘? abeenke .Ltn@f-‘.thﬂolu' Yr . doponn bomm bemesinde Lie

cesileqe Theedv

Sekil 37

O3'iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrenciler ortenligin taniminda yaptiklari hatayi fark edememis ve kanitlarini g of
bileske fonksiyonunun o6rten oldugunu f ve g fonksiyonlarinin 6rten olmasindan
yararlanarak géstermislerdir. Ogrenciler g of bileske fonksiyonu igin g of (x) = c ifadesini
yazarak g fonksiyonunun &rtenliginden en az bir f(x) € B olacagini ve f fonksiyonunun
ortenliginden de en az bir tane x € A olacagini sdyleyerek bileske fonksiyonunun ortenligini
gostermiglerdir. Ogrenciler gérintll kimesi ile deder kiumesinin arasindaki farki
anlamlandiramamis olmalarina ragmen dogru matematiksel dil ve sembol kullanmiglardir
(Bkz. Sekil 38 ve Sekil 39). Ogrencilerin yazdiklari ifadelerdeki tanim ve deger kiimelerinin

gOsteriminde ve 6rten fonksiyonunun taniminda kullandiklari matematiksel dilin dogru ve
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anlaml oldugu tespit edilmigtir. Bu da bize édrencilerin dogru matematiksel dil ve sembol
kullanmalarina ragmen vyazdiklari ifadelerin tam olarak ne anlama geldigini

kavrayamadiklarini dogru sembolik dili kullanmaya odaklandiklarini géstermektedir.

Ogrencilerin her ikisinin de Rss, Rsg, Rsg, V€ R4, operatorlerini kullandiklari
belirlenmistir (Bkz. Sekil 38 ve Sekil 39). Ogrencilerin kanit stirecinin genelinde derslerde
hocalarindan gordukleri sekilde yapma egiliminde olup kavramlarin anlamlarini
icsellestirmedikleri daha c¢ok sembolik dili kullanmaya odaklandiklari gorilmustar.
Ogrencilerin  teoremi  kanitlama sirecinde genellenebilir tanim ve kavramlari
icsellestirmeden kullanarak daha ¢ok bigime dnem verdileri gdézlemlenmistir. Yani bir kaniti
matematiksel sembollerle ifade ettiklerinde bunun gecerli bir kanit olacagini
distnmuslerdir. Bu siurecgte d6grencilerin ritiiel kanit semasina sahip olduklari tespit

edilmistir. Ogrencilerin aralarinda gecen konusma asagida verilmistir;
O4: Her c € C igin g of (x) = ¢ olacak sekilde.
O3: x € 4 oldugunu géstermemiz lazim.

O3: Tamam, simdi her c € C igin g bileske f(x) = c olacak sekilde x € A

oldugunu gosterecegiz.
O4: Aynen.
O3: O zaman g 6rten oldugundan her ¢ € C igin f(x) € B var.
O4: Evet, B eleman...Her c € C igin B eleman f(x) var, aynen dyle.
O3: f orten oldugundan da her f(x) € B igin de x € A var.
O4: Aynen 6yle. E bizim de zaten amacimiz bu degil miydi?
O3: Aynen. g of ortendir. Bence oldu.
O4: Bence de oldu.

O4: Simdi hem g of 'un birebir ve érten oldugunu bulmus olduk. Birebir ve

Orten ise g of ‘in tersi de vardir diyecegiz.
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O3: g of birebir ve drten oldugunu gosterdik. O yiizden g of 'un tersinin
oldugunu...
O4: Tersi vardrr.
O3: Tersi vardrr.

Sekil 38

O4’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 39

O3'iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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04 g of bileske fonksiyonunun tersinin f ~tog~! oldugunu gdstermeye caligirken ilk
teoremde yaptiklari esitlik kavraminda izledikleri yolu bu teoreme aktarmak istemistir. O4
burada daha onceden gordukleri ve yaptiklari igslemleri bagka sorularda kullanma egilimini

gostermistir. O4 teoremde ne yapmasi gerektigini disiinmeden, bazen ayni kavramalarin
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gOsteriminde farkl yollarin olabilecegini fark etmeden daha 6nceden ifade ettigi dogru
oldugunu bildigi bir kavrami veya teoremi yeni bir teoremi gosterirken kullanmak istemistir.

O4’tin goriismede yaptigi aciklamalari asagida verilmistir;

O4: f~tog~1...Simdi her ikisinin de birebir ve drten oldugunu kabul ediyoruz
zaten, tersleri varsa. O zaman simdi yine aynisini yapmayacak miyiz? Cift tarafl
gitmeyecek miyiz esitlik varsa? g of 'in tersinin; f ~log~! alt kimesi oldugunu ayni
zamanda da f~tog™1, g of 'in tersinin alt kimesi oldugunu géstermemiz gerekmiyor

mu?

Ogrenciler kanitlarina devam ederken g of bileske fonksiyonunun tersinin f~*og~!
oldugunu goéstermek icin bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden
yararlanarak g of ile f~log~! bileske fonksiyonlarinin bileskesini aldiklarinda eger birim
fonksiyonu elde ederlerse f~log='nin gof bileske fonksiyonunun tersi oldugunu
soyleyebileceklerini ifade etmislerdir. Fakat ne yapacaklarini dogru bir sekilde ifade
etmelerine ragmen o6grenciler g of (x) = a gibi bileske fonksiyonunun bir gorintisina
olusturarak, fonksiyonlarin tersini bulurken x‘i yalniz birakip y cinsinden yazarak yaptiklari
cebirsel iglem bilgilerini bileske fonksiyonuna aktarmiglardir. Esitligin her iki tarafinda f ve
g fonksiyonlarinin tersi ile bileskesini alarak g of bileske fonksiyonun tersini bulmuslardir.
Daha sonra bulduklari x = f~(a)og~1(a) fonksiyonun tersiile g of bileske fonksiyonunun
bileskesini alarak g ofof~*(a)og~'(a) isleminde, bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim
fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak kanitlarini tamamlamislardir (Bkz. Sekil 40 ve
Sekil 41). Fakat bileske fonksiyonun hangi 6zelliklerini kullandiklarini ve birimlerin hangi
kimeye ait olduklarini ifade etmeden birim fonksiyon elde ettiklerini belirtmiglerdir.
Ogrenciler burada bileske fonksiyonun esitini bulmalari gerekmediginin zaten bunu
teoremde verdiginin farkina varamamiglardir. Ogrenciler kanitlarinda islem gegislerini dogru
bir sekilde ifade etmislerdir fakat g of bileske fonksiyonu ile f ~1og~?! bileske fonksiyonunu
sagdan ve soldan bileskesini almamislardir. Burada bileske fonksiyonun degisme

Ozelliginin olmadigini dolayisiyla sagdan ve soldan igleme girdiginde de birim fonksiyonu
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veriyorsa bu fonksiyon icin g of bileske fonksiyonunun tersidir diyebileceklerini ifade

etmemislerdir.

Ogrenciler islemlerinde fonksiyonlarin tersinin tanim ve deger kumelerini
belirtmekte eksiklikler yapmiglardir ve bulduklari birim fonksiyonlarin hangi kimeye ait
olduklarini belitmemislerdir. Ogrenciler kanit surecini tam ve dogru bir sekilde
tamamlayamamiglar ve matematiksel dil ve sembol kullanimlarinda eksiklikler yapmiglardir.
Ogrencilerin bu siiregte Ry, Ry3, Rys Ve R "sq:f:A—> B,y = f(x)ve g: B > C,y = g(x) ise
gof:A — C fonksiyon olsun. Eger g of bileske fonksiyonu birebir ve Orten ise o zaman
(gof)™h:C->Adr ve x€C, y€A igin gof(x)=y olup (gof)'(y)=x =
f~Y(y) og~1(y) = x'dir ve Rss: Esitligin her iki tarafina da ayni islemi uygularsam esitlik
bozulmaz, operatérlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 40 ve Sekil 41). O3 ve 04
kanit stirecinde daha 6nce 6grendikleri ve bir fonksiyonun tersini bulurken kullandiklari
cebirsel islemleri bileske fonksiyonun tersini bulmak icin kanit strecine aktarmiglardir.

Ogrencilerin yapilan gériismedeki agiklamalari asagida verilmistir;

O4: Hocam en son g of (x) = a dedik.... a, c'den bir eleman olacak sekilde.
Sonra sol taraftan g'nin birim...sey tersini aldik pardon. g'nin tersi bileske g of (x) =
g~ 1(a) oldu. Daha sonrasinda g'nin tersi bileske g dedigim sey birim fonksiyona esit
oluyordu. O zaman f(x) = g~1(a) olmus oldu. Daha sonrasinda her tarafin...Bu
seferde soldan f~1gidersek de f~of = f~log~'(a) oldu. f~tof dedigimiz sey x 'e
esitti birim fonksiyon. O zaman x = f~1(a)og~1(a) Simdi bu buldugumuz x degerini

f Y (@)og~1(a)'yi, en Uste hani g of (x) = a demistik ya ...

O3: Evet

O3: diyorum ki, séyle de...Ornegin; fof ~tesittir f~*of neye esit, I'ya esit,
degil mi? Yani birim fonksiyon. Tamam mi?

O4: Buldugumuz x'i en basta g of (x)'e yerine koyarsak birim fonksiyon elde

ettigimizden gercekten de a = a geliyor.
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O4: Simdi bizim bunu yapmamizdaki amag yani birim fonksiyon oldugunu
g6stermemizdeki amac bir fonksiyonun tersiyle fonksiyonun kendisinin bilegkesini
alirsak birim fonksiyona esit oluyor. Yani fonksiyonun tersiyle fonksiyon birbirlerine
gelip gidiyor sadece birim fonksiyon ortada kalmis oluyor. Amacimiz bunu
gostermekti. Bunu gostermemizdeki amag da g of yani bileske...O aslinda bir
fonksiyon ya, hani g of dedigim sey atiyorum h diye bir fonksiyon olsun. hoh™?! birim

fonksiyon oldugunu goésterirsek demek ki bunlar birbirinin tersidir diyebilirdik.

Sekil 40

O4’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 41

O3’iin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ugiincii Sinif. Ogrenciler teoremi okuduktan sonra bir fonksiyonun tersi varsa
birebir ve 6rten olmalidir bilgisinden yararlanarak g of bileske fonksiyonun tersi varsa
fonksiyonun birebir ve orten olmasi gerektigini soyleyerek kanitlarina baglamiglardir. Ve
g of bileske fonksiyonun tersini, f ve g fonksiyonlarinin tersi oldugundan dolay! bu
fonksiyonlarin birebir ve 6rten olmasindan yararlanarak gdstereceklerini ifade etmislerdir.
Ogrencilerin bu sliregte R,, Ry, R3s, R37, R3g Ve R3, operatorlerini kullandiklari belirlenmistir

(Bkz. Sekil 42 ve Sekil 43). O5 ve O6‘nin aralarinda gegen konusma asagida verilmistir;

O5: Burada ne yapacagiz burada ters bileske fonksiyonun tersi varsa biz
burada direk birebir ve 6rtenligi vardir diyecegiz ve bunlari kullanarak (gof)™! =

f~tog™?! oldugunu gostermeye calisacagdiz o zaman.

O6: Zaten bak kabulleri de yaz da f:A —» B g: B — C ya bu ikisi arasinda

glzel bir baglanti saglayip A — C bir g of fonksiyonu olustururuz.

O5: Tersi varsa birebir ve érten oldugunu zaten direkt sdyleyecegiz f ve g'nin
tersleri varsa f’de birebir 6rtendir g’de birebir értendir bunu not edecegiz simdi

buraya.

Sekil 42

O5'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 43

O6°nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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06 kanitinda g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu f ve g fonksiyonlarinin
birebir olmasindan yararlanarak géstermistir. O6 birebir fonksiyonunun, tanim kiimesinden
alinan elemanlar birbirinden farkli ise goérintilerinin de farkh olacagi tanimini kullanarak
g6stermistir. O6 tanim kiimesinden aldi§i x; # x, birbirinden farkli iki elemanin f(x;) #
f(x;) goéruntilerinin de farkli olacagini f fonksiyonunun birebirliginden gostermistir. Ve
daha sonra g fonksiyonunun birebirliginden yararlanarak g (f(x;)) # g (f(x,)) bileske
fonksiyonunun gorintulerinin de farkh olacagini ifade etmis ve g of bileske fonksiyonunun
birebirligini gdstermistir (Bkz. Sekil 44). O6 kanit siirecinde kullandi§i kavramlarin
anlamlarini ve gosterimlerini dogru bir matematiksel dil kullanarak ifade etmistir. Ve bu
suregte R;,, Rs3s, Rs7: g of: A — C bir fonksiyon ise Vx;,x, € A igin x; # x, = (gof)(xy) #
(gof)(x,) ise gof birebir fonksiyondur ve Rsg: g: B = C ,y = g(x) bir fonksiyon olmak
Uzere Vx;,x, €EB icin x; #x, = g(x;) # g (xy) oluyor ise g birebir fonksiyondur,
operatorlerini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 44). O6'nin dogru matematiksel dil
kullanimina 6zen goéstererek operatorlerinde genellenebilir durumlari ve tanimlari kullandigi
gorulmustur. Bu yuzden de kanit surecini donusumsel kanit semasi ile tamamladigi

belirlenmigtir. O6’nin gériismede yaptigi agiklamalar asagida verilmistir;

06: x; # x, aldim f birebir oldugundan dolayi x; # x, ise f (x1) # f (x3)

dedim sonrasinda g (f(x1)) # g (f(x;)) dedim ¢unkd f (x1)# f (x;) iken g
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kimesine yazarsan g’nin birebirliginden bunun esit olmadigini séylerim sonra bunu
dizenleyerek (gof)(x;) # (gof)(x;) bu durumdan dolayi baslangigta da x; #

x, aldigimdan dolayi gof birebirdir.

Sekil 44

O6°nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O5 ise kanitinda g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu, deger kiimesinden
alinan ayni goéruntilerin tanim kiimesinde ayni eleman ile eslesiyorsa birebir fonksiyondur
tanimindan yararlanarak gostermistir. O5 g of bileske fonksiyonunun g of (x;) = g of (x3)
seklinde birbirine esit gorintulerini olusturarak bilegkenin tanimindan g (f (x;)) = g (f (x3))
olarak ifade etmistir. Kabulleri geredi g fonksiyonunun birebirliginden f(x;) = f(x;)
esitligini gostermistir ve  f fonksiyonunun birebir olmasindan yararlanarak x; = x,
oldugunu dogru bir sekilde ifade ederek bileske fonksiyonunun birebirligini géstermistir
(Bkz. Sekil 45). O5 yaptigi islemlerin ve kavramlarin anlamlarina yénelik agiklamalarinda
dogru matematiksel dil ve sembol kullanmigtir. O5’in bu siiregte kullandi§i operatérler R,,
R3s, R3s Ve R, olarak belirlenmistir (Bkz. Sekil 45). O5'in kullandigi ifadelerde ve
operatdrlerde genellenebilir durumlar, tanimlar ve teoremler arasinda gecislerde bulunarak
doénusiimsel kanit semasi ile kanit siirecini tamamladigi gérilmastir. O5'in gériigsmelerde

yaptigi aciklamalar asagida verilmigtir;

O5: Hocam bende ben direkt sdyle gdstereyim simdi ya da direkt anlatayim
ayni sey olacak zaten simdi sdyle hocam f(x;) = f(x;) iken x; = x, oldugunu

gosterdigim zaman ben birebirligi géstermis oluyordum. O ylzden ben yine ayni



135

sekilde gorinti kimesinden eleman alicam g of (x1) = g of (x;) iken ne oldu ben
bunu duzenleyip yazdim g (f(x;)) = g (f(x3)) olmus oldu g birebir oldugundan
f(x1) = f(x,) oldu f de birebir oldugundan x de x; = x, oldu ve sonug olarak
goruntd kiimesinden aldigim elemanlar tanim kiimesindeki elemanlara esit oldu ve

bu ylzden g of birebirdir dedim.

Sekil 45

O5'nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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05 ve 06, g of bileske fonksiyonunun drten bir fonksiyon oldugunu gdstermek igin
bileske fonksiyonunun deger kiimesinden aldiklari her elemanin tanim kiimesinde en az bir
tane degeri olacagini ifade etmislerdir. Ve gof bileske fonksiyonu igin gof (x;) =
g (f(x1)) = c ifadesini yazarak g fonksiyonunun értenliginden en az bir f(x;) € B olacagini
ve f fonksiyonunun &rtenliginden de en az bir tane x; € A olacagini séyleyerek bileske
fonksiyonunun oértenligini dogru bir sekilde gdstermislerdir (Bkz. Sekil 46 ve Sekil 47).
Ogrenciler islemlerini dogru matematiksel dil ve semboller ile géstermis ve anlamlandirarak
aciklamiglardir. Ogrencilerin her ikisi de ayni operatorleri kullanmistir. Ogrencilerin bu
suregte R3s, R3g, R3g Ve Ry, operatdrlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil 46 ve Sekil
47). Ogrencilerin kanitin bu siirecinde dogru matematiksel dil kullanimina 6zen gdéstererek
operatorlerinde genellenebilir durumlari ve tanimlari kullandigi gériimastir. Ogrencilerin
kanit sirecini déntisiimsel kanit semasi ile tamamladiklari belirlenmistir. Ogrencilerin

gobrusmelerde yaptiklari agiklamalar asagida verilmistir;

O5: g of hocam A - C’ye gidiyor g of.
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O5: Her g of (x;) € C igin en az bir x; elemandir a var mi yok mu bunu
artyorum aslinda bunun igin her g of (x;) yanibunuda g (f(x;)) € Cigin g’nin 6rten
oldugundan ben sunu sdyleyebiliyordum en az bir f(x;) elemandir b var oldugunu
g’nin oradan oldugundan séyleyebiliyordum daha sonra her f (x;) elemandir b iginde
en az bir tane x € A var bunuda f 6rten oldugu icin sdyleyebiliyorum sonug olarak
C’den aldigim bir eleman her eleman i¢in en az bir tane x’den en az bir tane A’dan

x elemani bulabildigim i¢in g of Ortendir dedim.

O6: Ben su sekilde yaptim hocam g of 6rten mi diye bir baslk agmisim énce bir
soru isareti koymusum bunu arastiracagim her y;, € C olsun en az bir tane
f(xy) elemandir b vardir yani f(x,) olarak segtim aslinda igine yazacagim seyi
basitlik saglasin bana diye y = g (f(x;)) iste yani bdyle bir g 6rten oldugu igin en
az bir tane f(x,) var g’'nin ortenligini kullaniyoruz burada sonrasinda f(x;)’de yani
her f(x,)icin en az bir tane x; € A vardir burada da f’in 6rtenligini kullanmis olduk
sonug olarak g of’dan yola cikarak g’nin ve f’nin ortenliklerini sirayla yani zincir gibi

kullanarak g of’un 6rten oldugunu sdyledim.

Sekil 46

O5'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 47

O6°nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

O5 kanit siirecinde g of bileske fonksiyonunun birebir ve drten oldugu igin tersinin
oldugunu ve eger tersi f~log~lise g of bileske fonksiyonu ile bilegkesi alindiginda birim
fonksiyonu verecegini, bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden

yararlanarak ifade etmistir (Bkz. Sekil 48).

O5 (g of) o(ftog™1) bileske isleminde bileskenin birlesme 6zelligini kullanarak
parantez kaydirmistir g o(f of ")og™?! iglemini olusturmustur ve bir fonksiyon ile tersinin
bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak f of ~!bileskesinin birim fonksiyon
olacagini ifade etmisti. Daha sonrasinda golog™! elde ettigi bu islemde birim
fonksiyonunun kendisine verilen degeri yine kendisine donduren bir fonksiyon olmasindan
dolayi gog~! bileske fonksiyonunu elde etmislerdir. Ve olusan gog™! bileske fonksiyonunu
yine bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak
kanitini tamamlamigtir (Bkz. Sekil 48). O5'in islemlerinde ters ve birim fonksiyonlarin tanim
ve deger kiimelerini belitmedigi ve kavramlarin agiklamalarini yaparken matematiksel dil
ve sembol kullanimlarinda eksiklikleri oldugu gérilmistiir. O5'in bu siiregte Ry, R4z, R4s Ve
R4, operatérlerini kullandi§i belirlenmistir (Bkz. Sekil 48). O5’in gérismelerde yaptidi
aciklamalar asagida verilmigtir;

O5: Bundan sonrasi igin yapmamiz gereken sey hocam gof’un tersi

oldugunu ben buldum ve bu tersinin de f~log~!esit oldugunu gostermem

gerekiyordu ve ben buraya yazdim zaten ifade ettim bu arada biz g of birebir ve
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orten oldugu icin tersi vardir ve tersiyle bileske girdiginde de birim fonksiyonu
vermelidir ben bunu tanimda soyleyebiliyorum o zaman ben g of ile f ~tog~? isleme
yani bileske aldigim zaman birim fonksiyonu veriyor mu vermiyor mu bunu kontrol
ettim bunun icinde bileske aldigimda fonksiyonlarda birlesme 6zelligi oldugundan

buradaki parantezleri kaydirabiliyorum yani g of bilegke.....

O5 kanitina devam ederken gof bileske fonksiyonu ile f~'og™! bileske
fonksiyonunu sagdan ve soldan bileskesini almamistir. O5 bileske fonksiyonun degisme
Ozelliginin olmadigini dolayisiyla sagdan ve soldan igleme aldiklarinda da birim fonksiyon
olup olmadigina bakmalari gerektigini fark edememistir. Dahasi diger teoremde
gosterdikleri esitlik kavraminda kullandigi bilgileri buraya aktararak esitlik kavramini ancak
ve ancak baglaci gibi digtnerek R~ operatorini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 48).
O5 agliklamalarinda tersine islem yaparak birim fonksiyondan da g of ile f~tog~! bilegke
fonksiyonunun bileskesine ulastigini ve kanitini tamamladigini belirtmistir. O5 birinci
teoremin ¢ézimunde yaptigi esitlik kavrami ile ilgili hatali bilgisini bu kanita aktarmak
istemis kendisinin daha 6nceden ifade ettigi dogru olduguna inandidi bir kavrami veya
teoremi yeni bir teoremi gdsterirken kullanmak istemistir. Bu da O5'in ritiiel kanit semasina

sahip oldugu gostermektedir. O5'in gériismelerde yaptidi aciklamalar asagida verilmistir;
O5: Yani hocam burada kastettigimiz ilk basta birinci teoremdeki esitlik hani
ben gof bileske f~log~'nin birim fonksiyonuna esit oldugunu gdstermem
gerekiyor ve esit oldugunu gostermek icin de hem gerek kosul saglanmasi gerekiyor
hem de yeter kosulu saglanmasi gerekiyor.
A: Yeter kosul dedigin sey nedir ?

O5l: Hocam ancak ve ancak mantik konusundaki ancak ve ancagi

kullantyoruz.
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O5 : Su hocam simdi biz burada esitligini gdsterebilmek igin soldan saga esit
oldugunu gostermem lazim ve ayni sekilde saddan sola da esit oldugunu

gostermem lazim.

O5: Tamam soldan saga dedigim sey su hocam (gof)™!=

ftog~* oldugunu géstermem gerekiyor ve ayni sekilde birim fonksiyon alip tizerine
islemler yaparak (gof) ! = f"log™! oldugunu gbstermem gerekiyor geriye

donebiliyor mu birbirine esit mi?

Sekil 48

O5'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O6 kanit siirecinde g of bileske fonksiyonunun birebir ve érten oldugu icin bir tane
tersi oldugunu belirtmistir. Ve eger tersi f~log~! ise g of bileske fonksiyonu ile bilegkesi
alindiginda birim fonksiyonu verecegini, bir fonksiyon ile tersinin bilegkesi birim fonksiyonu
verir bilgisinden yararlanarak ifade etmistir (Bkz. Sekil 49). O6 kanit sirecinde
fonksiyonlarin tersinin tanim ve deger kimelerini ifade etmis ve her fonksiyon igin gérintu
kiimesi olusturmustur. O6 bileske fonksiyonun tanimindan yararlanarak, fonksiyonlarin
gorintulerini bileske fonksiyonunda yerine yazarak birim fonksiyonu elde ettigini gostermis
ve kanitini tamamlamistir (Bkz. Sekil 49). O6 yaptidi islem adimlarinda dogru matematiksel
dil ve semboller kullanmasina ragmen dnceden 6gdrendidi yéntem ve cebirsel islemlerden

yola cikarak devam ettigi gorulmuastur. Dahasi bu esitligin dogrulugunu gostermek igin

bilegske fonksiyonun degisme Ozelliginin olmadigini dolayisiyla g of bileske fonksiyonu
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ile f~tog™! bilegke fonksiyonunun bileskesini sagdan ve soldan igleme aldiklarinda da

birim fonksiyon olup olmadigina bakmasi gerektigini fark edememistir.

O6’nin bu siirecte Rs3, Rss, R3s, Ryzy Raz, Rus, Rso: f: A—>B ve fTLiB— A
fonksiyonlari igin x € A, y € B igin f(x) =y ise f~1(y) = x dir. Bu sebeple x e Avey € B
igin f~rof (x) = fTH(F)=f') =x ve fof T = f(f'() = f(x) =y elde edilir,
Reo: g: B - C ve g~1:C - B fonksiyonlariigin x € B, y € C igin g(x) = y ise g~ 1(y) = x dur.
Bu sebeple x€B veyeC igin g log(x) =g (f(x)=9g"(y) =x ve gog l(y)=
g(g‘l(y)) = g(x) =y elde edilir ve R4;: Tersi olan fonksiyonlarin yalnizca bir tane tersi
vardir, operatorlerini kullandi§ belirlenmistir (Bkz. Sekil 49). O6 dnceden dgrendidi bir bilgiyi
ya da dogrulugundan emin oldugu islem adimlarini yapacagi kanita aktarmak istemistir. Bu
yiizden O6'nin ritiiel kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O6’'nin gdriismelerde

yaptigi aciklamalar asagida verilmigtir;

O6: Hocam ben f’in ve g’nin tersleri oldugunu géstermistim birebir oldugunu
sOyledim sonra g of’un birebir ve 6rten oldugundan dolayl g of’un tersinin
olabilecegini sdyledim sonrasinda g of ile (gof) lisleme sokuldugunda x’ler yani
C’den bir x elemani aldigimda x’e esit olacagini yani birim fonksiyon olacagini
soyledim sonrasinda dedim ki eger dedim (gof)o(f “*og™1) birim elemani veriyorsa
ve bizdeki buradaki esitlik (gof)~!‘un tersinin (gof)~! oldugunu soyliyor ya
gOsterim yapilmis veya iste dyle midir ? Benim icin en blyilk sorunlardan birisi 6yle
midir? Bence iste bu esitlik var iste dedim (gof)~! yani f~tog~lesittit diye kabul

ederim dedim ve bunu gdstermeye c¢alisacagim.

O6: Evetx koyuyorsaniz x alacaksiniz y koyuyorsaniz y alacaksiniz bu
sekilde yaptim sonrasinda dedim ki eger dedim(gof)o(f tog™1) esittir x ise
(gof) lesittir (gof)~! esitligini kullanaraktan bunun birim fonksiyon oldugunu

gosterebiliyorsak tersininde bir tane olacagindan dolayi dedim bu esitlik gosterilmig
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olur dedim yani gof’un tersi yerine f~log~'i kullandigimizda bunu sagliyorsa
dogrudur dedim.

Sekil 49

O6°nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari

Ogrenciler birbirlerine ikna etmek igin yaptiklari kanitlari kendi aralarinda
tartismislardir. 05, O6’nin yaptigi kanitta kanitin dzel degerler veriyormus gibi oldugunu bu
yiizden kafasina yatmadigini ifade ederken O6’'nin hatali ve eksik yaptigi yerleri fark
etmistir. O5 kendi kanitinin dogrulugunu géstermek igin soyut matematik dersinde bdyle
yaptiklarini bu yiizden de bu ydéntemi kullandigini ifade etmistir. Bu da O5'in ritiiel kanit
semasina sahip oldugunu gostermektedir. 06 O5’in kanitini ikna edici bulurken kendi
yaptigi kanittaki hatalarini gérememistir. O5 ve O6 goriismelerde yaptiklari agiklamalar

asagida verilmigtir;
O5: Birlegme 6zelligini kullandim.
O6: Tabi tabi bunu biliyorum evet yani hocamizdan g¢ok net hatirliyorum.

O5: Soyut matematikte hep bdyle yaptigimdan benim aklima hep bu boyle.
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O5: Sanki bdyle gosterdigin zaman sdyle bir sey olusuyor ben de hani x
aldim hepsini yerlestirdim x’e ulasmak icin sonuca kadar ¢abaladim gibi hani 6zel
degerler veriyormussun gibi veya iste o ana esit dedigini sdyledin o da ona

esitledigini sdyledin gibi geliyor ona dogru ayni seye cikiyor.

O6: Kendi kiime tanimlari var zaten soruya en bastan baslarsak 4, B‘nin f’in

tanim goruntl kimesi oldugunu b’nin tanim ¢’nin de g’nin géruntl kimesi oldugunu.
O5: Dogru inaniyorum sadece gosterim yani boyle arada birakiyor.

O6: Sunu goérdiin mii burada da belirttim ben terslerinden hangileri nereye
gittigini falan soyledim sadece bu kimelerden alinan elemanlarin bu sekilde

hareketsel giderek birim elemani bulacagini goésterdim.

Dérdiincii Sinif. Ogrenciler teoremi okuduktan sonra f ve g fonksiyonlari ters ise
bu fonksiyonlarin birebir ve 6érten oldugunu dolayisiyla g of bileske fonksiyonunun tersinin
olabilmesi i¢in dncelikle fonksiyonun birebir ve drten oldugunu gdstermeleri gerektigini ifade
etmiglerdir. O7, g of bileske fonksiyonunun tersi oldugunu gosterdikten sonra tersinin
f~tog™?! ‘ne esit oldugunu esitlik kavramini kullanarak gosterecegini ifade etmistir. Burada
O7 daha dnceden yaptigi dogrulugundan emin oldugu bir islemi yapacagi kanita aktarmak
istemistir. Bu ylzden O7'nin ritllel kanit semasina sahip olma egilimi goésterdigi
dusuntlmuastir. Fakat daha sonra arkadasi ile karsilikli fikir alis veriglerinde bulunarak bu
dusuncesinden vazgec¢mistir. Bu kisim ile ilgili bilgiler asagida detayh bir gekilde
sunulmustur. Ogrencilerin bu sliregte R,, R;y, Rs3, R34, R37, Rsg Ve Ry operatorlerini
kullandiklari belirlenmistir. Ogrencilerin gérlismelerde yaptiklari aciklamalar asagida

verilmistir;

O7: Ben dedim ki f ve g tersinir fonksiyonlar oldudu igin ve tersi olan
fonksiyonlarin birebir ve 6rten olmasi gerektigini biliyorum bu bilgi benim elimde var.

g of'nin tersi oldugunu soyleyebilmem i¢in de bunun da yine birebir ve Orten
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fonksiyon oldugunu gosterirsem tersi vardir deme hakkina sahip olurum ve

sonrasinda da bu verilen esitligi karsilikli kapsama bagintisiyla géstermem gerekli.

O8 : Yani ¢lnku ifadenin ilk kisminda fonksiyonun her ikisinin de tersi varsa
g of fonksiyonunun da tersi oldugunu sonra da bu esitligin oldugunu yine iki adimda
yapmamiz gerekiyor 6ncelikle suan ilk adimi yapacagiz yani g of fonksiyonunun
tersi oldugunu gostermemiz lazim fonksiyonun tersinin olmasi iginde birebir ve drten
olmasi gerekiyor birebir ve 6rten oldugunu gdsterdigimiz anda fonksiyonun tersi

oldugunu goéstermis olacagiz.

O7 ve 08, g of bilegske fonksiyonunun birebir oldugunu, gérintileri esit ise tanim
kimesinden aldiklari elemanlarin da birbirine esit olacagini ifade ederek gostermislerdir.
Ogrenciler gof bileske fonksiyonunun gof(x;) = gof(x,) seklinde birbirine esit
goruntilerini  olusturarak bileskenin tanimindan g (f(x;)) = g (f(x;)) olarak ifade
etmiglerdir. Kabulleri geregi g fonksiyonunun birebirliginden f(x;) = f(x;) esitligini
go6stermislerdir ve f fonksiyonunun birebir olmasindan yararlanarak x; = x, oldugunu
dogdru bir sekilde ifade ederek bileske fonksiyonunun birebirligini gostermiglerdir (Bkz. Sekil
50). O7, kullandigi kavramlari ve yapti§i gegisleri dogru bir sekilde matematiksel dil
kullanarak ifade etmistir. O8, ise yaptigi agiklamalari ve kullandigi kavramlari ifade ederken
dogru matematiksel dil kullanmasina ragmen bunu yaziya (Bkz. Sekil 50) eksik bir sekilde
aktarmistir. Ogrencilerin bu siregte R,, Rss, Rz V€ R, operatdrlerini kullandiklari
belirlenmistir (Bkz. Sekil 50). O8, ifadelerini yaziya dékememesine ragmen yaptigi
aciklamalarda, tanimlardan ve genellenebilir durumlardan yararlandigi i¢in 6grencilerin her
ikisinin de donlsimsel kanit semasina sahip olduklari soylenebilir. Ogrencilerin

gobrismelerde yaptiklari agiklamalar asagida verilmistir;

O7: Bileskeden bahsedebiliyorsak tanim... f: A - B, g: B » C tanimlarsam

gof:A— C ozaman A’dan alacagiz.

O7: x;,x, €A olsun gof(x;) = gof(x,) olsun bu durumda g (f(x;)) =

g (f (x2))dir.



0O8: Evet.

O7: Ve g birebir oldugundan f(x;) = f(x,)dir.

O8: f(x;) = f(x,) sonra da f birebir oldugundan x; = x, ‘dir.

O7: Evet.

08: Dolayisiyla g of birebirdir.

Sekil 50

O7 ve O8'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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O7, kanitina g of bileske fonksiyonunun 6rten bir fonksiyon oldugunu géstermek

icin bileske fonksiyonunun deger kimesinden aldiklari her elemanin tanim kimesinde en

az bir tane degeri olacagini ifade etmislerdir. Ve g of bileske fonksiyonu icin g of (x;) =

g (f(xl)) = c ifadesini yazarak g fonksiyonunun értenliginden en az bir f(x;) € B olacagini

ve f fonksiyonunun &rtenliginden de en az bir tane x; € A olacagini séyleyerek bileske

fonksiyonunun 6rtenligini dogru bir sekilde gostermistir (Bkz. Sekil 51). O7 kullandig

kavramlar ve yaptigi islemlerde dogru ve anlamli bir matematiksel dil kullanmistir. O7’nin

bu siirecte Rss, Rsg, R3q Ve Ry, operatdrlerini kullandigi belirlenmistir (Bkz. Sekil 51). O7’nin

goérusmelerde yaptigi aciklamalar asagida verilmigtir;
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O7: Simdi f fonksiyonu 6rtense eger f fonksiyonu ben A — B tanimlarsam
B’den aldigim her y eleman igin f(x) = y olacak sekilde en az bir x elemaninin A’da
olmasi gerekir bu zaten genel tanim simdi buradan yola cikarak gof:4A - C
taniladigim i¢in C’den bir y elemani se¢tim ve dedim ki g fonksiyonu Gzerinden g
orten oldugu icin g(b) =y olacak sekilde en az bir b € B vardir. Bug’nin
ortenliginden gelen bir durum zaten b € B oldugu i¢in ve f 6rten oldugu igin her b
€ B icin f(x) = bolacak sekilde x € A vardir bu da f’in értenliginden gelen bir
durum bu durumda g (f(x)) yani g of (x) =y olacak sekilde x € A'nin oldugunu
gbérmis olduk. O halde bileske fonksiyonu da értendir dedim. Buradan da birebir ve

orten oldugu icin de tersi vardir dedim.

Sekil 51

O7°nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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08, g of bileske fonksiyonunun &rten bir fonksiyon oldugunu gérinti kiimesinin
deger kiimesine esit olmasi bilgisini kullanarak gdstermistir. O8 ‘in értenligi dogru bir sekilde
anlamlandirdigi gorilmesine ragmen bunu kanita aktarirken matematiksel dil kullaniminda
eksikleri oldugu tespit edilmistir (Bkz. Sekil 52). O8'in bu slirecte R,: Bir fonksiyon orten
ise goruntd kimesi deger kimesine esittir, Rg3: f: A = B bir fonksiyon orten ise f(A) = B
dir, Rg4: g: B — C bir fonksiyon orten ise g(B) = C dirve Rgs: f: A= B,y =f(x)ve g:B -
C,y=g(x) ise gof: A — C bir fonksiyon orten ise g of (A) = C dir, operatorlerini kullandigi
belirlenmistir (Bkz. Sekil 52). O7 ve O8 kullandi§i operatérlerde genellenebilir durumlari gz
onunde bulundurarak tanimlardan, teoremlerden ve ©Onceden kabul edilmis diger

dogrulardan veya prensiplerden vyararlandiklari gérilmistir. O7 ve O8'in bu siregte
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déniisiimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir. O8'in gériismelerde yaptig

aciklamalar asagida verilmistir;

O8: Gérintli kiimesinin deger kiimesine esit olmasi demek yani deger
kimesiyle goruntl kimesinin esit olmasi demek yani bu sart saglaniyorsa ortendir

derim saglanmiyorsa 6rten degildir.

O8: Su sekilde f’ in ve g’nin 6rten oldugunu biliyorum f érten ise f(A) = B'ye
esittir. g ortense g(B) = C’ye esittir. simdi g of (4) = C esitligini kontrol edecegim
yine ayni sekilde birebirlikte yaptigimiz gibi g of (A) = C’ye esit g (f(4)) = Cyi
gostermeye calisacagim g icerisinde f(A)’y1 f(A)’'nin neye esit oldugunu biliyorum
B’ye f(A) yerine B yaziyorum g(B), g(B)’'nin de neye esit oldugunu biliyorum C’ye

dolayisiyla direkt olarak € = C ¢ikmis oluyor.

Sekil 52

O8'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Ogrencilerin her ikisi de bir fonksiyon tersiyle bileskeye girdiginde birim fonksiyonu
verir bilgisinden yararlanarak eder gof bileske fonksiyonun tersi f~log~! ise bu iki
fonksiyonun bileskesinin yine birim fonksiyonunu verecegini ifade etmiglerdir. Ve f~1og~?!
bileske fonksiyonunu sagdan ve soldan g of bileske fonksiyonu ile bileskesini almalari
gerektigini agiklayarak kanitlarina devam etmislerdir (Bkz. Sekil 53 ve Sekil 54). Ogrenciler
ilk etapta birim fonksiyonlarin hangi kimeye ait oldugunu yanhs belirlemiglerdir.

Ogrencilerin bu siiregte R,,, Ry3 Ve R,, operatorlerini kullandiklari belirlenmistir (Bkz. Sekil

53 ve Sekil 54). Ogrencilerin goériismelerde yapti§i agiklamalar agagida verilmistir;
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08: Séyle yapamaz miyiz aslinda simdi biliyoruz ki bir fonksiyon tersiyle
bileskesi birim fonksiyonu verecek bitin fonksiyonlarin tersiyle bileskesi birim
fonksiyonu verir. Dolayisiyla ben buradaki fonksiyonu yani g of fonksiyonunun tersi
oldugunu iddia ettigimiz f~* o0 g~ ile bilegskeye sokarsam birimi vermesi gerekiyor
birimi veriyor mu? Diye kontrol ederim birimi veriyorsa evet tersi budur birimi

vermiyorsa hayir tersi bu degildir .

O7: Yani dogru bu ikisinin bileskesini aldiginda tabi cift tarafli olarak g of ile
f~1 o g~ bileskesini aldigimda birim elde ediyorsam ve benzer sekilde f 10 g1 ile
g of’un bileskesini alirsam ve cift tarafli olarak da birim fonksiyonu elde ediyorsam
bu benim icin birbirinin tersi oldugunu gerektirir zaten fonksiyonun tersi tanimi da bu

o6grendigimiz kadariyla o ylzden bu esitligi géstermemiz yeterli olur.

O8: Yani segmis oldugum bir kiime yani g of A — C bu da dolayisiyla A — A
olan birim fonksiyon olmus olacak.

O7: 1, diyecegiz yani.

O8: Evet.

A: O zaman onu da belirtelim her seyi detayli sbylemem lazim.

0O8: Simdi bizim igslemimiz neydi g of o(f ' o0 g~1) dimi.

O7: Evet burada fof ~V'den I, elde ettik zaten.

O8 islemlerine devam ederken fof~! bileske fonksiyonundan elde ettigi birim
fonksiyonu ile g~ fonksiyonunu yer degistirdigini bunu da bileske fonksiyonunun yer
degisme Ozelliginden oldugunu R ~4,: Bileske fonksiyonunun yer degistirme 6zelligi vardir,
hatali operatériinii kullanarak belirtmistir. O7 buradaki hatayi fark etmeden yer degisme
Ozelligini kullanmanin gereksiz olacagini Rzs ve R,, operatdrlerini kullanarak belirtmigtir.
Ogrencilerin her ikisi de bileske fonksiyonun degisme 6zelliginin olmadigini yaptiklari

islemlerde birim fonksiyon ile fonksiyonun tersini yer degistirdiklerinde kanitin dogrulugunun
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degismeyecegini birim fonksiyon 6zelliginden kaynaklandigini  gérememiglerdir.

Ogrencilerin gériismelerde yapti§i aciklamalar asagida verilmistir;

O8: Yani bu islemi yaptigimiz zaman neydi bileskenin birlesme 6zelligi vardi
aradaki parantezleri kaldirdik sonra bileskenin yer degistirme 6zelligi vardi f ve

f~L'ni birim olarak I, olarak yazdik.

O7: Burada degisme 6zelligini kullanip go g~tol, diyebilirim ve g ve g~?!
bileskesi de yine birim olacak birimlerin bileskesi yine birim olacak dolayisiyla birim
fonksiyonu elde etmis olduk ya da hi¢ degismeye de gerek yok aslinda birim ile g~1

bileskesi g~ de diyebiliriz.

O7: Yanil,o g~ g~ dedim ¢iinki birim fonksiyonla herhangi bir fonksiyonun
bileskesi o fonksiyonu verecektir yine yani g~! olacak ve sonugta go g~'kalmis

olacak go g~ de I dir yani birim fonksiyondur.

O8: Bileskenin dzelliklerini kullandik. Oncelikle bileskenin birlesme dzelligini
kullandik aradaki parantezleri kaldirdik sonrada bilegkenin yer degistirme 6zelligini
kullandik hatta ilkinde kullanmadik bile digerinde kullandik zaten fo £~ burada yan
yana duruyor bunlar I, olmus oluyor sonra g~1 ile 1,'y1 yer degistirdik yer deg@istirme

Ozelliginden.

O7: Aslinda yer degistrmeye gerek bile yok ¢linkii birim fonksiyon ile

herhangi bir fonksiyonun bileskesi de yine o fonksiyonu verecek.

Ogrenciler kanitlarina hatalarini fark ederek, g of bileske fonksiyonu ile f~tog=!
bileske fonksiyonunun bileskesini aldiklarinda € kimesine ait birim fonksiyonunu elde
edeceklerini sdyleyerek kanitlarina baglamiglardir. O7 ve O8 yaptiklari tim islemleri, , nasil
yaptiklarini agiklayarak ve dogru matematiksel dil kullanarak ifade etmiglerdir. Ogrenciler
(g of) o(f"tog™1) bileske isleminde bileskenin birlesme O6zelligini kullanarak parantez

1

kaydirmiglardir g o(f of "1)og™! islemini olusturmuslardir ve bir fonksiyon ile tersinin

bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak f of =1 bilegkesinin B kiimesine ait
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birim fonksiyon olacagini ifade etmislerdir. Daha sonrasinda golzog™! = golg(g™!) elde
ettikleri bu islemde birim fonksiyonun tanimini kullanarak kendisine verilen degeri yine
kendisine donduren bir fonksiyon olmasindan dolayi gog=! bileske fonksiyonunu elde
etmiglerdir. Ve olugsan gog~! bileske fonksiyonunu yine bir fonksiyon ile tersinin bilegkesi
birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak ¢ kimesine ait birim fonksiyon olacagini

dogru bir sekilde ifade etmiglerdir (Bkz. Sekil 53 ve Sekil 54).

Ogrenciler yaptiklari islem adimlarini ve kullandiklari kavramlarin anlamlarini dogru
bir sekilde ifade etmelerine ragmen matematiksel dil ve sembol kullaniminda eksiklikler
yapmiglardir. Ogrencilerin her ikisinin de ayni operatérleri kullandid tespit edilmistir. Bunlar
R4, Ra7, Rug V€ R4o Operatorleri olarak belirlenmistir(Bkz. Sekil 53 ve Sekil 54). Ogrenciler
yaptiklari aciklamalarda ve matematiksel sembol kullanimlarinda eksikleri olmasina
ragmen kullandiklari ifadelerde ve operatorlerde genellenebilir durumlar, tanimlar ve
teoremler arasinda gegcislerde bulunarak dénidsimsel kanit semasi ile kanit surecini
tamamladiklari gortulmustir. Ogrencilerin goérismelerde yaptiklar agiklamalari bunlari

dogrular niteliktedir;

08: (gof)o(f~tog™t) yaptigimiz da gof A — C gidiyor f~1o g Vde C -

A’ya gidiyor dolayisiyla ben bu islemi A — A’ya gider I, olmasini beklerim.
O8: Aaa pardon bu C’nin birimi ya A'nin degil.

O7: f~log™', C - Aya gidiyor, gof:A - C'ye gidiyor ve dolayisiyla
(gof)o(f~tog™) dersem C - A'ya A - C'ye gidecegi igin C - C'ye I. olmasi

gerekir.
A: go g~ ne olacak dolayisiyla.
O8: I olacak.
A: O zaman fo f~! neye esittir.

O8: Bu da B — B’ye gider.
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O7: g bileske aldim oradaki birlesme 6zelliginden dolayl fo f~Vi parantez
icinde dusunip g~?! disari attim ve fo f~Y'den dolayi B —» A'ya A - B’ye yani I
olmasi gerekiyor bunun hmmm I; sonrasinda go g~''i distindiim birim fonksiyon

bunlarin bilegkesi go g~ verir bu da I dir dedim.

Ogrenciler kanitlarina f~log~' bileske fonksiyonu ile gof bileske fonksiyonun
bileskesini alarak A kimesine ait birim fonksiyonu elde edeceklerini sdyleyerek kanita
devam etmiglerdir. Ogrenciler (f~tog™1) o(g of) bileske isleminde bileskenin birlesme
6zelligini kullanarak parantez kaydirmiglardir f~1o(g~* 0g) of islemini olusturmuslardir ve
bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak (g1 og)
isleminin B kiimesine ait birim fonksiyon olacagini ifade etmislerdir (Bkz. Sekil 53 ve Sekil
54). Daha sonrasinda f~lolzof = f~lolz(f) elde ettikleri bu islemde birim fonksiyonun
tanimindan kendisine verilen dederi yine kendisine dondiren bir fonksiyon olmasindan
dolayi f~1of bileske fonksiyonunu elde etmislerdir. Ve olusan f ~tof bileske fonksiyonunu
yine bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden yararlanarak A
kiimesine ait birim fonksiyon olacadini dogru bir sekilde ifade etmislerdir. Ogrenciler
yaptiklari islemlerde fonksiyonlarin tanim ve deder kiimelerini dogru bir sekilde gdstererek

kanit strecini tamamlamiglardir (Bkz. Sekil 53 ve Sekil 54).

Ogrenciler kanit siirecinin genelinde kullandiklari kavramlarin anlamlarini, yaptiklari
islem gegislerini dogru bir sekilde ifade etmis ve i¢sel olarak anlamlandirmiglardir. O7, kanit
surecinde matematiksel dil ve sembollerin dogru bir sekilde kullanmasina 6zen gosterdigi
ve bunu kagidina aktarma konusunda dikkatli davrandigi gértimastir. O8 ise kanit
surecinde aktif rol oynamasina, matematiksel kavramlari dogru bir sekilde ifade etmesine
ve anlamlandirmasina ragmen bu ifadeleri matematiksel dil ve sembol kullanimina
aktarmada eksiklikler yapmistir. Ogrencilerin her ikisinin de ayni operatérleri kullandig
tespit edilmistir. Bunlar R4, Rsg, Rs1 V€ Rs, operatorleri olarak belirlenmistir (Bkz. Sekil 53
ve Sekil 54). Ogrencilerin kullandiklari ifadelerde ve operatdrlerde genellenebilir durumlari

g6z dnlnde bulundurarak, tanimlar ve teoremler arasinda gegigler yaparak dénisimsel
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kanit semasi ile kanit siirecini tamamladiklari gérilmustir. Ogrencilerin gériismelerde

yaptigi aciklamalar asagida verilmistir;

O7: Evet yine I, kalmis oldu yani bu aslinda I ve g~! bileskesinden g1
kalmasindan kaynaklandi sonug olarak da I, elde etmis oldum. ikinci tarafta da
(f~Yo g YHo(gof) yine g~ ve g'yi parantez igerisinde distindim g~log den B -

Cye C - Byelg.
O8: I geliyor.

O7: f~tolzof Iy ve f bileskesinden f olacak dedim A — B’ye B — A’ya yine
f fonksiyonunu elde etmis oluyorum ve f~lof diye disinirsem bu da I, olmus

oluyor.

O7: gof’in tersi f~1o0 g~ ise bunlar saj ve soldan bileskelerinin birim
fonksiyon olmasi gerekiyor dedik. Bu ylizden de sag ve soldan bileskelerini aldik.
Birincide (gof)o(f~to g 1)den I, birim fonksiyonunu elde etmis olduk ikinci
yaptigimizda (f~'o g Yo(gof)'dan da I, birim fonksiyonu elde etmis olduk.

Bileske fonksiyonlari birim oldu ancak tanim kiimeleri farkli oldu.

O7: Her ikisinde de birim fonksiyonu elde ettigimiz igin evet tersi vardir ve
tersi f~1o g~1 dir.
O8: Evet bunu ifade eder.

Sekil 53

O7'nin ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Sekil 54

O8'in ikinci teoremin kanitina yénelik yazdiklari
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Fonksiyonlar Konusunda Belirlenen Temsiller (Gosterimler)

Ogrencilerin goériismelerde yaptiklar acgiklamalara ve kagitlara yazdiklarina
bakilarak elde edilen operatorlerde yer alan cebirsel dil, matematik yazilimlar, sembol ve
simge gibi 104 tane gésterim belirlenmistir. Ogrencilerin fonksiyonlarla ilgili kullandiklari
gosterimler incelendiginde daha ¢cok matematiksel dil ve sembol kullanimini tercih ettikleri

soylenebilir. Bu gosterimler asagida yer almaktadir;
L: Ancak ve ancak dnermesini & semboll ile gésterme.
L: Her kelimesini vV sembolu ile gdsterme.
L: Iise sézciguni = sembolii ile gdsterme
L: Aldiklari elemanlarin kimeye ait olma durumlarini € sembolu ile gésterme.
L: Kimeden aldiklari elemanlari x4, x, seklinde belirleme.

L: Bir fonksiyonun birebir olma kosulunu f (x;)=f (x3) = x; = x, ifadesi ile

gobsterme
L: “Vx,,x, € A” ifadesini yazma.

L: Bir bagintinin fonksiyon olma kosulunu x; = x, = f(x;) = f(x,) ifadesi ile

gobsterme.
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L: Alt kiimelerin sahip oldugu 6zelligi s6zel olarak belirtme.

L: f(CnD)= f(C)Nnf(D) esitligini f(CnD)c F(C)nfD) vef(C)nfD)c

f(C n D) ifadesi ile gdsterme.

L:y e f(CnD)=ye€ f(C)n f(D) “ifadesini yazma.

L:“ye f(C)Nn f(D) = y € f(C nD) “ifadesini yazma.

L: Alt kime ifadesini belirtirken  semboll ile gésterme.

L: Kime iglemlerinden kesisim kiimesini n semboll ile gdésterme.

L: “C n D € A” ifadesini yazma.

L: “f(C n D)e B” ifadesini yazma.

L: “v C, D c A” ifadesini yazma.

L: f fonksiyonunun goérintisunu f(x) = y ifadesi ile gdsterme.

L: “en az” kelimesini 3 semboll ile gosterme.

L: € n D’den aldiklari elemanlarin gérintusind f(C n D) ifadesi ile gdsterme.

L:“ye f(CnD)=3x e CnD”ifadesini yazma.

L: Bir bagintinin fonksiyon olma gerekliligini s6zel olarak belirtme.

L: Fonksiyonun tersi olma kosulunu birebir ve drten olmasi 6zelligi ile belirtme.

L: Ve s6zcUigunu A semboll ile gosterme.

L:“xeCnD e x eC Ax e D”ifadesini yazma.

L:x eCAxeD e [f(x) € f(O]AN[f(x) € f(D)]” ifadesini yazma.

L f) e fOIN[f(x) e f(D)] e f(x)€E[f(C)n f(D)]" ifadesini yazma.

L: Birebir fonksiyonunun olma kosulunu sembollerle gosterme.

L: “x; #x, = f (x1)# f (xy) “ifadesini yazma.
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L: Bos kimenin 6zelligini sdzel olarak belirtme.
L: Bos kiimeyi @ semboli ile gosterme.
L: Bos kimenin géruntisunu f (@) = ¢ ifadesi ile gésterme.

L: Esitlik ifadesini & semboll ile gésterme. (esitlik ifadesi (=)yerine ancak ve ancak

ifadesini kullanma ).
L: Tek nokta kimelerinin elemanlarini {x,}, {x,} seklinde gosterme.
L: Kesisim kUmesinin 6zelligini sdzel olarak belirtme.
L:“CnD = {x;}n {x,} = @”ifadesini yazma.
L: Bir birinden farkli olan x;ve x, elemanlarini x; # x, ifadesi ile gésterme.
L: C kesisim D’nin tek nokta kimesi olmasini € N D = {x,} ifadesi ile gosterme.

L: C kesisim D kimesinden aldigi elemanin x; den farkl oldugunu € n D\{x;} = {x,}

seklinde gésterme.

L: Bir fonksiyonun birebir olma kosulunu f (x;) # f (x;) = x; # x, ifadesi ile

gbsterme.
L:“x;,x, €CNDise f(x,) = f(xy) = f(C n D)’ ifadesini yazma.
L: “xq1,x € Cise f(xq) = f(xy) = f(C)” ifadesini yazma.
L: “xy,x, € Dise f(xy) = f(xy) = f(D)” ifadesini yazma.
L: Kimeden aldiklari x;,ve x, elemanlarini sirali ikili seklinde belirtme.
L: € n D’den aldiklari elemani “ x;,x, € C N D” seklinde gésterme.
L: Aldiklari elemanlarin kimeye ait olmama durumlarini € sembolu ile gosterme.
L: C ve D kimesinde ortak elemaninin olmamasini € N D = @ seklinde gdsterme.
L: “x; € C Ax, € D” ifadesini yazma.

L: “x; €D Axq, & C” ifadesini yazma.
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L: C kesisim D’nin timleyenini [V x, € CveV x, € D] ve [V x3 € D veV x5 & C]
ifadesi ile gosterme.
L"CnDcA" ifadesini yazma.
L:” f(C n D) c B” ifadesini yazma.

L: Fonksiyonun birebir olmama durumunu “x; # x, = f (x1)=f (x;)” seklinde

gOsterme.
L: 1 ise 0 6nermesinin dogruluk degerini s6zel olarak belirtme.
L: Ayrik kimelerin 6zelligini sdzel olarak belirtme.
L: Fonksiyonun tersinin var olma 6zelligini sézel olarak belirtme.
L:f: A - B fonksiyonunun tersini f~!: B - A seklinde gosterme.
L: g: B - C fonksiyonunun tersini g=1: C — B ifadesi ile gosterme.
L:f: A—- B ve g: B — C fonksiyonlarin bileskesini g of: A — C ifadesi ile gosterme.
L: Bilegke fonksiyonunu (gof)(x) = g(f(x)) ifadesi ile gosterme.

L: Bileske fonksiyonunun birebir olma kosulunu (gof)(x;) = (gof)(x3) = x; = x,

ifadesi ile gdsterme.

L: g fonksiyonunun birebir olma kosulunu g (x;)=g (x;) = x; = x, ifadesi ile

gobsterme.
L: “Vx,,x, € B “ ifadesini yazma.
L: f orten fonksiyonunu matematiksel sembol ve ifadelerle belirtme.
L:“V b € Bigin b = f(a) olacak sekilde 3 a € A” ifadesini yazma.
L: g orten fonksiyonunu matematiksel sembol ve ifadelerle belirtme
L: “V ¢ € Cicin ¢ = g (b) olacak sekilde 3 b € B” ifadesini yazma.

L: gof orten fonksiyonunu matematiksel sembol ve ifadelerle belirtme.
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—

:“Vc e Cigin c = (gof)(a) olacak sekilde 3 a € A” ifadesini yazma.

—

: Bileske fonksiyonunun 6zelligini sézel olarak belirtme.
L: Birim fonksiyonunun 6zelligini s6zel olarak belirtme.

L: Birim fonksiyonunu | harfi ile gbsterme.

—

. Esitlik belitlerini sézel olarak belirtme.
L: g of: A - C fonksiyonunu tersini (gof)~!: C — A seklinde gbsterme.

L: gof fonksiyonu ile gof fonksiyonunun tersinin bilegkesinin esitligini

(gof)o(ftog—1)= I, seklinde gosterme.
L: Bilegke fonksiyonunun 6zelligini s6zel olarak belirtme.

L: f fonksiyonu ile f fonksiyonunun tersi ile bileskesinin esitligini fof ! = I ifadesi

ile gosterme.

L: g fonksiyonu ile g fonksiyonunun tersinin bilegskesinin esitligini gog™! = I, ifadesi

ile gésterme.

L: gof fonksiyonunun tersi ile gof fonksiyonunun bileskesinin esitligini (f~1 o0 g™1)

o(gof) = I seklinde gosterme.

L: g fonksiyonunun tersi ile g fonksiyonunun bileskesinin esitligini (g1 0 g) = I

seklinde gosterme.

L: f fonksiyonunun tersi ile f fonksiyonunu bileskesinin esitligini f~lof = I, ifadesi

ile gésterme.
L: Orten fonksiyon olma kosulunu sézel olarak belirtme.
L: Esitligin bozulmama gerekliligini s6zel olarak belirtme.
L: “(gof)"t(y) = x = f~1(y) 0og~1(y) = x” ifadesini yazma.

L: g of bileske fonksiyonunun goéruntusini (g of)(x) = y ifadesi ile gdsterme.
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L: g of bileske fonksiyonunun ters gortintisini (gof)~1(y) = x ifadesiile gbsterme.
L:“x € C, y € A” ifadesini yazma.

L: gof bileske fonksiyonunun birebir olma kosulunu sembollerle gésterme.

L: “x; # x5 = (gof)(x1) # (gof)(x,)" ifadesini yazma.

L: Bir fonksiyonun birebir olma kosulunu x; # x, = g(x1) # g (x,) ifadesi ile

gOsterme.
L: f fonksiyonunun ters goriintisini f~1(y) = x ifadesi ile gésterme.

L: f fonksiyonunun tersi ile f fonksiyonun bileskesinin esitligini f~lof(x) =

FYf(x)=f~1(y) = x ifadesi ile gbsterme.

L: f fonksiyonu ile f fonksiyonunun tersinin bileskesinin esitligini fof~1(y) =
F(F71() = f(x) = y ifadesi ile gésterme.

L: “x € 4, y € B” ifadesini yazma.

L: g fonksiyonunun goruntisini g(x) = y ifadesi ile gosterme.

L: g fonksiyonunun ters gorintisini g~1(y) = x ifadesi ile gosterme.

L: g fonksiyonunun tersi ile g fonksiyonunun bilegkesinin esitligini g~tog(x) =

9 Y (f(x)=g 1 (y) = x ifadesi ile gbsterme.

L: g fonksiyonu ile g fonksiyonunun tersinin bileskesinin esitligini gog=(y) =
9(g71(»)) = g(x) = y ifadesi ile gbsterme.

L: “x € B, y € C” ifadesini yazma.

L: Fonksiyonun tersinin var olma 6zelligini sozel olarak belirtme.

L: Orten fonksiyon olma kosulunu sdzel olarak belirtme.

L: f fonksiyonunun 6rten olma kosulunu “f (A) = B” ifadesi ile gésterme.

L: g fonksiyonunun 6rten olma kosulunu “g(B) = C” ifadesi ile gosterme.
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L: gof bileske fonksiyonunun o6rten olma kosulunu “gof(A4) =C” ifadesi ile

goOsterme.

Fonksiyonlar Konusunda Belirlenen Kontrol Yapilari

Balacheff (2013) tarafindan belirtildigi Uzere, kontrol yapisini matematiksel
terimlerden olusan operatdrlerden ayirmak zor ve genellikle belirsizdir. Bundan doyali
dgrencilerin kullandiklari operatorlere ait tim kontrol yapilari belirlenememistir. Ogrencilerin
kavramsal anlayislarini sorgulamak ve dogrulugunu kanitlamak icin kontrol yapisinin
guvenilir ve gecerli olmasi gereklidir. Bu nedenle, problemin ¢ézim slrecinde égrencinin
adimlarini denetleyen kontrol yapisi, aksiyomlar, varsayimlar, tanimlar ve teoremlerle
uyumlu olmalidir. Bu uyum, égrencinin ¢6zum adimlarinin mantikh bir sekilde ele alindigini

ve dogru sonugclara ulasildigini gdsterir.

Pedemonte (2005) calismasinda, dgrenciler dogru operatorleri kullandiklarinda,
bunun genellikle bir matematiksel kuralin veya teoremin dogru bir sekilde uygulandigi
anlamina geldiginden ve bu durumun kanitta bir teorem ile desteklenebilir oldugundan
bahsetmistir. Ancak, eger ogrenciler matematiksel olarak gecerli olmayan operatorleri
kullaniyorlarsa, bu durumun dogru bir sekilde kanita dayandiriimasinin mimkun
olamayacagini ifade etmistir. Bu nedenle, 6grencilerin disiunme tarzini ve mantiksal
adimlarini anlamak igcin daha c¢ok kullandiklari hatali operatdrler dikkate alinarak
ogrencilerin dusunme tarzlarindan ve yaptiklari acgiklamalardan kontrol yapilari
belirlenmeye calisiimistir. Bu sayede, ogrencilerin ger¢cek anlama dizeyi ve potansiyel
yanlis anlamalari daha iyi anlasilabilir ve ddrenme slrecleri daha etkili bir sekilde

desteklenebilir oldugu dusunulmuagtur.

Calismada, o6grenciler fonksiyonlara ait tanim kimesi, goérunti kdmesi, deger
kiimesi, birebir ve drten fonksiyon tanimlari gibi kavramlari bildikleri halde matematiksel dil
kullaniminda zorlandiklari gériimastur. Ve R ~g: f: A — B ye tanimli fonksiyon Orten ise her

y € f(CnD)ise 3 x vardir ki x € C N D ve f(x) = y'dir ve R ~5, : Bir fonksiyon oérten ise
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g6rinth kimesinde agikta eleman olamaz, hatali operatorlerini kullanan égrencilerin “ A, B
iki kime ve f: A — B Dbir fonksiyon olsun. Eger her b € B i¢in b = f(a) olacak gekilde bir
a € A bulunabiliyorsa o zaman f’ye bir 6rten fonksiyon denir” bilgisinden hareketle bdyle bir
yaklasim sergiledikleri kabul edilebilir. O1 ve O2 &égrencilerin aralarindaki gériisme

asagidadir;
O2: Hery € f(C n D) ise dyle bir x vardir kix € C n D de ve f(x) = y.
O1: Hihi en az bir x eleman vardirkix e CnD, f(x) =y .
O2: Di mi bu 6rtenlik oldu.
O1: Clnku bir saniye bu drtenlik oldu biraz.
O2: Dogru her y icin dogru dogru ortenlik oldu.
O1: Bunu sdyleyebilmek igin f’ in érten olmasi gerekiyor.

O1: f birebir ama mesela f 6érten olmak zorunda degil mesela f’nin tanim
kiimesinde bosta eleman kalmayacak fonksiyon oldugu icin ama f’nin deger

kiimesinde bosta eleman kalabilir.

Ogrencilerin sik kullandigi R ~44: Esitlik gdsterilirken gerek ve yeter kosulun (ancak
ve ancak) saglanmasi gerekir, hatall operatori ile karsilastigimiz bu durum igin belirlenen
kontrol énermesi “P ile Q birer dnerme ise P & Q bilesik 6nermesi, P Q = (P = Q) A
(Q = P)” olarak kabul edilebilir. 02, 03, 04, 05, 06 ve O7 esitlik kavraminin gereklilikleri
ile ¢ift kosullu mantik baglaci olan ancak ve ancagin gerekliliklerini birbirine karistirmiglardir.
O6 ile yapilan gorlisme agagidadir;

O6: ...tamam esitligi géstermis oluyoruz her iki yonde de gosterecegiz.

A: Her iki ydnde gdsterecediz derken ne mesela her iki yénden kastin?

0O6: Hocam belki cebirden dolayi bdyle bir sey olmaya basladi hem soldan

hem sagdan muhabbeti ancak ve ancak gibi muhabbeti yani.
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O3 ve 04 6grencilerinin ifade ettikleri R ~,; : f: A —» B’ye tanimh bir fonksiyon igin
x1 = x5 = f(x1) = f(x;) ise f birebir fonksiyondur, hatali operatdériinii fonksiyonun tanimi

olan “f: A — B’ye taniml bir bagintinin fonksiyon olmasi i¢in gerek ve sart; a € A igin

f(a)=by ve f(a)= b, iken b; =b, € B olmasidir’, bilgisinden hareketle
kullandiklari kabul edilebilir. Diger bir kullandiklari R ~5,: f:A - B , y= f(x) bir fonksiyon
icin  f (x1) # f (x;) = x1 # x, oluyor ise f birebir fonksiyondur, hatali operatéru ile
karsilastigimiz bu durum igin birebir fonksiyonun diger tanimi olan “ f: A - B, y = f(x) bir
fonksiyon olmak Uizere Vx,y € Aiginx =y = f(x) # f(y) oluyor ise f birebir fonksiyondur”

kontrol 6nermesi kabul edilebilir. O3 ve 04 ile yapilan gériisme asagidadir;

O3: Hayir, hayir, hayir... x; = x, ise f(x;) = f(x,)...Biz onu sirekli oldugunu

karistiryorduk ya zaten x; = x, ise f(x;) = f(xy).

O4: Bence f(x;) = f(x,) ise x; = x, birebir oldugunu bdyle géstermis oluruz

diyoruz. Tekrar bak bence. Ne duslnlyorsun?
O3: Evet evet, onu yanlis yazmisim.
O4: f(x1) = f(x,) ise x; = x, birebirlik demekti degil mi?
O3: Evet.
O4: Tamam. Ya da tam tersi x; # x,ise...Aynen f (x,)# f (x,) demeliyiz.
O3 ve O4 ifade ettikleri R ~53: x1,x, € C N D ise f(xy), f(x;) esittir £(C n D) dir. Ve
X1,X%, € C Ve x1,x, € D 0 zaman f(x;) ve f(xy) esittir f(C), f(x;) ve f(x,) esittir £(D)'dir,
hatali operatéri “A, B € € olmak lzere eger Vx(x € A = x € B) ise 0 zaman A’ya, B’nin bir
altkimesi denir. Ve A € B ya da B 2 A seklinde g0sterilir” ve “A kimesi B kimesinin alt
kiimesi ve B kiimesi de A kiimesinin alt kimesi ise, A ile B kiimeleri birbirine esittir, denilir

ve bu durum, A = B simgesiyle gosterilir. A, B € €olmak Uzere A=B © [(ASB)A(BC

A)]” bilgilerinden hareket ile kullandiklari kabul edilebilir.



161

O3'un ifade ettigi diger bir R ~,,: x1,x, € C N D ve bu elemanlar sirali ikilidir, hatall
operatoru ile karsilastigimiz bu durum igin sirali ikili tanimi olan “ n >1 igin A4, A,,..., A,

kimeler olsun. 1 <i < ni¢in a; € A olmak Uzere (a4, a,,..., a,) 6gesine sirali n —i denir.
(aq, ay,...,ay) = (b, by,..., b)) © a,= by, ay=b,,...,a,= b,
a; 6gesine (a4, a,,..., a,) sirali n —lisinin i. bileseni denir.
n = 2 i¢in siral ikili tanimi (a, b) = (¢,d) © a = ¢, b = d ile verilir
kontrol 6nermesini kullanmis olabilir.

O3 ve 04 ‘Un ifade ettikleri R ~c¢:f:A—> B, y = f(x)ve g: B> C, y =g(x) ise
gof:A — C fonksiyon olsun. Eger g of bileske fonksiyonu birebir ve érten ise 0 zaman
(gof)™:C—>A dur ve x€eC, yeA igin gof(x)=y olup (gof) () =x =
f~Y(y) og~1(y) = x dir, hatali operatoriinii reel sayilarda tanimli iki fonksiyonun toplami ve
carpimi gibi fonksiyonlar Uzerinden islemleri ifade eden “f:R— R ve g:R— R
fonksiyonlari verildiginde her x € R igin f + g toplami ve f.g ¢arpmi (f + g)(x) = f(x) +
gx) ve (f.g) = f(x).g(x) seklinde tanimlanir” kontrol énermesini kullanmis olabilirler.
Ogrenciler reel sayilar lizerinde yapilabilen bu islemlerdeki dzellikleri bileske fonksiyonunda

kullanmak istedikleri dusunulebilir.

O8 ‘in kullandigi R ~.: Bileske fonksiyonun yer degistirme 6zelligi vardi, hatall
operatoru igin yine reel sayilarda tanimli iki fonksiyonun toplami ve ¢arpimi gibi fonksiyonlar
uzerinden iglemleri ifade eden “f: R — R ve g: R — R fonksiyonlari verildiginde her x € R
icin f + g toplami ve f.g carpimi (f + g)(x) = f(x) + g(x) ve (f.g) = f(x).g(x) seklinde
tanimlanir’ kontrol dnermesini kullandigi distndlebilir. O8'in reel sayilar kiimesinde tanimli
fonksiyonlardaki islemler U(zerinden vyapabildigi yer degistirme kuralini, bileske
fonksiyonuna aktararak bilegkedeki fonksiyonlarin sirasini degistirdiginde bir bileske
tanimlanmasinin gerekmedigini ya da tanimlamak mimkin olsa da bu bileske
fonksiyonlarin esit olmak zorunda olmadigi konusunda kafa karigikligi yasadigi

go6ralmistar.
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Bolim 5

Sonug, Tartisma ve Oneriler

Sonuglar Ve Tartisma

Bu arastirma kapsaminda ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin fonksiyon
tanimi, birebir fonksiyon, 6rten fonksiyon, fonksiyonun tersi ve bileske fonksiyon gibi
fonksiyonlara ait alt kavramlar ile ilgili bilgilerini en iyi sekilde analiz etmek ve matematiksel
dusuncelerini ortaya cikarmak icin Balacheff ‘in gelistirdigi cK¢ (conception, knowing,
concept) teorisi ile kanit sirecindeki eylemlerindeki tim anlayiglarin incelenmesi ve bu
anlayiglara ait operatorlerde ifade edilen kanit semalarinin analiz edilmesi
amaclanmaktadir. Bu amag¢ dogrultusunda calisma grubunu olusturan o6gretmen
adaylarinin, kanitlamalari istenen iki teoreme verdikleri yanitlarin cK¢ teorisinin anlayis
asamasina gore analizinden ve uygulama esnasinda yapilan goérismelerden hareketle
belirlenen operatérlere yer verilmigtir. Katilimcilara ait operatdrler asagida tabloda

sunulmustur.

Tablo 10

Ogrencilerin kullandiklari operatérier

KATILIMCILAR R (Operatérler Kimesi)

R17R27R37 R41R51R_6= R71 R_81R9=R10= R111R121 R151 R171R181R191 R321

01 R337 R341 R357 R361 R371 R38= R391 R40= R _411 R42= R4—31 R441 R451 R4—61 R471 R4—81
R49! RSO! R511 R52!

N R1, Rz; R3, R4, RS! R _6! R7! R _81 R101 Rllr R121 R13v R14-v RlSv R _161 R17'R18v

02 R197 R207 R337 R347 R351 R361 R371 R381 R391 R401 R _411 R4—21 R4—31 R4—51 R4—61 R4—71
R487 R491 RSO! R517 RSZ!

03 Rl! RZ! R51R71R111R101 R121 R_161 R_211 R_221 R_24—1 R351 R361 R371 R381
R39, Ry, Raz, Ryz, Rys, Rs3, R 754, Rss, R 756

) Ri,Rz, Rs,R7, Rig, Ry1, Ri2, R 716, R 721, R722, R 723, R3s, Rz, R37, Rag,

O4 R39, Ry, Raz, R4z, Rys, Rsz, R 754, Rss, R 756

05 RZ! R _6' R7! R10! Rll! R _16’ R35’ R361 R371 R381 R39! R4-0! R4-2! R43! R4-5! R47

06 Ry, Ry, Rig, Ri2, Ris, R 716, Rigs R 723, R 725, R 726, R33, R34, R35, R37, R3g,

R39, R40/ R4—21 R43, R4—51 R57/ R58/ R59, RGOI R61/
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. Rll R2! R4—v RS! R7, R101 Rll! R121 R151 R_16! R17’ R181 R19v R271 R28’ R29v
07 R30! R33! R34-! R35! R361 R371 R381 R391 R4—01 R4—21 R43 ’ R46! R47! R48! R4—9v RSO!
R51! RSZ

. R11 RZ ’ R41 RS' R71 RlO! Rll! R121 R271 R31! R33! R34! R35! R36! R37! R38! R39!
o8 R421 R431 R461 R471 R4—8! R4—9! RSO! RSl! RSZ! R621 R63! R64! R65! R _66!

Ortaégretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin Birinci Teoremde Ortaya Cikan

Anlayiglarinin ck¢ Teorisine Gére incelenmesine Yénelik Sonuglar Ve Tartisma

O1 ve O2, teoreme basladiklarinda R, R, operatdrlerini kullanmislar ve sembollerin
ne anlama geldigini bilmelerine ragmen nerede ve nasil kullanmalari gerektigi konusunda
sikintilar yasamislardir. Arkadasi O2'nin acgiklamalari ve derslerde gordikleri, O1'in
matematiksel ifadeleri anlamak ve i¢sellestirmek yerine, daha ¢ok bigime odaklanarak ikna
olmasina yardimci olmustur. O1 kanitinda R;, Rs, Rs,R ™, R g kullanmis ve burada
matematiksel gosterim olarak deger kimesi ile gorunti kimesini karistirmis ve ortenligin
tanimini kullandigini distinmustir. O1 ashinda dogru bir sekilde ifade ettigi tanimlari,
matematiksel gosterim ve sembollerin anlamlarini tam olarak igsellestirmedigi igin
kullandig1 operatoérlerin  anlamlarini  disinmeden sembolik bir dil olusturmaya
odaklanmigtir. Ve bu slrecte arkadasini ikna etmek icin gereksiz yere Rg ve Rqg
operatorlerini kullanmistir. Ogrenciler yaptiklari hatalari fark etmeden igslemlerine devam
etmiglerdir. O1, Rs, R~4, R, ve R;, operatérlerini kullanarak kanitina dogru bir sekilde
devam etmesine ragmen esitlik kavramini gosterirken yanlis kimeden eleman alarak
devam etmistir. O1 kanit stirecinin neredeyse tamaminda elemanlari hangi kiimeden almasi
gerektigi konusunda zorluk yagamistir. O1‘in kullandi§i R;3, R4 Ve R, operatorleri yasadigi
zorluklar gésterir niteliktedir. Bu da O1‘in matematiksel olarak dogru bir dil kullanarak
sembolik dile ¢ok 6énem verdigini ve daha ¢ok bicime odaklandidini ama bazi adimlari
igsellestirmedigini gostermektedir. O1 bu siregte genellikle matematiksel dil ve sembol
kullaniminda derste gordiklerini ve hocalarinin dediklerini yaptigi islemlere aktarma

egiliminde olup dogru bir sekilde ifade ettigi distnceleri bile anlamlandiramamistir.
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02 kullandi§i sembollerin anlamini ve gerekgesini ifade edebilmistir. O2 R3, R,,
Rs, R~ operatorlerini ve tanim kiimesinden alinan her elemanin fonksiyon tarafindan olusan
gbrintl kimesinin bize sagladigi R, ve R;; operatdrlerini kullanarak kanitina devam
etmistir. Ancak O1’nin kullandi§i R ~g yanlis operatdrle deder ve goériintii kiimelerinin ne
oldugunu bilmesine ragmen matematiksel gosterim olarak deger kimesi ile goérinti
kimesini karigtirmistir. Cunkd asil odaklandigi sey, ifade ettikleri bu tanimlan
matematiksel gosterim ve sembollerin anlamlarini tam olarak igsellestiremeden
matematiksel dil olusturarak kaniti tamamlamaktir. O2 esitligin diger tarafini gésterirken bu
sefer f(C)n f(D)'den bir eleman segip f(C N D )de oldugunu gostermesi gerektigini
soyleyerek R;, Rs, R ~gve R;; operatdrlerini kullanmistir. O2 bu x; ve x, elemanlarinin
birebir fonksiyon olma 6zelliginden geldigini gérinti kimesinden alinan y elemaninin
X, ve x, olan degerlerinin ayni olmasi gerektigini sdyleyememis ve anlamlandiramamistir.
Ve 02 x; ve x, elemanlarinin farkli olma kosulunun da incelenmesi gerektigini sdyleyerek
R, operatdrini kullanmigtir. Yapilan goérusmelerde kullandidi R;ile R, operatérlerinin
farkinin olup olmadigi soruldugunda yaptidi bu tanimlarin dogrulugunu hocasinin
soylediklerini ifade ederek gostermistir. O2 kanit siirecinde kendini ikna ederken ve
yaptiklarinin kontroliini saglarken hocalarinin agiklamalarini gerekge olarak sunmustur.
02, O1’nin yaptigi agiklamalar ve kullandigi operatérler karsisinda segtikleri elemanlar ile
ilgili Ry3, Rys Ve R;s operatorlerini kullanmistir. O1 kanitin bu slrecinde yaptiklari
aciklamalar ile ritiel kanit semasina sahip oldugu O2nin ise ritliel ve otoriter kanit

semalarina sahip oldugu belirlenmigtir.

O3 ve O4 teoremin kanitina basladiklarida R, operatériini kullanmis ve elemanlari
hangi kiimeden alacaklarini belirlemede zorlanmiglardir. O4 kanitina R ~5;, R ~5, V€ R "3
hatali operatérlerini kullanarak devam etmistir. O4, matematiksel olarak dogru olmayan ve
mantikli bir sekilde desteklenemeyen ifadeleri esitlik olarak géstermeye calismistir. O4
kanitina f(C n D)’den bir y elemani alarak baslamig, bu y elemanini f(C) n f(D)'de

oldugunu Rs, Rs, R, ve Ry, operatorlerini kullanarak gosterdigi belirlenmistir. O4
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matematiksel kavramlari ve ifadeleri dogru bir sekilde ifade etmesine ve bu bilgileri dogru
bir sekilde matematiksel dil ile kullanmasina ragmen kanit surecinde yaptigi gegcisleri
anlamli  bir sekilde olusturamamis ve aciklayamamistir. O4 kaniti anlamak veya
icsellestirmek yerine, sadece belirli adimlari takip ederek tamamlamistir. O4’Gn yaptig

aciklamalardan ritliel ve induktif kanit semalarina sahip oldugu belirlenmistir.

O3 kanitina R ~,1, R ~,, yanhs operatérii kullanarak devam etmistir. O3 elemanlarin
hangi kimelerden secilecegine karar vermeye calisirken matematiksel dil kullanmaya
calismis ancak bu iglemlerin dogrulugunu veya nedenini agiklayamamistir. O3 esitligi nasil
gOsterecegini dogru bir sekilde agiklamistir ve Rg operatdérint kullanmigstir. Fakat esitlik
kavraminin tanimini dogru yapmasina ragmen nasil gosterecegini agiklayamamis ve kanita
dogru bir sekilde devam edememistir. Ayrica kullandigi x; ve x, degerlerini sadece yazim
benzerliginden dolayi siral ikili terimleriyle karistirmis neden bdyle bir ifade kullandigini
anlamli bir sekilde agiklayamayarak R ~,, hatal operatériini kullanmigtir. O3’tn bu siregte

dayanagi olmayan sembolik kanit semasina sahip oldugu belirlenmigtir.

O5 ve 06 teoremi okuduktan sonra fonksiyonun tanimi ve birebirlik tanimini
yaparken kararsizlik yagamistir ve ancak ve ancak 6nermesinde ne yapacagini, teoremi
nasil kanitlayacagini agiklayamamigtir. O5 R, operatérini kullanarak kanitin asikar
oldugunu ama kagida dékmekte zorlandigini ifade etmistir. O6, kanita baslamadan 6nce
kendi icinde konuyu anlamak ve kavramak i¢in kimeyle ¢izim yaparak ilerlemek istemigtir.
Bu sekilde dogrudan esitligi gorebildigini ancak bunun kanit icin yeterli olmadigini ifade
etmistir. O5 ve O6 igsel olarak teoremin dogrulugunu ifade ederken bunu matematiksel dile
dénlstirmekte zorluk yasayarak kaniti tamamlayamamistir. Bu sirecte O5 ve O6'nin

algisal kanit semasina sahip olduklari goértlmektedir.

O5 kanitina f(C nD)den eleman alarak f(C)n f(D)de gostermeye calisarak
baglamistir. O5, aslinda dogru bir sekilde nasil ilerlemesi gerektigini bilmesine ragmen, bu
disilincelerini matematiksel terimlerle ifade edememistir. O5, fonksiyonun tanimindan

elemanlari yazabilecegini anlamadan, sadece ezbere bir sekilde matematiksel terimler
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kullanma egilimi géstermistir. O5’in kanit siirecinde R,, R, ve R;; operatorlerini kullandig

belirlenmistir. Dolayisiyla O5'in ritliel kanit semasina sahip oldugu gorilmustr.

06 yaptigi islemlerin mantigini ve gérinti kiimelerini nasil olusturdugunu anlamli
bir sekilde ifade edememigstir. Bu sirecte, sadece 6zel degerlerle islem yaparak kendini
icsel olarak ikna etmeye calismistir. Ancak, bu islemleri matematiksel olarak dogru
argimanlarla destekleyememistir. O6 ‘nin bu islemlerde R,, R ™3, Rys,Ri9 V€ R 55
operatérlerini kullandigi belirlenmistir. Bu siiregte O6 ‘nin indiktif kanit semasina sahip

oldugu goérulmastar.

O7 ve 08 teoremi okuduktan sonra ne yapmasi gerektiklerini dogru bir sekilde ifade
etmisler ve R, R, ve R, operatdrlerini kullanmiglardir. O7 ve O8 kanita tanim ve gorinti
kimesinin elemanlarini belirterek baglamis f(C n D)'den eleman alarak f(C) n f(D)'de
gbstermeleri gerektigini soylemislerdir. Ogrenciler burada esitlik kavraminin geregi olan
karsilikll  olarak kapsamayi yapmislardir fakat bunun farkina varamamiglardir.
Ogrenciler C N D kiimesinin A ‘nin altkiimesi oldugunu dolayisiyla f altindaki goriintiistinin
de B‘nin altkimesi olacagini ifade ederek kimelerinin tanim ve deger kumesini
belirtmislerdir. Ve R4, R,, R,, operatdrlerini kullanmiglardir. O7, R, ve R, operatdrlerini
kullanarak kanitina devam etmistir fakat fonksiyonun birebir olma sartinin nerede
kullanacag: ile ilgili sorunlar yasamigtir. O7 kanit siirecinde dogru adimlarla ilerlemesine
ragmen esgitlik kavrami ile ancak ve ancak 6nermesini karigtirmis ve R~ operatorunu
kullanmistir. O7 ve O8 aralarinda yaptiklari gériismeden sonra esitlik kavramini géstermek
icin esitligin her iki tarafinin da birbirini kapsamasi gerektigini sdyleyerek Rs operatorinu
kullanmiglardir. O7 bu kanit siirecinde R,, Rs, R, ve R,, operatorlerini kullanarak dogru ve
anlamli bir sekilde igslemlerini yapmistir fakat esitligin ilk kismini gésterirken fonksiyonun

birebir olma sartinin olmasi gerektigini ifade etmigtir.

O8 yaptiklari bu kanit siirecinde esitligin ilk tarafinda fonksiyonun birebir olmasinin
sart olmadigini ama ikinci kismi gosterirken f(C) n f(D)’den aldiklari elemani f(C n D)'de

gosterebilmek igin fonksiyonun birebir olmasi gerektiginin farkina varmistir ve kanitinin bu
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surecini dogru bir sekilde ifade etmistir. Fakat O8in kagidi incelendiginde bunlari
matematiksel bir dil ile kdgida dékmemistir. Bu yizden O8’in kullandi§i operatorler
belirtilirken aciklamalarindan yararlaniimistir. Ogrencilerin her ikisinin de bu kanit
surecinde R,, Rs, R, ve R,; operatorlerini kullandiklari belirlenmistir. O7 ve O8'in kanit
surecinde genellenebilir durumlari g6z 6éniinde bulundurarak tanimlardan, teoremlerden ve
kanit yontemlerinden yararlanmaya calisarak gecgerli bir kanit olusturmus olsalar da
yaptiklari islemlerde tam olarak ne yaptiklarini icsellestirememislerdir. Ogrencilerin kanit

surecinde donlsumsel kanit semasina sahip olduklari gérilmuastar.

O1 kanitina devam ederken f(C N D) = f(C) n f(D) esitligi kabul edip fonksiyonun
birebir oldugunu tek nokta kimesi vererek gostermeye galismis ve verilenlere uygun olacak
sekilde kabul (izerinde yerlestirerek genel sonuca varmak istemistir. O1, her € ve D kiimesi
icin bu esitligi kabul ederek tek nokta kiimelerini olusturdugunu dolayisiyla A kiimesinin her
alt kiimesi icin sagladigini ifade ederek R,, R,, Ri5, R17, Rig V€ Ry Operatorleri ile kaniti
tamamlamistir. O71’in bu siiregte genel durumlari géz éniinde bulundurarak amaclarina
yonelik tanimlar, teoremler ve Onceden kabul edilmis diger dogrular kullanarak kanit

olusturdugu icin donisumsel kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir.

02 daha onceden derste ogrendikleri kanit akiglarinin  ne oldugunu
anlamlandirmadan R ;4 yanlis operatérini kullanmis bunu ve islemlere aktarmak
istemistir. 02 esitligin ilk kisminda fonksiyonun birebir olmasinin gerekmedigini diger
yonunu gdsterirken fonksiyonun birebir olmasi gerektigini gérememistir ve kaniti
tamamlayamamigtir. 02 matematiksel dil ve sembol kullaniminda derste gérdiklerini ve
hocalarinin dediklerini yaptigi islemlere aktarma egiliminde olmustur. Bu da O2'nin ritiiel

kanit semasina sahip oldugunu gdstermektedir.

02 kanitina devam ederken f(C N D) = f(C) n f(D) esitligi kabul edip fonksiyonun
birebir oldugunu goéstermek igin € N D kiimesini tek nokta kiimesi alarak kanitina devam
etmek istemistir ve R,, Ry,, Ry7, Ri9 V€ R 5, Operatorlerini kullanmigtir. Daha sonra O1 ile

yapti§i gérismelerde onun yapti§i kanita ikna olup ayni kanit adimlarini izleyerek ve
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R, Ri2, Ris, Ri7, Rig V& R4 Operatorlerini kullanarak kaniti tamamladigini ifade etmistir. 02
de genel durumlari géz 6ninde bulundurarak amaclarina yonelik tanimlar, teoremler ve
dnceden kabul edilmis diger dogrular kullanarak kaniti tamamlamistir. Bu yiizden O2'nin de

doénusumsel kanit semasina sahip oldugu belirlenmigtir.

O3 ve 04 esitlik kavraminin kanitinda ancak ve ancak kullanabileceklerini kanitin
cift tarafli olarak sorunsuz bir sekilde gittigini belirtmislerdir. Ogrencilerin R ~,, hatall
operatéri kullandiklari belirlenmistir. Bunu neden bu sekilde diistindiikleri soruldugunda O3
hocalarinin da bu sekilde yaptigini ifade etmistir. O3’Un kendini ikna etme sirecinde bu
aciklamalariyla otoriter kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O3 ve Ogrenciler ancak
ve ancak ile esitlik ifadelerinin nasil gosterildigini ve nasil kullanildigini bilmelerine ragmen
islemlerine bu kavramlari matematiksel dil olarak dogru bir sekilde aktaramamis ve
acgiklayamamiglardir. O3 ve 04 f(CnD) = f(C)n f(D) esitligi kabul edip fonksiyonun
birebir oldugunu gdéstermeleri gerektigini ifade etmiglerdir. Aralarinda konusurken birebir
fonksiyonun tanimini yanhs yaptiklarini fark edip hatalarini dizeltmislerdir ve R, ve Ry,
operatorlerini kullandiklari belirlenmistir. Ogrencilerin kanit siirecinin nasil olacagina dair
ciddi anlamda bilgi eksigi oldugu belirlemistir. Ve dgrenciler dnemli ve temel matematiksel
kavramlari gdstermekte sorun yasamiglardir. O4 bu siiregte daha aktif katilim géstermistir
ve kaniti anlamak veya igsellestirmek yerine belirli bir formu veya sekli distinerek bigime
odaklandigi igin ritiiel kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O4 ispatin son kisminda
arkadasinin kullandigi ifadelere ikna olmamasina ragmen ayni islem adimlarini takip ederek

kanitini dogru ve anlaml bir sekilde tamamlayamamisgtir.

O3 yaptigi igslemlerde goriintii kiimesinden aldiyi elemanlari tanim kimesinin
elemani olarak gostererek matematiksel olarak anlamli ifadeler kullanmamistir. O3 tiim bu
kanit slirecinde zorluklar yagamigtir ve gogu zaman O4’(in yapti§i islem adimlarini takip
etmistir. O3’Un genellikle matematiksel gésterim ve sembollerde anlamli ve dogru bir dil
kullanmadigi, matematiksel kavramlarda eksikleri oldugu tespit edilmistir. O3 kanitinin

sonunda fonksiyonun birebir oldugunu mantiksal ve anlaml gerekcelerle ifade edememis
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ve kaniti tamamlayamamistir. Bu siirecte O3 ‘iin kullandi§i operatérler belirlenememistir.
O3 ‘Uin kanit surecinde kendini ikna etmek igin 6zel érnekler vermeye calistigi ve indiktif

kanit semasina sahip oldugu belirlenmigtir.

05 ve 06 kanit siirecinde esitlik kavramini ancak ve ancak ifadesi ile karigtirmigtir
ve R ;¢ yanlis operatdri kullanmistir. O6 kanitina Ry, Rig, R ~53 V€ R ~,¢ operatorleri
kullanarak devam etmistir. O6 derste gordigi bilgi ile kaniti anlamak veya igsellestirmek
yerine, sadece belirli adimlari takip ederek kanit siirecine aktarmak istemistir ve bu nedenle
ritiel kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O6 sectigi elemanlari soldan saga ve
sagdan sola esitlikte yerine koyarak esitligin saglandigini gdsterdigini ifade etmistir. O6
kanitini, sezgisel olarak anlamlandirarak tamamlamaya c¢alismis ancak matematiksel
olarak dogru ve anlamli bir dil kullanamamistir. O6'nin yaptigi islemleri anlamlandiramadigi
ve matematiksel kavram ve sembollerin ne anlama geldigini tam olarak aciklayamadigi
g6zlemlenmigstir. O6’nin indiiktif kanit semasina sahip oldugu belirlenmistir. O6 yaptigi kanit
surecinde eksik bilgileri oldugunun farkinda olmasina ragmen nasil bir yol ilerlemesi

gerektigini bulamamis ve kanitini dogru bir sekilde tamamlayamamistir.

O7 kanitina esitligi kabul edip fonksiyonun birebir oldugunu goéstermeye caligarak
ilerleyecegini agiklamis ve celigki yoluyla kanit yapmaya calismigtir. O7 kanit sirecinde
yapmasi gerekeni dogru bir sekilde ifade etmis ve geligkiyle kanit yonteminde 1 ise 0
sonucuna ulasarak celigki olusturmaya galistigini dogru bir sekilde agiklamistir ve R,g, Ryq
operatérlerini kullanmistir. O7 bitiin yapmasi gereken adimlari dogru ve anlamli olarak

acgiklamis olmasina ragmen bunlari matematiksel dile dokerek ifade edememistir.

O7, C ve D kimelerinde birbirinden farkli tek nokta kiimeleri olugturmustur ve bu
kimelerin kesisimlerinin bos kiime olacagini ve dolayisiyla gérintilerinin de bos kime
olacagini belirtmistir. Ve esitliligi kullanarak f(C) n f(D)‘'nin bos kimeye esit oldugunu
dolayisiyla kesigimleri bos kiime olan iki géruntinun birbirinden farkli olacagini séyleyerek
birebirligi gosterdigini belirtmistir. O7 bu siliregte dogru islem adimlarini takip etmesine

ragmen her C ve D kiimesi i¢in bu esitligi kabul ederek tek nokta kiimelerini olusturdugunu
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dolayisiyla A kimesinin her alt kiimesi i¢in sagladigini anlamlandiramamis ve dogru iglem
adimlarini takip etmesine ragmen kaniti tamamladigini fark edememistir. Ve yaptigi bu
islemin 6zel bir érnek oldugunu ifade ederek tek bir durum icin gecgerli oldugunu
distinmistir.  O7'nin bu siregte Rys, Ry;, Rig, Rig V€ R3, operatorlerini kullandig
belilenmisti. O7 kanitin  bu asamasinda daha fazla ilerleyemedigini kaniti
tamamlayamadigini séylemistir. O7 ve O8 aralarinda gegen konusmada bu durum igin ayni

fikre sahip olduklarini dile getirmislerdir.

08 ise O7'den farkli olarak tanim kimesinden farli degerler alip bunlarin
goéruntilerinin de farkh olacagini gostermeye calisarak dogrudan kanit yontemini
kullanmaya c¢alismistir. O8 bunu R3;operatérinii kullanarak ifade etmistir ve ne yapmasi
gerektigini dogru bir sekilde agiklamasina ragmen bunu matematiksel dile dékememis ve

kanitini tamamlayamamistir.

O7 ve O8‘n her ikisi de kullandiklari matematiksel ifadelerin ve sembollerin
anlamlarini agiklamada dogru ve anlamli ifadeler kullanmiglardir. O7 ve O8‘in kanit
yontemlerini dogru bilmelerine ve matematiksel sembolleri dogru kullanmalarina ragmen
birinci teoremin son kismindaki kanit surecini tamamlayamamiglardir. Bu kanit sirecini,
icsel olarak anladiklari ve ifade ettikleri kavramlari daha ¢ok matematiksel dil ve sembol
kullanmaya odaklanarak gegirmislerdir. O7 ve O8in her ikisi de kanit stirecinde déniisiimsel

kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir.

Knapp (2005), égrencilerin matematiksel kanitlama strecinde farkli problemler icin
farkli kanit semalarina sahip olmalarinin mimkin oldugundan bahsetmistir. Harel ve
Sowder'in 6nerdigi U¢ sinif kanit semasi, 6grencilerin genel matematiksel gelisim sireglerini
temsil ederken, her problem veya matematiksel iddia farkl bir kanit semasi kullanabilir.
Ogrenciler, bir problemi ¢dzmek veya bir iddiayl dogrulamak igin gesitli matematiksel
yeteneklerini ve kanit semasi kullanabilirler. Ornegin, bazi problemler daha gok gorsel veya
somut gerekgeler gerektirirken, digerleri daha gok analitik veya mantiksal gerekceler

gerektirebilir. Calismamizda elde ettigimiz veriler bu bilgilerle 6rtlismektedir. Ogrencilerin
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cevaplari incelendiginde her bir 6grencinin kanitin farkh bélimlerinde farkl kanit semalarina
sahip olduklari gériilmektedir. Otoriter kanit semasina sahip 6grencilerin O2 ve O3 olduklari
gérilmustir. 01, 02, 04, O5 ve 06 dgrencilerin ritliel kanit semasina sahip olduklari
belirlenmistir. Dayanagi olmayan sembolik kanit semasina sadece O3'lin sahip olundugu
gérilmektedir. indiktif kanit semasina ise 03, 04 ve 06 6grencilerin sahip olduklari
belirlenmistir. 05 ve 06 dgJrencilerin algisal kanit semasina sahip olduklar goérilmistir.
Dénlisimsel kanit semasina sahip dgrencilerin O1, 02, O7 ve 08 olduklari belirlenmistir.
Birinci, ikinci ve tg¢lncu sinif 6grencilerinin kanit semalari incelendiginde daha ¢ok digsal

ikna kanit semasina ve deneysel kanit semasina sahip olduklari gértlmektedir.

Ogrencilerin fonksiyon kavramlarina dair bilgi ve kanit yetenekleri birbirinden farklilik
gostermektedir. Ornegin, O1 ve O2, matematiksel kanitlarda sembol kullanimini
dnemsemislerdir. Ancak, O2 sembollerin anlamini basarili bir sekilde aciklarken, O1
sembollerin kullaniminda zorlanmis ve daha ¢ok bicime odaklanmistir. Her iki 6grenci de
birebir fonksiyon kavramini dogru bir sekilde kullansa da, goéruntu kimesi ile deger kimesi
arasindaki farki kavrayamamiglardir. Ozellikle, O1'in sembollerin anlamini bilmesine
ragmen bazi adimlar igsellestirememesi ve bigime asiri odaklanmasi dikkat cekicidir.
Ogrencilerin teoremleri kanitlama stireglerinde farkl yaklagimlari vardir. Ornegin, O3 ve 04,
teoremi okuduktan sonra fonksiyonun birebir olmasi gerekliligini dikkate alarak kanita
baslamiglardir. Ancak eksik matematiksel islem bilgisi ve sembol kullaniminda zorluklar
yasamiglardir. O5 ve 06 ise teoremi okuduktan sonra birebir fonksiyonun tanimini
kullanarak kanitlamaya c¢alismiglardir. Ancak "ancak ve ancak" badglacinin nasil

kullanilacagini anlamakta zorlanmislardir.

Ogrencilerin gogunun R ~;4 hatall operatérini kullanmalari ve = (ise) , & (ancak
ve ancak) gibi mantik baglaglarindaki kullanimlarda yaptiklari hatalar; mantik kavramina ait
sembollerin anlamlarini ve kullanim yerlerini anlamli bir sekilde 63renemediklerini,
teoremlerin kanitini yaparken matematiksel sembolleri ezbere kullandiklarini gdsterdigi

dusunulmektedirBu elde ettigimiz sonug Selden ve Selden’in (1995) yaptigi calismada elde
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ettigi bulgularla 6rtigsmektedir. Selden ve Selden (1995), Universite 6grencilerinin mantik
kullaniminda belirgin glc¢li alanlar bulunmasina ragmen, birgok zayif alanin da oldugunu
ifade etmistir. Bu zayif alanlar genellikle matematiksel ifadelerin tam olarak anlasiimamasi
ve dogru bir gekilde kullanilmamasiyla ilgilidir. Calismamizda; 6grencilerin fonksiyonun
tanimini, birebir olma 6zelligini ve gortntl kiimesi tanimini sézel olarak ifade etmelerine
ragmen zaman zaman kavramsal olarak bazi karigikliklar yasadiklari ve kavramlari
matematiksel dil kullanarak ifade etmekte zorlandiklari gérilmastir. Bu nedenle, matematik
egitiminde o6grencilerin bu zorluklarla basa ¢ikmasina ve matematiksel dil becerilerini

gelistirmesine odaklanmak énemlidir.

Ortabgretim Matematik Ogretmeni Adaylarinin ikinci Teoremde Ortaya Cikan

Anlayislarinin ck¢ Teorisine Gére Incelenmesine Yénelik Sonuglar Ve Tartisma

Ogrencilerin hepsi teoremi okuduktan sonra f ve g fonksiyonlarinin tersi var ise bu
fonksiyonlarin birebir ve orten fonksiyonlar oldugunu kabul ederek gof bileske
fonksiyonunun tersi oldugunu yani bu fonksiyonun birebir ve érten oldugunu géstermeleri
gerektigini agiklayarak teoremi nasil kanitlamalari gerektigini ifade etmiglerdir.  O1
kabullerinde yer alan f ve g fonksiyonlarinin da birebir ve 6rten fonksiyonlar oldugunu
g6stermeleri gerektigini sdylemistir. O1 fonksiyonun tersinin gerekliliklerinin de bir teorem
oldugunu ifade ederek bu teoremin dogrulugunu da gdstermeleri gerektigini savunmustur.
O’in bu suregte Ry , Rz, R33 Ve Rz, operatdrlerini kullandigi belirlenmigtir. O3 ve O4’tin Ry,
operatérini kullandiklar belirlenmistir. O5 ve O6'nin bu slregte R,, Ryy, Rss, R37, Rig Ve

R34 operatorlerini kullandiklari belirlenmistir.

O7 g of bilegke fonksiyonunun tersi oldugunu gdsterdikten sonra tersinin f~tog ™1
‘ne esit oldugunu esitlik kavramini kullanarak gésterecegini ifade etmistir. O7 burada eski
kullandigi bilgiyi ya da daha onceden yaptigi dogrulugundan emin oldugu bir iglemi
yapacag! kanita aktarmak istemistir. Bu ylizden O7’nin ritliel kanit semasina sahip olma
egilimi gésterdigi diistinilmistir. Ogrencilerin bu slregte R,, Ryo, R33, R34, R37, R3g Ve Rz

operatdrlerini kullandiklari belirlenmisgtir.



173

01, 02, 05, 07, O8 g of bileske fonksiyonunun birebir oldugunu, gorintileri esit
ise tanim kimesinden aldiklari elemanlarin da birbirine esit olacagini ifade ederek
géstermiglerdir. Ogrencilerin R,, Rss, R V€ R3, operatorlerini kullandiklari belirlenmistir.
06 ise kanitina g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu f ve g fonksiyonlarinin birebir
olmasini kullanarak devam etmistir. O6 birebir fonksiyonunun, tanim kiimesinden alinan
elemanlar birbirinden farkli ise goruntilerinin de farkli olacagi tanimini kullanarak
gOstermistir. Ve bu slregte R;,, R;s, Rs,ve Rcg operatérlerini kullandigi belirlenmistir.
Ogrencilerin kullandiklari ifadelerde ve operatorlerde genellenebilir durumlari géz éniinde
bulundurarak, tanimlar ve teoremler arasinda gecisler yaparak dontsimsel kanit semasi

ile kanit surecini tamamladiklari gérialmustur.

O3 ve O4 kanitlarina g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu, gérintileri ayni ise
tanim kimesinde olusan degerlerin de birbirine esit olmasini gostererek devam etmiglerdir.
Ogrenciler g of bileske fonksiyonun birebir oldugunu f ve g fonksiyonlarinin birebir
olmasindan yararlanarak géstermislerdir. Ogrencilerin tanimlari ifade ederken elemanlari
nereden aldiklarini ve goérintilerini hangi kimelerde olusturduklarini gdsterirlerken bazi
matematiksel ifadeleri ve sembolleri eksik olarak kullandiklari gérilmustir. O3 ve O4’ (n
kanit surecinin bu asamasinda R,, R3s, R3¢ ve R3; operatdrlerini kullandiklari belirlenmistir.
O3 ve 04 kanitlarina gof bileske fonksiyonun 6rten oldugunu gdstererek devam
etmisleridir. Aralarinda orten fonksiyonun tanimini tartisirken her iki 6grenci de fonksiyonun
tanimi ve tanim kimesini dogru bir sekilde ifade ederken tanim kimesinde alinan
elemanlarin fonksiyon altindaki gérintulerinin olusturdugu gorintt kimesinin elemanlarinin
deger kimesine ait oldugunu ifade edememis ve gorinti kimesi kavramlarini
karigtirmiglardir. Ve her iki ogrencinin de Rs; ve R ™5, operatorlerini kullandiklari

belirlenmisgtir.

O3 ve 04 értenligin taniminda yaptiklari hatayi fark edememistir ve kanitlarini g of
bilegske fonksiyonunun o&rten oldugunu f ve g fonksiyonlarinin 6rten olmasindan

yararlanarak gostermislerdir. O3 ve 04 goériintii kiimesi ile deger kiimesinin arasindaki farki
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icsel olarak anlamlandiramamis olmalarina ragmen dogru bir matematiksel dil ve sembol
kullanmiglardir. Bu da bize égrencilerin dogru matematiksel dil ve sembol kullanmalarina
ragmen yazdiklari ifadelerin tam olarak ne anlama geldigini kavrayamadiklarini dogru
sembolik dili kullanmaya odaklandiklarini géstermektedir. O3 ve O4 her ikisinin de Rss, Rsg,
R3q Ve R, operatdrlerini kullandiklari belirlenmistir. Ogrencilerin kanit siirecinin genelinde
derslerden ve hocalarindan égrendiklerini aktarma egiliminde olup kavramlarin anlamlarini
icsellestirmedikleri daha ¢ok sembolik dili kullanmaya odaklandiklari gorilmustir. Bu

suregte dgrencilerin ritliel kanit semasina sahip olduklari tespit edilmistir.

01, 02, 05, 06 ve O7 kanitlarina g of bilegke fonksiyonunun érten bir fonksiyon
oldugunu goéstermek icin bileske fonksiyonunun deger kiimesinden aldiklari her elemanin
tanim kiimesinde en az bir tane degeri olacagini ifade ederek devam etmislerdir. Ogrenciler
islemlerini dogru matematiksel dil ve semboller ile gdstermis ve anlamlandirarak
aciklamislardir. Ogrencilerin hepsi de ayni operatérleri kullanmistir. Ogrencilerin bu siiregte
R3s, Rsg, RsqveR,, operatorlerini kullandiklari belirlenmisti.  O8 ise gof bilegke
fonksiyonunun drtenligini gérintt kimesinin deger kimesine esit olmasi bilgisini kullanarak
g6stermistir. O8‘in drtenligi dogru bir sekilde anlamlandirdigi gorilmesine ragmen bunu
kagida aktarirken matematiksel dil kullaniminda eksikleri oldugu tespit edilmistir. O8'in bu
sliregte Rg,, Rgs, Rgs Ve Rgs Operatorlerini kullandigi belirlenmistir. Ogrencilerin kanitin bu
surecinde dogru matematiksel dil kullanimina &6zen gOstererek operatorlerinde
genellenebilir durumlari ve tanimlari kullandigi gérilmustir. Ogrencilerin kanit slrecini

donusumsel kanit semasi ile tamamladiklari belirlenmistir.

Ogrencilerin her ikisi de kanitlarina esitligin her iki tarafini g of bileske fonksiyonu
ile bileskeye alarak bir fonksiyonun tersiyle bileskesi birim (6zdeslik) fonksiyonunu
verecegini ifade ederek devam etmislerdir. Ogrenciler kullandiklari fonksiyonun tersi, birim
fonksiyon gibi matematiksel kavramlari dogru bir sekilde agiklayarak dogru ve anlamli bir
matematiksel dil kullanmiglardir. O71’in kanit siirecinde R ~,;, R4,, R4z operatérleri

kullandigi tespit edilmigtir. O2'nin ise R4y, R4, Ru; Ve R,s operatorlerini kullandigi
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belirlenmistir. O1 ve O2’nin bu siiregte genel durumlar arasinda gegisler yaparak tanimlar

ve teoremler kullandigi icin dénistimsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmigtir.

O1 ve O2 bir fonksiyon tersiyle bileskeye girdiginde birim fonksiyonunu verir bilgisini
kullanarak eger g of bileske fonksiyonun tersi f~1og~? ise bu iki fonksiyonun bileskesinin
birim fonksiyonu verecegini ifade emiglerdir. Bu ylizden f~log~! bileske fonksiyonunu
sagdan ve soldan g of bileske fonksiyonu ile bilegkesini almalari gerektigini aciklayarak
kanitlarina devam etmislerdir. Ogrenciler bu siirecte ayni operatérleri kullanmiglardir.
Ogrencilerin bu slregte Rs3, R34, R3s, Rap, Riz, Ras, Rsz, Rig Ve R,e operatorlerini
kullandiklar belirlenmistir. Ogrencilerin bu siiregte genellenebilir durumlar diistinerek,
aralarinda gecisler yaparak tanimlar ve teoremler kullandidi igin donlsuimsel kanit

semasina sahip olduklari belirlenmisgtir.

04 g of bileske fonksiyonunun tersinin f ~og~* oldugunu géstermeye galisirken ilk
teoremde yaptiklari esitlik kavraminda izledikleri yolu bu teoreme aktarmak istemistir. O4
burada daha énceden gdrdukleri ve yaptiklari islemleri baska sorularda kullanma egilimini
go6stermistir. O4 teoremde ne yapmasi gerektigini diisiinmeden, bazen ayni kavramalarin
go6steriminde farkli yollarin olabilecegini fark etmeden daha dnceden ifade ettigi dogru
oldugunu bildigi bir kavrami veya teoremi yeni bir teoremi gosterirken kullanmak istemistir.

Bu da O4’Un ritGel kanit semasina sahip oldugunu géstermektedir.

O3 ve 04 kanitlarina devam ederken g of bileske fonksiyonunun tersinin f~1og~!
oldugunu gdstermek igin bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir bilgisinden
yararlanarak g of ile f~log~! bileske fonksiyonlarinin bileskesini aldiklarinda eger birim
fonksiyonu elde ederlerse f~'og~'nin gof bileske fonksiyonunun tersi oldugunu
sdyleyebileceklerini ifade etmislerdir. Fakat ne yapacaklarini dogru bir sekilde ifade
etmelerine ragmen o&grenciler g of (x) = a gibi bilegske fonksiyonunun bir gérintlisunu
olusturarak, fonksiyonlarin tersini bulurken x‘i yalniz birakip y cinsinden yazarak yaptiklari
cebirsel iglem bilgilerini bileske fonksiyonuna aktarmiglardir. Esitligin her iki tarafinda f ve

g fonksiyonlarinin tersi ile bileskesini alarak g of bileske fonksiyonun tersini bulmuslardir.
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Ogrenciler kanitlarinda islem gegislerini dogru bir sekilde ifade etmislerdir fakat g of bileske
fonksiyonu ile f~tog~! bileske fonksiyonunu sagdan ve soldan bileskesini almamiglardir.
Burada bileske fonksiyonun degisme 0Ozelliginin olmadigini dolayisiyla sagdan ve soldan
isleme girdiginde de birim fonksiyonu veriyorsa bu fonksiyon icin gof bileske
fonksiyonunun tersidir diyebileceklerini ifade etmemislerdir.  Ogrenciler islemlerinde
fonksiyonlarin tersinin tanim ve deger kumelerini belirtmekte eksiklikler yapmiglardir ve
bulduklari birim fonksiyonlarin hangi kiimeye ait olduklarini belirtmemislerdir. Ogrenciler
kanit sdrecini tam ve dogru bir sekilde tamamlayamamiglar ve matematiksel dil ve sembol
kullanimlarinda eksiklikler yapmislardir. O3 ve O4’(in bu siirecte R,,, Ra3, Ras, Rsg Ve Rss
operatérlerini kullandiklar belirlenmistir. O3 ve O4 kanit siirecinde daha énce égrendikleri
ve bir fonksiyonun tersini bulurken kullandiklari cebirsel igslemleri bileske fonksiyonun tersini
bulmak icin kanit siirecine aktarmislardir. Ogrencilerin teoremi kanitlama sirecinde
genellenebilir tanim ve kavramlari igsellestirmeden kullandiklari derslerden dgdrendiklerini
aktarmaya calistiklari ve daha ¢ok bigime 6nem verdileri gozlemlenmistir. Bu slrecte

ogrencilerin ritiel kanit semasina sahip olduklari tespit edilmistir.

05 ve O6 kanit siirecinde g of bileske fonksiyonunun birebir ve érten oldugu igin
tersinin oldugunu ve eger tersi f~tog~lise g of bileske fonksiyonu ile bileskesi alindi§inda
birim fonksiyonu verecegini, bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim fonksiyonu verir
bilgisinden yararlanarak ifade etmistir. O5 islemlerinde ters ve birim fonksiyonlarin tanim ve
deger kimelerini belirtmedigi ve kavramlarin agiklamalarini yaparken matematiksel dil ve
sembol kullanimlarinda eksiklikleri oldugu goértlmistir. O5’in bu siiregte R,,, Ry3, Rus Ve

R, operatdrlerini kullandigi belirlenmistir.

06 kanit slirecinde fonksiyonlarin tersinin tanim ve deger kiimelerini ifade etmis ve
her fonksiyon igin goriintli kiimesi olusturmustur. O6 bileske fonksiyonun tanimindan
yararlanarak fonksiyonlarin goérintilerini bileske fonksiyonunda yerine yazarak birim
fonksiyonu elde ettigini gostermis ve kanitini tamamlamistir. O6 yaptigi islem adimlarinda

dogru matematiksel dil ve semboller kullanmasina ragmen 6nceden 6grendigi yontem ve
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cebirsel islemlerden yola ¢gikarak devam ettigi géraimustir. Dahasi bu esitligin dogrulugunu
gOstermek icin bilegke fonksiyonun degisme 6zelliginin olmadigini dolayisiyla g of bileske
fonksiyonu ile f~tog™! bileske fonksiyonunun bileskesini sagdan ve soldan isleme
aldiklarinda da birim fonksiyon olup olmadigina bakmasi gerektigini fark edememistir.
O6’nin bu siiregte Rz3, Rsa, Rss, Raz, Razs Rus, Rso, Reo V€ Rgq operatorlerini kullandigi
belirlenmistir. O6 énceden dJrendigi bir bilgiyi ya da dogrulugundan emin oldudu islem
adimlarini yapacagi kanita aktarmak istemistir. Bu yiizden O6’nin ritiiel kanit semasina

sahip oldugu belirlenmistir.

O7 ve O8'in her ikisi de bir fonksiyon tersiyle bileskeye girdiginde birim fonksiyonu
verir bilgisinden yararlanarak eger gof bileske fonksiyonun tersi f~log~! ise bu iki
fonksiyonun bilegkesinin yine birim fonksiyonunu verecegini ifade etmislerdir. Ve f~1og~1!
bileske fonksiyonunu sagdan ve soldan g of bileske fonksiyonu ile bileskesini almalari
gerektigini aciklayarak kanitlarina devam etmiglerdir. O7 ve O8 ilk etapta birim
fonksiyonlarin hangi kiimeye ait oldugunu yanhs belirlemislerdir. O7 ve O8'in bu siirecte

R4,, R4z Ve R4, operatdrlerini kullandiklari belirlenmigtir.

08 iglemlerine devam ederken fof~! bileske fonksiyonundan elde ettigi birim
fonksiyonu ile g=! fonksiyonunu yer degistirdigini bunu da bileske fonksiyonunun yer
degisme 6zelligi oldugunu R ~ ¢ hatali operatori kullanarak belirtmistir. Ogrencilerin her ikisi
de bileske fonksiyonun degisme 6zelliginin olmadigini yaptiklari islemde birim fonksiyon ile
fonksiyonun tersini yer degistirdiklerinde kanitin dogrulugunun degismeyecegdini birim
fonksiyon dzelliginden kaynaklandigini gérememislerdir. O7 burada ki hatayi fark etmeden
yer degisme Ozelligini kullanmanin gereksiz olacagini R;5 ve R,, operatorlerini kullanarak

belirtmistir.

O7 ve 08 kanitlarina hatalarini fark edip birim fonksiyonlarin hangi kiimeye ait
olduklarini dogru bir sekilde g of bileske fonksiyonu ile f~log~! bileske fonksiyonunun
bileskesini alarak C kumesine ait birim fonksiyonunu elde edeceklerini sdyleyerek

kanitlarina baslamiglardir. O7 ve O8 yaptiklari iglem adimlarini ve kullandiklari kavramlarin
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anlamlarini dogru bir sekilde ifade etmelerine ragmen matematiksel dil ve sembol
kullaniminda eksiklikler yapmiglardir. Ogrencilerin her ikisinin de ayni operatérleri kullandigi
tespit edilmistir. Bunlar R,s, R4;, Rig V€ R4 Operatdrleri olarak belirlenmistir. O7 ve O8
yaptiklari agiklamalarda matematiksel sembol kullanimlarinda eksikleri olmasina ragmen
kullandiklar! ifadelerde ve operatérlerde genellenebilir durumlar, tanimlar ve teoremler
arasinda gegciglerde bulunarak donlsumsel kanit semasi ile kanit sdrecini tamamladiklari

go6rialmuistar.

O1 ve O2 ise f~log~! bileske fonksiyonu ile gof bileske fonksiyonun bileskesini
alarak A kimesine ait birim fonksiyonu elde edeceklerini sdyleyerek kanita devam
etmislerdir. O1 ve O2 yaptiklari aciklamalar ve kullandiklari kavramlari i¢sel olarak
anlamlandirarak dogru bir matematiksel dil kullanmiglardir. Ogrenciler bu sirecte ayni
operatorleri kullanmiglardir. O1 ve O2’nin bu siiregte Rss, Rss, R3s, Raz, Raz, R4z, Rso VE Rs;
operatérlerini kullandiklari belirlenmigtir. Ogrencilerin bu siiregte genellenebilir durumlari
g6z onunde bulundurarak, aralarinda gegisler yaparak tanimlar ve teoremler kullandigi igin

doénusiumsel kanit semasina sahip olduklari belirlenmistir.

O5 kanitina devam ederken gof bileske fonksiyonu ile f~'og™! bileske
fonksiyonunu sagdan ve soldan bileskesini almamistir. O5 bileske fonksiyonun degisme
Ozelliginin olmadigini dolayisiyla sagdan ve soldan isleme aldiklarinda da birim fonksiyon
olup olmadigina bakmalari gerektigini fark edememistir. Dahasi diger teoremde
gosterdikleri esitlik kavraminda kullandigi bilgileri buraya aktararak esitlik kavramini ancak
ve ancak gibi dlslnerekR ;4 hatall operatérini kullandigi belirlenmigtir. O5
acgiklamalarinda tersine islem yaparak birim fonksiyondan da g of ile f~log~! bileske
fonksiyonunu bilegkesine ulastigini ve kanitini tamamladigini belirtmistir. O5 kendi kanitinin
dogrulugunu gostermek igin soyut matematik dersinde hep bdyle yaptiklarini bu yizden de
bu yontemi kullandigini ifade etmistir. Bu da O5'in ritiiel kanit semasina sahip oldugunu

gOstermektedir.
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O7 ve 08 kanitlarina f~'og~? bilegke fonksiyonu ile g of bileske fonksiyonunun
bileskesini alarak A kimesine ait birim fonksiyonu elde edeceklerini sdyleyerek kanita
devam etmislerdir. O7 ve O8 yaptiklari islemlerde fonksiyonlarin tanim ve deger kiimelerini
dogru bir sekilde géstererek kanit siirecini tamamlamislardir. Ogrenciler kanit siirecinin
genelinde kullandiklari kavramlarin anlamlarini, yaptiklari islem gegislerini dogru bir sekilde
ifade etmis ve igcsel olarak anlamlandirmiglardir. O7 kanit siirecinde matematiksel dil ve
sembollerin dogru bir sekilde kullanmasina 6zen goéstermis ve bunu kagidina aktarma
konusunda daha dikkatli davranmistir. 08 ise kanit siirecinde aktif rol oynamasina,
matematiksel kavramlari dogru ifade etmesine ve igsel olarak anlamlandirmasina ragmen

bu ifadeleri matematiksel dil ve sembol kullanimina aktarmada eksiklikler yapmistir.

O7 ve O8 her ikisinin de ayni operatérleri kullandidi tespit edilmistir. Bunlar Ry, Rs,,
Rs; ve Rs, operatérleri olarak belirlenmistir. Ogrencilerin kullandiklari ifadelerde ve
operatdrlerde genellenebilir durumlari géz énidnde bulundurarak, tanimlar ve teoremler
arasinda gecisler yaparak donlsumsel kanit semasi ile kanit surecini tamamladigi

gO6ralmistar.

Ogrenciler, gof bileske fonksiyonunun tersinin varligi durumunda bileske
fonksiyonunun birebir ve drten olmasi gerektigini belirtmislerdir. Ozellikle, g of bileske
fonksiyonunun tersini, f ve g fonksiyonlarinin tersi oldugundan dolay! bu fonksiyonlarin
birebir ve orten olmasindan yararlanarak gostermeye ¢alismislardir. Ancak, bu surecte bazi
dgrenciler matematiksel dil ve sembol kullaniminda eksiklikler gdstermistir. Ogrencilerin
kanit surecindeki eksiklikleri ve zorluklari, matematiksel dil bilgisindeki eksikliklerden
kaynaklanmaktadir. Ayrica, "ancak ve ancak" baglacinin kullanimi konusunda da belirli
karisikliklar yasanmistir. Ogrencilerin daha kapsamli ve dogru kanitlar olusturabilmeleri igin
matematiksel sembollerle islemler yapmaktan ziyade genel tanimlari daha iyi anlamalari ve

genellenebilir durumlari daha etkili bir sekilde kullanmalari énemlidir.

Ogrencilerin kullandigi kanit semalari incelendiginde 01, 02, 05, 06, 07 ve O8'in

dénlsiimsel kanit semasina sahip olduklari gériilmastir. 03, 04, 05 ve 06 dgrencilerinin
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sahip olduklari bir diger kanit semasinin ise ritiel kanit semasi oldugu goérilmustur. Ayrica

O7’nin ritiel kanit semasina sahip olma egilimi gésterdigi diistintimustar.

Ogrencilerin gcogu fonksiyonlar ile ilgili kavramlari bilmelerine ve sorulari dogru bir
sekilde anlamalarina ragmen kanit sirecinde kullandiklari ifadeleri ve islem adimlarini
icsellestirmedikleri gérulmustir. Ogrenciler, kanit siirecinde énceden edindikleri bilgileri ve

derslerde gordukleri iglem adimlarini bu sorulara aktarma egilimini gostermislerdir.

Pedemonte (2007) yaptigi calismada, deneyler sirasinda bazi 6grencilerin teoremi
bilmelerine ragmen kaniti yapamadiklarini gérmustir. Yaptigimiz calismada elde ettigimiz
bulgular Pedemonte’nin (2007) calismasi ile ortismektedir. Bu bulgular, dgdrencilerin
sadece matematiksel teoremleri ezberlemekle yetinmeyip, ayni zamanda bu teoremleri
anlamalari ve kanitlama becerilerini gelistirmeleri gerektigini géstermektedir. Bu nedenle,
matematik egitiminde, 6grencilere sadece sonugclari degil, ayni zamanda matematiksel
kanitlarin nasil olusturuldugunu ve dogrulandigini anlama ve uygulama firsatlari

saglanmalidir.

Ogrencilerin gogu fonksiyonlara ait alt kavramlari olan gérunti kiimesi, deger
kimesi, birebirlik ve o6rtenlik gibi kavramlar ifade ederken kafa karigikhdi yasamislardir.
Oziidogru ‘nun (2006) yaptigi calismada dgrencilerin fonksiyonlarla ilgili kavramlari tam
olarak tanimlayamadiklari ve o&zellikle tanim kumesi ile deger kumesi kavramlarini
karistirdiklar tespit edilmistir. Bu da ¢calismamizda elde ettigimiz bulgular ile értismektedir.
Genellikle gorinta kimesi tanimi ile értenligin tanimini birbirleri ile karistirirken birebirligin
tanimi ile fonksiyonun tanimini karistirmiglardir. Ogrencilerin hepsi ilk basta fonksiyonun
birebir olma sartini kanitin hangi asamasinda ve hangi iglem adiminda kullanacagini
bulamamiglardir. Ogrencilerden ¢ok azi fonksiyonun birebir olma sartinin kullanildigi yeri
ve gerekgesini aciklayabilmistir. Bu dgrenciler O1, O7 ve O8'dir. Fakat O7 esitligin ilk
kisminda da birebir fonksiyon olma sartini kullanmalari gerektigini sdyleyerek burada kafa
kanisikhgr yasamistir. Ogrenciler teoremde verilen fonksiyonun birebir olma sartini neden

ve nasil kullanacaklarini digsunmeden sadece kaniti dogru sembolik dil kullanarak
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tamamlama egilimi géstermiglerdir. Bunun sebebi 6grencilerin daha ¢cok sembolik dile

onem vermesi ve kavramlari dogru bir sekilde anlamlandiramamasidir.

Ogrencilerin zorlandidi bir diger kavram ise esitlik kavramini géstermek olmustur.
Ogrenciler esit kavramini ancak ve ancak baglaci gibi diisiinerek hareket etmislerdir.
Matematiksel olarak bazi durumlarda bu mimkin olsa da bu teoremde esitlik kavramini
ancak ve ancak baglacinin yaptigi islevde kullanamazlar. Clnkd kanitin olabilmesi igin
esitligin ilk kisminda fonksiyonun birebir olmasi gerekmez iken ikinci kisimda fonksiyonun
birebir olmasi gerekmektedir. Bu ylzden bu teoremde islem dogrudan sagdan sola ve
soldan saga dogru yapillamaz. Bu da bu teoremde ancak ve ancak badlacini

kullanmayacagimizi gostermektedir.

Ogrencilerin fonksiyonlarla ilgili sahip olduklari bilginin niteligini incelemek,
degerlendirmek ve agiklamak igin farkli teorik yapilar kullanilabilir. Daha 6ncesinde de
acikladigimiz gibi bu yapilar arasinda islemsel bilgi ve kavramsal bilgi didstnceleri
bulunmaktadir (Hiebert & Lefevre, 1986). Bir Ogrencilerin fonksiyonlarla ilgili bilgi
duzeylerini anlamak ve agiklamak igin bagvurulabilecek bir bagka teorik yapi, "kavram imaji"
kavramidir (Tall & Vinner, 1981). Calismamizda yer alan cK¢ teorisi bize dgrencilerin sahip
oldugu bilgileri daha detayli ve kapsamli bir gekilde inceleme firsati vermigtir.
Calismamizda; cK¢ teorisi bir kavrama ait anlayiglari, dgrencinin sahip oldugu tiim didstnce

sistemleri olarak tanimladigindan kanit semalari belirlenirken daha fazla netlik saglamigtir.

Oneriler

Arastirmanin sonucunda belirlenen anlayiglar ¢alismaya katilan 8 ortadgretim
matematik Ogretmen adayi ile sinirh oldugundan daha fazla 6dretmen adaylariyla
calismalar ydritdlebilir. Calismada, ortadgretim matematik égretmen adaylarina verilen
fonksiyon kavramiyla ilgili iki teoremin uygulamasi yaklagik dort oturum sirmustar. Yapilan
calisma genigletilerek daha fazla teorem veya soru ile gergeklestirilebilir ve detayl bir sonug

almak icin uygulama suresi artirilabilir.
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Literatdr incelendiginde 6zellikle ulusal alan yazinda matematik egitimiyle ilgili cK¢
teorisi ile yapilan oldukga az sayida calisma oldugu goérilmustir (Yazgan, 2006; Calik
Uzun, 2012; Uysal, 2019). Bu nedenle matematikte baska konu ve kavramlara yonelik

calismalar yapilarak literatire katki saglanabilir.

Nakiboglu (2006), kavram yanilgilarinin nedenlerini agiklarken 6gretmenlerin
konuya tam olarak hakim olmamalari veya kendi iglerinde bulunan bazi kavram
yanilgilarindan kaynaklanabilecegini ifade etmistir. Bu nedenle hizmet icinde calisan
o6gretmenlerin matematik kavramlariyla ilgili sahip olduklari anlayiglar 6gretim sireci igin
¢ok dnemlidir. Dolayisiyla benzer ¢alisma kurumlarda gérev yapan ortadgretim matematik
ogretmenleriyle yurutulerek sahip olduklari anlayislar incelenebilir ve boylelikle 6grencilerde

olusabilecek hatali 6grenmeler ve kavram yanilgilari en aza indirilebilir.

Calismada, 6grenciler 6nceden sahip olduklari ve bazi problemlerde dogru sonuclar
veren bilgileri yeni karsilastiklari sorularda yaptiklari igslem adimlarina aktarma egilimleri
go6stermislerdir. Bu durum onlarin hata yapmalarina ve kavram yanilgilarinin olusmasina
neden olmaktadir. Matematiksel kavram yanilgisi, bir 6grencinin uzun siredir dogru olarak
kabul ettigi, ancak aslinda yanlis olan bir kavrami veya anlayigi ifade eder. Bu yanilgilar,
matematiksel gerceklerle celisebilir ve o6gdrencinin dodru problem ¢6zme becerilerini

engelleyebilir (Erbas ve digerleri, 2010).

Pedemonte ve Balacheff (2016) yaptiklari galismada; &grencilerin geometri
dersinde problem ¢6zme konusundaki kavramlarini belilemek ve kanitlamayla olan
iligkilerini analiz etmek icin Toulmin’in modelini cK¢ ile zenginlestirerek yaptiklari etkinlikleri
gOstermislerdir. cK¢ teorisi 6grencilerin sahip oldugu tum bilmeleri detayli bir sekilde analiz
etmeye olanak sagladidi icin fonksiyon kavramina iliskin 6égrencilerin sahip oldugu kanit
semalarinin belirlenmesini netlestirmis ve kolaylastirmistir. cK¢ modeli ile bagka 6gretim
teorileri veya modelleri entegre edilerek 6grencilerin farkli matematik kavramlarindaki

anlayiglari daha iyi analiz edilebilir. Ayrica bu sayede 6grencilerin sahip olduklari dogru ya
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da hatali tim anlayiglar belirlenirken olusmus olan hatali 6grenmeler ve kavram

yanilgilarinin giderilmesine yonelik uygulamalar yapilabilir.

Calismada dgrencilere sorulan iki teorem fonksiyon kavramina ait bazi alt kavramlari
icermektedir. Bu durum calisma sirasinda égrencilerin sahip olduklari anlayiglari ve bu
anlayiglara ait operatorleri, gosterimleri ve kontrol yapilarini belirlerken zaman zaman
zorluklar yasanmasina sebep olmustur. Balacheff (1995) anlayisin dogru bilgilerden,
hatalardan ve engellerden kendi icinde olusmasi igin gevresi ile dinamik denge durumuna
getiren tim daslnce sistemidir seklinde tanimlamigtir. Bu tanim anlayisin esnekligini ve
belirlenirken yasanan zorluklari dogrular niteliktedir. Arastirmacilara, belli bir konu ya da
kavrama 6zgu anlayislarin tespit etmeleri icin kullanmalari énerilmektedir. Clinkl boylece
anlayisa ait operatdrler, gosterimler ve kontrol yapilari bilesenlerinin belirlenmesi agisindan

daha anlasilir olabilir ve daha fazla katki saglayabilir.
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Ekler

Ek 1. Belirlenen Operatorler

R;: Ancak ve ancak 6nermesinde dnce sol tarafi kabul edip sag tarafin dogrulugu

gosterilirken sonra sag tarafin dogrulugu kabul edilip sol tarafin dogrulugu gésterilir.

R,: f:A - B olsun Vx;,x, € A igin f (x1)=f (x2) = x; = x, oluyor ise f birebir
fonksiyondur.

R3:f: A — B’ye tanimh bir fonksiyon ise x; = x, = f(x;) = f(x,) dir.

R,: f:A— B f fonksiyonu A kimesinde tanimli oldugu i¢cin A ‘nin tum alt
kimelerinden aldigim elemanlar iginde £’ in birebir fonksiyon olma kosulunu saglar.

Rs: Esitligin olmasi icin esitligin saginin ve solunun birbirini kapsamasi gerekir yani
f€CnD)= f(C)nf(D)ise f(CnD)c f(C)n f(D) ve f(C)n f(D) c f(C n D) olmaldir.
y Ef(CnD)=>ye f(C)nf(D) ozaman f(CNnD)c f(C)nf(D) dir. y€ f(C)Nn f(D)
= y € f(CnD)ozaman f(C)n f(D) c f(C n D) drr.

R4 f:A = B ye tanimli fonksiyonve VC, D c AicinCnND € Aise f(CNnD)eE B
olur.

R;: f:A —» B ye tanimli fonksiyon ve V C, D c Aiginy € f(CnD)isedx € CND
vardir ve f(x) =y ile gosterilir.

R ~g: f: A = B ye tanimli fonksiyon 6rten ise her y € f(C N D) ise 3 x vardir ki x €
CNnDve f(x)=ydir.

Ry: Fonksiyonun tanim kimesinde bogta eleman kalamaz ama f’nin deger

kimesinde bosta elaman kalabilir.

R;,: Birebir ve orten olan bir fonksiyonun tersi vardir.
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Ri1:x€CND & x€CAxe€Ddedir. Ve f(x) =yoldugundan x e C Ax €D &
[f(x) € f(O)] A [f(x) € f(D)] dir. Ve [f(x) € f(O)] A [f(x) ef(D)] & f(x)e[f(CO)N
f(D)HYdir.

Riz: f: A- B,y = f(x) bir fonksiyon olmak Uzere Vx,,x, € A i¢inx; # x, = f (x1)#

f (x3) oluyor ise f birebir fonksiyondur.
R;5: Elemani olan kiime bos kiime degildir.
R4 Bos kime her kimenin alt kimesidir.

Ris: f: A= B,y = f(x) bir fonksiyon olmak Uzere A’daki elemanin B’de bir elemana

karsilik gelmesi gerekir. Ve bos kiimenin goriintiisi bostur yani f(@) = @ dir.

R 714 Esitlik gOsterilirken gerek ve yeter kosulun (ancak ve ancak) saglanmasi

gerekir.
R,,: C ve D kumelerin ikisi de tek nokta kimesi olsun ve bunlar {x;} ve {x,} dir.

R;g: Birbirinden farkli C ve D tek nokta kiimelerinin kesisimleri bos kimedir, yani

R14: Ara kesitleri bos kiime olan kimeler birbirinden farklidir.
Ry0: C ND = {x1}, C N D\{x1} = {x,} olsun x; # x, dir.

R 51 : f: A —» B’ye tanimli bir fonksiyon igin x; = x, = f(x;) = f(x,) ise f birebir

fonksiyondur.

R ™5, f:A—> B, y = f(x)bir fonksiyon i¢in f (x;) # f (x2) = x; # x, oluyor ise f

birebir fonksiyondur.

R 7530 x1,x, EC NDise f(xy), f(xy) esittir f(C n D) dir. Ve x;,x, € C ve x;,x, € D
0 zaman f(x;) ve f(x,) esittir f(C), f(x;1) ve f(x,) esittir f(D) dir.

R 7541 %x1,%, € C N D ve bu elemanlar sirali ikilidir.

R y5:x, €EC Axy € Dveyax, €D Ax; €CiseCND =0 olur.
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Ry [Vx, EC AV Xy, €D]A[VX3 EDAV X3 & C]ise C N D’nin timleyenidir.
Ry f:+A — B yetanimli fonksiyonve V C,D Cc AicinCnD c Aise f(C n D)< B olur.

Ryg: f: A—-> B, y=f(x) bir fonksiyon olmak uUzere Vx;,x, €A igin x; #

X, 'nin dogru f(x1)= f(x,) nin oldugunu kabul edip geliski olusturulursa geligkiyle kanittir.
R,q: 1 ise 0 6nermesinin sonucu 0’drr.
R3,: Kesisimi bog kime olan C ve D kumeleri ayrik kimedir.

R3y: f: A - B,y = f(x) bir fonksiyon olmak Uzere Vx;,x, € Aigin x; # x,’nin dogru

oldugunu kabul edip f (x;) # f (x;) dogrulugu gdsterilirse dogrudan kanittir.
R3,: Bir fonksiyonun tersi var ise tersi de fonksiyon olma kosullarini saglar.

R33: A ve B kuimeleri igin f: A — B fonksiyonu verilmis olsun. EGer f birebir ve 6rten

ise 0 zaman f~1: B —» A fonksiyonu f’nin tersidir.

R34 B ve C kuimeleri igin g: B — C fonksiyonu verilmis olsun. Eger g birebir ve 6rten

ise 0 zaman g~: C - B fonksiyonu g’'nin tersidir.

Rss: f:A—=B, y=f(x)ve g: B - C, y=g(x)ise gof:A— C fonksiyon olmak
uzere Vx € A igin (gof)(x) = g(f(x)) seklinde tanimlanan fonksiyona bileske fonksiyon
denir.

R34 g of : A = C bir fonksiyon ise Vxq,x, € A igin (gof)(x;) = (gof)(x3) = x; =
x, oluyor ise gof birebir fonksiyondur.

R35: g: B = C,y = g(x) bir fonksiyon olmak Gzere Vx;,x, € A igin g (x;)= g (x2) =
X1 = x,0luyor ise g birebir fonksiyondur.

Rsg: f: A— B bir fonksiyon olsun. Eger her b € B i¢in b = f(a) olacak sekilde 3 a €

A bulunabiliyorsa o zaman f bir 6rten fonksiyondur.

R34: g: B = C , bir fonksiyon olmak tzere V ¢ € C igin ¢ = g(b) olacak sekilde 3 b €

B bulunabiliyorsa o0 zaman g bir érten fonksiyondur.
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R4o: g of : A = C bir fonksiyon ise V ¢ € C igin ¢ = (gof)(a) olacak sekilde 3 a € A
bulunabiliyorsa o zaman ise gof bir 6rten fonksiyondur.

R ~41: g o f bileske fonksiyonu birebir ve 6rten fonksiyon oldugu icin esitligin her iki

tarafl da g o f bileske fonksiyonu ile bileskesi alinir.

R,,: Birim fonksiyonda tanim kimesinden alinan her elemanin géruntusu kendisine

esittir.
R,5: Bir fonksiyon ile tersinin bileskesi birim (6zdeslik) fonksiyonudur.
Ry:a=bve b =cisea=cdir.

Rys:f:A->B ,y=f(x)ve g: B> C, y=g(x) ise gof:A - C fonksiyon olsun.
Eger g of bileske fonksiyonu birebir ve orten ise o zaman (gof)~1: C — A fonksiyonu g of

bileske fonksiyonunun tersidir.

Rss: (gof)o(f~tog™1) = I, tir ve g~1: C - B ye tanimlanan g~ fonksiyonun tanim
kimesi olan C’den alinan eleman yine C kiimesinde gorinta olusturur.

Ry,;: f:A- B, y=f(x)ve g B->C, y=g(x) ise gof:A—- C olan bileske
fonksiyonlarinin birlesme 6zelligi vardir.

Rug: fof ™1 = Iz dirve f~1: B - A ya tanimlanan £~ fonksiyonun tanim kiimesi olan

B’den alinan eleman yine B kiimesinde goruntu olusturur.

R4o: gog™1 = I tirve g~1: C — B’ye tanimlanan g~! fonksiyonun tanim kiimesi olan

C’den alinan eleman yine C kimesinde gorinti olusturur.

Rso: (f~tog™) o(gof) =1, dir ve f:A— B tanimlanan f fonksiyonun tanim

kimesi olan A’dan alinan eleman yine A kumesinde goruntu olusturur.

Rsq: (gt o g) = Ig dirve g: B - C'ye tanimlanan g fonksiyonun tanim kiimesi olan

B’den alinan eleman yine B kimesinde goruntu olugturur.
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Rsy: f~Yof =1, dirve f: A - B tanimlanan f fonksiyonun tanim kiimesi olan A’dan

alinan eleman yine A kiimesinde goruntu olusturur.
Rs3: Bir fonksiyonun tanim kimesinde acikta eleman kalamaz.
R ~5, : Bir fonksiyon orten ise goruntu kimesinde agikta eleman olamaz.
R.c: Esitligin her iki tarafina da ayni islemi uygularsam esitlik bozulmaz.

R 5:f:A=>B,y=f(x)veg:B - C,y =g(x)ise g of: A = C fonksiyon olsun. Eger
g of bileske fonksiyonu birebir ve 6rten ise o zaman (gof)~:C - A'dirve x € C, y € A igin

gof(x) =yolup (gof)'(y) =x = f~1(y) og~'(y) = x'dir.

Rs;: g of:A — C bir fonksiyon ise Vx;,x, € Aiginx; # x, = (gof)(x1) # (gof)(xy)

ise gof birebir fonksiyondur.

Rsg: g: B— C ,y = g(x) bir fonksiyon olmak Uzere Vx;,x, € B i¢cin x; # x, =

g(x1) # g (x,) oluyor ise g birebir fonksiyondur.

Rso: f: A>B ve f~1:B — A fonksiyonlari igin x €A, y € B igin f(x) =y ise
f~Y(y) =x dir. Bu sebeple x € A vey € B igin f~lof(x) = f1(f(x)=f"1(y) =x ve

fof ) = f(f1(»)) = f(x) = y elde edilir.

Rgo. 9. B> C ve g~1:C - B fonksiyonlari igin x € B, y € C igin g(x) =y ise
g Y(y) =x dir. Bu sebeple x€B vey€C igin g~ log(x) =g 1 (f(x)=g" (y) =x ve

9097 ) = 9(g7 () = g(x) = y elde edilir,
Re1: Tersi olan fonksiyonlarin yalnizca bir tane tersi vardir.
Rg,: Bir fonksiyon drten ise gorintl kiimesi deder kimesine esittir.
Re3: f: A — B bir fonksiyon orten ise f(A) = B dir.
Res: g: B = C bir fonksiyon 6rten ise g(B) = C dir.

Res: f:A—=B,y=f(x)ve g:B—>C,y=g(x) ise gof:A — C bir fonksiyon orten

ise g of (A) = C dir.
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R ~4¢: Bileske fonksiyonunun yer degistirme 6zelligi vardir.
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EK-B: Etik Beyani

Hacettepe Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisl, tez yazim kurallarina uygun olarak

hazirladidim bu tez ¢alismasinda,

*

tez icindeki batin bilgi ve belgeleri akademik kurallar ¢cergevesinde elde ettigimi,

= gorsel, isitsel ve yazili buttn bilgi ve sonuglari bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak

sundugumu,

= bagkalarinin eserlerinden yararlaniimasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara

uygun olarak atifta bulundugumu,
= atifta bulundugum eserlerin butinind kaynak olarak gosterdigimi,
= kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi,

= bu tezin herhangi bir bélimuni bu Universitede veya bagka bir tniversitede bagka bir

tez calismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

(imza)

Ad SOYADI
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EK-D: Yayimlama ve Fikri Miilkiyet Haklar1 Beyani

Enstitl tarafindan onaylanan lisansisti tezimin/raporumun tamamini veya herhangi bir kismini, basili (kagit) ve
elektronik formatta arsivieme ve asagida verilen kosullarla kullanima agma iznini Hacettepe Universitesine verdigimi bildiririm.
Bu izinle Universiteye verilen kullanim haklari disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende kalacak, tezimin tamaminin
ya da bir béluminin gelecekteki galismalarda (makale, kitap, lisans ve patentvb.) kullanim haklan bana ait olacaktir.

Tezin kendi orijinal ¢calismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi ve tezimin tek yetkili sahibi oldugumu
beyan ve taahhut ederim. Tezimde yer alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu metinlerin
yazili izin alinarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim etmeyi taahhit ederim.

Y uksekogretim Kurulu tarafindan yayinlanan "Lisansustii Tezlerin Elektronik Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi
ve Erigsime Agilmasina iligkin Yénerge" kapsaminda tezim asagida belirtilen kosullar haricince YOK Ulusal Tez Merkezi / H.U.

Kutiphaneleri Agik Erisim Sisteminde erigime acilir.

0  Enstitu/ Fakulte yonetim kurulu karari ile tezimin erigsime agilmasi mezuniyet tarihinden itibaren 2 yil

ertelenmistir. ()

O Enstitu/Fakulte yoénetim kurulunun gerekgeli karari ile tezimin erisime acgilmasi mezuniyet

tarihimden itibaren ... ay ertelenmistir. @

0 Tezimle ilgiligizlilik karari verilmistir. ®

Ogrencinin Adi SOYADI

"Lisansiistii Tezlerin Elektronik Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime Agilmasina lliskin Yénerge"

(1) Madde 6. 1. Lisansiistii tezle ilgili patent basvurusu yapiimasi veya patent alma sirecinin devam etmesi durumunda, tez danigsmaninin 6nerisi
ve enstiti anabilim dalinin uygun gériisii Uzerine enstitii veya fakiilte yénetim kurulu iki yil siireile tezin erisime agilmasinin ertelenmesine karar
verebilir.

(2) Madde 6.2. Yeni teknik, materyal ve metotlarin kullanildigi, heniiz makaleye déniismemis veya patent gibi yéntemlerle korunmamis veinternetten
paylasiimasi durumunda 3.sahislara veyakurumlara haksiz kazang; imkéni olusturabilecek bilgi ve bulgulari iceren tezler hakkinda tez danigsmanin
énerisi ve enstitii anabilim dalinin uygun gériisti (izerine enstitii veya fakiilte yonetim kurulunun gerekgeli karari ile alti ayr asmamak (izere
tezin erisime aciimasi engellenebilir.

(3) Madde 7. 1. Ulusal ¢ikarlari veya giivenligi ilgilendiren, emniyet, istihbarat, savunma ve giivenlik, saglik vb. konulara iliskin lisanststii tezlerle ilgili
gizlilik karari, tezin yapildigi kurum tarafindan verilirs. Kurum ve kuruluslarla yapilan isbirligi protokolii ¢cercevesinde hazirlanan lisanststii tezlere
iliskin gizlilik kararr ise, ilgili kurum ve kurulusun énerisi ile enstitii veya fakiiltenin uygun gériisii Uzerine (iniversite yénetim kurulu tarafindan
verilir. Gizlilik karari verilen tezler Yiiksekdgretim Kuruluna bildirilir.

Madde 7.2. Gizlilik karari verilen tezler gizlilik siiresince enstitii veya fakiilte tarafindan gizlilik kurallari gergevesinde muhafaza edilir, gizlilik
kararinin kaldirimasi halinde Tez Otomasyon Sistemine yiiklenir

*Tez danismaninin 6nerisi ve enstitli anabilim dalinin uygun gériisi lizerine enstitii veya fakiilte yénetim kurulu tarafindan karar verilir.






