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Bu tez, matematiksel analizin yaklasim teorisindeki lineer olmayan
Durrmeyer tipli operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerini icermektedir.

Tez toplam alt1 boélimden olusmaktadir. Birinci boélimde Alman
matematik¢i Karl Weierstrass tarafindan ortaya atilan probleme Bernstein
polinomlari ile olusturulan ¢oziimiin tarihsel gelisimine yer verilmistir. Ikinci
boliimde tez boyunca ihtiya¢ duyulacak temel tanimlara ve tezin yaklasim
problemlerini iceren temel teoremlerde gerekli olacak yardimei sonuglara yer
verilmistir. Ugiincii boliimde lineer olmayan Durrmeyer tipli operatorlerin insa
edilmesi ic¢in gerekli temel tanimlar ile bu tanimlamalardan karsimiza ¢ikan
yardimc1 teoremler ifade edilmistir. Ayrica bu boliimde tanimlanan lineer
olmayan Durrmeyer tipli operatorler i¢cin varlik teoremi ifade ve ispat edilmistir.
Tezin yakinsaklik sonuglarinin verildigi, dérdiincii boliimde, iigiincii boliimde
tanitilan operatorlerin ilk olarak Lebesgue noktasindaki yaklasim durumu ele
alinmig, daha sonra sirasiyla Yo |f| ve f fonksiyonlarinin siireksizlik
noktalarindaki yaklasim durumlarini incelenmistir. Son olarakta ise f ve y o |f]|
fonksiyonlarmin tiirevlerinin smirli salinimli fonksiyonlar olmasi durumundaki
yaklasim sonuglarina yer verilmistir. Tezin besinci boliimiinde yapilan ¢alismalar
ile ilgili sonug verilmistir ve gelecekteki ¢alismalar icin diisiinceler belirtilmistir.
Tezin altinc1 yani son boliimiinde ¢aligma boyunca faydalanilan kaynaklara yer
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein Polinomlar1, Lineer olmayan Durrmeyer
operatorleri, Sinirlt salinim, Yakinsaklik Hiz1



ABSTRACT
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This thesis deals with the approximation properties of the nonlinear
Durrmeyer type operators in the approximation theory of mathematical analysis.

The thesis comprises six chapters in total. The first chapter presents the
historical development of the solution, beginning with Bernstein polynomials and
addressing the problem posed by the German mathematician Karl Weierstrass. In
the second chapter, fundamental definitions essential for the thesis are provided,
along with auxiliary results necessary for the fundamental theorems concerning
the approximation problems addressed in the thesis. Moving to the third chapter,
crucial definitions for constructing nonlinear Durrmeyer-type operators are
introduced, along with accompanying auxiliary theorems derived from these
definitions. Furthermore, the chapter includes the statement and proof of the
existence theorem for these operators. In the fourth chapter, where the
convergence results of the thesis are given, the convergence of the operators is
discussed at the Lebesgue point, then the convergence properties are analyzed at
the points of discontiunity of the functions ¥ o |f| and f respectively. Finally, the
convergence results for these operators are given when the functions f and ¥ o | f|
are derivatives of bounded variation. In the fifth chapter of the thesis, a conclusion
about the thesis and ideas for future work are given. The final chapter of the
thesis, Chapter six, includes the references that were utilized throughout the study.

KEYWORDS: Bernstein Polynomials, Nonlinear Durrmeyer operators, Bounded
variation, Rate of convergence
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1. GIRIS

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815-1897 yillar1 arasinda yasamis
Alman matematikgidir. Analiz alaninda degerli katkilar veren Alman
matematikei, glinlimiizde Weierstrass yaklasim teoremi olarak bilinen ¢aligsmasini
1885 yilinda elde etmistir. Bu teorem, [a, b] kapali araligi lizerinde tanimlanmis
olan polinomlar uzayinin [a, b] kapali aralig1 iizerinde tanimlanmis olan siirekli
fonksiyonlar uzay1 tizerinde yogun oldugunu ifade eder. Buradan [a, b] kapali
araliginda tanimli ve siirekli her fonksiyona polinomlar yardimiyla diizgiin olarak
yaklasilabilecegi goriilmektedir. Ancak Welierstrass yaklagim teoremi igin uzun ve
nispeten karmasik bir ispat vermistir. Onun bu ispat1 bir¢ok iinlii matematike¢iyi
teoremin daha basit ve anlagilir bir ispatin1 elde etmek i¢in ¢alismaya motive
etmistir.

Weierstrass yaklagim teoremi igin basit ve anlasilir bir ispat 1912 yilinda
Rus matematik¢i Sergei Natanovich Bernstein tarafindan verilmistir. Unlii
matematik¢i giiniimiizde kendi ismiyle anilan Bernstein Polinomlarini [0,1] kapali

araligi tizerinde tanimli sinirli fonksiyonlar igin

n

BN =Y (L) pu® , n21

k=0
seklinde tanimlamistir. Burada p,, j, Binom dagilimindan elde edilen ve ¢ok iyi
bilinen
P (2) = (Z) 2(1-2)"" z€[01]
Bernstein bazidir (Bernstein, 1912).

Bernstein polinomlar1 gerek basit bir sekilde ifade edilmis olmas1 gerekse
genis bir teoriye hitap etmesi sebebiyle lizerinde en ¢ok ¢alisma yapilan lineer
pozitif operatorlerdir diyebiliriz. Bernstein polinomlariin bu popiilaritesi farkl
araliklarda ve farkli uzaylarda tanimli bir¢cok genellestirmesinin yapilmasi ve
calisilmasinin 6niinii agmistir. Bu genellestirmelerin ortak ¢ikis noktast olasilik

teorisinden gelen ve ¢ekirdek fonksiyonunun toplamini veren
n
Z Pnk ®=1
k=0

0zdesligidir.



Bernstein polinomlarinin en iyi bilinen genellestirmeleri [0, o0) araliginda
tanimli  fonksiyonlar igin elde edilen Szasz—Mirakyan ve Baskakov
operatorleridir. Ancak integrallenebilir fonksiyonlara klasik Bernstein, Szasz—
Mirakyan ve Baskakov operatorleri ile yaklasim yeterince uygun olmadigindan,
bu operatorlerin Durrmeyer ve Kantorovich tipindeki integral modifikasyonlar

tanimlanmastir.

[0,1] kapal1 aralig tizerinde tanimli Lebesgue anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlara yaklasmak ig¢in J.L. Durrmeyer (Durrmeyer, 1967) ve ondan

bagimsiz olarak A. Lupas (Lupas,1972) tarafindan

1
OaN@ = [ FO RGO, n21
0
klasik Durrmeyer operatorleri tanimlanmistir. Burada

B ) = (04 1) ) i@ s ®
k=0

Ve p,,  Bernstein bazidir.

Simdi lineer ve lineer olmayan operatdrlerin yaklasim teorisindeki iligkisi
hakkinda kisa bir aciklama yapmanin uygun oldugunu diisiiniiyoruz. 1885 yilinda
Weierstrass yaklasim teoreminin ifade edilmesi ile baslayan siire¢ 1912 yilinda
Bernstein polinomlarinin tanimlanmasi ile matematiksel analizin en popiiler ve
iiretken kisimlarindan yaklasim teorisinin gelismesine sebep olmustur. Yaklasik
100 yildir lineer operatorler ile yaklasim oOzelliklerinin incelendigi ¢ok Onemli
caligmalar dikkatle takip edilmektedir. Lineer olmayan operatorler ile caligmalar
nispeten daha yakin bir gegmise dayanmaktadir. Konvoliisyon tipli lineer olmayan
integral operatorlerin yaklasim sonuglari ilk olarak 1981 yilinda J. Musielak
tarafindan elde edilmistir (Musielak, 1981) ve ilerleyen yillarda ¢alisma
arkadaslar1 C. Bardaro ve G. Vinti ile yazdiklar1 kaynak kitaplar ile gelismeye
devam etmistir (Bardaro, Musielak ve Vinti, 2003). 1981 yilindaki bu ¢alismaya
kadar integral operatdrlerin singiilerliginin operatorlerin lineerligiyle yakindan

iliskisi olmas1 sebebiyle yaklasim teorisindeki caligsmalar lineer operatorler ile



sinirliydi. Ancak J. Musielak ¢alismasinda singiiler integral operatdrlerin
tizerindeki lineerlik sartini, K, (z, u) ¢ekirdek fonksiyonunun ikinci degiskenine
gore Lipschitz sartiyla degistirerek yeni bir bakis acis1 elde etmistir. Bu bakis acis1
ile birgok matematik¢i suanda lineer olmayan integral operatorlerin yaklasim

teorisi olarak adlandirilan bu alanda 6nemli ¢calismalara imza atmislardir.

2014-2016 yillar1 arasinda H. Karsh, I. U. Tiryaki ve H. E. Altin,
Musielak’in teknigini kullanarak, [0,1] kapali araliginda sinirhi fonksiyonlar igin

lineer olmayan Bernstein operatorlerini

(NBuf)(2) = Z Poi (z.f (S)) , nEN
k=0

olarak ifade etmis ve P, ¢ekirdeginin uygun sartlari sagladigi durumlarda bu

operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerini farkli uzaylarda incelemislerdir.

2014-2017 yillar1 arasinda ise H. Karsli, [0,1] kapali araliginda Lebesgue
anlamida Olgiilebilir fonksiyonlar i¢in lineer olmayan Durrmeyer tipli

operatorleri

1

(ND,.f)(2) = fKn(z, t,f(©)dt , neN

0

olarak tanimlamis ve K, ¢ekirdeginin uygun sartlar1 sagladigi durumlarda bu
operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerini farkli uzaylarda incelemistir. Biz tezimizde
2014-2017 yillar1 arasinda yapilmis ve farkli dergilerde yayinlanmis bu
caligmalari ele alarak (Karsli, 2014-2015-2017), lineer olmayan Durrmeyer tipli

operatorlerin yakinsaklik sonuglarini verecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE YARDIMCI TEOREMLER

Bu boliimde, tez galismasi boyunca kullanilan bazi temel tanmimlara yer
verilmistir. Ayrica operatorlerin yaklasim 0Ozellikleri incelenirken ihtiyag
duyacagimiz bazi sonuglarin ispatlar1 elde edilmistir.

Tamim 2.1 (L, Uzaylan)

1 < p < oo olmak iizere R reel sayilar kiimesi {izerinde p. kuvveti Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin olusturdugu kiimeye L, denir. f € L,
icin

D=

I£1L ={ f If(Z)Ide}

seklinde tanimlanir (Butzer ve Nessel, 1971).
Tanim 2.2 (Lebesgue Noktasi)

1, R tizerinde herhangi bir aralik olmak tizere, f € L, (I) fonksiyonu i¢in

h
o1
llll_l:réﬁflf(z+t)—f(z)|dt—0 (2.1)
0
esitliginin saglandig1 z € I noktasma f fonksiyonunun Lebesgue noktasi veya L-
noktasi denir (Butzer ve Nessel, 1971).
Tamm 2.3 (Sinirh Salinimh Fonksiyonlar)
f () fonksiyonu [a, b] aralig1 izerinde tanimli ve smirli bir fonksiyon
olsun. [a, b] araligini
Aa=%<% <<z, =b

olacak sekilde alt araliklara ayirdiktan sonra

V= 1f G = F0)
k=0

toplamini elde edelim. Biitiin olas1 V toplamlarinin olusturdugu kiimenin en kiigiik
tist sinirma f fonksiyonunun [a, b] araligi tizerindeki toplam salinimi denir ve

\b/(f)



seklinde gosterilir. Eger

\b/(f) < too

ise f fonksiyonuna [a, b] tizerinde sinirli salinimli veya sonlu salinimli fonksiyon
denir. [a,b] arali@i tizerindeki tiim sinirli salimmli fonksiyonlarin kiimesi
BV|a, b] ile gosterilir (Natanson, 1955).

Tanim 2.4 (Tiirevleri Stmirhh Salinimh Fonksiyonlar)

¢ fonksiyonu [a, b] araligi tizerinde tanimli ve sinirli salinimli bir fonksiyon
olmak tizere

f&) = F0) + j o(Ddt , z € [a,b]
0

seklinde tanimlanan fonksiyonlara tiirevleri sinirli salimimli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu kiime

DBV|a,b]l = {f : f' € BV[a, b]}
olarak gosterilir (Bojanic ve Cheng, 1989).
Tanim 2.5 (Stieltjes Integrali)
f ve g fonksiyonlari [a, b] aralig1 tizerinde tanimli ve sinurlt iki fonksiyon
olsun. [a, b] araligim
Aa=%<% <<z, =b

olacak sekilde alt araliklara ayirdiktan sonra k = 0,1,2,...,n — 1 icin her bir
[2k, Zr+1] alt araligindan &, noktasini segelim ve

=) fEgGr) — (o)l
k=0

toplamini elde edelim. Eger
A=max(zxy; —2%;) 2 0

oldugunda o ile tanimlanan toplam hem alt araliklarin par¢alanmasindan hem de
&, noktalarinin se¢iminden bagimsiz olarak sonlu bir I limit degerine yaklagiyor
ise bu degere f fonksiyonunun g fonksiyonuna gore Stieltjes integrali denir ve



b
[ rerdg@

seklinde gosterilir. [, f(2)dg(2) ve [, g(2)df (z) integrallerinden birinin varh

digerinin de varligin1 gerektirir. Bu durumda

[f@g@]15 = f(b)g(b) — f(a)g(a)
olmak ilizere

b

b
ff(Z)dg(Z) +fg(Z)df(Z) = [f@9@]5

a

esitligine f ve g fonksiyonlarinin Stieltjes kismi integrasyon formiilii
denir. g(z) = z alindiginda Riemann integralinin, Stieltjes integralinin 6zel bir
hali oldugu agikga goriiliir (Natanson, 1964).

Teorem 2.6 (Korovkin Teoremi)

f € Cla, b] ve tiim reel eksende |f(2)| < My olsun. Eger (L,) lineer pozitif
operator dizisi, her z € [a, b] igin

i (L,DHE 31
i (Lpt)(z) 3z
i (Lat?)(2) 3 22

kosullarmni sagliyorsa bu durumda her f € C[a, b] i¢in [a, b] de (L,.f)(z) 3 f(z)
dir (Korovkin, 1953).

Lemma 2.7
(D, f) klasik Durrmeyer operatdrii igin

L. (DO,DE =1
ii. (Dpt)(z)=z+

1-2z
n+2

) o, [4n—6(n+1)z] 2
111 (Dnt*)(2) = 2 +(n+2) (n+3) n+2)(n+3)

esitlikleri saglanir.

Ispat:

1

i. (D, DNE) =mn+1) z": (Z) 28 (1 — z)n"‘J (Z) th(1 — )" *dt
k=0

0

olup burada



o)

r(n) = f t"levtdt = (n—1)!

0

Gama fonksiyonu ve

B(zy) = f (1 -

Beta fonksiyonunu kullanirsak

n

OD@ =@+ Y (1) -
k=0

t)Y~tdt =

rez)ry)
rz+y)

)k {(Z) Blk+1,n—k+1)

rn+2)

=(n+ 1)5 (Z) 21— Z)n-k{(Z)F(k + DI —k+ 1)}

elde edilir.

= n
(Dnt)(2) = (n+1) a1-
i z) = (n kzzo(k)z

k'(n— k)!}

n B n!
(k) 2(1-2) k{k! (n—k)! (n+1)!

1

z)" K f (Z) th(1—t)" *tdt

0

ifadesinde Gama ve Beta fonksiyonlarini kullanirsak

Tl

(D)@ = (n+ 1)2 ;

N——

n
=n+1)

==

S

=(n+1)

==

S

=n+1)

==

S

I I T 3

(
(
(
(

(n+2) k

=
I
(=]

k(1 — 5)nk {(Z) Blk+2n—k+1)}

k(l—Z)n k{( )F(k+2)1"(n—k+1)}

I'(n+3)

n! (k+1D!'(n—k)!
k!'(n—k)! (n+2)! }

(1 — )" k{

)
)zk(l—z)n k{
)
)

k+1
(n+2)(n+1)}

z2°(1 —2)" *{k+1}



ki k(1 )""k+(n+zz z(1—z)n—’<
=(n+2)2(k—1)'. - )Zk(l_z)n_”(nia
(n+2)2k'($ln—_ 11 -8 1+(rh1L2)
- (Z+(1_Z))n1+(n+2)=nrf2+n-1+2
i

elde edilir.

1

iii. (D,t2)(z) = (n+1) zn: (Z) 2k (1 — )k J (Z) £k (1 — )"k e2dt
k=0

0

ifadesinde Gama ve Beta fonksiyonlarini kullanirsak

(D,t2)(2) —(n+1)Z(Z) (1 — 2)" k{(: Blk+3,n—k+1)

k=0

=(n+1) k(1 z)" K

F(k+3)F(n—k+1)
rn+4) }

?\"‘3

=(n+1) k(l—z)”k

k!'(n—k)! (n+3)!

=Mn+1)

)
(®
{ n! (k+2)!(n—k)!}
{

A gl g
= :

n o e+ 2)(k+1)
k 21— )" }

n+3)(n+2)(n+1)

&
1l
o

n
k

= o7 2)(n 3 )zk(1 — )" K {k? + 3k + 2)

S

(
( ) 2 (1 —z)" Fk?

(n+2)(n+3) k

S

T 2)(n +3) (k) 21— 2"k

M-IV T0s %

(n) Zk(l _ Z)n—k

(n+2)(n+3) k

&
I
o



1 - n! B
:(n+2)(n+3)kz=1(k—1)!(n—k)!(k_1+DZk(l_Z) K

3nz 2
T rrD@m+3)  mr2)m+3)

1 a n!
:(n+2)(n+3)kzzz(k—2)!(n—k)

'Zk(l _ Z)n—k

1 . n!
+(n+2)(n+3)kz=1(k—1)!(n—k)
3nz 2
TrrD@m+3)  mr2mL3)

'Zk(l — gk

n—-2
1 n!
- k+2(1 _ \n—k—-2
(n+2)(n+3)kz_;)k!(n—k—2)!z 1-2)

n-—1
1 n!
k+1 _ \n—k-1
+(n+2)(n+3)kz_okl(n—k—1)!Z (-2

3nz 2
+(n+2)(n+3)+(n+2)(n+3)
n(n — 1)z2 ne 3nz
St mt3) mtrmE3)  mED@E+3)
2
* (n+2)(n+3)
_ n(n— 1z 4nz 2
S I3) A Dm+3)  mrm+3)

[4n — 6(n + 1)z] 2

=2 M+ @+ T+ Dm T3

elde edilir ve ispat tamamlanir. Bu esitlikler yardimiyla

1-—2z

(Dnlt =)@ = =5

ve

(D, (t — £)))(&) < 2nz(1 —Zz) + 2

ifadelerini de kolayca elde edebiliriz.



3. LINEER OLMAYAN DURRMEYER TiPLIi
OPERATORLER

Bu boliimde lineer olmayan Durrmeyer tipli operatorleri insa etmeye
calisacagiz. Bunun i¢in Oncelikle ihtiyacimiz olan bazi tamimlar1 ve bir sonraki
boliimde kullanacagimiz bazi1 lemmalar1 ifade ve ispat edecegiz.

Tanim 3.1

f:[0,1] - R tanimli tiim Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesini X
ile gosterelim.

Tanim 3.2

Y: RE - R{ tammli siirekli, konkav ve azalmayan bir fonksiyon olsun dyle
ki (0)=0 ve u>0 igin Y(u) >0 sartlarmi saglasin. Bu sekilde tanimh
fonksiyonlara i —fonksiyonlart denir ve biitiin i —fonksiyonlarinin kiimesi ¥ ile
gosterilir.

Tanim 3.3

w:N > R* tanimh siirekli ve artan bir fonksiyon olsun oyle ki
lim u(n) = oo sartin1 saglasin.
n—>oo

Tamm 3.4
H,:R - R tanmimh H,(0) = 0 sartin1 saglayan fonksiyonlar olmak iizere,

K,:[0,1] X [0,1] X R — R tanimli

n
Knert,) = (4 1) ) P P (D) (3.
k=0
seklinde {K,(z t,u)} ey fonksiyonlar dizisini tanimlayalim. Burada p,; iyi
bilinen Bernstein bazidir.
Simdi agagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
a) Heru,ve R, herneNvey € Wigin H,: R - R (L — ) Lipschitz

sartini

|H,(w) — Hy(W)| < Y(Ju —v)) (3.2)

saglasin.
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b) Kabul edelim ki

n
G0 = (14 1) ) pui pri® (33)
k=0
ve f > 0 ve y > 1 olmak tizere herhangi sabit z € (0,1) i¢in
nB
A,(z) = f E,(z t)dt (3.4)
nB

olarak tanimlansin. A4, (z) fonksiyonlar1 z noktasinin ¢ok yakinindaki yaklagim
davraniglarint incelemek i¢in kullanilir. Ayrica f >0 ve y > 1 olmak iizere

z € (0,1) icin
n"/BD, (It —2|%;2) < B,(2) < B(2)

olacak sekilde n € N dan bagimsiz sinirh bir B(z) fonksiyonu var olsun.

c) ueR ve neN i¢in, r,(u) =H,(u) —u seklinde tanmli 7;,(w)

fonksiyonlar1 diizgiin olarak

lim |1, (u)| =0
n—-oo

sartin1 saglasin. Bagka bir ifadeyle, yeterince biiyiik n degerleri i¢in

sup|1,(U)| = sup H,(uw—-—u|<——=
| n( )l S | n( ) | ( )
saglansm.

Tanimm 3.5
Herhangi bir f fonksiyonunun her z € (0,1) i¢in f(z+) ve f(z —) tek

tarafli limitleri mevcut ise,

fo)—fz+) , z<t<1
f:(@) = 0 , t=z (3.5)
f)—f(z-) , 0<t<z

seklinde tanimlanir.
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Lemma 3.6

Her z € (0,1) ve her bir n € N i¢in

1
D, ((t—2)P;z2) = an(z, w) (u—z)Pfdu < i;) ,(B>0) (3.6)
B
0

n

olsun. Bu durumda,

Z

A (2,2) = J.Fn(z, u)du < 7
0 (z— Z)Bnﬁ

B() ,0<z<z (3.7)

ve
1

B(z)
1—An(z,z)=an(z,u)duS—y,z<z<1 (3.8)

z (z —z)PnB
ifadeleri saglanir.
Ispat:

[k olarak 0 < z < zi¢in

z z

(2 2) = j-Fn(z, u)du < f E,(z,u) (Z h u)ﬁ du

Z—Z
0 0

oldugunu dikkate alirsak

z 1

A (2, 2) = !Fn(z,u) du < ﬁof E,(zw) |u—z/fdu

olacagindan, (3.6) ifadesinin yardimiyla
B(2)

(2 2z) < —7

(z — z)EnP

elde edilir. (3.8) ifadesinin ispat1 da benzer sekilde goriilebilir.
Lemma 3.7
Y € W olmak iizere, eger z, € R noktasi f fonksiyonunun Lebesgue noktasi

ise, h = 0 oldugunda

h
f W(f (20 + 8) — F(z))dlt| = o(IA]) (3.9)
0

12



esitligi saglanir.
Ispat:
Lemmanmizi ispatlamak i¢in h — 0% oldugunda

h
f W(f (20 + ) — Fao)Dde| = o(R)
0

ve h = 07 oldugunda

f W(f (o +0) — f(zo))dlt]| = o(~h)
h

oldugunu gostermeliyiz. Y konkav bir fonksiyon oldugundan, h > 0 i¢in

1 ‘ 1 .
X Of YAf G+ 0 — [t <y = Of £z +0) = o)l

ve h < 0 igin

1 ‘ 1 g
— J Y(1f o + 0~ Dt < | — J Fz0 +0) = f o)l

esitsizlikleri saglanir. Bu durumda iy fonksiyonunun siirekliligi ve ¥ (0) = 0

oldugunun kullanilmastyla istenilen sonug elde edilir.

Simdi 0 < z < 1 icin
1

WD) = [ Kalrt, f@) (3.10)

0

seklinde tanimli lineer olmayan Durrmeyer tipli operatorleri ele alalim. Burada

Kn(z, t,f (t)) cekirdegi
Kn(2.6,£©) = (4 D D 0@ b OHa (D) = Fa (2 O Ha(£(0))
k=0

olarak agik sekilde ifade edilebilir. Bu operatérlerin L;[0,1] kiimesinden L;[0,1]
kiimesine tanimli olduklart ile ilgili asagidaki teoremi inceleyebiliriz. Genel
olarak bu operatorlerin DomND,, f in X kiimesinin bir alt kiimesi oldugunda her

f € DomND,,f i¢in iyi taniml1 oldugunu kabul edebiliriz.
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Teorem 3.8
K, (% t,u) ¢ekirdek fonksiyonu (a) sartin1 saglasin. Eger f € L,[0,1] ise bu
durumda ND, f € L,[0,1] olur ve her n € N i¢in
IND,f L1001 < (I NlLs107)
esitsizligi saglanir.
ispat:

K, (2, t,u) ¢ekirdek fonksiyonun sagladig: sartlar g6z 6niine alinirsa

111

[1an.p@las= [ |[ 5o m(r©)a as
0

0

0
11 11
SE!‘J-Fn(z,t)lHn(f(t))ldtdZSOfben(Z’t)lHn(f(t)Ndzdt

1

< [wr@D [ @0 deat
0 0

olup
1 1

an(Z, t)dt = an(Z, t) dz

0 0

oldugunun kullanilmasiyla
1

j |((NDof) (@) dz < j WAFOD dt
0

0

elde edilir. 1 konkav bir fonksiyon oldugundan

j ((NDof) ()] dz < j FO1de | = p(lfllom)
0 0

olup bu da ispatimiz1 tamamlar.
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4. YAKINSAKLIK SONUCLARI

Bu boliimde (3.10) esitligi ile verdigimiz lineer olmayan Durrmeyer tipli
operatorlerin yakimsaklik o6zelliklerini inceleyecegiz. Ilk olarak operatdriin
Lebesgue noktasindaki yaklasim durumunu ele alacagiz. Daha sonra sirasiyla
Yo |f| ve f fonksiyonlarinin siireksizlik noktalarindaki yaklasim durumlarini
inceleyecegiz. Son olarakta f ve i o |f| fonksiyonlarinmn tiirevlerinin sinirl
saliniml1 olmasi durumundaki yaklagim sonuglarini verecegiz.

Teorem 4.1

Y eW ve feL([01]) i¢in Yo |f| € BV([0,1]) olsun. Kabul edelim Ki
K,(z t,u) cekirdegi (a)-(c) kosullarin1 saglasin. Bu durumda (2.1) esitligini
saglayan her z € (0,1) i¢in her € > 0 verildiginde yeterince biiyiik n € N
degerleri igin

|(ND,.f)(2) — f(2)|
2+ 172 Z)

uﬁ(n)] kP
< eBi (@A) + BE)) \/¢(|;;|>+ Z \/ IP(Ile)|
RN
y A
pu(n)

ifadesi saglanir. Burada 8 > 0 olmak tizere B, (z) = B,,(2) max{z‘ﬁ ,(1—2)7F }
seklinde tanimlidir.

Ispat:
6 > 0 yeterince kii¢iik bir say1 olmak tizere
2+0<1 ve z—6>0

olsun. Bu durumda

1

(2] = f Ko (2t f(©))dt — f(2)

0

esitligini ele alalim. (3.10) ifadesi ve (¢) sartin1 dikkate alirsak, |I,,(2)| ifadesini
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1 1

IL,(2)| < fKn(z, t,f(t))dt—]l(n(z, t,f(z))dt

0 0
1

+ fKn(z, t,f(z))dt—f(z)

0
= n,1(Z) + In,z (2)

seklinde yeniden yazabiliriz. (b) ve (c) kosullarindan yukaridaki esitsizligin sag
tarafindaki ikinci terimin ﬁ ifadesinden kii¢iik veya ona esit oldugunu gérmek

kolaydir. Gergekten de, yeterince biiyiik n degerleri i¢in;

1

1
Iy (2) = f&(anﬂ@ﬁﬁ—f@)= WAf@D—f@ﬂfﬁmaﬂm
0

0

: 1
ﬂmﬂﬁD—KMJ&@OﬁSRE

saglanir. I, 1 (2) ifadesi i¢gin (&) kosulunu kullanirsak

1

IM@Nﬁfﬂﬁﬂwvm—ﬂmwt

0

esitsizligini elde ederiz. (b) sartin1 kullanarak bu son integrali

z—ﬁ z+% 1
[I,1(2)] < + + EH Y Af® = f@Ddt (A2 1)
<)

T um

=1,(nz)+1,(nz) + 15(n,z)

seklinde ii¢ parcaya ayirabiliriz. Ilk olarak I,(n,z) ifadesini hesaplayalim
Z 1-z)] . .
tE[Z_M’Z+E 1¢In
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1-z
+—
o)

15 ()| = ftMV@—f@Dﬁ%@ﬁ)

T

< fwﬂﬂﬂ—ﬂﬂﬂdh@ﬂ)

Z+m

+ [ WO 1@t 0n) = Ba() + ()
olur. Simdi
6@ = [ ¥ 4re) = r@Ddy
t

olarak tanimlarsak, (3.9) ifadesinden dolay1, her € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir
Oylekiher0 < z—t < 4 i¢in

G(t)<e(z—1t) 4.1)
olur. Simdi & degerini sabitleyerek sirasiyla I, ,(n,z) ve I,,(n,z) ifadelerini
hesaplayalim. Lebesgue-Stieltjes integral gosteriminden faydalanarak I, ;(n, z)

ifadesini

Iy(n,7) = Jdd%@ﬂﬂ@mn (4.2)

i
seklinde yazabiliriz. (4.2) ifadesine Lebesgue-Stieltjes kismi integrasyonunu

uygulayip, (4.1) ifadesini kullanirsak

L,(n2) = —G (z - ﬁ) dt </1n (Z, z— u(zn)>>

( ad/l d
+ | 605 d G0

__Z
2T um)

< -G (z — ﬁ) d; <An (Z, Z— ufn)))

: )
+ f G(8) 5= di(An(z D)t

g B
u(n)

17



< e d <;1 (zz—i)>+e f(z—t)id(l (1)) dt
BRETCO R G T () . ot T

Tum

ifadesini elde ederiz. Kismi integrasyonun tekrar uygulanmasiyla

Z Z
I,1(n,2) = em d; </1n (z, zZ— m))

4

+{ s dy (- =) + j d; ()

Tum

—¢ f d; (a2, 0))

Tum

elde edilir. Burada

0
Lsy(n) = j dy Mzt +2)
)

dersek, (3.7) ifadesinden dolay1

Z

0
Li(n2z) =¢ely1.:(n,2) = ¢ (An (Z;Z = m)) jz- dt = eB,(2)z Puf~1(n)

()

olarak bulunur. I ,(n, 2) ifadesi i¢in de (3.8) den faydalanarak

I»(n,2) < eBy(2)(1 — 2) Puf~(n)
esitsizligini elde ederiz. Simdi I; (n, z) ifadesini hesaplayalim. Lebesgue-Stieltjes
kismi integrasyonunu kullanirsak

I (n,2)] = f ¥ (LD de (A 0)
0

= (| (e )l) 2 (o2 i)

oo
u(m)

_ f A (20 de(¥ (£OD)

0

elde ederiz. Buraday = z — ﬁ secersek, (3.7) ifadesinden dolay1,

M(2,y) < By(2)z P uf~' (n) (4.3)
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oldugu agiktir. Burada
dUAC ) I

oldugunu gorebiliriz. Kismi integrasyon uygulayip, (4.3) ifadesini dikkate alirsak

£z oo)) v @) = \/wam)

#(n)

g B
u(n)

h(z2-—25)|+ | An(z,t)dt<—\z/w(u;|)>

Z

neal< \/ v sl

Ty

< \/ v LD B@= et ()

g’ _
um)

By (2) 2 £
o f -0 dt< \/ww)

= \/ v W B@e A

()|[
B, (z _ 3
o RO \/ W (fD +2 ﬁ\/lp(lle)
u(n)
u(n) 2
f Vv 00 =7 L
M(n) 2

Ba(2) | 5\
uﬁ()zﬁ\o/wumwf \/w(u;D L

elde ederiz. Son integralde t yerine z — il doniistimii uygularsak,

ubB
o wm [WPm)]
f \/w(u;D t)ﬁﬂdt—zﬁj Vw(|g|>du<zﬁ > \/w(u;D

= k=1 57

elde edilir. Sonug olarak,
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WBm)]

L) < o5 e \/l/)(lfz)+ Z \/wufzn
oldugu goriiliir. Benzer bir hesaplama kullanilarak
B.(2) [wf @] 1;;
O TN \/w(leD+ 2 \/ ¥ (£D

bulunur. Elde edilenler bir araya toplandiginda istenilen sonuca ulasilir.

Teorem 4.2

Y eW ve feL([0,1]) igin Yo |f| € BV([0,1]) olsun. Kabul edelim Ki
K,(z,t,u) cekirdegi (a)-(c) kosullarin1 saglasin. Bu durumda (2.1) esitligini
saglayan her z € (0,1) i¢in

lim |(ND, f)(2) - f@)] = 0
saglanir.
Ispat:

Herhangi € > 0 degeri igin Teorem 4.1 ve (c) kosulu dikkate alinirsa
istenilen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.3

Y eWve feL([01]) i¢in Yo |f| € BV([0,1]) olsun. Kabul edelim ki
K, (z t,u) ¢ekirdegi (a)-(c) kosullarini saglasin. Bu durumda

lim [(NDnf)(2) = f(2)| = 0
ifadesi (0,1) araligindaki hemen hemen her nokta igin saglanir.
Ispat:

Hemen hemen her z € (0,1) noktas1 f € L,([0,1]) fonksiyonunun Lebesgue
noktasi oldugundan, Teorem 4.2 istedigimiz sonucu verecektir.

Teorem 4.4

Y eV ve feL([0,1]) i¢in Yo |f| € BV([0,1]) olsun. Kabul edelim ki
K, (2, t,u) ¢ekirdegi (a) ve (b) kosullarin1 saglasin. Bu durumda f(z +) ve f(z —)
tek tarafli limitlerinin var oldugu sabit her z € (0,1) noktasinda
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fE+H) - f(z —)Dl
2

R M I

z+(1_12) 1 +127

1 (w1 kB n%
<s@\[varn+ ), \/ vusb|+ 4@ \/ vakD

0 k=1 5 2 Z_iy

kP nb

ifadesi saglanir. Burada f > 0 olmak tizere B;;(z) = B,(2) max{z‘B, (1- Z)_B}
seklinde tanimlidir.

Ispat:
f(z+) ve f(z—) tek tarafli limitleri var olan her f fonksiyonu (3.5) ifadesi
ve Bojanic-Cheng gosterimi yardimiyla

f(Z+)+f(Z—)+fZ(t)+f(Z+);f(Z—)Sgn(t_Z)

f@® = 5
+6,(t) [f (2) — /A J; A _)] (4.4)

seklinde yazilabilir. Burada

1 , z=t
62@2{0 z £t

olarak tanimlidir. (3.10) ifadesinin (4.4) esitligine uygulanmasi, (3.1) esitligi ile

(c) kosulunun dikkate alinmasiyla

1
W@ = [ K (Gt ©)de = [ R O (f ()t
0

O\H

E.(z 0y (If (©Ddt

<

o

IA

d,(‘f(z +>; fG ‘)D J F,(z t)dt + f Fu(2 D% (IOt
0

0

N fe+) - f(Z_)‘lsgn(t—ZN)dt

neon([23

(e, O ( fa- LT

6Z(t)> dt

+

o L OY——

elde edilir. Burada (ND,,6,)(z) = 0 oldugu agiktir. (4.4) kullanilirsa
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‘f(z +) + f(z—)‘)+¢<‘f(z +) — f(Z_)D]len(Z,t)dt
2 2 0

(NDof) (@) < [w(
+ f Fu(a 0 p(I£(ODde

elde edilir. Lemma 2.7 den faydalanarak

f(Z+)J; f(Z—)‘)+¢<

fe+H) - f(z —)Dl
2

(ND,f) (2) — [w (
< f Fy(z, 0) w(£@ODdt (4.5)

oldugu goriiliir. Ispat1 tamamlamak igin,

1

| RGO war@Dd

0

ifadesini hesaplamaliyiz. (3.3) ifadesi yardimiyla son integrali

1 /Z_i% Z+1—% \
[ RGowas@bac <| [ + f f 2 9 UAODEG Dt

= |L(n 2| + |L(n2)| + |:(n,2)] (4.6)
seklinde {i¢ pargaya ayirabiliriz. Ilk olarak I,(n,z) ifadesini hesaplayalim.

f,(z)=0vete [Z - iz, z+ Y/Bl icin Y (0) = 0 oldugu kullanilirsa,
nb

1-
42

=IN]

I, (n,2)| = j [¥ (1OD- ¢ (12 D]F.(z t)dt

olup, (b) sartinin kullanilmasiyla

Z+1__YZ Z+1—_%Z z+1—_yZ
12 (n, 2)] < \/ ¥ (£D f Fy(z,dt < Ay() \/ ¥ (£D (4.7)

22



elde edilir. Simdi I,(n,z) ifadesini hesaplayalim. Lebesgue-Stieltjes kismi

integrasyonunu kullanirsak,

zZ—

I (n,2)] = f ¥ (f(OD Fa(s Odt

o (a5 ))onfen-3)

Z
=y
B

_ f (2 D (P (£OD)
0

‘wlﬁ' ™

elde ederiz. Buraday = z — ix dersek, (3.7) ifadesinden
nPB
(4.8)

An(z’ y) < B(Z)Z_ﬁn)/(ﬁ_l)/ﬁ

bulunur. Burada

Z
nB
oldugu aciktir. Kismi integrasyon uygulayip, (4.8) ifadesinin kullanilmasiyla

(zz ) fuum( \/l/)(lle))
y(B-1)

\/ Y (LD BP0 P

) ¥ (@D < \/ ¥ (£D

-
nb

%|<| ™

m|<| ™

1 (n, )] < \/ ¥ (£D |2

;wlﬁl ™

il‘<| ™

Z—

+ B2 /# f (=) M( \/d)(l]il))

ml<| ™
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= \/ ¥ (£ Bz #6118

_Z
=y
nP

—z B
+ B | = \/ ¥ (LD

Z——

| B

; Z‘ﬁ\/l/)ﬂsz f \/wufzn t);m

‘wlﬁ' ™

m|<| ™

_B(Z)n—y/ﬁlz ﬁ\/lp(|f2|)+f \/z/)(lle) t)ﬁ+1dt

Le——————————

elde edilir. t yerine z — doniisiimii yapilirsa,

_z_
ul/B

m|<| ™

f\/wum) Lmde= [ \/zp(n;Ddus—BZ\/w(u;D

% k= 12__
elde edilir. Sonug olarak,
'] =
I(n,2)] < Bz Bah \/w A+, \/ w s (49)
k=1, 2%
kB

oldugu goriiliir. Benzer metodu kullanirsak,

(1 Z)

Il 2)| < Bn B(1—2) " \/¢<|fz|)+2 \/ pALD| @10

ifadesini elde ederiz. (4.7), (49) ve (4.10) ifadelerinin (4.6) iginde
kullanilmaszyla,
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1
f Fy(s 0 (D)) d
0

< B Pt \/w (£D +Z \/ ¥ (£D

k= 12__ J
n”]ZJrk_ﬁZ
+ B F(1—2)F \/¢<|fZ|)+Z \/ wasb
k=1 =
+an@ \/ ¥ 1D
5
1-z
y[ 1 [n”] i) ]
<B'(n Fi\/wumwz \/ ¥ (D]
1_[ 0 k=15 % J
Z+n_%
+a4,@ \[ wO£LD “11)

E

Z—

™R

n

elde edilir. (4.5) ve (4.11) bir araya getirildiginde istenen sonu¢ elde edilir ve
bdylece teoremin ispati tamamlanur.

Sonug 4.5

Teorem 44 de fe€C[0,1] secersek B >0 igin B;(z) =
B, (2) max{z‘ﬁ ,(1—2)7F } olmak iizere

(ND, f)(2) — 1!)(If(Z)I)

4072 - ee)
[liy n%

< B;(?) \/¢<|1;|)+Z \/ WALD |+ 4@ \/ waAD
-z Z_ni%

ifadesini elde ederiz.
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Teorem 4.6

Y eV ve feL([0,1]) igin Yo |f| € BV([0,1]) olsun. Kabul edelim Ki
K, (2, t,u) gekirdegi (a)-(c) kosullarin1 saglasin. Bu durumda f(z +) ve f(z —)
tek tarafli limitlerinin var oldugu sabit her z € (0,1) noktasinda

(o - LD TED)
Z+(1—1z)
e (W] kB
<B@n #|\/warh+ ) \/ waLd
0 k=1 ,_ %
| kﬁ
et Z)
+4,(2) \/ v+ (22122 +

Z——

F

ifadesi saglanir. Burada 8 > 0 olmak tizere B, (z) = B, (2) max{z_ﬁ ,(1—2)F }
seklinde tanimlidir.

Ispat:

Herhangi bir f € X igin

flz+) + f(z-) | _ fE+) + f(z)
2

(VDL - - |[ BG.om(r@)d -
0

< fl Rt ow (|ro -T2 D o,

. an(Z, " (f(z+) er f(z—)) _fED er f(z—)| it
0

< f F(e 09 (1,0
0

. f Fu(s, O (|f(z)—f T 52“)) a
0

()

N Hﬂ(f(er) erf(z—)> (f(z+>+f G ) f Fy (s, D)dt
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yazilabilir. Teorem 4.4’1in ispatina benzer sekilde

o, - LED 1)

1-2
Z2+— 1

<B@nf \/w<|z;>+nz \/ ¥ (£D

|

mlHl“’

|

N
+
‘»—\
|
~<N

S
=

If(z+) - f(z —)I)

+A |)+l/)< >

S

3
NN

—

R

<
=
=

i
S
I

+ |H, (f(zﬂ ‘; f(Z—)) d (f(Z+) 42- f(z—)>|

elde edilir. (¢) sartindan dolay1 sup |H,(u) — u| < (— oldugu kullanilirsa ispat

tamamlanir.

Sonug 4.7
Teorem 46 da fe€C[0,1] secersek B >0 igin B;(z) =

B, (2) max{z‘ﬁ ,(1—2)7F } olmak iizere
(1—2)

[uY]
I(NDL)(@) ~ f@] < By@nF \/¢(|z;|>+z \/ YUAD

ml»—-l“’

(1—2)

+A,(2) \/ WARD +

:ﬁ|<| ™

ifadesini elde ederiz.
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Sonuc 4.8
Teorem 4.6 da f € C[0,1] ve (t) =t segersek B > 0 igin B,(z) =

B, (2) max{z‘ﬁ ,(1—2)7F } olmak iizere

(VD)@ = (2]
i (l—Z) 1 (1—2)
[p?]
< B F \/(|fZ|>+Z \/ (D[ +4n(@) \/ (£D
i "
L1
p(n)

ifadesini elde ederiz.

Teorem 4.9
Y € W ve f de [0,1] aralig1 tizerinde tiirevi sinirli salinimli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her z € (0,1) ve yeterince bilyiik n € N degerleri igin

|(ND,f)(2) — f(2)|
< ‘f’(z ) -z —)‘ \/anu —2)+2
= 2

n2

ee)
e Z \/ )+ oy

ifadesi saglanir. Burada V2(f,") ifadesi f,’ fonksiyonunun [a, b] aralig1 iizerindeki

toplam salinimini gostermektedir.

Ispat:

Genel olarak, singiiler bir integral operatdrii

Tf) (@) = f F(OKa(z Dt

Burada, a <z,t < b icin K,(zt) cekirdek fonksiyonu

seklinde yazilabilir.
uygun kosullart sagladigi durumda, belirli bir uzaydan alian f(z) ve n — oo i¢in

(Tof)(®), f (2) degerine yakinsar.
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(ND,,f)(z) ile f(z) arasindaki fark, singiiler Stieltjes integrali seklinde
1
(NDAf @) = £2) = | Hn(F(O)FaCz, Ot — £ (@)

0
1

- f [Ha(f(©) = £ (O] Fuz, Dt
0

+ f [F(®) = F@Es( Dt = I 1(2) + I (@)

olarak yazilabilir. Ilk olarak

1
@ = [ [F0 = F@RG Ode (4.12)
0
integralini hesaplayalim. f(t) € DBV[0,1] oldugundan (4.12) ifadesini
Z 1
ha@ = [If© = F @R Ode+ [ 170 - f@IR G 0de
0 Z

E,(z t)dt

=—f[ff’(u)du
o Lt

|

Z

f’(u)du] E,(z t)dt = —1,(2) + [,(2)

Zz

seklinde yeniden yazabiliriz. Burada

() = [ f'(wdu| E,(z t)dt (4.13)
/1]
ve
I,(z) = ] lJ f’(u)du] E,(z t)dt (4.14)
seklindedir. Herhangi bir f(t) € DBV[0,1] fonksiyonunu
£t = f'(z+) ;—f’(z -) LD +f'(Z +) ;f’(Z —)Sgn(t 9
olarak pargalayabiliriz. Burada
1 , z=t
8:(t) = {O , ZFt
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dir. Bu pargalanmayt, (4.13) ve (4.14) ifadelerinde kullanirsak

L) = L2 ;’f'(z _)f(z — OF,(z )dt +f ffz'(u)du] E,(z t)dt
0 0 t

e ;f’(z _)f(z— t)F,(z, t)dt

n lf,(z) ACED ;—f'(z —)lf U 5, (u)du

esitligini elde ederiz. Burada | : 8,(u)du = 0 oldugunun kullanilmasiyla

E,(z t)dt

I (z) = lf’(Z +) erf’(Z - feEH) ;f’(Z —)U(Z_ OF. (2 O)dt
0

Zr Z
N
0 *t

f fz’(u)du] Fy(z t)dt (4.15)

ve, I, (z) igin de benzer bir hesaplamayla

IZ(Z)_[f (Z+)+f(Z =) [z - f( —)]

f(t —z)E,(z t)dt

11 ¢t

’(u)du] E,(z t)dt (4.16)

Zz Zz

bulunur (4.15) ve (4.16) ifadelerini bir araya getirdigimizde

—I,(2) + I,(2)

_ e+ _)j(t — 2)E,(z, t)dt
2 0

PUACRD ;f'(z _)flt—ZIFn(Z,t)dt
0

- j [ f £ (wydu

olarak elde ederiz. Son esitligin yardimiyla (4.12) ifadesini

1
E,(z t)dt +f

f fz'(u)du] E,(z t)dt
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flEH)+f
2

1
() = 2 [~ e
0

1
i (Z+);f(Z_)flt—len(z,t)dt
0

2z 1
—bf[tf fZ'(u)du] Fn(z,t)dt+!

seklinde yeniden yazabiliriz. Diger taraftan

ffz'(u)du] E,(z t)dt (4.17)

1
f|t — 2lFy(z,)dt = (D |t — 2)(2)
0

ve
1
j(t — 2)F,(z t)dt = (D, (t — 2))(2)
0
oldugunun kullanilmaszyla, (4.17) ifadesinin mutlak degeri

Ina@) < |22 E 2 0, - ) o)

+ 22D 0, - s

+ —jU];’(u)du]Fn(z,t)dt

0

1|t
+ J[jfz'(u)du E,(z t)dt (4.18)
olarak yeniden ifade edilebilir. (3.7) ifadesi dikkate alindiginda
Z Z Zz Z B a
f[f fz'(u)du] E,(z t)dt =f[f £ (w)du EA"(Z' t)dt (4.19)
o Lt o Lt .

yazilabilir. (4.19) ifadesinin sag tarafinda kismi integrasyon uygulanirsa
Zz Z a Z
f [ f fz’(u)du]a/ln(z, dt = f £ () A, (2, O)dt
o Lt 0
elde edilir. Buradan

—![!g’(u)du

E,(z t)dt

< f (O] An(a O)dt
0
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ve
f £/ Az dt + j /(O] Az, t)dt

s’
Vn
elde edilir. f,'(z) = 0 ve 4,,(2 t) < 1 oldugunun kullanilmasiyla

B

’(u)du] E,(z t)dt| <

[ 1@ G0 = [ 150 - @] G ode < j \/(fz )t

Z——

Zz
Z—\/—ﬁ Z—\/—H
bulunur. Buradat = z — ui degisken degisimi yapildiginda,

f\/(fz)dt< \/(fz fdt

elde edilir. (3.7) ifadesinden dolay1

Z
2——— z——

Vn

2nz(1 — 2
[ @A 02 < D2 j \/(fz
0

olur. Tekrardan t = i degisken degisimi yaptigimizda,

] \/o; . j \/o;

elde ederiz. Dolayisiyla,

[\/—]z

Z Z\_((fz

vl
du £y Ode <—\/<;; 2"Z(l_z)”Z\/(fz
olup "
i
VmL ZV@)

oldugunun kullanilmasiyla
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<_z \/(fz’) 2nZ(1_Z)+ZZ\/(fz
k=1 Z_% =1,-2
< Z(n + 1) z \/(fz

bulunur. O halde
—f U fi' (wdu
0 t

seklindedir. Benzer bir hesaplamayla

(n+ )Z\/(fz

k=152

E,(z t)dt| <

Z

1-
T
2(n+1)

1

|

elde edilir. Elde edilen hesaplamalar birlestirildiginde

lffz (u)du‘F (z t)dt

|In,2 (Z)l <

[Vi] 2+
f'+)—f'z-)| [2nz(1—2)+2 2(n+1) )
2 j n? +n2(1—z) \/(fZ)

oldugu goriiliir. Burada (c) sartindan dolay1

11 (2)] = < [ (r®) - FO| R ode
0

_ﬂ%UUD—KM&@om
0

1
< -
—u(n)

oldugu aciktir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Teorem 4.10

Y EW ve feEX icin Yol|f| € DBV([0,1]) olsun. Bu durumda her z €
(0,1) ve yeterince biiyiik n € N degerleri igin

I(NDL ) — F )
< ‘(w o f)' ) = W o If D) G2 +>‘ janu %) +2

2 n?
JEED)

2(n+1)

) \/ W 1D +

Z——

ifadesi saglanir.
ispat:

(ND,f)(z) ile f(z) arasindaki fark, singiiler Stieltjes integrali seklinde

1

[l @) RG0de - 6

0

|(NDLf () — f(2)| =

< [ (r®) = H(r @) R 0
0

1

+ [ |1n(r@) - r@)| R 0de

0

< [ ¥ (f© - F@DR G O
0

+ (1) = F@IRG e = 1y ) + 122
0

olarak yazilabilir. 1 azalmayan fonksiyonu i¢in

—PUf@® - @D <UfOD —»Uf @D

esitsizligi saglanir. Burada, y(|f(t)|) € DBV[0,1] oldugunu kullanarak
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0

Ih1(2) = f[l/)(lf(t)l) —p(f@DIEF(z t)dt

Z
Z

+ f[l/)(lf(t)l) —Y(f@DIEF.(z t)dt

f W o IF) Wdu| Fu(z e

+f f(ll} o|[fD'(wdul|E,(z t)dt = I,(2) — I,(2)

seklinde yazilabilir. Burada

L(z) = j [ f W o |F) Wdu| Fy (G, O)dt (4.20)
0 t
ve
1 t
L) = f [ W IfI)’(u)du‘ Fy(z, D) dt (4.21)

seklindedir. Herhangi (y o |f])(t) € DBV[0, 1] fonksiyonu
(ll)o |f|)l(t) — (1/)0 |f|) (Z+) -; (l/J° |f|) (Z_) (l/)o |f|);(t)

@l @EH) - @eIlfD)E-)
* 2

sgn(t — x)

@elfD'EH+®@elfD'(-)
2

+8,(t) [(IIJ o |fD'(2) -

olarak parcalanabilir. Burada

Z2=1

1,
52(t)={0, zZ+t

seklindedir. Bu esitligi (4.20) ve (4.11) ifadelerinde kullanirsak
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zl(z)zf{f("”'f') EH+@DED) e
0 M

2

N @elfD'EH -@elfD'(z-)

. sgn(u —2)
+8,) |@ o If)' )
CAL DI G Rl A —)] du} Fu(, t)dt

ve

1

I,(2) = j{f WeolfD'EH) +@olfD'(z-)

- URTDAC

Z

N @elfD'EH) -@elfD'(z-)

. sgn(u —z)
+ 6,(u) [(1/) °If1)'(®
_@elfD'EH ‘; @ If1)(z ) du} Fy(z t)dt

elde edilir. ilk olarak I; (z) ifadesini hesaplayalim.

WelfD'EH+@elfD'(z-)
2

1,(2) = f(z —t) E,(z t)dt
0

Z

o

0

E,(z t)dt

j W o IFDLwdu
t

_WelfD'EH) - @elfD'(z-)
2

f(z —t) E,(z t)dt
0

+ l(l/) °|fD'(2)

_@elfE ) er WolfD' —>] f [ j 5Z(u)du] Fy(z, )t
0 &t

olacagindan, |, : §,(uw)du = 0 oldugunun kullanilmasiyla
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@elfD'EH+@elfD)'(z-)

Ii(z) = >

f(z —t)E,(z t)dt
0

4

o

0

_@elfD'EH) - @elfD'E-)
2

fvammw4a@om

f(z —t)E,(z t)dt (4.22)
0

elde edilir. Benzer bir hesaplamayla

@elfD'EH+®@elfD'E-)
2

1
I,(z) = f(t —z)E,(z t)dt

1

o

Zz

_@elfD'EH) - @elfD'E-)
2

(o IfI);(u)du‘ F.(z t)dt

1
f (t—2)F(zt)dt  (4.23)

elde edilir. (4.22) ve (4.23) bir araya geldiginde

@elfD'EH+@elfD'(z-)

Ii(2) — I(2) = >

f(z —t)E,(z t)dt
0

_@elfD'EH -WelfD'(z-)
2

1
Jlt —z| E, (g, t)dt
0

+f -f(lp o |f|);(u)du- EF,(z t)dt
o Lt -
1

i

- )
fwovmmMuaﬁﬂa

elde edilir. Diger taraftan

flt — 2| E,(z t)dt = D, (|t — 2|;2) < /D, (t — 2)2(z) = \/an(l —2)+2

n2
0

ve
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1-2z
n+2

1
f (t — 2) Fy(s, 0)dt = (Dy(t — ) (2) =
0

oldugunun kullanilmasiyla I; (2) — I,(z) farkin

Ii(2) — I,(2) < 2 n2

Wolf)(+) - @ o lf)(z-) jan(l —7)+2

+f _f(lp ° |f|);(u)du_ E,(z t)dt
o1 Lt :
|

f W o I DLW du| Fy (s 0)dt

seklinde yeniden ifade edebiliriz. Burada

f[f(l/) o |fDz(w)du
0 *tt

Z Z a
Fy(z, t)dt = f [ f Wo |f|);(u)du]EAn(Z' Odt
0 t

oldugundan, ifadenin sag tarafina kismi integrasyon uygulanirsa
Z Z a Zz
| [ [w- IfI);(u)du] (0= [ IFDAOA e Ode
o Lt 0
ve

Zz z a
| [ iz Ifl)é(u)du]aln(z, e
0kt

4
z—

o Z
- j W o DU A Odt + j W o DL D dt
0 Z

Vn

elde edilir. (Y o [f])5(2) = 0 ve 4,,(2t) <1 oldugundan,

f W o |fDz()An(z )dt < f \Z/(l/J o |fDzdt

2——— 2———

Vn vn

olup, buradat = z — E dontistimii yapilirsa,
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f \/<¢ FDude < \/(w IFude f at

elde edilir. (3.7) ifadesi goz Oniine alinirsa

Z—

2
Vn

, 2nz(1 — Z) +2
Of W = |fDin(z Ot < f \/(w i s

yazabiliriz. Tekrardan t = z — = dénﬁsﬁmﬁ yapilirsa,

2nz(1 — Z) +2 J‘ \/(l/) |f|)z )

_mz(l-m+2( (Z)
f\/(w DL

T -2

Tl Z \/<w T

ve dolayisiyla,

Z Z a
| [ [we Ifl)é(u)du]&ln(z, Dt
0 *tt

\/(zp 1+ Z"Z(l_z)”zv«p o 1D

ifadesine ulasilir. O halde,
V]

\/op 11D < —Z \wein;

=1 Z__

oldugunun kullanilmasiyla
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\/@/) 11D
2”Z“_Z)”Z\/@p - 1D}

k=1,-%
<_Z\/(¢ £+ "Z<1_Z)+22\/(¢ - 1D
_2(”“)2\/@ o 1D

=1,-2

elde edilir. Buradan

f [ f e IfI);(u)du]%ﬂn(Z, par <2021 Z \/<¢ 71,
0 *tt

=152
ve benzer sekilde

1[ ¢t \/—]Z"'_
f(¢o|f|);(u)du]Fn(Z,t)dt 2((1+ )Z \/(1/} 1FDz

gl

elde edilir. Boylece,

In,l(z) S 2 nz

WelfD'E=)—@elfD'(z+) jZnZ(l —z)+2

Z(n + 1) Z+_
g \/ W 11D

elde edilir. (c) kosulundan doaly1, yeterince biiyiik n degerleri igin

1
e}

olacagindan, elde edilen hesaplamalar bir araya getirildiginde teoremin ispati

I (2) = f |, (f(©) — F(©)| Fu(z t)dt <

tamamlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

1885 yilinda Weierstrass’in ortaya attigt problem ve 1912 yilinda
Bernstein’in bu probleme iirettigi yapici ¢6ziim ile ¢ok popiiler bir hale gelen ve
matematiksel analizin son 100 yilda en iiretken alanlarindan biri olan yaklagimlar
teorisi, Ozellikle de lineer pozitif operatdrler yardimiyla bir fonksiyona
kendisinden daha iyi 6zelliklere sahip polinomlar veya operatdrler ile yaklagma
fikri, 1981 yilinda Musielak’in ortaya koydugu kosul ve arkadaslariyla birlikte
yaptig1 caligmalar Onciiliigiinde, lineer olmayan integral operatorler yardimiyla
yaklagim problemlerini de i¢ine alarak son 40 yilda bir¢ok matematik¢inin ilgisini
cekmeyi bagarmistir.

Lineer ve lineer olmayan operatorler ile yaklasim problemleri giiniimiizde
matematiksel analiz ve uygulamali matematigin bir¢ok konusu ile i¢ ige gegerek
popiilerligini korumus ve gelecekte miihendislik ve tip alanlar1 basta olmak iizere
bircok alanda karsilasacak problemlere ¢6ziim getirecegi diisiincesiyle giinden
giine deger kazanmaktadir.

Tezimizde H. Karsli’nin 2014-2017 yillar1 arasinda yaptigi ¢alismalardan
yola ¢ikarak, lineer olmayan Durrmeyer tipli operatorlerin yakinsaklik sonuglarini
ele aldik. Ancak teorinin geldigi noktanin daha iyi anlasilmasi i¢in H. Karsli’nin
ve birlikte calisma yaptigi bir¢ok degerli matematik¢inin literatiire yaptiklari

onemli katkilarin dikkatle incelenmesi gerektigini diisiiniiyoruz.
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