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OZET

EVRIM CEBIRLERI UZERINE

Akca, A. Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik
Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi, Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Berna Arslan, Aydin,
2024.

Bu tezde, evrim cebirleri lizerine giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalarda elde edilen
bazi1 cebirsel sonuclar derlenerek, bu alanda ¢alisma yapilmas1 durumunda konu ile ilgili

temel bilgilerin bir araya getirilmesi amag¢lanmustir.

Tamamen teorik olan bu tez hazirlanirken evrim cebirleri hakkinda daha 6nce yapilmis
caligmalar incelenmistir. Bu konuya temel olusturmak icin kitaplardan ve internet

kaynaklarindan faydalanilmustir.

Keyfi boyuttaki evrim cebirleri incelenerek evrim alt cebirleri, evrim idealler ve
dejenere olmama kavramlari arastirilmig, bu kavramlara iligkin ornekler sunulmustur.
Ayrica koseleri evrim cebirinin taban elemanlar1 ile etiketlenen bir yonlii graf
tanimlanarak evrim cebirlerine ait bazi cebirsel 6zellikler incelenmistir. Bir evrim
cebirinin ideallerini ve iligkili grafin kdselerinin kalitsal alt kiimelerini igeren bir iligki
tanitilmig ve aralarinda bazi ozellikler kurulmustur. Bu iligki, bir evrim cebirine ait
maksimal idealleri ve absorbsiyon 0zelligine sahip idealleri, iligkili grafi temel alarak
belirlemeyi saglar. Ayrica, biri bir evrim cebirinin idealler kiimesinden ilgili grafin
kalitsal alt kiimelerine tanimli, digeri de ters yonde tanimli olmak iizere bir ¢ift sira
koruyan doniisiim ele alinmistir. Uygun kosullar altinda bu doniisiim, monoton bir Galois
baglantis1 olusturur. Ayrica belirli kisitlamalar altinda keyfi boyutlu sonlu iiretilmis
(cebir olarak) evrim cebirleri, iligkili grafa gore karakterize edilmistir. Sonlu {iiretilmig

miikemmel evrim cebirlerinin basitligi, grafin basitligi temelinde incelenmistir.

Evrim cebirleri iizerine calismak, bu yapinin bilinen diger cebirsel yapilarla
baglantisinin daha iyi anlasilmasina yardimci olacaktir. Bu sebeple literatiirde bu konu
ile ilgili caligmalar1 kavramak ve evrim cebirinin yapisal ozelliklerini iligkili grafa gore

incelemek, ileri ¢caligmalara 6nemli katkilar saglayacaktir.
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ABSTRACT

ON EVOLUTION ALGEBRAS

Akca A. Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and
Applied Sciences, Department of Mathematics, Master Thesis, Supervisor: Asst.

Prof. Berna Arslan, Aydin, 2024.

In this thesis, it is aimed to compile some algebraic results obtained in the studies on
evolution algebras to date and to bring together the basic information about the subject in

case of a study in this field.

While preparing this thesis, which is purely theoretical, previous studies on evolution
algebras were examined. Books and internet resources have been utilized to provide a

basis for this subject.

By analyzing evolution algebras of arbitrary dimension, the concepts of evolution
subalgebras, evolution ideals and non-degeneracy are investigated and examples are
presented. Moreover, some algebraic properties of evolution algebras are studied by
defining a directed graph whose vertices are labeled with the base elements of the
evolution algebra. A relation involving the ideals of an evolution algebra and the
hereditary subsets of the vertices of the associated graph is introduced and some properties
are established between them. This relation allows to determine the maximal ideals of an
evolution algebra and the ideals with the absorption property based on the associated
graph. We also consider a pair of order-preserving maps, one defined from the set of
ideals of an evolution algebra to the inherited subsets of the associated graph, and one
defined in the opposite direction. Under favorable conditions, this map forms a monotone
Galois connection. Also, under certain restrictions, finitely generated evolution algebras
of arbitrary dimension (as algebras) are characterized with respect to the associated graph.
The simplicity of finitely generated perfect evolution algebras is studied in terms of the

simplicity of the graph.

The study of evolution algebras will help to better understand the connection of
this structure with other known algebraic structures. For this reason, comprehending the

related works in the literature and analyzing the structural properties of the evolution

Xvii



algebra according to the associated graph will make important contributions to further

studies.

Keywords: Evolution algebra, Simple algebra, Directed graph, Maximal ideal,

Absorption property, Hereditary subset, Galois connection.
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1. GIRIS

Evrimsel dinamikler, biyolojik sistemlerde zaman i¢inde meydana gelen degisim
stireclerini ifade eder. Bu kavram, evrim teorisinde tiirlerin genetik varyasyonlarinin nasil

ortaya ¢iktiini, nasil yayildigini ve nasil degistigini anlamak icin kullanilir.

Evrim cebiri, genetik verilerin matematiksel ifadelerle temsil edilmesini ve evrimsel
dinamiklerin matematiksel olarak analiz edilmesini saglar. Bu alanda yapilan ¢alismalar,
evrimsel biyolojiye yeni bakis acilar1 sunabilir ve evrimin temel prensiplerinin daha iyi

anlasilmasina yardimci olabilir.

Evrim cebiri, bir popiilasyondaki canlilarin genetik bilgilerini bir vektdr uzayinin
elemanlar1 olarak temsil ederek genetik gelisimi modellemek i¢in kullanilabilir. Vektor
uzayindaki her bir eleman belirli bir genetik dizilime veya genotipe karsilik gelir.
Genel olarak evrim cebiri, genetik gelisimi modellemek icin bir matematiksel gerceve
saglayarak arastirmacilarin evrimsel siireclerin dinamiklerini ve sonuglarini sistematik ve

nicel bir sekilde incelemelerine olanak tanir.

Bir evrim cebiri, i # j oldugunda e;e; = 0 olacak sekilde bir B = {¢; | i € I} taban1 ile
verilen bir A cebirinden ibarettir (bdyle bir taban dogal taban olarak adlandirilir). Evrim
cebirleri teorisini klasik cebir teorisinden farkli kilan sey, evrim cebirlerinde iki farkl

tiirde iiretecin var olmasidir.

Bir evrim cebiri bir yonlii graf ile iligkilendirilebilir. Koseleri evrim cebirinin taban
elemanlari ile etiketlenen bir yonlii graf tanimlanir. Bu graflar, graf teorideki kavramlar
kullanilarak evrim cebirlerine ait cebirsel Ozelliklerin incelenmesini sa8larlar. Diger
taraftan, evrim cebir 6zellikleri graf teori diline cevrilebilir ve boylece graflarin geometrik
ozellikleri, evrim cebirleriyle ilgili mevcut sonuglarin ispatin1 basitlestirir ve bu cebirler

icin yeni sonuglarin kesfedilmesine olanak saglar.

Tez calismasinda, esas olarak Y. Cabrera Casado, D. Martin Barquero, C. Martin
Gonzalez ve A. Tocino’nun 2024 yilinda yayimlamis olduklar1 “Connecting ideals in
evolution algebras with hereditary subsets of its associated graph” adli calisma ele
almarak iligkili grafin koselerinin belirli bir alt kiimesi, evrim cebirinin idealleriyle
iligkilendirilmis, ilgili evrim cebirin belirli 6zellikleri saglayan idealler igerip icermedigi

ve bu ideallerin hangileri oldugunun graf iizerinde tespiti iizerinde durulmustur. Bu



calismada, evrim cebirleri hakkinda genel bir bilgi verilmistir ve keyfi boyuttaki evrim
cebirleri incelenerek evrim alt cebirleri, evrim idealler ve dejenere olmama kavramlari

arastirilmis ve basit evrim cebirleri karakterize edilmistir.

Ik olarak, bu calisma boyunca yararlanilacak olan yonlii graflar ve evrim cebirleri
teorisi lizerine bazi temel kavramlar ve ozellikler hatirlatilmistir. Dogal tabam1 B =
{ei | i € I'} olan bir evrim K-cebirinin bir R ideali i¢in, iligkili grafin kose kiimesinin bir
Hp alt kiimesi tanimlanmis, ayrica koselerin bir H kalitsal alt kiimesi sabitlenerek, bir
temel ideal oldugu ortaya c¢ikan bir Ry alt uzayi tanimlanmistir. Tez ¢alismasi boyunca
da siklikla kullanilacak olan bu kavramlar arasindaki bazi 6zellikler ve baglantilar
Boliim 4.2.1 de incelenmistir. Ayrica, evrim cebirinin Ry idealleri araciligiyla saturated
kalitsal H alt kiimeleri karakterize edilmistir. Daha sonra A? yi kapsayan R maksimal
idealleri tammlanmugtir. Ayrica, A2ZR olacak sekildeki R maksimal idealleri, ilgili grafin

koselerinin maksimal kalitsal alt kiimeleri acisindan ele alinmastir.

Boliim 4.2.2 de bir evrim cebirinin sonlu iiretilmis olmasi i¢in gerekli kogsullar
belirlenmistir. Iliskili grafin kose kiimesi sonlu bir kiimenin kalitsal kapanisi olmadiginda,
evrim cebirinin sonlu iiretilemedigi ispatlanmistir. Ayrica, graf sonlu sayida ¢atallanmaya

sahip oldugu durumda, sonlu iiretilmis evrim cebirleri karakterize edilmistir.

Boliim 4.2.3 de, absorbsiyon 6zelligine sahip bir evrim cebirinin idealleri i¢in bazi
denklikler verilmistir. Sonlu boyutlu miikemmel evrim cebirlerinde keyfi bir R idealinin
absorbsiyon 6zelligine sahip oldugu ve Hg kiimesi tarafindan iiretildigi elde edilmistir.
Ustelik R nin bir temel ideal oldugu sonucuna ulagilmistir. Bu béliimiin ikinci kisminda,
sonlu boyutlu bir milkemmel evrim cebirinde, tiim kalitsal ve saturated alt kiimelerin
kiimesi ve belirli doniisiimler yardimiyla absorbsiyon 6zelligine sahip olan tiim ideallerin

kiimesinin monoton bir Galois baglantis1 olusturdugu gosterilmistir.

Boliim 4.2.4 de basit yonli graf kavrami tamtilmig ve sonlu tiretilmis miikemmel
evrim cebirlerinde cebirin basitliginin iligkili grafin basitlifine esdeger oldugu
kanitlannugtir. Yonlii bir E grafi verildiginde, bir H C E° kalitsal alt kiimesinin maksimal
olmasi igin gerek ve yeter sartin E /H boliim grafinin tek kalitsal alt kiimelerinin (E /H)°
ve @ oldugu gosterilmistir. Ayrica basit graflarin ya bir izole koseye sahip oldugu ya da

kaynak veya alici icermeyen bir graf oldugu kanitlanmistir.



Tez ¢alismasi boyunca verilen ornekler, ¢cok sayida evrim cebiri 6érnegi sunmasinin
yant sira, evrim cebirinde belirli 6zelliklere sahip idealleri bulmak icin graf kullanmanin

avantajin gostermektedir.






2. KAYNAK OZETLERI

Canlilarin sahip oldugu 6zelliklerin bir kusaktan sonraki kusaga nasil aktarildigini
aragtiran biyolojik bilim dalina genetik (kalitm bilimi) adi1 verilir. Kalitim
mekanizmalarin1 agiklayan matematiksel caligmalar, 1856 yilinda genetik yasalarim
ifade etmek i¢in matematiksel notasyon kullanmanin Onciisii olan Gregor Johann
Mendel’in caligmalariyla baglamistir. I.M.H. Etherington tarafindan 1941 yilinda,
Mendel yasalarinin birlesmeli olmayan cebirler acisindan kesin bir matematiksel
formiilasyonu yapilmistir (Etherington, 1941). O zamandan beri bir ¢ok calisma,
birlesmeli olmayan cebirlerin Mendel tipi kalitimi incelemek i¢in uygun bir matematiksel
cerceve olduguna isaret etmistir (Bertrand, 1966; Reed, 1997; Tian, 2008). Bu nedenle,
genetik cebir terimi, genetikte kalittmi1 modellemek icin kullanilan cebirleri belirtmek

i¢in tiiretilmisgtir.

Evrim cebirleri teorisi, 2006 yilinda J.P. Tian tarafindan tamtilmistir (Jianjun-Paul
ve Piotr, 2006). Tian, stokastik siirecler ve genetik lizerine calisirken, popiilasyon
genetiginde bakterilerin iiremesinin, eseysiz iiremenin veya genel olarak Mendel disi
kalittmin (yani kalittmlar1 Mendel yasalarina gore degerlendirilemeyen kalitim sekilleri)
arkasinda genel bir matematiksel yap1 oldugunu bularak bu konudaki c¢aligsmalar
aydinlatmak i¢in evrim cebirleri olarak adlandirilan yeni bir genetik cebir tiirii
tanimlamistir. Bu calismada, evrim cebirlerinin, graf teorisi, grup teorisi, Markov
siirecleri, dinamik sistemler, matematiksel fizik gibi matematiin diger alanlarn ile

baglantist kurularak bazi ileri arastirma konularina isaret edilmistir (Tian, 2008).

Son yillarda, evrim cebirlerinin cebirsel Ozellikleri iizerine pek c¢ok calisma
yapilmustir. Ornegin, 2008 yilinda J.P. Tian, 2013 yilinda L.M. Camacho, J.R. Omirov,
B.A. Turdibaev ve 2013 yilinda M. Ladra ve U. A. Rozikov, evrim cebirlerinde
tiirev kavramimi ele almiglar ve lineerlik, Leibniz kurali ve i¢ tiirevler gibi 6zellikleri
incelemislerdir (Tian, 2008; Camacho vd., 2013; Ladra ve Rozikov, 2013). Bir evrim
cebirinin tiirevlerinin uzay1 literatiirde sik¢a calisilan bir konudur, ancak bu uzayin tam

bir karakterizasyonunu elde etmek hala agik bir problemdir.

Graf C*-cebirleri, Leavitt yol cebirleri, yiiksek rankli graf cebirleri, vb. iizerine
literatiirde, cebirin belirli yapisal ozelliklerinin (basitlik, asallik, primitiflik, vb.) iligkili

grafin Ozellikleri acisindan nasil karakterize edildigini bulmak miimkiindiir(Abrams



ve Pino, 2005; Pino vd., 2006; Pino vd., 2009). Aslinda bu yaklagim, evrim
cebirleriyle ilgili ¢cok sayida yayinda kullanilmaktadir. Graflarin 6zellikleri ile cebirlerin
ozellikleri arasindaki baglantilar ilk kez 2015 yilinda A. Elduque ve A. Labra
tarafindan incelenmistir (Elduque ve Labra, 2015). Bu calismada, bir evrim cebirinin
nilpotentligi, iligkili grafta yonlendirilmis dongiilerin olup olmadigina bagl olarak
incelenmigtir. Ayrica bir evrim cebirinin ayristirtlamazhigini iligkili grafin baglantililig
ile iligkilendirilmistir. 2021 de I.Qaralleh, F. Mukhamedov tarafindan Volterra evrim
cebirleri tanitilmig, Volterra evrim cebirlerinde tanimli izomorfizmalar ile yonlii graflarin
izomorfizmalar1 arasinda bir baglantt kurulmugstur Qaralleh ve Mukhamedov 2021.
Bazi evrim cebirlerinin tiirevlerinin uzay: da iligkili grafin 6zellikleri aracilifiyla analiz
edilmistir (Elduque ve Labra, 2021; Cadavid vd., 2020; Cabrera Casado vd., 2021;
Qaralleh ve Mukhamedov, 2021). Son zamanlarda, Hilbert evrim cebirleri arasinda
izomorfizmalar tanimlayabilmek icin iligkili graf tizerinde bazi kosullar olusturulmustur

(Vidal vd., 2022).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, Cebir teorisinde iy1 bilinen bazi temel kavramlar ile diger boliimlerde

gerekli olacak bazi 6zellikler alindiklari kaynaklarla birlikte verilecektir.

3.1. Temel Tanimlar

Tanim 3.1.1. (Hungerford, 2012) R bos olmayan bir kiime , + ve . R iizerinde taniml

ikili islemler olsun. Eger

(i) (R,+) bir degismeli grup;
(i) hera,b,c € Rigin (a-b)-c=a-(b-c);
(iii) hera,b,c,e Rigina-(b+c)=a-b+a-cve (a+b)-c=a-c+b-c

kosullart saglaniyorsa R kiimesine bu ikili islemlere gore bir halka denir ve (R,+,.) ile

gosterilir. Bunlara ek olarak eger R halkasi,

(iv) hera,b € Ri¢in a-b = b-a kosulunu saglhyorsa degismeli halka;
(v) hera e Ricina- 1g = 1g-a = a olacak sekilde bir 1g € R eleman varsa birimli halka

adin alir.
R halkasinin + islemine gore birimine halkanin sifirt denir ve bu eleman O ile gosterilir.

Tanmim 3.1.2. (Hungerford, 2012) Birimli ve degismeli bir (R,+,.) halkasinin sifirdan

farkli her elemaninin . iglemine gore tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir.

Tamim 3.1.3. R bir halka ve @ # S C R olsun. Eger S, R halkas iizerindeki islemlere gore

bir halka oluyorsa S ye R nin bir alt halkast denir.

Tamim 3.1.4. R bir halka ve 0 # I, R nin bir alt halkasi olsun. Eger her r € R ve herx € [

icin rx,xr € I ise I alt halkasina R halkasinin ideali denir ve I> R ile gosterilir.

Tanim 3.1.5. (Hungerford, 2012) F (RveyaC) bir cisim, (V,+) bir degismeli grup ve

:FxV =V, (a,v) — oa-vbir dig islem olsun. Her a, 8 € F ve u,v € V igin

i) o-(u+v)=0c-u+o-v
(i) (a+B) v=a-v+p-v
(i) (af)-v=a-(B-v)

Gv) lp-v=v



sartlar1 saglaniyorsa V ye [ cismi iizerinde bir vektor uzayt ya da kisaca F-vektor uzay:
denir. Eger F = R alinirsa, V ye bir reel vektor uzayr; eger F = C alinirsa, V' ye bir
kompleks vektor uzayr denir. Burada V nin elemanlarina vektor, IF cisminin elemanlarina

da skaler ad1 verilir.

Ornek 3.1.6. R reel sayilar cismi bir R-vektor uzayidir. Genel olarak, her I cismi bir

[F-vektor uzayidir. (D1s islem olarak, I cisminin ikinci iglemi alinir.)

Ornek 3.1.7. (C,+) grubu bir R-vektor uzayi; (R, +) grubu bir Q-vektor uzayidir. Genel
olarak, [F bir [E cisminin alt cismi ise dis iglem olarak [E cisminin ikinci iglemi alinirsa £

bir F-vektor uzayi olur.

Ornek 3.1.8. T cismi igindeki tim simrh dizilerin I = {x = (x,) | (x,) smirh} kiimesi

x=(x,),y= (yn) ve @ € F olmak iizere
x+y=(xn)+ () = (Xn+yn) ve ot-x = (0x)

islemleri ile bir F-vektor uzayidir.

Tanim 3.1.9. V bir F-vektor uzay1 ve @ # W C V olsun. Eger W, V vektor uzayindaki
islemlere gore kendi bagsina bir vektor uzay1 olusturuyorsa W kiimesine V vektor uzayinin
bir alt uzay: denir. Bu tanim, her wyu € W ve her a € F icinw+u € W ve o.-w € W olma

kosulu ile denktir.

Tanim 3.1.10. » > 1 tamsayist i¢in S1,5»,...,S, , V F-vektor uzaymin alt kiimeleri olsun.
W={si+s+...+s,| 1 <i<nigins; €S;}

kiimesine S1,S57,...,S, alt kiimelerinin toplami denir.

Onerme 3.1.11. (Hungerford, 2012) V bir F-vektir uzayt olsun. Wy ve Ws , V vektir

uzaywnin iki alt uzayi ise Wy + Wy ve Wi N'W, de V vektor uzayinin birer alt uzayidir.

Tanmim 3.1.12. V bir F-vektor uzayi ve Uy, U,, V nin iki alt uzayi olsun. Eger V =U; + U,
ve Uy NU, = {0y} ise V vektor uzayna, U, ile U, alt uzaylarinin bir direkt toplanudir

denir ve V = U @ U, ile gosterilir.

Tanmim 3.1.13. (Hungerford, 2012) V bir F-vektor uzay1, n > 1i¢in A = {vy,vy,...,v,} C

V sonlu bir kilme ve @ # B C V herhangi bir kiime olsun.
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(i) oq,00,...,0, € F icin A kiimesindeki vektorlerin bir lineer bilesimi (lineer
kombinasyonu)

n
X=0vV1+00vy+...+ 0V, = ovieV
i=1

1

formunda bir vektordiir.

(i) ai,00n,...,0, € F olmak iizere,
avi+opvy+...+ov, =0y =01 =0 =...=a, =0f

ise A ya lineer bagimsiz kiime denir. A kiimesi lineer bagimsiz degilse A ya lineer bagiml
kiime denir. A kiimesinin lineer bagimli olmasi halinde, v{,vy,...,v, vektorlerinin en
az biri digerlerinin bir lineer birlesimi olarak ifade edilir. Omegin, avy+ vy + ...+
o, v, = Oy esitligi, o, # 0 olmak iizere gergekleniyorsa A kiimesi lineer bagimli olup, v,
vektorii bu esitlikten bulunabilir:
n—1 o
va=Y bjvj 3 bj:—ai,jzl,Z,...,n—l

J=1

dir. Ayrica Oy € A ise A lineer bagiml alt kiimedir.

(iii) B kiimesinden alinan her sonlu sayidaki vektoriin tiim lineer bilesimlerinin

Span(B) = {iaiui lkeN, a,,..., €F, uy,uy,... u EB}
i=1

kiimesi, V vektor uzaymn B kiimesini kapsayan bir alt uzayidir. Span (B) alt uzayina, B
kiimesinin lineer gereni (B ile iiretilen alt uzay) denir. B kiimesinin elemanlarina Span (B)
alt uzayinin iiretecleri adi verilir. Eger B kiimesi sonlu ise Span (B) alt uzayina sonlu
iiretecli; V F-vektor uzayina ise sonlu iiretilmistir denir. @ ile iiretilen alt uzay {Oy } olarak
kabul edilir.

(iv) Eger B lineer bagimsiz bir kiime ve Span (B) =V ise o zaman B ye V vektor uzayinin
bir tabani, taban eleman sayisina da V nin boyutu denir ve dimp (V') ile gosterilir. dimp (V')
sonlu ise bu durumda V' ye sonlu boyutludur denir. Aksi taktirde V' ye sonsuz boyutludur

denir.

Onerme 3.1.14. (Hungerford, 2012) m € Z* olmak iizere m tane vektor tarafindan
iiretilen her V F-vektor uzaymin bir tabani vardir ve V nin herhangi bir tabaninda yer

alan vektor sayist en fazla m tanedir. V nin herhangi iki tabani ayni sayida vektor icerir.
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Ornek 3.1.15. R" R-vektor uzayinda alinan M = {e,e5, ..., e, } altkiimesindeki vektorler
e1 =(1,0,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0),...,¢, = (0,0,0,..., 1) olarak tamimlandiginda M

kiimesi, R" i¢in bir tabandir. Bu tabana R" nin standart tabani da denir.

Tamim 3.1.16. (Heil, 2017) V, sonlu boyutlu bir F-vektor uzayi olsun. Eger W, V nin bir

alt uzayi ise, W alt uzaymn V i¢indeki co-boyutu, boyutlar arasindaki farktir. Yani,
codimp (W) = dimp(V) — dimp(W)

dir.

Teorem 3.1.17. (Hungerford, 2012) V bir F-vektor uzayt ve B = {vi,va,...,v,} CV
olsun. B kiimesinin V F-vektor uzayinin tabani olmasi icin gerek ve yeter kosul her v € V

vektoriiniin cy,cy, . ..,c, € F olmak iizere
V=CI|V]+CVv)+...+CnVy

formunda tek tiirlii yazilabilmesidir. Boylece v vektoriinii c1,ca, ..., c, skalerleri belirler.

Tanmm 3.1.18. X ve Y birer F-vektor uzay1 ve T : X — Y bir fonksiyon olsun. Her

x,x1,x2 € X ve her a € F icin,

(i) T(x1+x2)=T(x1)+T(x2)
(i) T(a-x)=oa-T(x)

sartin1 sagliyorsa veya buna denk olarak her xj,x; € X ve her o, B € F igin,
T(o-x+B-y)=o-T(x)+p-T(y)

sartin1 sagliyorsa 7' fonksiyonuna bir lineer doniisiim denir. X den Y ye tiim lineer
doniigiimlerin kiimesi £(X,Y) ile gosterilir. £(X,Y), fonksiyonlarda bilinen islemler ile
bir F-vektor uzayidir. Eger 7 : X — X bir lineer doniisiim ise 7', X iizerinde bir lineer

doniigiimdiir denir ve £(X,X) uzay1, kisaca £(X) seklinde yazilir.

Onerme 3.1.19. X ve Y birer F-vektor uzayi ve T € £(X,Y) olsun. O halde T (Ox) = Oy
dir.

Tanim 3.1.20. X ve Y birer F-vektor uzay1 ve T € £(X,Y) olsun.
(i) ImT = T(X) alt uzaywna T nin gériintiisii;
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(ii) KerT = {x € X|T(x) =0y} = T~' ({Oy}) alt uzayma T nin cekirdegi (T nin sifir
uzayr) adi verilir.
Tamm 3.1.21. (Heil, 2017) X bir F-vektor uzay1 ve M, X in bir alt uzay1 olsun. X i¢inde

alinan x ve y elemanlari i¢in

X~y x—yeM”

ile tanimlanan ~ bagintisi, X iizerinde bir denklik bagintisidir. Bir x € X elemaninin bu

bagintiya gore denklik sinifi,

x={yeX|y~x}
={yeX|y—xeM}
={yeX|y—x=mmeM}
={yeX|y=x+mmeM}

={x+m|meM}=x+M

dir. Bu kiimeye koset ad1 verilir. ~ bagintisina gore tiim denklik siniflarinin (kosetlerinin)
kiimesi, X/M = {x+ M | x € X} ile gosterilir. X /M kiimesinde, kosetlerin toplami1 ve
skalerle carpimi, her o € F, x,y € X i¢in

(x+M)+(y+M)=(x+y)+M ve o-(x+M)=o0x+M

biciminde tanimlanabilir. Bu iglemlerin her biri iyi tanimlidir:

Her x1,x0,y1,y2 € X i¢cin x; + M = xp +M ve y; + M = y, + M olsun. Bu durumda
xi—xp=keMvey —y,=1€M dir. Eger h € (x; +y1) + M olursa bir m € M i¢in
h = x1 +y1 +m yazilabilir. Dolayisiyla

h=(+k)+(n+D)+m=x2+y2)+ (k+1+m) € (x2+y2)+M

olur. Boylece (x1 +y1) +M C (x2+y2) + M oldugu goriiliir. Benzer sekilde (x; +yo) +
M C (x; +y1) + M olacagindan toplam iyi tanimlidur.

Her x1,x; € X i¢in x; + M = x, + M olsun. Bu durumda x; —x; = k € M dir. Eger
h € ax; 4+ M olursa bir m € M i¢in h = axy + m yazilabilir. Dolayisiyla

h=o(xn+k)+m=ox,+ok+me ox;+M
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olur. Boylece ax; +M C ax; + M oldugu goriiliir. Benzer sekilde ax; + M C ox; +M

olacagindan skalerle ¢arpim iyi tanimlidur.

Onerme 3.1.22. (Heil, 2017) X bir F-vektor uzayt ve M, X in bir alt uzayt olmak iizere;
yukarida verilen toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore X /M bir F-vektor uzayidur.

Bu uzaya, M alt uzaymna gore X in boliim uzay1 (quotient space) adt verilir.

Ornek 3.1.23. X = R? R-vektor uzaymn M; = {(x,y,0) | x,y € R} alt uzayma gore

bolim uzay1

x/m = {(0.0.7) | : € R}
olur.

Teorem 3.1.24. (Heil, 2017) V sonlu boyutlu bir F-vektor uzayi, W C V alt uzay ve
WL, Wiy ViV b AW, ..o Wi} kiimeleri de sirasiyla V ve W nun tabanlart olsun.
Bu durumda {v1,...,v,} kiimesi, V /W béliim uzaywun bir tabamdir ve dimy(V /W) =
dimp (V) — dimp(W) olur.

Ispat: x € V/W ve bir v € V i¢in x = v olsun. O halde ay,...,ay,b1,...,b, € Figin
m n
V= Zaiwi—f— ijvj
i=1 j=1

yazilabilir. Dolayistylai € {1,...,m} i¢in w; = 0 oldugundan

m n n
x=v=Y awi+ Y bjvi=) b;
i=1 j= =1

—_
~.

olur. Yani Span ({vy,...,v,}) =V /W dir.

Her j € {1,...,n} i¢in b; € F ve ¥ b;v; = 0 saglansin. Buna gore, Y bjv; € W
j=1 =1

m n
olur. Fakat W, {wy,...,w;,} kiimesi tarafindan iiretildiginden Y a;w; = Y. bjv; olacak
i=1 j=1
m n
sekilde a; € F elemanlar1 vardir ve Y, (—a;)w;+ Y, bjv; = 0 yazilabilir. Dolayisiyla
i=1 j=1

{Wi,...,Wm,Vv1,...,v, } kiilmesinin lineer bagimsizlig1 geregi her j € {1,...,n} ve heri €
{1,...,m} i¢in a; = b; = 0 olmahdir. Bu ise {V7,...,V,} kiimesinin lineer bagimsizhigini
gosterir.

Sonug¢ olarak, {vy,...,v,} kiimesi, V/W bolim uzay: i¢in bir tabandir. O halde
dimp(V /W) = dimp(V) — dimp(W) esitligi agik olarak goriiliir. O
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Onerme 3.1.25. (Heil, 2017) X bir F-vektir uzayi ve M, X in bir alt uzayr olmak iizere

w:X — X /M, nt(x) =X ile tamimli doniisiim lineer ve ortendir. Ayrica Kermw = M dir.

Onerme 3.1.26. (Heil, 2017) X ve U, T cismi iizerinde birer vektor uzayi, M C KerT
olacak bicimde M C X bir alt uzay ve T : X — U bir lineer doniisiim olsun. Bu durumda

T = Sox saglanacak gekilde bir tek S : X /M — U lineer doniigiimii vardur.

Ispat: S: X/M — U, S(¥) = T(v) doniisiimiinii tanimlayalim. Bu durumda S iyi
tanimlidir. Ciinkii v € X /M i¢in v = v] = v; olacak bi¢imde vy,v, € X varsav; = vy +w

olacak sekilde bir w € M vardir. Boylece,
Tvi))=T(wy+w)=T(vy)+T(w)=T(n)

olur. Ayrica 7 doniisiimii lineer oldugundan S nin lineer olmasi ve tanimi geregi 7 =
S o oldugu aciktir. Kabul edelim ki Lo = T = So & olacak sekilde bir L: X /M — U
doniisiimii var olsun. O halde her v € X i¢in L(v) = S (V) olur ki 7 nin 6rten olmasi L = S

esitligini gerektirir. Yani L doniisiimii tektir. O

Ornegin, R iizerinde her mertebeden diferensiyellenebilen fonksiyonlarin X = C~ (R)
uzay1, sabit fonksiyonlarin M C X uzay1 ve T : X — X, T(f) = f’ diferensiyel operatorii
ele alinsin. O halde M C KerT oldugundan T = S o  olacak sekilde bir tek S : X /M — X

doniigtimii vardir.

Sonuc¢ 3.1.27. X ve U, F cismi iizerinde vektor uzaylari ve T : X — U bir lineer doniigiim

olsun. Bu durumda X /KerT = ImT dir.

Teorem 3.1.28. (Hungerford, 2012) X bir F-vektor uzayt ve M ile N, X in birer alt uzayt
olsun. Buna gore

(M+N)/N=M/(MNN)
dir.
Tanim 3.1.29. (Hungerford, 2012) X bos olmayan bir kiime ve <, X iizerinde bir baginti
olsun. Eger

(1) herxe X icinx < x;
(i) herx,ye Xicinxxyvey=<xisex=y;

(ii1) herx,y,zeXigcinxxyvey<zisex <z
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sartlar1 saglaniyorsa < ye X iizerinde bir kismi siralama bagintist denir. (X, <) ikilisine

kismi sirali yapt ya da kisaca poset denir.

Bir (X, <) posetinin bog olmayan bir C alt kiimesi verilsin. Her x,y € C i¢in x < y

veya y < x oluyorsa C ye bir zincir denir.

Bir (X, <) poseti ve bir A C X alt kiimesi verildiginde her a € A i¢in a < x 6zelligini

saglayan (X, <) icindeki bir x elemanina, A i¢in bir éist sinur adi verilir.

m € X olsun. Eger m < x olacak sekilde bir m # x € X eleman1 yoksa m ye X in bir

maksimal elemani denir.

Onerme 3.1.30. (Zorn Lemma) (Hungerford, 2012) (X,<) bir poset olsun. Eger X deki

her C zinciri bir iist sinira sahip ise X in bir maksimal elemani vardir.

Tanmm 3.1.31. (Hungerford, 2012) (A, <) ve (B,=<) kismi sirali iki yap1, f : A — B bir
fonksiyon olsun. Eger her u,v € A igin u < v iken f(u) < f(v) kosulu saglaniyorsa f

fonksiyonuna sira koruyan fonksiyon denir.

Tanmm 3.1.32. (Tian, 2008) K bir cisim ve (A,+) bir K- vektor uzay1 olsun. Eger A

tizerinde

AXA— A

(a,b) — ab

ile tammlanan carpma islemi,

(i) hera,b,c € Aigina(b+c) =ab+ac ve (a+b)c = ac+bc;
(ii) hera,b € A veher o € Ki¢in (a-a)b = a - (ab) = a(a-b)

sartlarin1 sagliyorsa A vektor uzayina bir K-cebir veya A , K cismi iizerinde bir cebirdir

denir.

Ornek 3.1.33. C kompleks vektor uzayi, R reel sayilar cismi iizerinde bir cebirdir. Ayrica

[F cisminin bir K alt cismi i¢in [ cismi, K {izerinde bir cebirdir.

Tamim 3.1.34. (Tian, 2008) A bir K-cebir olsun. Eger her a,b € A icin ab = ba ise A ya

degismeli cebir denir.

Tanim 3.1.35. (Tian, 2008) A bir K-cebir olsun. Eger her a,b,c € A i¢in a(bc) = (ab)c

ise A ya birlesmeli cebir denir.
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Aksi belirtilmedikge, bir A K-cebiri, birlesmeli olmayan bir cebir olarak alinacaktir.
Birlesmeli olmayan cebirler, zorunlu olarak birlesmeli olmayan cebirler anlaminda

kullanilmaktadir.

Tanim 3.1.36. (Tian, 2008) A bir K-cebir olsun. Eger her a € A i¢in ae = ea = a kosulunu

saglayan bir e € A varsa A ya birimli cebir ad1 verilir.

Ornek 3.1.37. GL(n,K), girdileri K cisminden alan n x n tipindeki biitiin terslenebilir
matrislerin kiimesi olsun. Bu kiime, K {iizerinde bir cebirdir ve carpimi da birlesmeli
oldugundan birlesmeli bir cebirdir. Ayrica n x n tipindeki I, birim matrisi de GL(n,K)

cebirine ait oldugundan GL(n,K), ayn1 zamanda bir birimli cebirdir.

Birlesmeli olmayan cebirlere bir 6rnek olarak Lie cebirleri verilebilir:

Ornek 3.1.38. F bir cisim ve L bir F-vektor uzayi olsun. [.,.] : L x L — L, (x,y) > [x,]

fonksiyonu her x,y,z € L ve her a, 8 € F i¢in,

(1) [ox+ By,z] = atlx, 2] + By, 2] ve [x, ay + Bz] = afx,y] + Bx, 2]
(2) [x,x] =0
(3) [)C, b)a Z]] =+ [yv [vaH " [Z7 [x,y]] =0

kosullarin1 sagliyorsa [.,.] operatoriine Lie operatirii, izerine tanimli oldugu L vektor

uzayina da Lie cebiri denir. (2) 6zelligi kullanilarak her x,y € L icin
0= [x+y,x+y] = be,x]+ [x,y] + ,x] + v, y] = [, 5] + [, 4]
olup

[,y = —[y,x]

bulunur. x,y,z € L i¢in (3) dzelliginde bu esitlik kullanilirsa,

[x’ [y,z]] = _[ ) [va” - [Z7 [x7y]] - [[vaLy] + [[xvyLZ]
oldugu, yani [x,[y,z]] # [[x,)],z] oldugu gériiliir. Dolayisiyla L Lie cebiri birlegsmeli
degildir.

Tanim 3.1.39. A ve B, K cismi lizerinde iki cebir olsun. Eger her a,b € A i¢in, y : A — B

lineer doniisiimii,
y(ab) = y(a)y(b)
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kosulunu gerceklestiriyorsa ¥ ye bir cebir homomorfizmasi adi verilir.

Eger v cebir homomorfizmasi bire-bir ve orten ise 0 zaman bu homomorfizma bir

cebir izomorfizmast adin1 alir.

Tanim 3.1.40. A bir K-cebir ve W, A nin bos olmayan bir alt uzay1 olsun. Eger her a,b €

W icin ab € W oluyorsa W alt uzayina A nin bir alt cebiri denir.
Ornek 3.1.41. R reel sayilar cebiri, C kompleks sayilar cebirinin bir alt cebiridir.
Tanmim 3.1.42. A bir K-cebir ve I, A nin bos olmayan bir alt uzay1 olsun. Her a € A ve her
x € licinxa € I ve ax € I oluyorsa [ alt uzayina A nin bir (cebirsel) ideali denir.
Bu tanimlamalara gore agiktir ki her ideal bir alt cebir olur. Fakat bunun karsiti dogru

olmayabilir.

Tamim 3.1.43. A bir K-cebir olsun. Eger A% # 0 ve A nin sifir ve kendisinden bagka ideali

yok ise 0 zaman A ya bir basit cebir denir.

Tanim 3.1.44. A bir K-cebir ve I, A nin bir ideali olsun. Bu durumda her a,b € A icin
(a+1)(b+I)=ab+1

carpma iglemi ile birlikte A/I bir cebirdir. Bu cebire, I idealine gore A nin béliim cebiri

(quotient algebra) adi verilir.

Tanim 3.1.45. A, n-boyutlu bir F-cebir ve B = {ey,e2,...,¢,}, A nin bir taban olsun.
Taban elemanlar1 arasindaki carpim tablosu bilindiginde A cebirinin herhangi x ve y

elemaninin ¢arpimi, B ile baglantil yapt matrisi My (B) ile belirlenebilir:

X,y € A oldugundan,
x=cie1+crer+...+cpe, ve y=dje; +drer+ ... +dyey,

olacak sekilde cy,c3,...,cp,d1,da,...,d, € F vardir. x ile y elemanlarinin carpimi,

dagilma kurallarina bagli olarak, su sekilde elde edilir:

xy =cidieje; +cidrerier +... t+cidjejej + ...+ cpdyeney.
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Sabitlenmis i ve j indisleri alalim. e;e; vektorii icin e;e; = Yi;je1 + Yrijer + ... + Yuijen

olacak sekilde tek tiirlii belirlenen ¥i;;,%ij,- .., ¥ij € F skalerleri vardir ve B tabanina
"ij
} - : o | V20
gore e;e; vektoriiniin koordinat vektorii | | olur;
Yhij

n n n n
Buna gore, xy = (Z ciei) (): d_,~e_,-> =Y ( Yy cidj}/kij> ey dir.
i=1 j=1 k=1 \i,j=1

Boyutu 7 olan her cebir, B tabani ile baglantili yap: sabitleri olarak bilinen n> adet J;; i

sayis1 tarafindan belirlenir. k = 1,2,...,n i¢in

Yerr o Yn
My(B) == | : :
Yent =+ Yonn |
1
matrisini tanmimlayarak n matris icindeki yap1 sabitlerini diizenlersek, a’ = | : |, BT =
Cn
dy
olmak iizere A daki carpma su sekilde verilir:
dp

xy = <ic,~ei> (i djej) = y (OCMk(B)ﬁT) e.
i=1 j=1 k=

1
Ornek 3.1.46. n =2, n3 = 8 olsun.
e% =ere; = Yier + hiiez
e1e2 = Yze1 + Y2e2

exer = Y21e1 + hoier

2
ey = exex = Y122€e1 + Yo2er
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Eger x = c1e] + caex ve y = dieg +daes ise, B = {ey,ey} tabanina gore xy vektoriiniin

koordinat vektori,
22

21 = c1dinin +c1daniz +c2di1 o1 +c2da i

22 = c1d1pi1 +c1daaiz +cadi o1 + c2dr o

esitlikleri ile verilir. Bu durumda

Xy =2z1€1+22€7

(c1d1Yer1 + c1daYii2 + c2d1 Yior + c2d2Yi2) ek

2
Y cidiva; | e
ij=1

2
)
k=1

2
)
k=1

c
olur. Bagka bir ifadeyle, k = 1,2 i¢in My(B) := Y S tanimlansm. of = | |
Yar Yz |, 2
x2
r |4 . .
ve B’ = olmak iizere xy vektorii su sekilde verilir:
da

2 2 2
Xy = (Z c,-e,-) <Z djej> = Z (OCMk<B)BT> e.
i=1 j=1 k=1

3.2. Grafin Tanim ve Yapisi

Bir G grafi, elemanlarina kdse ad1 verilen bos olmayan sonlu bir G° kiimesi ve kenar
ad1 verilen G° kiimesinin sirali olmayan ikililerinin bir ailesi olan G! kiimesinden olugur
ve G = (GO, Gl) ile gosterilir. G ve G! kiimelerine, sirasiyla, G grafinin kése ve kenar

kiimeleri ad1 verilir.
Bir {v,w} kenar1 i¢in v ve w koselerini birlestirir denir ve kisaca vw ile gosterilir.

G grafinda bir koseyi yine kendisiyle birlestiren kenara ilmek denir. Ayni kose ¢iftini

birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu kenar denir. Bir graf ¢oklu kenar ve ilmek
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icermiyorsa boyle graflara basit graf, aksi durumda ise genel graf (ya da basitce graf)

denir (Wilson, 1979).

Vi

1% V3 V4

Sekil 3.2.1. Basit graf ornegi

Ornegin, Sekil 3.2.1 de, kose kimesi G° = {vi,v2,v3,14} ve elemanlar
ViV2,V1V3,V2V3 Ve V3V4 olan G! kenar kiimesinden olusan basit bir G grafi temsil

edilmektedir.

Kose kiimesi ve kenar kiimesi sonlu olan bir graf, sonlu graf olarak adlandirilir.

Ornek 3.2.1. Kose kiimesi G° = {vi,vo,v3,14} ve kenar kiimesi G' =
{f1,fo, 3, fa, f5, fo 2. s} olarak verilen sonlu bir G = (G°,G') grafinin sekli
asagidaki gibidir:

Vi

/8 V4

V2 V3

Sekil 3.2.2. Genel graf 6rnegi

Kenarlar1 dogrultuya sahip veya kenarlar1 siralanmis olan graflara yonlendirilmis ya
da yénlii graf denir. Burada herhangi iki kdse v;,v; arasindaki kenar olan f = v;v; i¢in

Vivj 75 Vjivi dir.
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Vi V2

V4 V3

Sekil 3.2.3. Yonlii graf 6rnegi

3.2.1. Komsuluk ve Dereceler

Bir G grafinin kose kiimesi olan GV dan alinan iki kose v; ve v ;j olsun. Alinan bu
koseler arasinda bir kenar varsa bu koselere komsudur denir. Ayrica, birbirinden farkli f;
ve f; kenarlar ortak bir kdge noktasina sahip ise bu kenarlara komgudur denir (Wilson,

1979).

Bir G grafinda herhangi bir v kosesinin derecesi, v kosesi ile komsu olan koselerin
sayisidir ve der(v) ile gosterilir. Her bir kose, komgu oldugu koseye bir 1 derece
kazandirir. Bir ilmekte ise kose kendisine komsu oldugundan ilmegin dereceye olan
katkis1 2 olur. Derecesi 0 olan bir koseye izole kose ve derecesi 1 olan kdseye ise u¢

kose denir.

Sekil 3.2.2 deki graf ele alinirsa, grafin bir adet u¢ kose, bir adet derecesi 3 olan kose

ve iki adet derecesi 6 olan koseye sahip oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.2. (Wilson, 1979) Herhangi bir grafta kose derecelerinin tamaminin toplami

cifttir.

ispat: Her kenar, derecelerin toplamina tam olarak 2 defa katkida bulundugundan tiim
kose derecelerinin toplami, kenarlarin sayisinin iki katina esittir. Bu nedenle dereceler

toplamu ¢ift bir sayidir. a

Sonuc¢ 3.2.3. Herhangi bir grafta tek dereceye sahip koselerin sayist cifttir.

Ispat: Eger tek dereceye sahip koselerin sayisi tek olsaydi, o zaman kose derecelerinin
toplam1 da tek olurdu. Bu ise Teorem 3.2.2 ile ¢elismektedir. Dolayisiyla tek dereceye

sahip koselerin sayisi cifttir. O
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3.2.2. Alt Graflar

G = (GO,GI) ve H = (HO,HI) birer graf olsun. Eger H* C G° ve H! C G! sarti
saglamyorsa, H grafi G grafinin bir alt grafidir denir. Yani H grafi, kdseleri G de bulunan
ve kenarlar1 da G deki ayni kose ciftleri arasindaki iligkiyi koruyan graftir (Wilson, 1979).
Sekil 3.2.2 deki grafin bir alt grafi asagidaki gibi gosterilebilir:

Vi

W

9\\

V2 Ja V3 /8 V4

Sekil 3.2.4. Alt graf 6rnegi

Bir grafa ait kose veya kenarlar silerek o grafin alt graflar1 elde edilebilir. Eger f
kenari, G grafina ait ise G grafindan f kenarinin silinmesi ile elde edilen graf, G — f ile
gosterilir. Daha genel olarak, G grafinin kenarlarinin herhangi bir alt kiimesi ' olmak

tizere G grafindan F i¢indeki kenarlarin silinmesi ile elde edilen graf, G — F ile goOsterilir.

Benzer olarak, eger v, G nin bir kosesi ise G den v kosesinin ve v ile bitisik olan
biitiin kenarlarin silinmesi ile elde edilen graf, G — v ile gosterilir. Daha genel olarak, G
icindeki koselerin herhangi bir kiimesi S olmak iizere G grafindan S icindeki koselerin ve
bu koselerle bitisik olan biitiin kenarlarin silinmesi ile elde edilen graf, G — S ile gosterilir.

Sekil 3.2.5 de bir ornek gosterilmistir.

vi [ own Vi W V)
V3
V3 V3
V4 V5 V4 V5 V4 Vs
G grafi G — f grafi G —v; grafi

Sekil 3.2.5. G grafindan f kenarinin ve v kosesinin ¢ikarilmasi
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3.2.3. Yiiriiyiis ve Yol Kavrami

Kose kiimesi G° = {vg,v1,...,v,} olan bir G grafi icindeki bir yiiriiyiis, ardisik
kenarlarin birbirinin komsusu ya da aynis1 oldugu vovy,viva,...,Vpm—1viy ya da vog —
Vi — vy — - — vy, seklinde kenarlarin sonlu bir dizisidir. vy ve v, koselerine, sirasiyla,
ylriiylisiin baslangic ve bitis kosesi denir. Bir yliriiylis icindeki kenarlarin sayisi o

yiiriiyiisiin uzunlugu olarak adlandirilir (Wilson, 1979). Ornegin, Sekil 3.2.6 da,
Vi —=>V3 —> V) —> V4 —> V5 —> V5 —> V4 — V3
v1 den v3 e 7 uzunlugunda bir yiiriiytistiir.

V2

Vs
Vi

V4

Sekil 3.2.6. Bir G grafi i¢inde bir yiiriiyiis 6rnegi

Biitiin kenarlar1 birbirinden farkli olan bir yiiriiyiise yo/ ad1 verilir. Bir yiiriiyilis veya
yol eger vo = v, ise o zaman kapalidir. Tek bir kose kendi basina bir yol teskil eder.
Baslangi¢ ve bitis noktalar1 hari¢ tiim koseleri farkli ve tiim kenarlar1 farkli olan kapali
yiiriiylise dongii adi verilir. Sekil 3.2.6 daki grafi ele alacak olursak, vi — vz — v4 — v5

bir yol olup, v3 — v4 — vo — v3 bir dongiidiir.

Bir ilmek, uzunlugu 1 olan bir dongiidiir ve bir ¢ift coklu kenar, uzunlugu 2 olan bir

dongiidiir. vi — vo — v3 — v gibi 3 uzunlugundaki bir dongii ise bir tiggendir.

Bir G grafindan alinan her iki kdse arasinda bir yol varsa bu grafa baglantilidir denir.
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baglantili graf baglantili olmayan graf

Sekil 3.2.7. Baglantili olan ve baglantili olmayan graf 6rnegi

3.2.4. Yonlii Graflar

Yonlendirilmis ya da yonlii bir E grafi, elemanlar1 koseler olarak adlandirilan bir
E° kiimesi ile EV dan ayrik olan ve elemanlari yaylar (ya da yonlendirilmis kenarlar)
olarak adlandirilan E! kiimesi ve rg,sg : E! — E° fonksiyonlarindan olusur ve E =

(E®,E',rg,sg) 4-liisii ile gosterilir (Wilson, 1979).

E' ve E? kiimeleri herhangi bir kardinaliteye sahip olabilir. Ustelik, f € E' igin rg (f)
ye f nin goriintiisii, sg (f) ye f nin kaynag: denir. Ele alinan grafla ilgili herhangi bir

karigiklik yoksa, sirastyla, r (f) ve s(f) yazilabilir.

Eger her v € E¥ icin s~! (v) sonlu bir kiime ise grafa satir-sonlu denir. Yani, s : E! —

EO, f s s(f) fonksiyonu icin

s ) ={feE"s(f)=v}

On goriintii kiimesinin sonlu olmasi demek, kaynagi v olan yaylarin sayisinin sonlu olmasi

demektir.

Ornek 3.2.4. Kose kiimesi E° = {v{,v2,v3} ve yonlendirilmis kenar kiimesi E' =

{f1, />, f3} olarak verilen E yonlii grafi igin,

f

Vi V2

WP f3

V3
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st ={feE [s(f)=vi} ={f.A}
s Hvn) =0

st ) ={feE [s(f)=vs} ={f}
oldugundan bu graf satir-sonludur.

Eger E° kiimesi sonlu ve E grafi satir-sonlu ise o zaman E'! kiimesi de sonlu olmak

zorundadir. Bu durumda kisaca E grafina sonludur denir.

Bir v € E¥ icin s~ (v) = 0 ise 0 zaman v késesine alict denir. Yani kenar yaymayan

bir kose alicidir.

Bir v € E¥ icin r~! (v) = 0 ise o zaman v kosesine kaynak denir. Yani bir kose higbir

yayin goriintiisii degil ise bu kose kaynaktir.
Bir v € E? kdsesi i¢in 0 < |s~! (v)| < o ise v ye diizenli kése denir.

Ornek 3.2.5. Kose kiimesi E° = {v,v2,v3,v4} ve yonlendirilmis kenar kiimesi E! =

{f1, /2, f3, f1} olan E yonlii grafi asagidaki gibi verilsin:
V2

S1
/3

Vi V4

2w P

s (v2) ={f €E"|s(f) =v2} = 0 olduundan v, kdsesi bir alicidur.

r~t(vi)={f€E"|r(f) =vi} =0 oldugundan v, ksesi bir kaynaktr.

Daha 6nceki kisimlarda graflar i¢in verilen tanimlarin ¢ogunun benzeri yonlii graflar
icin yazilabilir.

Yonlii graflarda yol kavrami su sekilde verilir:
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Tanim 3.2.6. (Wilson, 1979) Yonlii bir E grafinda bir it yolu,i=1,....m—1iginr(f;) =
s (fi+1) olacak sekilde yaylarin sonlu bir 4 = fj ... f,; dizisidir. Bu durumda s (1) := s (f1)
e W niin kaynagi (U yolunun baglangi¢ kosesi) ve r (i) := r(fin) ye u niin goriintiisii (L

yolunun bitig kosesi) denir. m ye p niin uzunlugu denir ve |it| = m ile gosterilir.

Ayrica u ye s(f1) den r(f,,) ye bir yoldur denir ve u yolunun koselerinin kiimesi u°
ile gosterilir. Yani u® := {s(f1),7(f1),...,r (fn)} dir. E® kdse kiimesinin elemanlarin,
uzunlugu O olan yollar olarak gorebiliriz. Bir E yonlii grafindaki tiim yollarin kiimesi

Path(E) ile gosterilir.

U= fifa...fm € Path(E) olsun. Eger m = |u| > 1ise ve v=1s(u) = r(u) ise u ye
kapali yol denir.

Eger u = fif>... f, bir kapali yol ve her i # j icin s(f;) # s (fj) ise, yani ¢akisan
baglangic ve bitis koseleri disinda higbir kosenin birden fazla goriinmedigi p yoluna

dongii ad1 verilir.

Ornek 3.2.7. Kose kiimesi E® = {v{,v,v3,v4,v5} ve yonlendirilmis kenar kiimesi E! =

{f1, /2, f3, f4, f5, f6} olan E yonlii grafi asagidaki gibi verilsin:

V2o fi

V1

2 /3 fa 6

o Vs
V3 V4 fs

s(f1) =v1 = s(f4) oldugundan u = fi f> f3 fafs fe yolu bir dongii degildir.

Yonlii graflarin baglantililigi da tanimlanir:

Tanim 3.2.8. (Wilson, 1979) Bir E yonlii grafi, iki yonlii grafin birlesimi olarak ifade
edilemezse, o zaman E yonlii grafi baglantilidir denir. Ayrica E yonli grafinin v ve w
gibi herhangi iki farkli kosesi i¢in v den w ya yonlendirilmis bir yol varsa, E yonlii grafi

kuvvetli baglantilidir denir.
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Her kuvvetli baglantili yonlii graf baglantilidir, ancak her baglantili yonlii graf

kuvvetli baglantili degildir.

Ornek 3.2.9. Asagidaki sekilde verilen yonlii graf baglantilidir, ancak v, kosesinden vy

kosesine bir yol olmadigindan bu yonlii graf kuvvetli baglantili degildir.

Vi V4

V2 V3

Tanim 3.2.10. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve S C E 0 ise,
T(S)={v cE’|s(A)=u,r(A)=v,3A cPath(E),Ju e S}

kiimesine S nin agact denir. Yani T (S), baslangi¢c kosesi S kiimesinden alinan yollarin
bitis koselerinin kiimesidir. Eger S = {u} seklinde tek elemanli bir kiime ise 7 ({u})

yerine T (u) yazilabilir.

Tamim 3.2.11. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf olsun. E 0 kose kiimesindeki

iki kose arasinda en fazla bir yay var ise E grafi Sing kosulunu saglar denir.

Tamim 3.2.12. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve u € E olsun. Eger

|s_' (u)| > 2 ise u ya bir catallanma kogsesi denir, ya da u da bir ¢atallanma vardir denir.

Tanmim 3.2.13. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve H C E° olsun. Eger her

u€ Hicin T (u) C H oluyorsa H alt kilmesine kalitsaldir (hereditary subset) denir.

Ornek 3.2.14. Asagidaki sekilde E yonlii grafi verilsin. H = {v{,v4,v5} C E° olsun.
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°
S5
f2 Ja fs Vs
° J7
V3 /3 V4

T(V]) =0CH
T (v4) ={va,vs} CH

T <V5) = {V4,V5} CH

oldugundan her v € H i¢in T (v) C H olur. O halde H alt kiimesi kalitsaldir.

E? kose kiimesinin kalitsal olan tiim alt kiimelerinin kiimesini %% ile gosterelim. Eger

herhangi bir karigikliga sebep olmayacaksa bu kiime, 77 ile gosterilecektir.

Tamm 3.2.15. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve S C E° olsun. S yi

kapsayan en kiiciik kalitsal alt kiimeye S nin kalitsal kapanisi ad1 verilir ve S ile gosterilir.

Tamim 3.2.16. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve H, 5 kiimesinin H # E°
kosulunu saglayan bir elemani olsun. H C H' kosulunu saglayan her H' € 7 igin ya

H' = H yada H' = E° oluyorsa H kiimesine maksimal denir.

Tamim 3.2.17. (Casado, Barquero vd., 2024) E bir yonlii graf ve H C EY olsun. Eger
herhangi bir u € E diizenli kosesi igin r (s_1 (u)) C H iken u € H oluyorsa H a saturated

kiime denir.

Ornek 3.2.18. Ornek 3.2.14 de verilen E yonlii grafi ele alisin. H = {v3,v4,vs} C E°

olsun.
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v, diizenli kosesi icin s 7! (vp) = {f cE'|s(f) = vz} ={f1,f1,fs} olup

(s ) {r )| fes I(VZ)}
={r(fi),r(fa),r(fs)}

= {Vl,V4,V5}ZH

dir. v3 diizenli kosesi igin s~ (v3) = {feE"s(f)=vs} ={f.f3} olup

r(s ') ={r(NIfes'(m)}
={r(f2).r(f3)}
:{V1,V4}ZH

dur. v4 diizenli kosesi i¢in s~ (v4) = {f € E' | s(f) =va} = {f6} olup

r(s™ () ={r(N) | fes " (va)}
={r(fe)}
={vs} CH

iken v4 € H dur. vs diizenli kbsesi i¢in s~! (vs) = {f € E' | s(f) = vs} = {f7} olup

(s ) {r )| fESs 1(\/5)}
={r(f)}
={w}CH

iken vs € H dir. Bu durumda H bir saturated kiimedir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde, ilk olarak evrim cebir tamimi verilecek ve bu kavram ile ilgili
temel teorem ve Ozelliklere deginilecektir. Daha sonra graf yapisi evrim cebirleriyle
iligkilendirilerek bir evrim cebirinin herhangi bir dogal tabanina bagli yonli graflar
tanimlanacak ve bazi 6rnekler verilecektir. Bu bilgiler 1s181inda Y. Cabrera Casado, D.
Martin Barquero, C. Martin Gonzalez ve A. Tocino’nun 2024 yilinda yayimlamis olduklari
“Connecting ideals in evolution algebras with hereditary subsets of its associated graph”

adli calismalari incelenecektir (Casado, Barquero vd., 2024).

4.1. Evrim Cebirleri

Genetigin matematigi incelenmeden oOnce, biyolojideki bazi terimlerin bilinmesi
gerekir. Bir gen basitge kalitsal bilgi birimidir. Bir organizmanin genetik kodu
kromozomlar iizerinde tasinir. Bir kromozom {iizerindeki her genin alabilecegi farkl
formlar vardir. Bu formlar alel olarak adlandirilir. Ornegin, insanlarda kan grubunu
belirleyen genin ii¢c farkli aleli vardir: A, B ve 0. Insanlar diploid organizmalar
olduklarindan (yani her ebeveynden bir tane olmak iizere cift kromozom seti

tasidigimizdan), kan gruplari iki alel tarafindan belirlenir.

Bir organizmanin genotipi, her bir gen icin sahip oldugu alellerin kombinasyonunu
belirtir. Fenotip ise canlinin rengi, sekli, biiyiikliigii gibi dis goriiniis ve Olciilebilen
ozelliklerin tiimiidiir. Diploid organizmalar ¢ogaldiginda, mayoz adi verilen bir siirecle
tek bir kromozom seti tagiyan gametler (esey hiicreleri) tiretilir. Bu gametler birleserek
diploid zigot hiicresi olusturur. Zigot, kalitsal bilginin ¢ift kromozom setinde tasindig1 bir

hiicredir. Gametlerin birlesmesi, dogal bir ¢carpma islemine benzetilebilir.

Dogal bir ilk 6rnek olarak, iki aleli A ve a olan tek bir gen icin basit Mendel kalittmini
ele alalim. Bu durumda, bir zigot olusturmak i¢in birlesen iki gamet, Cizelge 4.1.1 de

gosterilen ve Punnett karesi olarak adlandirilan ¢arpim tablosunu verir.

Cizelge 4.1.1. Gametlerden zigotlara gecen aleller

A a
A | AA | Aa
a | aA | aa
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AA ve aa zigotlar1 ayni alelin iki kopyasini tagirlar ve bu durumda, AA, A alelini ve aa,
a alelini aktarir. Ancak, Aa ve aA zigotlarinin (esdeger olan) her biri iki farkl alel tagir.
Basit Mendel kalitim kurallari, bir sonraki neslin A y1 ve a y1 esit oranda alacagini gosterir.
Dolayisiyla, iki gamet birlestiginde, kalitsal bilginin bir sonraki nesle nasil aktarilacagini

gosteren bir carpma meydana gelir. Bu ¢arpim asagidaki kurallar ile verilir:

AxXA = A, 4.1)
1 1
A = A4+ _ 4.2
X d > + 2a, 4.2)
XA ! + 1A 4.3)
a = —a — .
2 2
axa = a. 4.4)

Kural (4.1) ve (4.4), her iki gametin de aymi aleli tasimasi durumunda yavrunun
bu aleli tasiyacagimi gosterir. Kural (4.2) ve (4.3) ise, A ve a aleli tasiyan gametler
birlestiginde, yavrunun A ve a alellerini yar1 yariya tasiyacagini gosterir. Bu kurallar,
basit Mendel kalitim kurallarinin cebirsel bir gosterimidir. Bu carpim tablosu Cizelge
4.1.2 de gosterilmistir. Burada fenotiplerle degil, sadece genotiplerle (genetik
yap1) ilgilenilmektedir. Bu nedenle alellerin baskin ya da cekinik ozelliklerinden

bahsedilmeyecektir.

Cizelge 4.1.2. Basit Mendel kalitimu i¢in gametik cebirin ¢arpim tablosu

A a
A %A—i—%a
a %a+%A a

A ve a sembolleri iizerinde bir carpim tanimladigimiza goére, R {izerinde iki boyutlu
cebiri, {A,a} tabam ve Tablo 4.2 deki gibi ¢arpim tablosu ile matematiksel olarak
tanimlayabiliriz. Bu cebir, iki alelli basit Mendel kalittmi icin gametik cebir olarak

adlandirilir (Tian, 2008).

Ilgili "popiilasyona" bagl olarak, 0 < &, 8 < 1 ve ot + 8 = 1 olmak iizere o, € R
kosulunu saglayan gametik cebirin keyfi bir @A + Ba genel eleman: bir popiilasyonu,
popiilasyonun tek bir bireyini veya tek bir gameti temsil edebilir. Her durumda, o ve 8

skalerleri ilgili alelin frekans yiizdesini ifade eder. Yani, eger eleman bir popiilasyonu
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temsil ediyorsa, o zaman « sz konusu gen lizerinde A alelini tasiyan bireylerin

yiizdesidir. Benzer sekilde, 3, a aleline sahip olan bireylerin ytizdesidir.

Gametik cebirlerin popiilasyonlar: temsil eden elemanlar: icin, bu tiir iki elemanin
carpimi iki popiilasyon arasinda rastgele eslesmeyi temsil eder. Popiilasyonlarin eslesme
siras1 onemlidir. Yani, P popiilasyonu Q popiilasyonu ile eslesir ve ardindan ortaya ¢ikan
popiilasyon R ile eslesirse, ortaya ¢ikan popiilasyon, P nin Q ve R nin eslesmesinden elde
edilen popiilasyonla eslesmesinden ortaya cikan popiilasyonla ayni degildir. Sembolik
olarak, (P x Q) xR, P x (Q x R) ye esit degildir. Dolayisiyla, tamamen biyolojik bir bakis

acisiyla, genetikte ortaya ¢ikan cebirler birlesme 6zelligini karsilamaz.

Basit Mendel kalittmi icin gametik cebirlerin carpim tablolarini incelersek,
cebirlerin degismeli oldugunu hemen gorebiliriz. Biyolojik acidan bakildiginda, P ve
Q popiilasyonlar1 eslesiyorsa, P nin Q ile eslestigini ya da Q nun P ile eslestigini
sOylemek arasinda bir fark yoktur. Ancak, beklendigi iizere, bu cebirler birlesme
ozelligini karsilamamaktadir. Ornegin, gametik cebirde carpim kurallari ve dagilma
ozelligi uygulanarak A x (A x a) = 3A+ %a oldugu goriiliir. Ancak, (A XA)xa=Axa=
%A + %a dir. Dolayisiyla, birlesme 6zelligi gametik cebir icin gecerli degildir. Genel

olarak, genetikte ortaya c¢ikan cebirler degismelidir ancak birlesmeli degildir.

Gametik cebirler, iki alelli tek bir gen i¢in basit Mendel kalittminin 6zel bir 6rnegine
karsilik geliyordu. Simdi gametik cebirler i¢in daha genel bir tanim verecegiz. n farkli
gameti olan rastgele eslesen bir popiilasyonumuz oldugunu varsayalim. Bu gametlere
ai,...,a, diyelim. Ayrica nesilden nesile ayni cevresel kosullarin korundugunu kabul
edelim. g; ve a; gametlerinin rastgele birlesmesiyle a;a; tipi zigotlar olugur. a;a; (: a jai)

olmak iizere n(n+ 1) /2 zigotik tiir olacaktir.
n
Tabani {ay,...,ax,...,a,} ve carpim tablosu a;a; = Y., Yjax olan n-boyutlu R-cebir,
k=1
ele alinan kalitim tiirii i¢in gametik cebir olarak adlandirilir. Burada
(1) 0 < Ykij < 17 ivjvk S {15 .,I’Z}

(2) k§17kij:1 ijed{l,....n}

(3)  Wij=Wji bJke{l,....n}

olur. ¥, zigotik a;a; tiiriinde bir birey tarafindan liretilen rastgele bir gametin ay, tipinde

olma olasiligidir.
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E. Baur ve C. Correns’in caligsmalarindan sonra, coklu aleller veya eseysiz kalitim
gibi bir¢ok kalitsal mekanizmanin Mendel yasalarina uymadigi anlasilmistir. Cekirdek
genlerinin kalittminin ¢ogu Mendel yasalarina uysa da, organellerin kalittmi Mendelci
degildir.

Simdi, eseysiz kalitim siirecini matematiksel olarak formiile edelim.

Bir hiicre veya hiicre klonundaki bir organel popiilasyonunu ele alalim ve ey, ..., e,
popiilasyon tarafindan iiretilen genetik olarak farkli gametler olsun. Gametik cebirin, bu
el1,...,e, gametleri tarafindan iiretilen vektor uzayi iizerinde asagidaki ¢arpim tablosu ile
tanimlandigini biliyoruz:

eiej =Nijer+ .-+ Ynijen

Tek ebeveynli kalitim s6z konusu oldugundan farkli gametlerin caprazlanmasi

imkansizdir.

Dolayistyla e;e; nin zigot olarak yorumlanmasi, e; # e; ise biyolojik olarak bir anlam
ifade etmez, ancak e;e; yine de kendini kopyalama olarak yorumlanabilir. Matematiksel

olarak, e;e; = 0 diyebiliriz.

Bu nedenle, eseysiz kalitimda, bir cebir tanimlamak i¢in asagidaki bagintilar
kullanabiliriz:

eie;=Yiie1+ ...+ Yien, eiej=0,iF#j
4.1.1. Evrim Cebiri Tanim ve Ozellikleri

Tanmim 4.1.1. (Tian, 2008) K bir cisim ve A bir K-cebir olsun. Eger A da,

eiej =0 ,1 # j olacak sekildeki her i, j € I icin

e? = eje; .= Zakiek el
kel

sartlarin1 saglayan bir B = {e; | i € I'} taban1 varsa A ya bir evrim cebiri denir. Burada /

bos olmayan bir indis kiimesidir ve B tabani, A nin dogal taban: olarak adlandirilir.

Burada ay; € K skalerlerine A nin B ile baglantili yapu sabitleri denir ve Mp = [ay]
matrisine A nin B ile baglantili yapt matrisi denir. Her i € [ igin [{k € I | ay; # 0} < oo

dur. Boylece Mp, her siitununda en fazla sonlu sayida sifirdan farkl girdisi olan |I| x |/|
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tipinde bir matristir. Sonlu n-boyutlu bir A cebirinin bir evrim cebiri olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul asagida Cizelge 4.1.3 ile verilen ¢arpim tablosuna sahip bir B = {ey,...,e,}

tabaninin var olmasidir:

Cizelge 4.1.3. B kiimesindeki elemanlarin ¢arpim tablosu

el DEREEY ei ... en
n
el Z aklek PR O .. 0
k=1
n
e; 0 o Y e | e 0
k=1
n
en 0 0 o | Y ager
k=1

Bu durumda, A evrim cebirinin B dogal tabani ile baglantih yap: matrisi, Mg =
air - A
€ Myxn (K) seklindedir. Bagka bir ifadeyle, A sonlu boyutlu bir evrim
anl - Qpn
cebiri ve B = {ey,...,e,}, A nin bir dogal tabani ise B ile baglantili yap:1 sabitleri,

k=1,2,...,ni¢in

_akl 0 0 ]
0 apn O
My(B) = 0
0
0 0 a

matrisi tanimlayarak da diizenlenebilir.

Simdi bir evrim cebirindeki herhangi iki elemanin ¢arpimini tanimlayalim:

Tanim 4.1.2. (Tian, 2008) A bir evrim cebiri ve B = {e; | i € I}, A nin bir dogal taban

olsun. oy, B; € K olmak tizere A daa = Z Qe ve b= Zﬁiei elemanlarini alalim. O halde
iel iel

a ve b elemanlarinin ¢arpimi,

ab=Y o;Bie; =Y aifi(Y ajie;) = Y, cifiajie

icl icl Jel i.jel
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o Bi

seklindedir. Aym zamanda, a” = | : |, BT = | : | olmak iizere A daki carpma su

Oy B
sekilde de verilir:

ab = Z (OCMk(B)ﬁT) €.

kel

Genel olarak, evrim cebirleri birlesmeli degildir. Ger¢cekten, A bir evrim cebiri ve B =

{e;|i €I}, A nin bir dogal tabani olsun. Genel durumda, uygun bir i indisi igin e;e; =

Z ajie; dir.
jel

A evrim cebirinden iki keyfi eleman, x = Z Qiej ve y = Z Bie; olarak alinsin. O halde
iel iel

= (Z of aji€j> (Zﬁi€i> = ) o'Bjajie]

ijel icl i jel

x-(xy) = (;“"el) ((;aiei> (giﬁiel))

= (Z%‘@) (Z aiﬁiajiej> = Y aaiPajie;

icl i.jel i jel

dir. Ancak

olur. Dolayistyla

(x-x) -y #x- (x-y)
dir.
Onerme 4.1.3. (Tian, 2008) Evrim cebirleri degismelidir

Ispat: A bir evrim cebiri ve B = {¢; | i € I'}, A min bir dogal tabami olsun. x,y € A alalim.

O halde a;,b; € K olmak iizere x = Zaiei vey = Zb,-e,— icin,
iel iel

iel iel iel iel
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oldugundan A evrim cebiri degismelidir. a
4.1.2. Evrim Alt Cebirleri ve Evrim Idealleri

Keyfi boyuttaki evrim cebirlerinin ilk cebirsel ¢alismas: 2016 yilinda Y.C. Casado,
M.S. Molina ve M.V. Velasco tarafindan sunulmustur. Bu boliimde, evrim alt cebir ve

evrim ideal kavramlar1 tamitilacaktir (Casado, Molina vd., 2016).

IIk olarak, evrim cebirleri sinifinin alt cebirler altinda kapali olmadig1 gosterilecektir.

Ornek 4.1.4. A, dogal taban1 B = {e},e2,e3} olan ve carpma islemi e? = e1 + ¢, = —e3
ve e% = —ep + e3 ile tanimhi 3-boyutlu bir evrim cebiri olsun.

Uy ;= e;+ep ve up := e; + ez tammmlansin. Bu durumda u; ile u, vektorleri lineer

bagimsizdir. u; ve u; ile iiretilen A} = Span ({u},u}) alt uzayi, A nin bir alt cebiridir:

Gergekten her o, 3,7, 6 € K igin

u% = (el—l—ez)(el—l—ez):e%+e%:el+ez—l—(—e1—e2):O
uiy = (e1+ex)(e;+es)= e% =e1+er=u
w5 = (e1+es)(ertes)=ei+es=ei+er+(—er+e3)=ei+ez=u

oldugu kullanilarak

(ouy + Buz) (yuy + 8uz) = avyui + (ad + By)uruz + BSu3
= (ad+By)ur+péus

esitligi elde edilir. Boylece Ay, A nin bir alt cebiridir. Ancak Ay, bir evrim cebiri degildir.

Ciinkii A in bir dogal tabani yoktur:

Varsayalim ki A; alt uzayinda bir {f}, f>} dogal tabani var olsun. O halde f; =
oquy + opuy ve fr = Biuy + Pous olacak sekilde o, 0, B, B, € K vardir ve fifo =0
kosulundan dolay1 (B, + oafi)u; + 0pfBrus = 0 olup ujve up vektorlerinin lineer
bagimsizlig1 geregi o B2 + 0B = 0 ve ap B, = 0 elde edilir. Buna gore ya o; = ap =0
yaop =, =0yadaf; =, =0dm

Eger o = oy = 0ise f; =0 olur. Eger ; = B, =0ise f> =0 olur. Eger oy = 3, =0 ise

f1 = aquy ve fo = Biuy olur. Her ti¢ durum igin de fj ile f, vektorleri lineer bagimlidir.
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Bu ise {f}, f>} kiimesinin A; in bir tabani olusu ile celisir. O halde A; bir evrim cebir

degildir.

Bir evrim cebirinin her alt cebirinin bir evrim cebiri olmas1 gerekmediginden, evrim

alt cebiri kavraminin ortaya ¢cikmasi dogaldir.

Tanim 4.1.5. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri ve A’ C A bir alt cebiri olsun.
Eger A’ cebirinin bir dogal tabani varsa, yani A’ de bir evrim cebiri ise, A’ ye A nin bir

evrim alt cebiri denir.

Bir degismeli A cebirinin § alt uzayinin SA C § ise bir ideal oldugu belirtilmisti. $imdi

ise her evrim alt cebirin bir ideal olmas1 gerekmedigine dair bir 6rnek verilecektir.

Ornek 4.1.6. A, dogal tabani B = {ej,e3,e3} olan ve garpma islemi €3 = e;, €3 = e ve

e% = e3 ile taniml1 bir evrim cebiri olsun. A = Span ({e] + e2,e3}) alt uzayi, A min bir alt

cebiridir. Gergekten her o, 8,7, 6 € K igin

(a(e1+e2) + Bes) (v(e1 +e2) + be3)
ay(e 2)2—|—OC5 (€1+62)€3+ﬁ)/€3 (e1+e2)+[36e§

(
(

(x'y(el + ez) +Bde3
(

ay(es+er)+Boes

esitliginden A1, A min bir alt cebiri olur. Ustelik Ay, bir B’ = {e| + 3, e3} dogal taban ile

bir evrim cebiridir. Yani Ay, A nin bir evrim alt cebiridir. Ancak
2
ei(e1+e) =ef=ex ¢ A

oldugundan A, A nmin bir ideali degildir.

Bir evrim cebirinin her idealinin bir dogal tabani olmayabilir. Bununla ilgili bir 6rnek

asagida verilmistir:

Ornek 4.1.7. A, dogal tabam1 B = {ey,e;, €3} olan ve garpma islemi e? = e; +¢3, €3 = €1 +

e ve e% = —(ej + ey) ile tanimli bir evrim cebiri olsun. u; := e% ve upy 1= e% tanimlansin.
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Bu durumda u ile u; lineer bagimsizdir. u; ve u, ile iiretilen alt uzay

Ay = {au+Pux|a,p K}
{aei+Be; | a,B K}

= {a(ex+e3)+B(e1+er) | a,p K}

= {Bei+(ax+B)ex+oes|o,p K}

dir. Her ., B, 7,0 € K igin,

(Ber+ (o + B)ex + ae3)(Ser + (v + 8)ex + ve3)
= Bdet+(a+P)(y+8)es+ aye3
= Boé(e2+es3)+(ay+ad+Py+po)(er+er)+ay(—er—e)
= (ay+ad+By+Bd—ay)e+(Bo+oay+ad+Py+Pd—ay)er+ Bdes
= (ad+PBy+Pd)er+ (26 + ad+Py)er+ Pdes

olup (Be; + (ax+ B)ex+ aes)(de; + (y+ 6)ea+ yes) € Ay dir. O halde A;, A nin bir alt
cebiridir. Ustelik,

e1u] —elel =ei(ext+es) = elextees=0
2
e = ezel =eyextes) = e5=up
_ 2 __ _ 2
e3u] = 6361 =e3(extes) = es=—(ej+e)=—e,=—up
_ 2
eluz—elez—el(el—l—ez) = e =u
2
ey = ezez =eyeitey) = e5=u
ey = 6’362 =e3(e;+e) = 0

oldugundan A1, A nin bir idealidir. Buna ragmen, A in bir dogal taban1 yoktur. Varsayalim
ki A; idealinde bir { f1, f>} dogal taban1 var olsun. O halde f; = Bie; + (a1 + B1)es + aje3
ve fo = Brer + (0 + Bo)es + opes olacak sekilde ay, o, B1, B2 € K vardir.

fifa = Bifaur + [(ou + Br) (02 + B2) — qron]us

olup f1f>» = 0 kosulundan dolay1 818, =0 ve (o1 + B1)(2 + B2) = a1 dir. 1, =0
ikenya B =0ve B, #0ya i #0ve B, =0yada ff; = B, =0 dir.
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Eger B1 =0 ve B, # 0 ise a; B, = 0 olup a; = 0 olur. Bu durumda f; = 0 bulunur.
Eger B; # 0 ve B, = 0 ise Biop = 0 olup o = 0 olur. Bu durumda f, = 0 bulunur.

Eger B1 =0 ve B, =0ise fi1 = qier + otje3 = o (ex +e3) = ale% ve fr = ey +

me; = ap(ex+e3) = e’ olur.

Her ii¢ durum igin de fi ile f, vektorleri lineer bagimlidir. Bu ise { f1, f>} kiimesinin

A1 in bir tabani olusu ile celisir. O halde A idealinin bir dogal taban1 yoktur.

Bu durum, asagidaki tanimin verilmesini hakli ¢ikarmaktadir.

Tamim 4.1.8. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri ve S, A nin bir ideali olsun.

Eger S nin bir dogal tabam varsa S ye A nin bir evrim ideali denir.

Acikga, her evrim ideali bir evrim alt cebiridir. Ancak bunun karsiti Ornek 4.1.6 da
gosterildigi tizere dogru olmayabilir. Ciinkii bir evrim alt cebiri bir ideal olmak zorunda
degildir. Aym zamanda Ornek 4.1.7, bir evrim cebirinin her idealinin bir evrim ideal

olmadigin kanitlar.

Lemma 4.1.9. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebirive Ay, A min bir ideali olsun.
O halde A/A| boliim cebiri bir evrim cebiridir.

Ispat: A evrim cebirinin bir B = {¢; | i € I'} dogal tabanini alalim. A; idealine gore B deki

tim elemanlarin kosetlerinin kiimesi
B :={ei=e;+A|icl}

olup bu kiime A/A; bdliim cebirini iiretir. Ustelik i # j i¢in & -e; = 0 dir. Boylece B’

icinde segilen lineer bagimsiz bir alt kiime A/A; in bir dogal tabanidur. a

Not. B' kiimesi, A /A boliim cebirinin bir dogal taban1 olmak zorunda degildir. Ornegin, A
evrim cebirini ve A; idealini Ornek 4.1.7 deki gibi alabiliriz. Bu durumda B’ = {e7,e3,e3}
kiimesi, A/A; bolim cebirinin boyutu (bir vektor uzayr olarak) 1 oldugundan, A/A;
boliim cebirinin bir tabani degildir. Buna ragmen, B’ kiimesi her zaman A /A1 in bir dogal

tabanini igerir.

Not. A bir evrim cebiri ve Ay, A nin bir ideali olsun. O halde 7: A — A/A| , w(a) =aile
taniml1 fonksiyon bir evrim cebir homomorfizmasidir ve Kerw = A dir. Kerw = Ay, her

zaman A nin bir evrim ideali olmayabilir. Ornegin, A evrim cebirini ve A; idealini Ornek
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4.1.7 deki gibi alabiliriz. Bu durumda A; in bir dogal tabani olmadigindan A; bir evrim

ideali olamaz.

Simdi ise evrim cebirleri sinifinin homomorfik goriintiiler altinda kapali oldugunu

gosteren bir sonug verilecektir.

Sonug 4.1.10. A ve B birer evrim cebiri ve f : A — B bir evrim cebir homomorfizmasi

olsun. O halde Imf bir evrim cebiridir.

Ispat: Kerf uzay1, A evrim cebirinin bir ideali oldugundan Lemma 4.1.9 geregi, A/Kerf
bir evrim cebiridir. Imf uzaymnin, A/Kerf evrim cebirine izomorf oldugu kullanilarak

istenen elde edilir. a
4.1.3. Dejenere Olmayan Evrim Cebirleri

Tanim 4.1.11. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri olsun. Eger A nin her i € /
igin e7 # 0 olacak sekilde bir B = {e; | i € I} dogal tabani varsa A ya dejenere olmayan

evrim cebiri denir. Aksi halde A evrim cebiri dejeneredir.
Degismeli bir A cebirinin sifirlayan: su sekilde tanimlanir:
ann(A) :={x € A| xA =0}.

Onerme 4.1.12. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri ve B = {e;|i €I}
bir dogal tabam olsun. Iy(B) := Iy = {i el ei2 = O} kiimesi tanimlansin. O halde

asagidakiler saglanir:

(i) ann(A) = Span({e; € B|i € Ip})diwr

(ii) ann(A) =0 < Iy = 0 dir.

(iii) ann(A), A mn bir evrim idealidir.

(iv) A min her B' dogal tabani icin |Iy(B)| = |Io(B)| olur.

Ispat: (i) 0 # x € ann(A) olsun. O halde x = Z(xiei € A oyle ki xA = 0 dir. Buradan
o; # 0 olan her i igin, 0 = xe; = Oﬂieiz olur \l/EeI boylece ei2 = 0 dir. Dolayisiyla x €

Span({e; € B|i € Ip}) olur. Yani ann(A) C Span ({¢; € B|i € Ip}) dur.

Diger taraftan, en az bir i i¢in el-2 = 0 olsun. Bu durumda ¢;A = 0 dir. Ciinkii her

Jj #iigin ejej = 0 dir. Dolayisiyla e; € ann(A) olur. Yani Span ({e; € B|i € Ip}) C ann(A)
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dir. Boylece istenen esitlik ispatlanmis olur. Yani A nin sifirlayani, karesi sifir olan taban

elemanlarinin lineer gereninden olusur.
(i1) (1) den aciktir.
(iii) (i) den aciktir.

(iv) |Io(B)| = dimg (ann(A)) oldugundan (iv) saglanir. O

Sonuc 4.1.13. A bir evrim cebiri olsun. A nin dejenere olmamasi icin gerek ve yeter kosul
ann(A) = 0 olmasidir. Boylece dejenere olmayan evrim cebiri kavramu ilgili dogal tabana

bagh kalmaz.

Ispat: Tanimi geregi, A evrim cebirinin dejenere olmamasi icin gerek ve yeter kosul Iy = 0

olmasidir. Onerme 4.1.12 (ii) den, istenen elde edilir. O

Tamim 4.1.14. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri ve A, A nin bir ideali olsun.

Eger xA C A iken x € A| oluyorsa A| e absorbsiyon ozelligini saglar denir.

Ornek 4.1.15. A, dogal tabani {ej,es,e3} olan ve carpma islemi e% = ey, e% =e| ve

e% = e3 ile tamml bir evrim cebiri olsun. A}, A nin bir ideali ve {ej,e}, A; in bir taban
3
olsun. A idealinin, absorbsiyon 6zelligini sagladigini1 gosterelim. x = Z Qje; olsun. Her
i=1

3
y=Y Biei € Aigin
i=1

Xy = 061[316% + 052[326% + 053[336% = oy Prex+ opfre; + o3fzez € Ag

olsun. O halde o333 = 0 olmalidir. Bu durumda ya oz = 0 ya da B3 = O dir. Dolayisiyla
yax € A; yaday € A; dir. A nin de8ismeli oldugu goz Oniine alinarak A dan alinan
herhangi iki elemanin carpimi A; e diistiigiinde bu elemanlardan biri de A; de olmak

zorunda kaldigindan A ideali absorbsiyon o6zelligini saglar.

Lemma 4.1.16. [Casado, Molina vd. 2016, Lemma 2.24] A bir evrim cebiri ve Ay, A
min bir ideali olsun. Ay in absorbsiyon ozelligini saglamast icin gerek ve yeter kosul

ann(A /A1) = 0 olmasidur.

Ispat: A; ideali, absorbsiyon ozelligini saglasin. @ € ann(A/A;) alalim. O halde
@(A/A;) =0 dir. Yani her b € A/A; icin, ab = ab =0 = A; olup her b € A igin ab € A,

olur. Buradan aA C A, elde edilir. Hipotez geregi a € A; olup @ = 0 dir.
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Diger taraftan,

aA C A
S a(AJA) =0

=acann(A/A;) =0

bulunur. Yani A; ideali absorbsiyon 6zelligini saglar. O

Lemma 4.1.17. (Casado, Molina vd., 2016) A bir evrim cebiri ve A, A min stfirdan farkl
bir ideali olsun. B = {e; |i € I}, A min bir dogal tabami olsun. Eger A;, absorbsiyon
ozelligini sagliyor ise By, Ay in bir dogal tabant olacak sekilde bir By C B alt kiimesi
mevcuttur. Ozel olarak, A, bir evrim idealdir.

Ispat: Lemma 4.1.9 geregi, A /A bir evrim cebirdir. B := {¢; | i € I} kiimesi, A /A in bir
dogal tabani olacak sekilde bir I, C I alt kiimesi alahm. I; = I\ I, olsun. By = {e¢; | i € I }

tanimlansin. By kiimesinin, A in bir dogal taban1 oldugunu iddia edelim.

e; € By olsun. O halde ¢;(A/A) = 0 dir. Yani ¢; € ann(A /A;) olup Lemma 4.1.16 dan
e; = 0 dir. Boylece ¢; € A; dir. A; idealinin By kiimesi ile iiretildigini gosterelim. Bunun

icin y € Ay alalim ve uygun k; € K skalerleri i¢in y = Zkie,- + Zkiei yazalim. Buradan
i€l ich

0=y= ) kig; € Span(B)
i€l

oldugu goriiliir. B bir taban oldugundan tiim k; (i € I,) skalerleri sifir olmak zorundadir.

Bu ise y = Zkiei € Span(B;) olmasini gerektirir. O halde Bj, A; idealinin bir dogal
i€l

tabanidir. Boylece A; bir evrim ideali olur. O

Tanim 4.1.18. A bir evrim cebiri olsun. Eger A% = A ise A ya miikemmel evrim cebiri adi

verilir. Sonlu boyutlu evrim cebirleri i¢in bu kavram B, A nin bir dogal tabani olmak {izere

det(Mp) # 0 olusuyla denktir [Casado, Kanuni vd. 2019, Onerme 2.7 ve Onerme 2.9].

Tanmim 4.1.19. (Casado, Barquero vd., 2024) A bir evrim cebiri ve B={¢; | i € I}, A nin

bir dogal tabani olsun. u = Za,'ei € A olmak iizere
iel

suppg(u) ={iel| a; #0}
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kiimesine B ye bagli u nun supportu denir.

Tamim 4.1.20. (Casado, Kanuni vd., 2019) A bir evrim cebiri ve A;, A nin bir evrim
ideali olsun. Eger A; deki bir dogal taban, A evrim cebirinin bir dogal tabanina

genisletilebiliyorsa A e bir temel ideal denir.

Ornek 4.1.21. A, dogal tabam B = {e|,e5,e3} olan ve carpma islemi e% =e;+e+
e3, e% = —e1 —ey+e3 ve e% = 0 ile tamimh 3-boyutlu bir evrim cebiri olsun. A| =

Span ({e] + e2,e3}) alt uzayi, A min bir alt cebiridir. Gergekten, her o, 8,7, 6 € K i¢in

(cx(er+e2) + Pes)(v(er +e2) + bes)
=ay(er +e2)* + ad(er +er)es + Byes(er +e2) + BSe3
—ay(el +¢e5)+ Bde3
=ayleit+ert+e3—e —er+e3)

=207e3

esitliginden A, A nin bir alt cebiri olur. Ustelik Ay, bir B’ = {e] +e3,e3} dogal tabam
ile bir evrim cebiridir. Ancak B’ dogal tabani, A nin bir dogal tabanina genigletilemez.
Varsayalim ki { f1, f2, f3 }, A nin bir dogal taban1 olacak sekilde A alt uzayinda bir { f1, f> }
dogal tabani var olsun. O halde f; = a;(e; +e2) + 0pes, fo = Bi(e1 +e2) + Paes ve fr =
Yie1 + Y2e2 + Yaes olacak sekilde o, o, B1, B2, 71, 2, v3 € K vardur.

f1-f2 = 0 kosulundan dolay1
(04] [51 =0 4.5)
dir. f1.f3 = 0 kosulundan dolay1

ouvier + i pes + o yse =0
= alyl(el +en —I—e3) + (Xl)/Q(—el —ep —I—e3) =0
= (uy—opler+(uy—oup)ea+(yi+arp)es =0

soan—ap=0veayn+ap=0

olur. Buradan

oa(n—71)=0 ve oyq(y1+7%)=0 (4.6)
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elde edilir. f>.f3 = 0 kosulundan dolay1

Biyiet + Bipes + Payses =0
= Pivi(er+erte3)+Piva(—er—ex+e3) =0
= (Bini—Bir)et+(Bin —Piy)ea+ (Bivi+ Biy)es =0
=B —Bir=0ve Bivi+Bipn=0

olur. Buradan

Birn—1r)=0 ve Bi(n+pr)=0 4.7)

elde edilir. Buna gore, (4.5)denyaa; =0ve 31 ZO0ya; #0ve By =0yadac; =f; =0
dir.

1. Eger a; =0, B; #0ise (4.7) deny; = 9 = 0 dir ve f| = ope3, f3 = Y3e3 olur.
2. Eger (041 7§ 0, ﬁl =01ise (4.6) den M == 0 ve f2 = ﬁ2€3, f3 = 73€3 olur.

3. Eger o = Bl =0ise f1 = Ohes, f3 = [3263 olur.

Her ii¢ durum da {f1, f>, f3} kiimesinin A nin bir tabani olusu ile celigir. O halde A, A

nin bir temel ideali degildir.
4.1.4. Evrim Cebirleri ve Graflar

Evrim cebiri teorisi ve graf teori arasinda bir baglanti kurulabilir. Koseleri evrim
cebirinin taban elemanlari ile etiketlenen bir yonlii graf tanimlanir. Bu yonlii graflar, graf
teorideki kavramlar kullanilarak evrim cebirlerine ait cebirsel 6zelliklerin incelenmesini
saglarlar. Diger taraftan, evrim cebir Ozellikleri graf teori diline cevrilebilir ve boylece
graflarin geometrik Ozellikleri, evrim cebirleriyle ilgili mevcut sonuclarin ispatini

basitlestirir ve bu cebirler icin yeni sonuglarin kesfedilmesine olanak saglar.

Tanim 4.1.22. (Casado, Barquero vd., 2024) A bir evrim cebiri, B = {e¢; | i € I} A nin bir

dogal taban1 ve Mp = [a ji} , A nmin B ile baglantili yap1 matrisi olsun. Bir E yonlii grafinda
2

koselerin kiimesi E° = {e; |i € I} ile tammlansin. Eger B tabanina gore e? nin j. inci
koordinati aj; # 0 ise her f € E! igin s(f) = e; ve r(f) = e; olsun. Buna gore tanimlanan

E= (E OE'r s) yonlii grafina, B dogal tabanina gére A evrim cebiriyle iligkili graf denir.
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Bir evrim cebiriyle iligkili graf, secilen dogal tabana baghdur.

Ornek 4.1.23. A bir evrim cebiri ve B = {e},e,}, A nin bir dogal tabani olmak iizere A

daki carpim e% =e|+eyve e% = 0 ile tamimlansin.

6% =ajje; +axler = e1+ey=ajler +azie
= (1 —a11)€1 —|—(1 —a21)e2 =0

:>a11:1:a21

dir. a1 # 0 oldugundan s(f;) = ey ve r(f) = e; olacak sekilde bir f; € E! vardir. Ayrica
a1 # 0 oldugundan s(f>) = ey ve r(f>) = e; olacak sekilde bir f> € E! vardir. Buna gore,
B tabani ile iligkili graf su sekildedir:

>

€1 Y)

Simdi de B’ = {e1 + e2,e,} dogal tabanini ele alalim.

(e1+e2)* =aii (e1+e2) +arier = €] + €3 = arre) +aner +azie
= e1+ey=aje; +ajex+azer
=>€1—|-€2:a11(€1+€2)—|-a21€2
= (1—aj1)(e1+e2)+ (—az)ex =0
=1—a;;=0ve —ay; =0

:>a11:17é0 ve a1 =0

oldugundan s(f3) = ej + ey ve r(f3) = e] + e olacak sekilde bir f3 € E! vardir. Buna
gore, B tabani ile iligkili graf su sekildedir:

o,

e t+ep %)
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Bu tez boyunca bir evrim cebiri ile iligkili yonlii graflarin satir sonlu oldugu ve Sing

kosulunu sagladig1 kabul edilecektir.

4.2.Evrim Cebirlerindeki Idealleri, Iliskili Grafin Kalitsal Altkiimeleri Ile

Tliskilendirme
4.2.1. Maksimal idealler ve Kalitsal Alt Kiimeler

Bu boliimde, bir yandan koselerin bir alt kiimesi, diger yandan da kalitsal bir alt
kiimeden ingsa edilen ve bir temel ideal oldugu ortaya ¢ikan bir alt uzay tanimlanacaktir.
Bu iki kiimenin maksimal ideallerini tanitan bazi 6zellikler kanitlanacaktir. Ustelik bu
idealler bir evrim cebiriyle iligkili grafta tanimlanacaktir. Miikemmel evrim cebirleri
icin tiim maksimal idealler maksimal kalitsal alt kiimelerle iligkili ideallerden olustugu

gosterilecektir (Casado, Barquero vd., 2024).

Tanim 4.2.1. A bir evrim K-cebir; B = {e; | i € I}, A nin bir dogal tabani; R, A nin bir
ideali ve E, B tabanina gore A ile iliskili yonlii graf olsun. E® kise kiimesinin bir Hy alt
kiimesi Hg := {e; € E° | ¢ € R} olarak tanimlansin. Her bir H C E° kalitsal alt kiimesi

icin Ry := @ Ke; = Span(H) alt uzay1 tanimlansin. Ry = {0} dir.
eicH

Lemma 4.2.2. A bir evrim K-cebir, B={e; | i € I} bir dogal taban ve E, B tabanina gore
A ile iligkili yonlii graf olsun. O halde asagidakiler saglanir:

(1) Eger H, EO kose kiimesinin bir kalitsal alt kiimesi ise o zaman Ry, A min bir temel
idealidir.

(2) Eger R, A min bir ideali ise o zaman Hg , E° kose kiimesinin bir kalitsal alt kiimesidir.
Ispat: (1) H, E° kiimesinin kalitsal bir alt kiimesi olsun. O halde her u € H i¢in T (u) C H
dir. Yani baglangi¢ kosesi u olan yollarin bitis koselerinin kiimesi, H 1 bir alt kiimesi
olur. Ry := @ Ke; = Span(H) kiimesinin, A nin bir temel ideali oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Re;j H A nin bir evrim ideali olmalidir ve Ry daki bir dogal taban, A nin bir dogal

tabanina genigletilebilmelidir.

Ry kiimesi, A nin bir idealidir. Ciinkii her ). oje; € A, her Y, Bje; € HveJ Cligin H
icl jeJ
bir kalitsal alt kiime oldugundan

(Z O‘iei> (Z ﬁjej) =) aBjei =Y a;p; (Zaije,) = Y a;Bjaijei € Ry

icl jeJ jeJ jeJ icJ i,jeJ
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dir. Ayrica tanimdan Span (H) = Ry olup H C EY oldugundan H, E° 1 lineer bagimsiz
bir alt kiimesidir. O halde H, Ry 1n bir dogal tabanidir. Yani Ry, A nin bir evrim idealidir.

Dolayisiyla Ry, A nin bir temel idealidir.

(2) ej € Hg alic1 olmayan herhangi bir kose olsun. Eger s(f) = e; ve r(f) = ¢; € E°
olacak sekilde bir f € E! alalim. O halde e? = kex + Lkiei Oyle ki k,ki € K, k #0, ¢; €
B\ {ex} yazilabilir. e? € R oldugundan eke§ € R dir. Bliradan R> ekeg = ke? dir ve k # 0
oldugundan k~! € K olup e; € Hg, dir.

Simdi s(fi1) = ej ve r(fi) = ex olan bir A = fi ... f... f; yolu alam. Bir 6nceki
adimda verilen durum geregi r(f;) € Hg oldugu bilinmektedir. Bu argiimam bu yoldaki

tiim yaylar i¢in yineleyerek sonunda r(f;) = ex € Hg sonucuna ulagilir.

Boylece bir evrim K-cebirinin herhangi bir R ideali i¢in, yukarida inga edilen 6zel Hg

kiimesi, agsagidaki 6nermede kanitlanacak olan bir Ry, O R ideali iiretir. O

Not. Her S C EV igin Rrisy= & Kei qAdm
e€T(S)

Bir A evrim K-cebirinin tiim ideallerinin kiimesini % ile gosterelim ve A ile iliskili

olan yonlii grafin dogal bir tabanini sabitleyen tiim kalitsal alt kiimelerini 77 ile

gosterelim.
Onerme 4.2.3. A bir K-evrim cebiri ve B = {e; | i € I'} bir dogal taban olsun. O halde

(1) Eger HH' € 5 ise 0 zaman HNH', HUH' € ¢ dir.

(2) Eger H.H' € 57 ve R,R' € Z ise o zaman Ry~ = Ry N Ry ve Hprp = Hr N Hy
olur.

(3) Ryupr = Ry + Ry olur. Eger HNH' = 0 ise, o zaman Ry g = Ry © Ry olur:

(4) R C Ry, ve H C Hp,, dir.

(5) Ry = A olmast icin gerek ve yeter kosul H = E° olmasidur.

(6) Ru, = A olmast igin gerek ve yeter kogsul A? C R olmasidur.

(7) H € JC olsun. Hg,, = H olmast igin gerek ve yeter kosul H n bir saturated kiime
olmasidir.

(8) Hr = RN B ise o zaman Hg bir saturated kiimedir.

(9) Eger H € 7 ise o zaman H = Ry N B dir.

Ispat: (1) ¢; € HNH' alalim. O halde ¢; € H ve ¢; € H' dir. H,H' € ¢ oldugundan
T(e;) C H ve T(e;) C H olup T (e;) C HNH' elde edilir. O halde HNH' € 5 dir. Simdi
de e; € HUH' alalim. O halde ¢; € H veyae; € H' dir. Egere; € Hise T(e;) CH C HUH'
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olacagindan H UH' € 7# dir. Diger taraftan ¢; € H' ise T (e;) C H' C HUH' olacagindan
HUH' € J du.

(2) x € Ry olsun. Bu durumda x € Ry ve x € Ry olacag: asikardir. O halde x €
Ry N Ry olur. Yani Ry~yr € Ry N Ry bulunur. Diger taraftan, y € Ry N Ry olsun. O
halde y € Ry vey € Ryrolur.y € Ryisey€ @ Ke;olur.y € Ryrisey € @ Ke; olur.

e;€H ejcH’

H={ei|ieh},H ={ej| je b} ve 5 =1y N olarak alahm. Bu durumda c;,c; € K

ve k € I} \ Iz olmak iizere

y= Z ciej+ chek

i€l k

seklindedir ve d;,d; € K ve [ € I\ I3 olmak iizere

y= Z d;e; +Zdlel

i€l I

seklinde de yazilabilir. Boylece

Z ciei + chek = Z die; + Zdlel

ich k ich l
= Z (C,’ — di)ei + chek - Zdlel =0
icl 3 ]

=c;j=d; oyleki i € I;
cy =0 0yleki k€ [\ Is;

d; =0 oyle ki 1612\13

elde edilir. O halde y = Z ciei € Ryng olur. Buise Ry MRy C Ryqpr oldugunu gosterir.
Dolayisiyla Ry N Ry :l%jm g olur.

Simdi de e; € Hgng: Olsun. 7 € RNR’ olur. Bu durumda e? € R ve ¢? € R’ dir. O halde
e; € Hr ve e; € Hy olur. Boylece e; € Hr N Hy dir. O halde Hyngr € Hgr N Hy olur. Diger
taraftan, e; € Hg M Hy olsun. O halde e; € Hg ve e; € Hy dir. Boylece e; € Hr oldugundan
e? € R dir ve ¢; € Hy oldugundan ¢? € R’ dir. ¢ € RNR' olur. O halde ¢; € Hgp bulunur.

Yani Hr N Hg € HpAgr olur. Sonug olarak, Hgngr = Hr N Hpr gosterilmis olur.

(3)x €Ryypr olsun. H={e; i€ 1} ve H = {ej | j€ 12} alalim. O halde s =1} \ I

olmak iizere

X = Z a,e; + Z ﬁjej ERH+RH/
ielhClh jebh
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oldugundan Ry 57 C Ry + Ry olur. Diger taraftan, x € Ry + Ry olsun. O halde x =y +z

olacak sekilde y € Ry ve z € Ry vardir. Buna gore

X = Zaiei+ Zﬁjej

i€l; jGIz

yazilabilir. O halde

x= Z (a;+ Bi)ei + Z o,ei+ Z [3] Z Yiei € Ryun

ielinl ieh\bL JeDL\L i€huh
olur. Dolayisiyla Ry + Ry C Ry g bulunur. O halde Ry 5 = Ry + Ry olur.

Simdi de HNH' = 0 olsun. (2) den dolayi Ry N Ry = Rynpr = Rp = {0} dir. Boylece

Ryun' = Ry & Ry oldugu goriiliir.

4) Ry, = & Ke; = Span(Hg) ve Hg, = {e,- cEY| el-2 € RH} dir. 4; € K* olmak

e;€Hp
uzere,
0 7& X = Zkiei €ER
iel
alalim. Bu durumda
ex = lie% €R

olup ei2 € R elde edilir. Tammdan, e; € Hg olur ve bdylece x € Ry, bulunur. O halde
R C RHR dir.

Simdi de e; € H olsun. H bir kalitsal alt kiime oldugundan 7 (e;) C H dur.
e? = Zliei
icl
olarak yazildiginda H bir kalitsal alt kiime oldugundan e; € H olur. Boylece e% € Ry olup

ej € Hg,, dir. O halde H C Hg,, dr.

(5) H = EY olsun. Ry = A oldugunu gosterelim. Ry = Span(H ) ve H = E° oldugundan
Ry = Span(E?) = A dur. Diger taraftan, Ry = A olsun. H = E° oldugunu gosterelim:

A = Span(H) dir. Varsayalim ki H # E° olsun. H C E° oldugu bilinmektedir. H C E°
oldugundan H, EY 1n lineer bagimsiz bir alt kiimesidir. A = Span(H) oldugundan H, A

icin bir taban olur.
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H # E° oldugundan en az bir ¢; € E°\ H vardir. A = Span(H) ve ¢; € A oldugundan
ej € H olacak sekilde e; = } A e; olarak yazilabilir. Ancak e; € E? elemant, bazi e j lerin
lineer bilesimi seklinde yazildigindan bu durum E° i lineer bagimsiz olusuyla celisir. O
halde H = E° olmalidur.

(6) A = Ry, oldugundan x = Z aiei ,y = Z Biei€ A olmak iizere
e;€Hp e;€Hp

Xy = Zaiﬁieiz S A2
i€l

dir. ¢; € Hg oldugundan da ei2 € R dir. Dolayisiyla xy € R dir.

Simdi de A®> C R olsun. Ry, = A oldugunu gosterelim. Ry, C A oldugu agiktir. x € A

alalim. O halde x = ¥ A;e; yazilabilir. Buradan
xe; = lie% cA’CR

olup kie% € R dir. Yani el-2 € R dir. O halde ¢; € Hg ve x = Y A;e; oldugundan x € Ry, dir.
Boylece A C Ry, dir.

(7) H = Hp,, olsun. e; € E” alic1 olmayan bir kise olacak sekilde r (s '(e;)) C H

oldugunu kabul edelim. B tabanina gore e? = Za,- je; nin i. koordinati a;; # O iken her f €
icl

E'icin s(f) = e;j ve r(f) = e; dir. Buna gore f € s~ ! (e;) olup e; = r(f) € r (s '(ej)) CH

oldugundan ¢; € H olur. O halde €5 = )" kie; , k; € K yazlabilir. ¢; € Ry olur. O halde
e;cH
ej € Hg, = H olup e; € H dir. Bu durumda H bir saturated kiimedir.
Diger taraftan, H bir saturated kiime olsun. Hg,, C H oldugunu gosterelim. e; € Hg,
olsun. O halde e? € Ry dir ve e? = Z kiei , ki € K dir. Buradan r (s~!(e;)) C H olur. H
e;cH

bir saturated kiime oldugundan e; € H dir. Boylece Hg,, C H olur. H C Hg, oldugu (4)
sikkinda gosterilmisti. O halde Hg,, = H elde edilir.

(8) Hgr = {e,- €E%|e? e R} dir. 0 # e? (e bir diizenli kose) ve r (s*1 (e)) C Hp olacak
sekilde bir e € B alalim. O halde

6’2: Z ll'ei, A €K

e;€HR
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yazilabilir. Hg = RN B oldugundan e € R olup e € Hy dir. O halde Hy bir saturated

kiimedir.

(9) e; € H olsun. O halde e; € Ry dir. Dolayisiyla e; € Ry N B oldugu aciktir. Diger
taraftan e¢; € Ry N B olsun. ¢; € Ry ve ¢; € B dir. ¢; € Ry iken ¢; ¢ H oldugunu kabul
edelim. Bu durum B nin lineer bagimsiz kiime olusu ile ¢elisir. O halde e¢; € H dir. Boylece

istenen esitlik elde edilmis olur. O

Ry, nin R nin bir alt kiimesi olmayabilecegine dair bir 6rnek asagida gosterilmigtir:

2

Ornek 4.2.4. A bir evrim K-cebir ve dogal tabam1 B = {ej,e;} olsun. ef=e +e,
e3 = —e| — e, olarak tammlansin. R = Span ({e] + e, }) alalim.

Hgr = {e; € E° | e} € R} = {e1,e2} = B dir. O halde Onerme 4.2.3 (5) geregi Ry, = A
olur. Boylece R C Ry, dir. Ciinkii A, R nin bir alt kiimesi degildir. Ornegin e; € A dr,
ancak e; ¢ R dir.

Hp,, nin H 1n bir alt kiimesi olmayabilecegine dair bir ornek asagida gosterilmistir:

Ornek 4.2.5. A bir evrim K-cebir ve dogal taban1 B = {e, e} olsun. e% =e] Ve e% =e

olarak tanimlansin.

2
el =ajier tazien
=e| =ajle) +aze;
:>(1 —a11>€1 -+ (—a21)62 =0

=ay; =1 750 ve a1 =0
oldugundan s(f;) = e; ve r(f}) = e; olacak sekilde bir f; € E! vardir. Ayrica

2
e; = ajpe) +axe;
=e1 = ape; +axer

:>a12:17é0 ve ax; =0

oldugundan s( f,) = es ve r(f>) = e olacak sekilde bir f, € E' vardir. Buna gére, B tabani

ile iligkili graf su sekildedir:
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A

4] en

H = {e;} alahm. O halde e¢; € H i¢in T(e;) = {e1} C H dir. Boylece H bir kalitsal alt
kiimedir. Bu durumda Ry = Span ({e; }) olur. Dolayisiyla

HRH = {ei € EO | 6% GRH} = {61,62} =B
dir. O halde Hg,,, H 1n bir alt kiimesi degildir. Yani H C Hg,, dir.

Onerme 4.2.3 (8) deki ifadenin kargitinin genellikle dogru olmadigina dair bir 6rnek

asagida verilmistir. Yani Hg bir saturated kiime iken Hr # RN B olabilecegini gorelim:

%:e%=61+ez

Ornek 4.2.6. A bir evrim K-cebir ve B = {e], e, e3} dogal tabani olsun. e
ve e% = e3 olarak tammlansin. R = Span ({e| + e, }) idealini alalim. O halde Hg = {e},e2}

dir. Asagidaki grafa gore, Hg bir kalitsal alt kiimedir.

9

€3

e1,e2,e3 € EO diizenli koseleri icin r (s_l (61)) = {e1,e2} C Hg olup e; € Hg dir. Ayrica
r(s~'(e2)) ={e1,e2} C Hr olup e, € Hg dir. r (s ' (e3)) = {e3} & Hg dir. O halde Hg bir
saturated kiimedir. Fakat RN B = 0 # Hp dir.

Not. A bir evrim K-cebir ve B bir dogal tabani olsun. H, B nin bir maksimal kalitsal alt
kiimesi olsun. O halde ya {e¢; € B| e =0} C H dir ya da HU{e;} = B olacak sekilde en

fazla bir tane e; alic1 kose vardir.
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Asagidaki ornek bir maksimal idealin varliinin, maksimal kalitsal alt kiimenin

varliina ihtiya¢ duymadan ortaya c¢ikabilecegini gdstermektedir.

2

Ornek 4.2.7. A bir evrim K-cebir ve B = {e},e,} bir dogal tabani olsun. e =e+ey,

e% = e + e; olarak tanimlansin. Buna gore, B tabani ile iligkili graf su sekildedir:

—

€1 ¥)

Eger H = {e;} ise T(e1) = {e1,e2} < H olur. Eger H = {e,} ise T(ez) = {e1,e2} €H

olur. Bu durumda B nin bos kiimeden farkli kalitsal alt kiimeleri yoktur.

R = Span ({e] +e}) alalim. Her o, 0, B € K igin,

(arer + 0ner) (B(er +e2)) = oy Ber(e) +e2) + Ber(er +e2) = oy Bet + anfies
= (uf+mf)(e1+e2) ER

oldugundan R, A nin bir idealidir.

Simdi R nin A nin bir maksimal ideal oldugunu gostermeye caligalim. Bunun i¢in bir

sonraki 6nermenin (1) maddesini kullanalim. 11k olarak A> C R oldugunu gorelim.

x € A alalm. x = oje; + per olacak sekilde o, 0 € K vardir. ¥ = 06126% + 05226% =
a?(e1 +ea) + a3 (e +e2) € R oldugundan A? C R dir. Ayrica dimy (A/R) = dimg (A) —
dimg (R) =2— 1= 1 oldugundan Onerme 4.2.8 (1) geregi R , A nin bir maksimal idealidir.

Onerme 4.2.8. A bir evrim K-cebir olsun. O halde asagidakiler saglanir:

(1) R, A min bir ideali ve A*> C R olsun. O halde R nin A min bir maksimal ideali olmast
icin gerek ve yeter kosul dimg (A/R) = 1 olmasidur.

(2) Eger R, A min bir maksimal ideali ve AR ise, 0 zaman R = Ry, dir.

(3) Eger Ry, A min bir maksimal ideali ise, o zaman H, ¢ kiimesinin bir maksimal
elemanidir. Diger taraftan, eger H, ¢ kiimesinin bir maksimal elemani ve Ry, S nin bir
alt kiimesi olmamak iizere A> C S C A olacak sekilde bir S alt uzay1 varsa o zaman Ry bir

maksimal idealdir.
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Ispat: (1) R, A nin bir maksimal ideali olsun. O halde x ¢ R olacak sekilde bir x € A vardir.
R+Kx , A nin bir idealidir. S, A cebirinin A> C § C A sartin1 saglayan bir alt uzay1 iken
S, A nin bir idealidir. Ciinkii her s € S ve her a € A icin sa € A?> C S ve as € A> C S dir. O
halde

A>CRCR+KxCA

oldugundan R + Kx , A nin bir idealidir. R idealinin maksimalliginden, R + Kx = A dir.
Boylece Teorem 3.1.28 geregi

(R+Kx)/R=Kx/(KxNR) olup A/R=Kx

dir. O halde dimg (A/R) = 1 olur.

Diger taraftan J, A min bir ideali ve R C J C A olsun. Hipotez geregi A> C R C J dir
ve A/J C A/R dir. dimg (A/R) = 1 oldugundan A = J dir. O halde R , A nin bir maksimal

ideali olur.

(2) Onerme 4.2.3 (4) geregi, R C Ry, dir. Onerme 4.2.3 (6) geregi de Ry, # A
dir. Boylece hipotez geregi R, A nin bir maksimal ideali oldugundan R = Rp, olmak

zorundadir.

(3) 11k olarak, H C H' olacak sekilde bir H' € s# oldugunu kabul edelim. O halde
Ry C Ry olur. Ry, A nin bir maksimal ideali oldugundan iki durum s6z konusudur: ya
Ry = Ry dir ya da Ry = A dir. Tk durum gecerli olursa, her e € H' igin e € Ry dir ve
dolayisiyla e € Ry olur. Buradan e € H bulunur. O halde H' C H dir. Boylece H' = H
elde edilir. Eger ikinci durum gecerli olursa, Onerme 4.2.3 (5) geregi H' = E° olur. Yani

her iki durumdan H 1n J# kiimesinin bir maksimal elemani oldugu sonucu ¢ikar.

Diger taraftan H, # kiimesinin bir maksimal elemani olsun. A2 C § C A sartim
saglayan her § alt uzayi i¢cin Ry 1n S nin bir alt kiimesi olmadigim kabul edelim. J, A
nin bir ideali ve Ry C J # A olsun. O halde Onerme 4.2.3 (4) geregi H C Hg,, C H; dir.
Boylece Hg,, da bir kalitsal alt kiime olup ya H; = H dir ya da H; = E° dir. Eger H; = E°
olursa, o zaman Onerme 4.2.3 (5) geregi Ry, = A olur. Buradan Jy, = A olup Onerme
4.2.3 (6) geregi A2 C J dir. Boylece A> C J C A olur ki bu Ry C J olusu ile gelisir. O
halde H; # E dir. Bu durumda H; = H dir. O zaman J C Ju, = Span(H;) = Ry, = Rn

olup Ry = J dir. Boylece Ry, A nin bir maksimal idealidir. O
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Onerme 4.2.8 (2) deki ifadenin karsit1 ile Onerme 4.2.8 (3) iin ilk kismindaki ifadenin
karsit1 genellikle dogru degildir. Yani, tiim H € 7 maksimal elemanlari, Ry maksimal

ideallerini iiretmez:

%=€1+€2,€%=€2

Ornek 4.2.9. A, dogal taban1 B = {e|,e;,e3,e4} olan ve garpimi e
, e% =e1+e3tey, eﬁ = e1 + e3 + e4 ile taniml1 bir evrim K-cebir olsun. Buna goére, B

tabani ile iligkili graf su sekildedir:

€l €2

e3 €4

O halde H = {ej, e}, B nin bir maksimal kalitsal alt kiimesidir. Ciinkii e;,e, € H i¢in
T(e1) ={e1,e2} CH veT(ez) ={ez} C H oldugundan H bir kalitsal alt kiimedir. H' # H
ve H' # E° sartim saglayan bir H C H' C E° kiimesi, ya {e1,e2,e3} ya da {e1,e,e4}

olabilir.

Ancak T(e3) = {ej,e3,ea} ve T(es) = {e1,e3,e4} olacagindan T(e3) ile T (es)
kiimeleri, H’ niin alt kiimeleri degildirler. Yani H’ bir kalitsal alt kiime olamaz. O halde

ya H = H' dir ya da H' = E dir. Dolayisiyla H, B nin bir maksimal kalitsal alt kiimesidir.

Ancak Ry = Ke; & Kez, A nin bir maksimal ideali degildir. Ciinkii J =
Span ({e1,e2,e3+e4}), A nin bir ideali olup Ry C J ve J # A dir. O halde Onerme 4.2.8
(3) iin ilk kismindaki ifadenin karsiti dogru olmayabilir. Eger R ideali, R := Ke| @ Kej
olarak alinirsa R = Ry, olur. A2, R nin bir alt kiimesi degildir ancak R bir maksimal ideal

de degildir. Yani Onerme 4.2.8 (2) deki ifadenin karsit1 dogru degildir.
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Sonug 4.2.10. A bir miikemmel evrim K-cebir olsun. Eger R, A nin bir maksimal ideali ise
o zaman R = Ry olacak sekilde bir H maksimal kalitsal alt kiime vardir. Ustelik, H = Hg

dir ve R bir temel idealdir.

Ispat: R, A nin bir maksimal ideali olsun. O halde R = Ry alindiginda Ry bir maksimal

ideal olur. Onerme 4.2.8 (3) geregi H, .7 da bir maksimal kalitsal alt kiimedir.

A bir miikkemmel evrim cebiri oldugundan A2, R nin bir alt kiimesi degildir. Ayrica R
bir maksimal ideal oldugundan Onerme 4.2.8 (2) geregi R = Ry, dir. R = Ry kabuliinden
de Ry = Ry, olur. Bu ise her ¢; € H i¢in el-2 € H olmasim gerektirir. Boylece H = Hg, dir.
Lemma 4.2.2 (1) geregi de Ry, A nin bir temel idealidir. Ry = R oldugundan R, A nin bir

temel idealidir. O

Not. Onerme 4.2.8 dan, A?> C R C A kosulunu saglayan R maksimal idealleri disindaki tiim
maksimal ideallerin, bir evrim cebiriyle iliskili graftan elde edilebilecegi goriiliir. Ozetle,

bir evrim cebirinin maksimal ideallerinin iki sekilde var oldugunu sdyleyebiliriz:

(1) A? yi kapsayan A nin 1 co-boyutlu alt uzaylari.
(2) H € 4 bir maksimal kalitsal alt kiime ve S kiimesi, A2 C S C A sartin1 saglayan bir

alt uzay olmak iizere S tarafindan kapsanmayan Ry idealleri.

Ornek 4.2.11, A? yi kapsayan sonsuz sayida maksimal idealin varligin1 gosterir.

Ornek 4.2.11. A bir evrim K-cebir ve B = {e|,e3, €3, ¢4, €5, ¢+ dogal tabani olsun. et=e;

L =e, e% =est+es,e=0, eg =e6, e% = 0 olarak tanimlansin. B taban ile iligkili

graf su sekildedir:

—

€l )
e3 ()
es €6
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H), = {ey,e3,eq4,e5,e6} ve Hr = {ej,er,e4,e5,¢6} maksimal kalitsal alt kiimeler

olmak iizere R; = Span(H;) ve R, = Span(H,) maksimal ideallerdir. Ciinkii

A% = Span({ey,eq+es5,e6}) olmak iizere A> C R; ve A? C R, dir. Ustelik
o

det p # 0 olacak sekilde R' = Span ({e2,e4 + €5, ¢, 0e1 + Bes, Ye1 + Ses })
Yy O

alt uzay1 icin A2 C R’ C A dir. Bu sekilde sonsuz sayida R’ maksimal ideali bulunur.

Onerme 4.2.12. A bir evrim K-cebiri ve B = {e; | i € I} dogal tabam: olsun. J <I A bir

maksimal ideal olsun. O halde asagidakiler saglanir:

(1) Egere € B\J ise, 0 zaman her e; € B icin ya e; € T (e) dir ya da e? € J dir. Bir bagka
deyisle, B=T (e) UH] dir.

(2) Eger dimy (A/J) # 1 ise, 0 zaman her e € B icin ¢* € J ise e € J dir, yani Hy = JN B
dir.

Ispat: (1) e; ¢ T(e) oldugunu kabul edelim. e ¢ J oldugundan ve J bir maksimal
ideal oldugundan, J + Jr) = A dir. Clinkii T (e), baslangi¢ kosesi e olan yollarin bitig
koselerinin kiimesi olup her u € T'(e) i¢in T(u) C T(e) dir. Yani T'(e) kalitsal bir alt
kiimedir. Lemma 4.2.2 (1) den, Jr(,) = Span(T'(e)) = & Ke; , A nin bir idealidir.

e;€T (e)
JT(e) » J nin bir alt kiimesi olmadigindan J +Jr() = A dur.

O halde x € J ve z = Z)Ljej oyle ki A; € K, e; € T(e) olmak iizere ¢; = x+z
J
yazilabilir. Bu durumda ¢; ¢ T (e) oldugundan e? = e;(x+z) = e;x + ¢z = e;x € J olur.

Buradan e¢; € Hj dir.

(2) Her e € B i¢in e e Jolsun. J C J+Ke < A dir. J <A bir maksimal ideal
oldugundan ya J +Ke = J ya da J + Ke = A olur. IIk durum gegerli olursa, e € J olur.

Ikinci durum gegerli olursa, iki ihtimal s6z konusudur:

(i) Eger JNKe #£ {04} ise bir 04 # x € JNKe vardir. O halde x € J ve x € Ke dir. x = ae
olacak sekilde bir @ € K vardir. Bu durumda oe € J dir. J, A nin bir ideali oldugundan
e € Jdir.

(ii) EgerJNKe= {04} ise, Teorem 3.1.28 geregi (J + Ke) /J = Ke/ (KeNJ) olupA/J =
Ke dir. Bu ise dimg(A/J) # 1 olusu ile celisir. O halde, H; C J N B dir. Diger taraftan,
JNB C Hj oldugu aciktir. Boylece Hy = J N B dir.
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Asagidaki ornek, maksimal idealleri veya maksimal kalitsal alt kiimeleri olmayan

sonsuz boyutlu bir evrim K-cebirini gostermektedir.

Ornek 4.2.13. A bir evrim K-cebiri ve dogal tabam B = {¢; | i € Z} olsun. Her i € Z igin

e'l-2 = e;+1 olarak tanimlansin. B tabani ile iligkili graf

E:

seklindedir. A cebiri bir mikkemmel evrim cebiridir. Her bir H, = {e; | i > n} kiimesi
bir kalitsal alt kiimedir ve hi¢ maksimal kalitsal alt kiime yoktur. Ustelik R, A nin bir
ideali olmak lizere Ry, = @ Ke; de bir idealdir. Bu durumda A da hi¢ maksimal ideal de
bulunmamaktadir. -

Genel olarak, keyfi secilen cebirlerde maksimal ideallerin kesin olarak varligi
soylenemez. Buna ragmen, eger bir A K-cebiri sonlu iiretilmis ise, o zaman Onerme 3.1.30

geregi A nin maksimal idealleri vardir. Buna bir 6rnek asagida verilmistir:

Ornek 4.2.14. A bir evrim K-cebiri ve dogal tabam B = {¢; | i € N*} olsun. A daki carpim

e% =e1+ep ve heri > 2icin ei2 = e;+1 olarak tanimlansin. B tabani ile iligkili graf

E :
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seklindedir. Her x € A icin x = Z cie; olacak sekilde ¢; € K, i € N* vardir. Bu durumda
ieN*

X = clel+czez+Zc,~ei
i>3

= clept+cex+ Z Cit1€it1
i>2

2
= cile;+cex+ Z Cit1€;
i>2

= c1e1+cex+ Z Ci+1dji€j
i>2, j>1

= Aiej+Ner

olacak sekilde uygun A;,4, € K bulunur. Yani A, {ej,e;} kiimesi ile iiretilir. R =
Span ({e,}) ideali, Onerme 3.1.30 geregi bir maksimal idealdir.

4.2.2. Sonlu Uretilmis Evrim Cebirleri

Lemma 4.2.15. (Casado, Barquero vd., 2024) A keyfi boyutlu bir evrim K-cebir, ancak
bir cebir olarak sonlu iiretilmis olsun. O halde A ile iliskili yonlii E grafinda E°, sonlu bir

kiimenin kalitsal kapanigina esit olur.

Ispat: A, keyfi boyutlu bir evrim K-cebir (bu sonsuz boyutlu oldugu durumu da
icerir) olsun. A nin bir K-cebir olarak sonlu iiretilmis oldugunu varsayalim. O halde

{ g1,--- ,gq}, A nin bir sonlu iiretec kiimesi olsun.

A nin bir dogal tabanin1 B = {¢; | i € I} olarak sabitleyelim. Ayn1 zamanda B kiimesi,

A ile iliskili yonlii E grafin E? kise kiimesi olarak alinsin.

Her j =1,...,q igin, genelligi bozmadan, her A € K* ve uygun bir n i¢in g; =
n
Z?ijek olarak yazabiliriz. {ej,...,e,} C B kiimesinin kalitsal kapanigini, yani bu
k=1
kiimeyi kapsayan en kiiciik kalitsal alt kiimeyi H ile gosterelim. Amacimiz H = B = E°

oldugunu gostermektir.

R, A nin bir ideali olmak iizere her [ € {1,... ,n} icin ¢; € H oldugundan ¢; €
Ry dir ve boylece her j igin g; € Ry olur. Buradan her ji,...,j, € {1,...,q} i¢in
(. . (g 18 j2) ) gjm seklindeki her sonlu ¢arpim, Ry 1 eleman olur. Béylece A = Ry
dir. Bu durumda Onerme 4.2.3 (5) geregi H = B = E° olur. O
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Ornek 4.2.14 de, A K-cebiri sonsuz boyutludur, ancak {ey, e, } kiimesi A nin bir iireteg
sistemidir. Ayrica Lemma 4.2.15 geregi, {e1,e;} kiimesinin kalitsal kapanisi {ej,e;} =
{e;|i> 1} dir.

Lemma 4.2.15 da verilen kosulun yeterli oldugunu ancak bir sonraki Ornekte

gosterildigi gibi gerekli olmadigin belirtebiliriz.

Ornek 4.2.16. A bir evrim K-cebiri ve dogal taban1 B = {¢; | i € N*}U{e! | i € N*} olsun.
A daki carpma her i € N* i¢in e% = e;+1 + €, olarak tanimlansin. A ile iligkili £ yonlii

grafinda kose kiimesi E? = {e;} dir.

E:

€1 en (%} €y

seklindedir. A sonlu iretilmis degildir. Bunu gostermek i¢cin A nmn
sonlu iretilmis bir K-cebir oldugunu varsayalim. O haldle dn € N*
vardir  dyle ki B = {ei,...,en€|,...,¢,_;} C B alt kimesi, § =
{ei,... .en€),... €, | ent1+ €y, enin+€,, ...} Kkiimesinin elemanlarim iiretir.

Ancak e, 1, S deki elemanlarin bir lineer bilesimi olarak ifade edilemez.

Burada bir maksimal ideal olarak, R = Span ({¢}, e;11 | i € N*, j € N*}) alinabilir.
Bu durumda R ideali teklikle bellidir.

Onerme 4.2.17. A keyfi boyutlu bir evrim K-cebir ve dogal tabani B olsun. E, A ile iligkili
yonlii graf olsun. E nin sonlu sayida ¢atallanma igerdigini varsayalim. A min bir K-cebir
olarak sonlu iiretilmis olmast icin gerek ve yeter kosul sonlu bir S C E° alt kiimesi icin

E® = S olmasidur:

Ispat: (=): A sonlu iiretilmis olsun. O halde Lemma 4.2.15 geregi E° = S olacak sekilde

sonlu bir S C E° kiimesi vardir.
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(«): Diger taraftan, E nin sadece sonlu sayida ¢atallanma ve baglantili bilesen
icerdigini ve sonlu bir S kiimesi icin E° = § oldugunu varsayalim. V C E° tiim
catallanmalarin kiimesi olsun. Bu durumda &' = SUV Ur (s_1 (V)) kiimesini alalim. O
halde S’ = E° dir ve S’ sonlu bir kiimedir. Eger u ¢ §' ve f € E! icin s(f) € §' ve
r(f) = u ise, o zaman s(f) bir catallanma kogesi degildir. Boylece k € K* olmak iizere

(s(f))* = ku # 0 dir. Bu durumda u, §' kiimesi tarafindan iiretilen alt cebirin elemanidir.

Simdi de s(A) € 8’ ve r(A) = u olacak sekilde n > 1 uzunlugunda keyfi bir A yolu
(catallanmalar olmadan) olan herhangi bir u ¢ S i¢in, u nun §’ tarafindan iiretilen alt
cebirde oldugunu varsayalim. Daha sonra bir u ¢ S’elemanim ve kaynagi S’ i¢inde ve
r(u) = u olan n+ 1 uzunlugunda bir u yolunu (¢atallanmalar olmadan) ele alalim. O

halde n uzunlugundaki A yolunu ekleyerek yt = A f yolunu elde ederiz:

(i) Eger s(f) € §' ise, (ilk timevarim adimindan dolay1) «’, S’ tarafindan iiretilen alt
cebirdedir.

(i) Eger s(f) ¢ §' ise, o zaman s(f) timevarim hipotezi geregi S’ tarafindan iiretilen alt
cebirdedir. Ayrica s(f) bir ¢atallanma degildir, dolayisiyla & € K* i¢in (s(f ))2 =hu+#0

dir. Bu da u nun §’ tarafindan iiretilen alt cebirde oldugunu gosterir.

Asagidaki 6rnekler, Onerme 4.2.17 ile ilgilidir.

Ornek 4.2.18. A bir evrim K-cebir ve dogal tabami B = {e1,ez,e3} U{e’ | i € N*} olsun.
A daki carpma e% =eytes, e% =0, e% =0ve heri € N* icin e? = e olarak tamimlansin.

A ile iligkili yonlii graf E olsun. Bu durumda

E:
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seklindedir. Burada sadece bir catallanma (e; de) vardir. E° = S olacak sekilde
sonlu bir S ¢ EY alt kiimesi mevcut degildir. Ciinkii uygun bir n € N* icin § =
{e1,e2,e3,€},¢5,... ¢} almrsa § = S # E° dir. Onerme 4.2.17 geregi A sonlu
tiretilmemigtir. Bu Ornekte tiim maksimal ideallerin ailesi, her k € N* icin [ =

Span ({e1,e2,¢3,¢; | i € N*}\ {¢,}) ile verilebilir.

Onerme 4.2.17, bir A evrim cebiri ile iliskili grafta sonsuz sayida catallanma oldugu

durumlarda da gerceklenebilir:

Ornek 4.2.19. A bir evrim K-cebir ve dogal tabam B = {e} U {e; | i € N*} olsun. A daki
carpma e% =0, heri e N*icin e? = ep + e;+1 olarak tanimlansin. A ile iligkili yonlii graf

E olsun. Bu durumda

E:

€0

€l en es3 é4

seklindedir. Burada sonsuz sayida catallanma vardir. A, cebir olarak {ep,e;} kiimesi

tarafindan sonlu tiretilmistir:

Her x € A icin x = Z cie; olacak sekilde ¢; € K, i € N vardir. Yani
ieN

X = coep+tciel+crex+czez+...
= coeotcier+caef —ep) +ca(es —ep) + ...

= cpeog+cieg +cze% —crep+c3 ((e% —e0)2 —eo) +...

seklinde yazilir.

Ustelik, E nin kose kiimesi E0 = {e;} dir. Bu 6rnekte, I = Span ({eg,e;1 | i € N*})

kiimesi, A nin tek maksimal idealidir.
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4.2.3. Absorbsiyon Ozelligini Saglayan Idealler ve Galois Baglantisi

Bu béliimde, ilk olarak bir cebirin ne zaman absorbsiyon 6zelligine sahip idealleri
oldugu incelenecektir. Buna ek olarak, absorbsiyon ozelligi graf agisindan karakterize
edilecektir. Daha sonra tiim kalitsal ve saturated alt kiimelerin kiimesi ile absorbsiyon
Ozelligine sahip tiim ideallerin kiimesinin belirli doniisiimlerle bir Galois baglantisi
olusturdugu kanitlanacaktir. Mitkkemmel evrim cebirleri i¢cin bu baglantinin monoton

oldugu elde edilecektir (Casado, Barquero vd., 2024).

Absorbsiyon Ozelligini Saglayan Idealler

Bu kisimda, absorbsiyon 6zelligine sahip ideallerle ilgili baz1 6nermeler verilecektir.

Onerme 4.2.20. A bir degismeli K-cebir olsun. Eger R, dimg(A/R) # 1 veya A%, R nin
bir alt kiimesi olmayacak sekilde A nin bir maksimal ideali ise, o zaman R absorbsiyon
ozelligini saglar. Sonu¢ olarak, A bir degismeli miikemmel evrim K-cebiri ve R bir

maksimal ideal ise, o zaman R absorbsiyon ozelligine sahiptir.

Ispat: xA C R olsun. R C R+ Kx olup R+ Kx , A mn bir ideali ve R bir maksimal ideal
oldugundan iki ihtimal sz konusudur: ya R+ Kx = A dir ya da R+ Kx = R dir.

[k olarak, dimg(A/R) # 1 oldugunu kabul edelim. O halde R + Kx # A dir. Bu
durumda R + Kx = R olmak zorundadir. Buradan x € R elde edilir.

Simdi de A% nin R nin bir alt kiimesi olmadigin1 kabul edelim. O halde R + Kx # A
dir. Aksi halde R + Kx = A olsaydi o zaman, her k, k' € K ve her y +kx,y’ + k'x € A i¢in

(y+kx) (y' + k/x) =y +k'yx+ kxy + kk'x* € R+ Kx?

olup xA C R hipotezi geregi A> C R+Kx? C R olurdu. Bu ise A% nin R nin bir alt kiimesi

olmayist ile celisir. Oyleyse R 4+ Kx = R olmak zorundadir. O halde x € R dir. O

Onerme 4.2.21. A dejenere olmayan bir evrim K-cebir, H bir kalitsal ve saturated kiime

olsun. O halde R, A min bir ideali olmak iizere Ry absorbsiyon ozelligini saglar.

Ispat: B= {e; | i € I}, A nin bir dogal tabani olsun. Ry mn, A min bir ideali oldugu Lemma

4.2.2 den bilinmektedir. 0 # x = Z Aie; olacak sekilde xA C Ry oldugunu kabul
iesupp(x)
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edelim. Her i € supp(x) igin 0 # xe; = A;e? € Ry = @ Ke oldugundan e? # 0 igin e? € Ry
ecH

olup r (s_l (ei)) C H olur. H bir saturated kiime oldugundan her i € supp(x) i¢in ¢; € H

dir. O halde x € Ry dir. O

Bir sonraki drnekte goriilecegi gibi dejenere olmama kosulu kaldirilamaz bir koguldur.

Ornek 4.2.22. A bir evrim K-cebiri ve dogal tabam B = {ej,e;,e3,e4} olsun. A daki

carpma e% = e% = e% =e3 Ve ei = 0 olarak tamimlansin. Bu durumda A dejeneredir. A ile

iligkili graf asagidaki gibidir:

E:

€3 ® ¢4

) €1

B kiimesinin bir H = {ey, e, e3} alt kiimesini alalim.

ey €H igin r(s () ={es} CH
ex €H icin r(s '(er)) ={es} CH

es€H icin r(s '(e3)) ={es} CH

oldugundan H bir kalitsal alt kiimedir. Ustelik H bir saturated alt kiimedir. Eger x = e1 +e4
olarak alirsak, o zaman Kez = xA C Ry dir, ancak x ¢ Ry dir. Yani Ry , absorbsiyon

ozelligini saglamaz.

Onerme 4.2.23. A bir evrim K-cebir ve H € 5 olsun. R, A mn bir ideali olmak iizere

Ry absorbsiyon ozelligini saglarsa o zaman H bir saturated kiimedir.

Ispat: B = {e; | i € I}, A nm bir dogal tabani olsun. e # 0 olacak sekilde bir ¢ € B alalim

ve r (s !(e)) C H olsun. O halde e* = Y Aje; € Ry dir. Boylece eA C Ry olup Ry
e;eH
absorbsiyon ozelligini sagladigindan e € Ry dir. Yani e € Ry N B dir. Onerme 4.2.3 (9)

geregi e € H olur. O
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A dejenere olmayan bir evrim K-cebiri ise, H nin ancak ve ancak Ry absorbsiyon

ozelligine sahip ise kalitsal ve saturated bir alt kiime oldugu gézlemlenebilir.
Asagidaki teorem, absorbsiyon 6zelligine sahip idealleri karakterize eder.

Teorem 4.2.24. A bir evrim K-cebir ve dogal tabanmi B = {e; | i € I} olsun. Asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

(1) R ideali, absorbsiyon ozelligini saglar.
(2) Hg = RN B dir.
(3) R= Ry, dir.

Ispat: (1) = (2): R ideali, absorbsiyon 6zelligini saglasin ve e € Hg alalim. O halde
¢? € R dir ve eA C R olur. R, absorbsiyon &zelligini sagladigindan e € R dir. Boylece
e € RNB olup Hg C RN B elde edilir. Diger taraftan, e§er ¢ € RN B ise, R bir ideal
oldugundan e? € R dir. Boylece e € Hg olup RN B C Hg bulunur. Bu durumda Hr = RNB
dir.

(2) = (3): Hg = RN B oldugunu kabul edelim. Onerme 4.2.3 (4) geregi R C Ry,
oldugu bilinmektedir. Simdi de x = Z Aiei € Ry, elemanini alalim. Hg = RN B ve R bir

e;€Hg
ideal oldugundan x € R dir. O halde Ry, C R olur. Buradan Ry, = R elde edilir.

(3) = (1) : R, = R oldugunu kabul edelim. xA C R olacak sekilde bir 0 # x € A

alalim. x = Z Aie; yazabiliriz. Boylece her i € supp(x) icin xe; = kielz € R olur.

i€supp(x)
Buradan her i € supp(x) i¢in e¢; € Hg C Ry, = R olup x € R elde edilir. Yani R ideali,

absorbsiyon 6zelligini saglar. O

Onerme 4.2.21 ve Teorem 4.2.24, dejenere olmayan evrim cebirleri igin, sadece iligkili
grafin kalitsal ve saturated kiimelerine bakarak absorbsiyon 6zelligine sahip idealleri

bulmanin bir yontemini vermektedirler.

Sonuc 4.2.25. A bir evrim K-cebir ve dogal tabam B olsun. Eger R, A mn A2Z R sartini
saglayan bir maksimal ideali ise, 0 zaman R absorbsiyon ozelligini saglar ve Hg = RN B

bir saturated kiimedir.

A? C R iken Sonug 4.2.25 un saglanmadig1 siradaki drnekte goriilmektedir.

Ornek 4.2.26. A bir evrim K-cebir ve B = {e},e3,e3,e4} dogal tabani olsun. A daki

carpma e% = e% e% = eﬁ = e3 olarak tanimlansin. A ile iligkili graf sekildeki gibidir:
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€3

(4] €4
€2

R =Ke| ©Ker D Kes idealini alalim. A2 C R dir ve dimg (A/R) = dimy (A) — dimg (R) =
4 —3 =1 olur. O halde R, A nin bir maksimal idealidir.

x = e4 alahm. O halde Ke3 = xA C R dir, ancak x ¢ R dir. Boylece R nin absorbsiyon
ozelligini saglamadig1 goriiliir. Ustelik, H = {ey,e,e3} kalitsal alt kiimesi i¢in Hg =
{e1,e2,e3,e4} = B dir ve Hg bir saturated kiimedir ancak Hg = B # RN B = {e},e2,e3}
dir.

Teorem 4.2.27. A sonlu boyutlu bir miikemmel evrim K-cebiri ve R, A min bir ideali olsun.

O halde R = Ry, dir ve R absorbsiyon Ozelligini saglar.

Ispat: 1lk olarak, dimg(R) = |Hg| oldugunu gosterelim. Bunun icin, B =
{ei|i=1,...,n} kimesi, A min bir dogal tabam olsun. Hg = {¢; € B|e} €R}
dir. {v;]j=1,...,s} kiimesi, R nin bir tabam olsun. N := |Hg| olsun. O halde
Hg = {ei|i=1,...,N} olur. {ef|i=1,....,N} C R lineer bagimsiz bir kiime
oldugundan N < dimg (R) = s dir.

Diyelim ki N < s olsun. Bu durumda &yle bir [ € {1,...,s} vardir ki v; =

N n

Zliklelﬁ' Z Ukiex € R dir. Burada uygun j € {N+1,...,n} icin uj # 0 dir,
k=1 k=N-+1

aksi halde uj; = 0 olsa, {v ili=1,... ,s} lineer bagimsiz kiimesindeki elemanlar,

{ex | k=1,... N} lineer bagimsiz alt kiimesindeki elemanlarin bir lineer bilegimi olarak
yazilabilir, ancak bu miimkiin degildir. O halde uj; # 0 dir. Ancak vie; = u jle§ € R olur,
yani e? € R dir. O halde e; € Hg olur, ancak bu e; ¢ Hg olusu ile celisir. Buna gore
N < s olamaz. O halde N = s dir. Yani dimg(R) = |Hg| dir. Onerme 4.2.3 (4) geregi
R C Ry, oldugundan R = Ry, oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda Teorem 4.2.24 gere8i R

ideali, absorbsiyon 6zelligini saglar. a
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Sonlu boyutlu herhangi bir mitkemmel evrim K-cebirinin tiim sifirdan farkli idealleri

absorbsiyon 0zelligini saglar. Bunun yaninda, R = Ry, durumunu da saglarlar.

Teorem 4.2.27 in bir sonucu olarak, sonlu boyutlu miitkemmel evrim K-cebirinin
idealleri ile ilgili farkli bir yaklagimla [Boudi vd. 2022, Onerme 4.2] yi yeniden elde

edecegiz.
Sonuc¢ 4.2.28. A sonlu boyutlu bir miikemmel evrim K-cebiri olsun. A min sifirdan farkl
her R ideali bir temel idealdir.

Ispat: B={e;|i=1,... ,n}, A min bir dogal tabani olsun. Teorem 4.2.27 geregi, R = Ry,
dir ve Hg C B dir. Boylece Lemma 4.2.2 (2) gere8i Hg bir kalitsal alt kiimedir. O halde
Lemma 4.2.2 (1) den Ry, = R , A nin bir temel idealidir. O

Galois Baglantisi

Tamm 4.2.29. (A, <) ve (B,<) iki kismi sirali kiime, F : A — B ve G : B — A iki

fonksiyon olsun. Eger her a € A ve her b € B icin
F(a)<b < a<G(b)

sart1 saglaniyorsa (F,G) cifti, kismi sirali A ve B kiimeleri arasinda bir Galois baglantist
olarak adlandirilir. Bu durumda F ye Galois baglantisinin sol eslenigi; G ye sag eslenigi

denir. Eger bu fonksiyonlar monoton ise monoton bir Galois baglantist vardir denir.

A bir evrim K-cebir olsun.

§f: —~% ve bW:RX—H

H — Ry R+— Hp

fonksiyonlar1 tanimlansin. f ve b sira koruyan fonksiyonlardir. Gergekten (7, C) ve
(Z%,C) kismi siralt yapilar i¢in her Hy,H, € ¢ i¢in Hy C H, iken Ry, = Span(H;) C
Span (H>) = Ry, oldugundan § bir sira koruyan fonksiyondur. Ayrica her Ry, R, € Z i¢in
R; C R, iken e € Hg, olsun. e?€R CRy oldugundan e? € R, dir, yani e € Hp, dir.

Dolayisiyla Hg, C Hg, olup b bir sira koruyan fonksiyondur.
Bu uygulamalarla ilgili bazi sonu¢lar asagidaki gibidir:
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Onerme 4.2.30. f fonksiyonu birebirdir ve H C H' ifadesinin Ry C Ry ifadesini

gerektirmesi anlaminda kesin monotondur.

Ispat: Her H,H' € /¢ icin Ry = Ry olsun. Her e € H icin e € Ry dir ve dolayisiyla
e € Ry olur. Buradan ¢ € H' bulunur. O halde H C H' diir. Benzer sekilde H' C H
oldugu goriiliir. Yani H = H' olup, § birebirdir. Ayrica yukarida ifade edildigi gibi H — Ry

doniisiimii kesin monotondur. O

Sonuc¢ 4.2.31. A sonlu boyutlu bir miikemmel evrim K-cebiri ve R ile J, A min idealleri
olsun. Eger Hg = Hy ise R = J dir. Diger bir deyisle, b birebirdir.
ispat: Teorem 4.2.27 den, R = Ry, ve J = Jy, oldugunu biliyoruz. Her Hg, H; i¢in Hg =

Hj olsun. Bu durumda Ry, = Jp, dir. Bu da R = J demektir. Yani b birebirdir. O

Eger A evrim K-cebiri milkemmel degil ise h fonksiyonunun mutlaka birebir olmasi

gerekmez.

Ornek 4.2.32. A sonlu boyutlu bir evrim K-cebiri ve B = {e},e5,e3} dogal tabani
olsun. A daki ¢arpma e% =e;+ e, e% =e1+ e, e% = e1 + ep + e3 olarak tanimlansin.
R = Span({e; +e2}) ve J = Span({e;,e2}) olsun. R ve J, A nin idealleridir. Hg =
{e1,e2} = Hy dir. Ancak R # J dir. O halde b birebir degildir.

Onerme 4.2.33. A bir evrim K-cebiri ve B= {e; | i € I} dogal tabani olsun. Eger # deki
tiim elemanlar absorbsiyon ozelligini sagliyor ise, o zaman §,§ fonksiyonlari (€,C) ve
(%, C) posetleri arasinda bir monoton Galois baglantist olusturur.
ispat: Her H € ¢ kalitsal alt kiimesi ve her R € & ideali i¢in Ry C R < H C Hg
oldugunu gosterecegiz. Diyelim ki Ry C R ve e € H olsun. O halde e € Ry C R dir ve
¢? € R olur. Buradan e € Hg olup H C Hp elde edilir. Diger taraftan, H C Hg olsun ve
X = Z Aie; € Ry alalm. H C Hg oldugundan x € Ry, olur. Fakat R ideali absorbsiyon
6zelleii§§1i sagladigindan Teorem 4.2.24 geregi Ry, = R dir. O zaman x € R dir. O
% C A ile tim kalitsal ve saturated kiimelerin kiimesini ve #* C Z ile de

absorbsiyon 6zelligine sahip tiim ideallerin kiimesini gosterelim.

Teorem 4.2.34. A dejenere olmayan bir evrim K-cebiri ve B bir dogal tabani olsun. O

halde asagidakiler saglanir:

(1) §: 7 — FH*ve b : B* — " kisitlamg fonksiyonlart bir monoton Galois

baglantisi olusturur.
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g . P « . . _ dir
(2) Eger heric I icin H; € 7 ve U H; € % ise, o zaman RU H, .ZRH’ dir.
iel’ iel”
iel’
(3) Eger {R;};cq absorbsiyon izelligine sahip ideallerin bir ailesi ise o zaman Hﬂ R
1

i€Q
ﬂ HR,' dir.
i€Q
(4) Eger A sonlu boyutlu ve A = A? ise o zaman §,4 fonksiyonlari (J€,C) ve (#,C)

posetleri arasinda bir monoton Galois baglantisi olusturur.

Ispat: (1) Onerme 4.2.21 den § kapalidir. Ustelik Teorem 4.2.24 den R € %* icin Hg =
RN B dir ve Onerme 4.2.3 (8) den Hy bir saturated alt kiimedir. Dolayisiyla b kapalidir.
Onerme 4.2.33 geregi %#* 1 tiim elemanlar1 absorbsiyon ozelligini sagladigindan f,b
fonksiyonlart (.77*,C) ve (%£*,C) posetleri arasinda bir monoton Galois baglantisi

olusturur.

1

2)xe RU i olsun. O halde her i € I'" olmak {izere H; = {eil,eiz, N T } icin
iel’

X = Z ﬂ«,’jeij = Z (lileiﬁ—)ﬁgeiz—}—... +)Lijeij‘|‘---) € ZRHz‘

iel’, jeJ iel’ icl’

dir. Diger taraftan, x € Z Ry, alahm. O halde her i € I' i¢in x; € Ry, olmak iizere x = Z X;
iel iel’
dir. Yani her j € Q i¢in ¢;; € H; olmak lizere x; = Z A;je;j dir. O halde
JEQ

xX= Z Al’je,’j oyle ki ejj € UH,'
iel’, jeQ iel’
olur. Bu durumda x € R U i bulunur.
4
iel’
(3) Hipotez geregi, her i € Q icin R; , A nmin bir ideali olup xA C R; iken x € R; dir.
e, €H ﬂ R; alalim. O halde e,-2 € ﬂ R; dir. Yani her i € Q i¢in el-2 € R; dir. Bu durumda

i€Q
icQ
heri € Qicin e; € Hg, olup e; € -QZHRi dir. O halde H ﬂ R; - -QZHRi bulunur.
l l

i€Q

Diger taraftan, e; € ﬂ Hpg, olsun. O halde her i € Q i¢in ¢; € Hp, dir, yani el2 €R;
icQ
. e 2
dir. Boylece e; € ﬂ R; olur. Buradan e; € H ﬂ R; bulunur. Dolayisiyla ﬂ Hg, CH ﬂ R;
ieQ icQ
i€Q i€Q
olup istenilen esitlik elde edilir.
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(4) A sonlu boyutlu bir evrim K-cebiri ve A = A oldugundan Teorem 4.2.27 geregi
A daki her bir ideal absorbsiyon 6zelligini saglar. Boylece Onerme 4.2.33 den, | ve
b fonksiyonlar1 (J7,C) ve (#,C) posetleri arasinda bir monoton Galois baglantist

olusturur. a
4.2.4. Tliskili Grafi Basit Olan Evrim Cebirleri

Bu boliimde, sadece tek bir maksimal ideale sahip evrim K-cebirleriyle iligkili graflari
inceleyecegiz. Ilk olarak, miikkemmel evrim cebirleri ele alinacaktir. Sonug 4.2.10 ile
tiim maksimal ideallerin maksimal kalitsal alt kiimelerden geldigi bilinmektedir. Onerme
4.2.30, bir maksimal idealin tek bir maksimal kalitsal alt kiimeden geldigini gosterir. Bu
nedenle, sadece bir maksimal kalitsal alt kiimeye sahip miikemmel evrim K-cebirleriyle

iligkili graflar arastirillacaktir (Casado, Barquero vd., 2024).

E yonlii grafi ve H € 77 verilsin.

FO.=E°\H, F'i={f€E"|s(f),(f)¢H}
veE
SF — SE‘FI’ rr = I”E|F1

olmak tizere

E/H: (F()?Fl;roSF)

boliim grafi tanimlansin.

Lemma 4.235. E bir yonlii graf ve H € g olsun. O halde
{H'\H |H CH',H' € g} C My dir.

Ispat: H' € 3 , H C H' alahm. u € H'\ H olsun ve s(1) = u ve r(1) = w € F? olacak
sekilde A € Path (E/H) alalim. u € H' ve A € Path (E) iken H' € 7% oldugundan w € H’
olur. w € F© oldugundan w ¢ H dir. O halde w € H'\ H dir. s(A) =u € H'\H ve A €
Path (E/H) iken r(A) = w € H'\ H olur. Dolayisiyla H'\ H € 7/ bulunur. O

Tamm 4.2.36. E° ve 0 disinda hicbir kalitsal alt kiimesi olmayan bir E yonlii grafina basit

graf ad1 verilir.
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Onerme 4.2.37. A bir sonlu iiretilmis (cebir olarak) miikemmel evrim K-cebir olsun. O
halde A cebirinin basit olmasi icin gerek ve yeter kosul A ile iliskili E yonlii grafinin basit

olmasidr.

Ispat: (=) : A bir basit cebir olsun. O halde {04}, A nin tek maksimal idealidir. Sonug
4.2.10 ve Ryg = {04} oldugundan H = 0 bir maksimal kalitsal alt kiimedir. Bu durumda
H = {Q,EO} olup E bir basit graftir.

(<) : R, A nin kendisinden farkl bir ideali olsun. A sonlu iiretilmis oldugundan R C J
olacak sekilde bir J maksimal ideali vardir. Sonug 4.2.10 geregi H bir maksimal kalitsal
kiime olmak iizere J = Jy seklinde yazabiliriz. E yonlil grafi basit oldugundan 7 =
{(Z),EO} dir. Bu yiizden H = 0 dir. Boylece J = {04} dir. Dolayisiyla A bir basit cebirdir.
O

Lemma 4.2.38. A bir evrim K-cebiri ve B dogal tabant olsun. H bir maksimal kalitsal
alt kiime olsun. O halde E/H boliim grafi ya tek bir kose noktasina sahiptir ya da giiclii
baglantilidrr.

Ispat: Diyelim ki E /H bolim grafi birden fazla kose noktasina sahip olsun. e;,e; € F 0
olsun. O halde H 1n maksimalliinden, E/H sadece bir baglantili bilegene sahiptir. Bu
durumda, oyle bir p yolu vardir ki ya s(i) = e; ve () = e; olur ya da s(u) = e;
ve r(i) = e; olur. Genelligi bozmadan, diyelim ki s(u) = ¢; ve r(1) = e; olsun.
HU{T(e;)} bir kalitsal kiime ve H C HU {T(e;)} oldugundan ve H in maksimalligi
geregi HU{T (e;)} =E° dir. Bu da ¢; € T(e;) olmasim gerektirir. Dolayisiyla E/H

boliim grafi kuvvetli baglantilidir. a
Teorem 4.2.39. E bir yonlii graf ve H € % olsun.

(1) H wn maksimal olmast icin gerek ve yeter kosul E /H béliim grafinin basit olmasidir.
(2) Eger E basit graf ise, o zaman ya izole bir kdse noktasina sahiptir ya da kaynak veya
alict icermeyen bir grafur. Ustelik, E grafi kuvvetli baglantilidir. Eger E® sonlu ise, o
zaman E nin basit olmasi icin gerek ve yeter kosul grafin tiim kogselerini dolasan kapali
bir yola sahip olmasidir.

(3) A bir evrim cebiri ve E, A ile iliskili graf olsun. Eger H € % ise, o zaman A/Ry
evrim cebiri belirli bir dogal tabana gore E [H grafi ile iliskilidir.

Ispat: (1) (=) : H maksimal olsun. O halde Lemma 4.2.38 geregi E/H béliim grafi ya
tek bir kose noktasina sahiptir ya da kuvvetli baglantilidir. Bu durumda E /H boliim grafi

basittir.
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(<) : E/H bolim grafi basit olsun. O halde 7%/ = {0,E°\H} dir. Eger H CH' C
EP olacak sekilde H' € .7¢% varsa, o zaman Lemma 4.2.35 geregi H'\ H € gy olur. Bu
durumda, H'\ H = E°\ H olmahdir. Béylece H' = E° olup H maksimaldir.

(2) E bir basit graf olsun. E nin bir izole kdsesine sahip olmadigin1 kabul edelim. £
yonlii grafinin ayn1 anda hem kaynak hem de alic1 koseler bulundurmadigr gosterilirse
istenen elde edilmis olur. O halde E yonlii grafi birden fazla kdseye sahip olsun ve u € E°
bir kaynak olsun. Bu durumda 6yle bir f € s~!(u) vardir ki T (r(f)) € #% ve T (r(f)) #
E? dir. Bu ise E nin basit graf olmasi ile celisir. O halde E yonlii grafi kaynak icermez.
Simdi de u € E° bir alic1 olsun. Boylece {u}, EY dan farkl bir kalitsal alt kiimedir. Bu da
E nin basit graf olmasiyla celisir. O halde E bir basit graf ise ya bir izole kdse noktasina
sahiptir ya da kaynak veya alic1 igermeyen bir graftir. Simdi de u,v € E® olsun. u € T (v) =
E® ve v € T(u) = E° oldugundan hem u dan v ye hem de v den u ya bir yol vardir. Bu
durumda E yonlii grafi kuvvetli baglantilidir. Eger EY sonlu ise, o zaman agiktir ki E nin
basit olmasi icin gerek ve yeter kosul grafin tiim koselerini dolasan kapali bir yola sahip

olmasidir.

(3) A/Ry evrim cebiri ile iligkili grafin kése kiimesinin (E/H)? = E°\ H oldugunu
ve A/Ry ile iligkili grafin yaylarimn kiimesinin (E/H)' = {feE"s(f).r(f)¢H}

oldugunu gostermeliyiz.

B = {ej|i€l}, A nn bir tabam ve I' = {i€l|e; ¢ H} olmak iizere B’ =
{e i+Rul|je F} kiimesi, A/Ry 1n bir iireteg sistemi olsun. Amacimiz, B’ kiimesinin

A/Rp 1n bir dogal tabani oldugunu gostermektir. k; € K i¢in

Z ki(ei +RH) =0+Ry
iel’

alinirsa, o zaman

kie; = g-e-ERH
)3 Y sie

iel jeI\r
elde edilir. O halde B kiimesinin lineer bagimsizligindan her i € I ve j € I \ I igin k; =
gj = 0 dir. Boylece B’ kiimesi lineer bagimsizdir. Bununla birlikte A /Ry ile iligkili grafin

kose kiimesi ve yaylarinin kiimesi, E /H boliim grafininki ile aynidir. O

Teorem 4.2.39 (2) deki ilk ifadenin karsiti dogru degildir. Bunun icin yalmzca iki

dongiilii bir graf diistinmek yeterli olacaktir.
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Not. Onerme 4.2.37 ve Teorem 4.2.39 e gore, eger A sonlu boyutlu bir miikemmel evrim
K-cebiri ise, 0 zaman A ancak ve ancak [Casado, Kanuni vd. 2019, Onerme 2.7] de oldugu

gibi iligkili grafin tiim koselerini dolasan kapali bir yol varsa basittir.

Ayrica, Teorem 4.2.39 (3) iin bir 6rnegi olarak, dogal tabant {e},e;,e3} ve carpimi

e% =e;+etes, e% =e, e% = e3 + e3 olan 3-boyutlu A evrim cebirini ele alalim. O

halde A evrim K-cebiri miikemmeldir ve A ile iligkili E grafi asagida verildigi gibidir.

E:
el €3

€2

E/H:

o'

3
A= Ke;, H={€2,€3}, A/RHgK
i=1

Teklikle belli bir H # E°, 0 kalitsal alt kiimenin var oldugunu gérmek kolaydir. Aslinda
bu alt kiime H = {e,,e3} dir. Bu ise, tek bir Ry = Ke, @ Kes maksimal ideali iiretir. A /Ry
boliim cebiri, K ile izomorftur ve E /H grafi, bir boyutlu K evrim cebiri ile iligkilendirilen

tek bir kose ve tek bir dongiiden olusan graftir.

Bir grafin kalitsal alt kiimelerini hesaplamak i¢in algoritmalar bilindiginden (bkz.
Bjerregaard vd. 2014), verilen sonlu boyutlu bir mitkemmel evrim cebirinin maksimal
ideallerini algoritmik olarak belirleme islemi bu tiir cebirlerin basit olmasinin bir sonucu

olarak kolaylikla gerceklestirilebilir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda, Y. Cabrera Casado, D. Martin Barquero, C. Martin Gonzalez
ve A. Tocino’nun 2023 yilinda yayinlamis olduklart “Connecting ideals in evolution
algebras with hereditary subsets of its associated graph” adl1 calismadaki sonuglar detayl
olarak incelenmis, koseleri evrim cebirinin taban elemanlari ile etiketlenen bir yonlii graf
tanimlanarak evrim cebirlerine ait bazi cebirsel 6zellikler arastirllmistir. Kaynaklarda
belirtilen calismalar detayli bir sekilde incelenmis ve evrim cebirleri ile ilgili bilgi
edinilmis, elde edilen sonuglar karsilagtirilarak bu alanda ¢alisma yapilmasi durumunda

konu ile ilgili temel bilgilerin bir araya getirilmesi hedeflenmistir.

Evrim cebirler iizerine literatiirde pek cok calisma vardir ve bu teori gelistik¢e evrim
cebirlerin dinamik sistemler, tiirevler, nilpotentlik, normlu uzaylar gibi bircok farkl
kavram ile baglantis1 ortaya ¢ikmistir. Evrim cebirleri iizerine ¢alismak, bu yapinin
bilinen diger cebirsel yapilarla baglantisinin daha iyi anlasilmasina yardimci olacaktr.
Bu diisiinceyle, graf teorideki kavramlar kullanilarak evrim cebirlerine ait yeni cebirsel
ozellikler elde edilebilir. Ayrica evrim cebirleriyle ilgili mevcut sonuglarin ispatim

basitlestirmek i¢in yonlii graflar kullanilabilir.

Bu sebeple literatiirde bu konu ile ilgili ¢alismalar1 kavramak ve evrim cebirinin
yapisal Ozelliklerini iligkili grafa gore incelemek, ileri calismalara Onemli katkilar

saglayacaktir.
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