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ONSOZ
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kadar tiirevinin siirekli olmasidir. Bundan dolay1 yeni catilara ihtiya¢ duyulmustur. Bunlardan biri
Alternatif ¢at1 olup egriler lizerinde farkli karekterizasyonlar elde edilmistir.
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Temmuz 2024, Sayfa: viii +41

Oklid uzayinda egriler teorisinde farkli ¢atilara gore bircok calisma yapilmistir. Bircok bilim adami
bu teoride Frenet cati, Bishop cati, Adapted cati, Ribbon c¢at1 gibi catilar1 caligmistir. Bu ¢atilar egriler ile
ilgili karakterizasyonlarda bize yardimci olur.

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzaymda Alternatif catiya gére manyetik egriler incelenmistir.
Oncelikle N-manyetik, C-manyetik ve W-manyetik egrileri verilmistir. Sonra alternatif catiya gore bu
egrilerin Fermi-Walker tlirevleri arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet ¢atis1, Manyetik egriler, Alternatif cat1, Oklid uzay1, ,Fermi Walker Tiirevi
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ABSTRACT

Magnetic Curves According To The Alternative Frame

Ahmet TAN

Master's Thesis
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July 2024, Pages: viii +41

Many studies have been done according to different frames of the theory of curves in Euclidean Space.
Many scientists have studied frames such as Frenet frame, Bishop frame, Adapted frame, Ribbon Frame in
this theory. These frames help us in the characterization of curves.

In this study, magnetic curves according to Alternative frame in 3-dimensional Euclidean space are
investigate firstley, N-magnetic, C-magnetic, W-magnetic, curves are givenThen the Fermi-Walker
derivative of magnetic curves according to this frame are investigated.

Keywords: Frenet Frame, Magnetic curves, Alternative frame, Euclidean Space, Fermi-Walker Derivative.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride 3-boyutlu Oklid uzaymda Frenet gatis1 en iyi bilinen ortonormal
catidir. Bir uzay egrisinin sekli, egrinin egrilik ve burulmasi ile tamamen belirlenir. Dolayisiyla
bir egrinin tamamen incelenebilmesi i¢in en azindan {iglincli mertebeye kadar siirekli
tiirevlenebilmesi gerekir. Birgok arastirmaci egrilerin 6zelliklerini karakterize etmek ve hesap
yapmak icin Frenet catisim1 kullanir. Frenet catis1 sadece differansiyellenebilir egriler igin
tanimlanabilir. Bunun i¢in farkli alternatif ¢atilara ihtiya¢ duyulmustur.

Manyetik egriler; disiplinler aras1 bilimde bir¢ok uygulama alanina sahiptir ve bu bilimsel
alanlarda c¢ok biiyiik oranda 6nemli rol oynadigmi sdyleyebiliriz. Manyetik alani, hareket
halindeki elektrik yiikiine etki eden Lorentz kuvveti ile tanimlayabiliriz. Yiiklii olan bir parcacik
V manyetik alani igerisine girdigi zaman bu pargacigin Serret-Frenet vektorleri bu alandan
etkilenir ve bu etkiyle Lorentz kuvveti dedigimiz kuvvet aciga ¢ikar. Bu nedenle parcacik bu
girmis oldugu alanin iginde bir yoriinge izlemeye baslar. Cizmis oldugu yoriinge manyetik egriyi
olusturur. Baska bir deyisle manyetik egriyi daha detayli soyle anlatabiliriz. Lorentz kuvveti,
fizikte elektromanyetizmada; elektromanyetik alanlarin olusturdugu noktasal yiikler tizerindeki
manyetik ve elektrik kuvvetlerin bileskesidir. B (manyetik alan), E (elektriksel alan), v (hiz), q

(yiikli pargacik) olsun ve Lorentz kuvvetine olan etkisini s0yle formiiliize edebiliriz:
F=q(E+vxB)

Gorildigi tzere Lorentz kuvveti manyetik alanin vektorii ile par¢acigin hiz vektoriiniin
carpimi bize bu iki vektoriin birbirine dik oldugunu gosteriyor. Bu iki vektdr manyetik alana
paralel bir sekilde hareket etmis olsaydi manyetik kuvvet sifir olur. Iki vektdriin birbirine dik
olmasi Lorentz kuvvetinin en biiylik degeri aldigini gosterir. Bu iki vektdr yani manyetik kuvvet
ile pargacigin hizinin birbirine dik olmasi pargacigin biiyiikligiinii degil sadece ve sadece yoniinii
degistirir. Bundan dolayidir ki parcacigin manyetik alan igerisinde dairesel hareketler yaptigini
gosterir [1].

Vv (hiz ) yiiklii parcacigin, B ( manyetik alan ) girdigi zaman Serret -Frenet vektorleri bu
alandan etkilenirler ve bu etki ile beraber Lorentz kuvveti dedigimiz kuvvet agiga ¢ikar. Kuvvetin
aci1ga cikmastyla birlikte bir yoriinge takip eder. Bu yoriingeye manyetik egri ad1 verilir [2,3].

T (teget vektor alan1) dersek, manyetik alana paralelse Lorentz kuvveti sifir olur ve paralel
bir sekilde ilerler. Fakat T (teget vektor alan1 ) manyetik alana dik olmasi durumunda Lorentz
kuvveti maksimum olur daire seklinde yoriinge izler. Eger T (teget vektor alani), manyetik alana
sabit sabit bir ag1 yapiyorsa da Lorentz kuvvetinin etkisi pargaciga helis egrisi seklinde bir

yoriinge izler [4].



Manyetik alan giiniimiizde bir¢cok alanda karsimiza c¢ikmaktadir. Mesela; pusulanin
calismasinda, jeneratorlerde, elektrikle calisan motorlarda vs. kullanim alani vardir. Bu alanda 3-
boyutlu Rimann manifoldlarinda Barros ve Romeo manyetik alanlarin yoriingelerini ele almigtir
ve incelemistir [4,5]. Daha sonraki yillarda bazi bilim insanlar1 da manyetik alanlari
incelemislerdir, Ling Xu ve David Mould parg¢acik iizerinde var olan yiikiin zaman igerisinde
siirekli degiskenlik gostermesi birden ¢ok farkli egrilere sahip ¢cok karmasik yoriingeler ¢izdigini
savundular ve yaptiklar1 arastirmalari bulduklari yonteme manyetik egrileri de katarak agac
gbvdesini, sag¢ telini, yanan bir atesin ¢izilecegini gosterdiler [6]. Korpinar ve Demirkol 3D
Riemannian manifoldlarda manyetik egrileri vermislerdir [7]. Ayrica Z.Ozdemir, 1.Gok, Y.Yayl
and N.Ekmekci de yine manyetik egrileri incelemistir [8]. Fermi-Walker tiirevi ile ilgili bazi
caligmalar yapilmistir. Bunlar Fermi Walker ve Fermi-Walker paralelliginin tanimlanmasi ile
ilgili galismalar [9,10,11,12]. Ayrica Fermi Walker tiirevinin fiziksel ve geometrik tanimlanmasi
arastirilmigtir [13,14,15].

Alternatif ¢it1 iizerinde uzay egrileri ile ilgili de birgok ¢alisma yapilmistir [16,17,18].

Alternatif ¢atiya gore normal vektorii ile Frenet gatiya gore normal vektor egri boyunca
ayn1 iken teget ve binormal vektorleri normal vektorii etrafinda dodiiriilerek C ve W vektorleri

elde edilmistir. Yeni tanimlanan bu gati1 egrinin alternatif bir ¢atisidir ve {N, C, W} ¢atis1 olarak

< - " _ 1T KB .
adlandirilir. Burada egrinin Darboux vektor alant W = T +—W ve C ise N ve W

vektorlerine dik olup € = W X N vektdrel carpimidir. Veya

N' KT

B
C=—r=——=—=+-——= di.
(IN]| V2412 V2412

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak diger boliimlerde kullanilmak {izere tanim ve teoremler ve
konu ile ilgili yapilan arastirmalar verilmistir. Daha sonra Frenet catisindan farkli olarak
{N,C,W} Alternatif catis1 verilmis bu alternatif ¢at1 iizerinde Manyetik Egrileri ve Manyetik

Egrilerde Fermi-Walker tlirevini tanimlanmis olup yeni karakterizasyonlar elde edildi.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, daha sonraki bolimde kullamlacak bazi temel tamim ve teoremlerden s6z
edilecektir.

Tamim 2.1. A bos olmayan bir ciimle ve K cisimi iizerinde bir vektér uzay1 V olsun.

fiAXA SV

(PQ) - f(P,Q) =PQ

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa A ya V ile birlesmis afin uzay1 denir [19].
)VP,Q,ReAigin f(P,Q+f(QR)=f(P,R)

ii) V P € A ve Vo €V olmak iizere a=PQ olup, Q€A noktasi vardir.

Tanmm 2.2. A reel bir afin uzay ve bu afin uzayla birlesen bir vektor uzay1 da V olsun. V

vektdr uzaymda X ve Y vektorlerini g6z Oniine alalim.
X=(x1,X3 e X ) V€ Y= (Y1, V2 eereey V) € V 0lmak lizere
(,):VXV->R
X Y) =X, V) =Xl x5y

doniisiimiine Oklid anlaminda i¢ ¢arpim denir [19].

Tanim 2.3. |, R de agik bir alt kiime ve E™ de n- boyutlu Oklid uzay1 olsun.
a:lcR—-E™

dontistimii differansiyellenebilir ise o ya E™ de bir egri ve t € | da a egrisinin parametresi denir
[19].

Tanmm 2.4. a. |—R" egrisi verilsin. Vte I i¢in a’(t)#0 ise a egrisine regiiler egri denir
[20].

Tammm 2.5. «: |>R" , a=a(t) olmak iizere ||a’(t)]| =m =1 ise o egrisine
birim hizli egri denir [20]

Tammm 2.6. a her mertebeden diferensiyellenebilir bir egri olsun. Bu durumda
‘P:{a,’, a’,..,a® } sistemi lineer bagimsiz ve V a(¥) k> rigin a(¥)e Sp{W} olmak iizere
Y den elde edilen {V1 \D ,V3’___’Vr} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r — ayaklisi alan1 denir
[19].

Tanim 2.7. a:1c R — E? egrisi, t €1 icin



Teget vektoriin alant:

TO= Ila’(lt) I a’( B

Normal vektor alani:

a al'®
N(® = (Ol

Binormal vektor alani:

ul(t)/\a.”(t)

B (t): la' ()aa' @)

verilen bu vektorlerin olusturdugu {T,N,B } vektor alanlarina Frenet 3 — ayaklis1 denir
[19].

Tanm 2.8. a: [>R3 egrisinin Frenet vektér alanlari {T, N, B} olsun
T: = E3, 1(s)= —(B'(s), N(s))

fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)
noktasindaki burulmasi denir [20].

Tamim 2.9. R3 uzayimda birim hizli a: I — R3 egrisi igin, k: I — R, k(s)=||T"(s)||

fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir [20].

Tamm 2.10. s, yay parametresi olmak iizere, a: I € R —E3 | a(s)=(ay, ay, a3) egrisinin

Frenet formiilleri asagidaki gibidir.
T’ () = k1 (s)N(s)
N'(s) = —ky(s)T(s) + k2(s)B(s)
B'(s) = — ka(s)N(s)
ve
(T,T)=(N,N)=(B,B) =1
(T,N)=(T,B) = (N,B) =0
K =x(s) =T"(s)l

=1(s)=—(N,B")



ki =x ve k, =1 bundan sonra yerlerine bu simgeleri kullanabiliriz [19].
Tanmm 2.11. 1: [—E3 birim hizh egrisinin Frenet elemanlart {T,N,B,x,t} olsun.
w=tT+ kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

w 1

||w‘:s)|| ~2)10) (T*($)T(s) + e (s)B(s))

w(s) =

vektoriine y egrisinin Darboux gostergesi denir [19].

Tamm 2.12. E™*! de M hiperyiizeyi iizerindeki bir egri o: Ic R —M olsun., o
Ic R —M egrisinin her noktasindaki ivme vektdrii M hiperyiizeyine ortogonal ise a egrisine M
yiizeyinde geodezik egri denir [19].

Tanmm 2.13. n boyutlu bir reel uzayda (R™) u vektorii ele alalim. Bu u vektoriiniin

boyuna vektoriin normu denir. ||u|| ile gosterilir [21].

lull =S, w) =2, i

Tamim 2.14. Differansiyellenebilir bir manifold M olsun. O zaman asagidaki doniistimii

verilsin.
g:x(M) x x(M) - C*(M,R)

Bu doniisiimle birlikte asagidaki kosullar saglaniyorsa M lizerinde Riemann metrigi veya
diger bir deyisle Riemann manifoldu denir [21].
i. g simetrikyaniV X,Y € y(M) i¢in g(X,Y) =g(¥,X)
ii. g bilineer yani v X, Y, Z € y(M) ve V f, h € C® (M, R ) igin
gUfX+hY,z2) = fg(X,Z) + hg(Y,Z2)
iii. g pozitif tammli yani V X € y(M) i¢in g(X,X) >0

Tanim 2.15. M bir C* - manifold olsun. M {stiinde vektor alanlarin uzayr y(M) ve C*
fonksiyonlarin cebiri C*( M,R) olmak iizere
<, > x(M) x x(M) — C*(M, R)
Operatorii asagidaki 6zellikleri saglarsa M ye bir yari-Riemann manifoldu denir [22].
i. <, > doniisimii simetriktir.
ii. <, > doniisiimii 2-lineerdir.
iii. vYyey(M)igin <X, Y>=0=X=0

Tamim 2.16. M Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Riemann koneksiyonu olsun.
VX, Y,Ze y(M)veV f,he C* (M,R) i¢in

Vix(M)X x(M)



X, Y) >V (XY)=VyY

ile taniml1 doniistimii
. Vx(Y+2)=VyY +VyZ
. Vixen)Z=VxZ+WZ
. VexY =1fryY
iv. Vx(fY) =1ryY + X(f)Y
yukarida belirttigimiz dort maddedeki o6zellikleri sagliyorsa V ya M iizerinde tanimli afin
koneksiyonu veya kovaryant tiirev denir [19].

Tanmm 2.17. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir afin koneksiyonu V olsun.
Asagida verilen kosullari saglamasi durumunda V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir [21].
Vv X, Y, Z € y(M)olmak iizere;

. VY-V, X=[X Y]
i ZgX,Y)=+g(V,X,Y)+g(X,V,Y)
Tanmm 2.18. (M, g) Riemann manifoldu ve V da M tizerinde Levi Civita Koneksiyonu

olsun.
VXY, Z€e x(M)
Ri x(M)x x(M) x x(M) - x(M)
(X,Y,Z) > R(X,Y, Z) = VxVyV; — VyVyV; — Vg yiZ

doniisiimiine Riemann egrilik tensorii denir [23].
Tanmm 2.19. (M, g) n-boyutlu semi- Riemann manifoldu olsun. M iizerinde F kapal 2-
formu manyetik alandir ve (M, g) manifoldu tizerindeki F manyetik alanin Lorentz kuvveti ®,

herhangi X, Y € y(M) vektor alanlari igin,

9(¢(X),Y) =F(X,Y) 2.1)

seklinde ifade edilir [24].
Tanmm 2.20. Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki manyetik egriler, F manyetik
alanin etkisi altinda M tizerinde hareket eden yiiklii par¢aciklarin ydriingeleridir. Yani F nin

manyetik yoriingeleri, Lorentz denklemindeki M nin egrileridir. Buradan,
VB = (8 22)
olur. M nin jeodeziklerinden elde edilen genellestirilmis Lorentz denklemi de,

Vg =0 dir. (2.3)



[22].
Tanmm 2.21. 3-boyutlu semi-Riemann manifoldunda sapma igermeyen bir vektor alani,

manyetik alan1 tanimlar. V € y(M™) nin Killing vektor alan1 olmast i¢in gerek ve yeter sart,

olmasidir ya da esdeger olarak, tim p € M™ noktalarinda VV (p), Tp(M™) de ters simetrik bir
operatordir.

Yani ii¢ boyutta manyetik alanlar sapma icermeyen vektor alanlari kullanilarak
tanimlanabilir. Killing vektor alanlarinin sifir sapmasi oldugu i¢in, Killing manyetik alan adi
verilen 6zel bir manyetik alan smifi tanimlanabilir [25].

Fy nin Lorentz Kuvveti

dX) =VxX (2.5)
dir. (2.2) ve (2.5) esitliklerinden

VB =V xp (2.6)

yazilir [26,27].
Tamm 2.22. X, s yay parametreli $:1 ¢ R — E™ uzay egrisi boyunca herhangi bir

vektor alan1 olmak tizere;
VX = Vi X — (T, X)V;T + (V; T, X)T (2.7)

seklinde tamimlanan VX tiirevine P(s) uzay egrisi boyunca vektér alanimin Fermi-Walker

T d dT
Tiirevi denir. Burada T = d—f, VT = = [28].

Tanmm 2.23. X, s yay parametreli B(s) uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor alani

olmak iizere; egri boyunca vektor alaninin FermiWalker Tiirevi;
VX =0 (2.8)

ise X vektor alanina B(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir denir [28].
Tamim 2.24. « egrisinin Frenet vektorleri parametreye bagl olarak bir eksen etrafinda

donme hareketi yapar. Bu eksene iizerindeki vektor W ile gosterilirse

T' =W T,
N' =W x N (2.9)
B'=W xB



bagmtisini saglar. Buradan gerekli islemler yapildiginda W
W = 1T + kB (2.10)

seklinde bulunur. Bu vektore darboux vektorii denir.Darboux ekseni lizerindeki birim vektore ise

birim Darboux vektorii denir ve

T KB
W = =+ = .
VK2 +12 + K2 +12 (2 11)

seklinde yazilir [17,18].

Ispat:  Simdi darboux vektdriiniin

W =1T + kB

oldugunu gosterelim.
W € sp{T, N, B} oldugundan
W = aT + bN + ¢cB

olarak yazabiliriz. (2.9) denkleminden
T'=WXT

esitligi yazilir ve

T' = kN

dir.
T'=WXT

esitligine degerleri yazilip vektorel ¢arpimi alinirsa
kN = (aT + bN +cB) xT
KN = —bB + cN

denklemlerin esitliginden b=0, c=k bulunur.

Benzer olarak (2.9) denkleminden

B'=W xB
esitligi yazilir.
B' = —1N



ifadesine esittir. Simdi ifadeleri denklemde yerine yazalim.
—tN = (aT + bN +cB) X B

gerekli islemler yapilirsa
—TN = —aN

denklemin esitliginden a = 7 ifadesi elde edilir. Buldugumuz degerleri W denkleminde yazilirsa

W = 1T + kB

darboux vektorii bulunur.

Tanim 2.25. « egrisinin N normal vektorii ile W birim darboux vektorii vektorel carpilirsa

kT B

C=WXN=—
VKZ+12 * VKZ+12

(2.12)

birim vektorii elde edilir. Bu sekilde elde edilen {N, C, W} sistemine alternatif ¢at: denir [18].
(2.11) ve (2.12) esitliklerinde taraf tarafa toplama ve ¢ikarma islemleri yapildiginda

alternatif ¢at1 ile Frenet ¢at1 arasinda agagidaki gibi bir iliski vardr.

N=N
C= ——L_, B
T Vi Vi
T kB

+
VK2 + 12 K2 + 12

veya
kC ™w
= -—Vee T hee (2.13)
N=N
C kW

B= +
VK2 + 12 K2 412

gibi bir iligki s6z konusudur. Bu denklemlerdeki 8 = Vk? + 72, k = % ve T = % seklinde almip

yukaridaki denklemler yeniden diizenlenirse ¢atilar arasindaki iliski asagidaki gibi olur.



W =17T + kB (2.14)
Veya

T= —kC + W

N=N

B=1tC+ kW

seklinde yazilir

Teorem 2.26. Alternatif ¢at1 vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

N’ 0 B 0[N
c'|l=|-f 0 vyl|C
w' 0 -y ollw
N’ = BC, C'=—-BN+yW, W' =—yC (2.15)

2 ’
bagintist vardir. Burada y = # (E) seklinde bir katsayidir.

Teorem 2.27. « egrisinin alternatif cat1 vektorleri N, C, W olsun. Bu catiya gére Darboux

vektorii
D =yN + W (2.16)
seklinde verilir [18].
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3.1.

ALTERNATIF CATIYA GORE MANYETIK EGRILER

N- Manyetik Egriler
Tamim 3.1. Lorentz esitligini saglayan a egrisine M tizerinde N-manyetik egri denir.
VyN=®(N)=V XN 3.1)

Bu tanimdan yola ¢ikarak alternatif ¢atiya gore N-manyetik egrilerini gosterelim.

Onerme 3.2. « egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) iizerinde birim hizli bir N-

manyetik egri ve bu egrinin Serret—Frenet elemanlar1 {N,C,W,B,y} olsun o halde alternatif

catiya gore matrisi agagidaki gibidir.

N’ 0 B 0[N

c'|I=1-f 0 vyl||C

w’ 0 -y ollw
N’ =BC
C'=—BN +yW (3.2)
wW'=—yw

Teorem 3.3. a egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) tizerinde birim hizli bir N-

manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlarinin Lorentz kuvveti ile alternatif cati

arasinda asagidaki gibi iliski olup matrisi ise sOyle gosteririz:

P(N) 0 f O][N
o) [=|1-p 0 al|cC
ow)| Lo -a ollw

Burada Q belirli katsayili bir fonksiyondur.

®(N) = BC
®(C) = —BN + QW (3.3)
d(W) = -QC

Ispat: a egrisi (M, g) 3-boyutlu riemann manifoldu iizerinde bir N—manyetik egri ve bu

egrinin alternatif ¢at1 elemanlar1 {N, C, W, 8, y} olsun.

®(N) € sp{N, C, W} oldugundan



®(N)=aN + bC + cW (3.4)

yazilabilir. Buradan ®(N)’nin bulundugu (3.4) esitliginin her iki yanim N ile i¢ ¢arpima tabi
tutacak olursak

(®(N),N)=a(N,N) + b(C,N) + c(W,N)
®(N) =pC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC ,N) = a(N,N) + b(C,N) + c(W,N)
olup a=0 bulunur. Buldugumuz deger denkleminde yerine yazilacak olursa
®(N) =bC + cW (3.5)

tipinde bir denklem olur.

Benzer sekilde (3.5) denkleminin her iki tarafin1 C ile i¢ ¢carpima tabi tutulacak olursak
(®(N),C)= b(C,C)+ c(W,C),
®d(N) = fC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC,C)= b(C,C) + c(W,C)

yazilir.
Buradan b=p olur.

Daha sonra (3.5) denkleminin her iki tarafin1 W ile i¢ ¢arpima tabi tutulacak olursa
(O(N), W) =b(C, W)+ c(W,W)
®(N) =pC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC,W) = c(W, W)
denkleminden c=0 olur. Boylelikle
®(N) = fC. (3.6)

elde edilir.
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Simdi de benzer islemleri ®(C) i¢in yapalim. ®(C) € sp{N, C, W} oldugundan
®d(C)=eN + fC +gW
yazilir. (3.7) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ ¢arpimini alalim.
(@(C),N) = e(N,N) + f(C,N) + g(W,N)
olur.
(®(C),N)=¢e
bulunur. ®(C) (3.3) esitliginden
d(C) = —pN + QW
olup i¢ ¢carpimda @ (C) ifadesi yerine yazilacak olursa
(—=BC+QW,N)=e
e=—p
olarak bulunur.
Benzer olarak (3.7) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ carpimi alinirsa
(@(C),C)=e(N,C) + f(C,C) + g(W,C)
(®(0),C)=f
olur. ®(C) (3.3) esitliginden
d(C) =—-pN + QW
olup i¢ ¢arpimda ®(C) ifadesi yerine yazilacak olursa
(=pC+aw,C)y=f
f=0
olarak bulunur.
Benzer sekilde (3.7) denkleminin her iki tarafinin W ile i¢ ¢garpimi alinirsa

(@(C), W) =e(N, W)+ f(C, W)+ g(W,W)
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olur.
(@(C), W) =g
dir. ©(C) (3.3) esitliginden
®(C) = —-pN + QW
olup i¢ ¢arpimda @ (C) ifadesi yerine yazilacak olursa
(=BC +QwW, W) =g
f =Q olarak bulunur. Buldugumuz ifadeleri (3.7) denkleminde yazilacak olursa
®(C) = —pN + QW
bulunur ispat tamamlamis olur.
Simdi de benzer islemleri ®(W) i¢in yapalim. ®(W) € sp{N, C, W} oldugundan
O(W)=kN +IC + mW (3.8)
yazabiliriz. (3.8) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ ¢arpimini alalim.
(P(W),N) = k(N,N) + I[{C,N) + m(W,N)
olur.
(@(W),N) =k
bulunur. ®(W) (3.3) esitliginden
d(W) =-QC
olup i¢ ¢arpimda ® (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
(=yC,N) =k

buradan k =0 olarak bulunur.

Benzer olarak (3.8) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(@(W),C) =k(N,C) + KC,C) + m(W, C)
olur.

(P(W),C) =l
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olur. ®(C) (3.3) esitliginden
d(W) = —QC

olup i¢ carpimda @ (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
(-QC,C)=1

buradan [ =—Q
olarak bulunur.

Son olarak (3.8) denkleminin her iki tarafinin W ile i¢ carpimi alinirsa
(W), W) =k(N, W)+ KC, W)+ m(W,W)

olur.
(d(W),W)=m

olur. (W) (3.3) esitliginden
o(W) =-QC

olup i¢ ¢carpimda @ (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
(—QC,W)=m

m =0 olarak bulunur. Buldugumuz ifadeleri (3.8) denkleminde yazilacak olursa
o(W) =-QC

bulunur.

Boylece Lorent kuvveti ile alternatif ¢ati arasindaki iliski gosterilmis olup ispat N-
manyetik egri i¢in tamamlanmis oldu.

Teorem 3.4. Birim hizli @ manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesi olmasi ic¢in V

manyetik alanin @ egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilmesidir.
V =QN + W 3.9
Ispat: a egrisi V manyetik alanin yoriingesi o zaman Alternatif gatiya gore V
V € sp{N, C, W} oldugundan
V=agN+a,C+asW
yazilabilir. Diger tarftan
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d(N)=V XN (3.10)
(3.3) denkleminden
®(N) =pC
degerine esittir. Simdi bu degerleri (3.10) denkleminde yerine yazip gerekli islemleri yapalim.
BC =V XN =(a;N + a,C+ azW)x N
yazilir. Vektorel ¢arpimin 6zellikleri kullanarak islemi yapalim.
BC =(—a,W + a30)
bulunur. Denklemin esitliginden
a, =0, a; = B bulunur.
Benzer olarak
dW)=VxW (3.11)
(3.3) denkleminden
(W) =-QC
degerine esittir. Simdi bu degerleri (3.11) denkleminde yerine yazip gerekli islemleri yapalim.
—QC =V XW =(a;N+a,C+a;W)xW
yazilir. vektorel carpimin 6zellikleri kullanarak islem yapilirsa
—QC =(—a;C — a,N)
bulunur. Denklemin esitliginden
a, =Yy, ap = 0 bulunur.
Buldugumuz degerleri
V =a;N+ a,C + azW
denkleminde yerine yazilirsa
V =QN + W
olup ispat tamamlanmis olur.
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3.2. C- Manyetik Egriler

Tanim 3.5. Lorentz esitligini saglayan @ egrisine M iizerinde C-manyetik egri denir.
VarC: (I)(C) =V xC

Bu tanimdan yola ¢ikarak alternatif ¢atrya gére C-manyetik egrilerini gosterelim.
Onerme 3.6. «a egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) iizerinde birim hizli bir C-
manyetik egri ve bu egrinin Serret—Frenet elemanlart {N,C,W,B,y} olsun o halde alternatif

catiya gore matrisi asagidaki gibidir.

N’ 0 B 01N

cl=l-g o yllc (3.12)
w' 0 -y olw

N'=g8C

C'= BN +yW

wW'=—yw

Teorem 3.7. a egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) tizerinde birim hizli bir C -
manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlarinin Lorentz kuvveti ile alernatif ¢atiya

arasinda asagidaki gibi iliski olup matrisi ise sOyle gosteririz:

o] [0 B AN
O =[-8 0 v||C (3.13)
(W) -1 -y ollw
Burada A belirli katsayili bir fonksiyondur.
d(N) = BC + AW
®(C) = —BN +yW (3.14)

d(W)=—-AN —yC

Ispat: « egrisi (M, g) 3-boyutlu riemann manifoldu iizerinde bir C—manyetik egri ve bu

egrinin alternatif ¢at1 elemanlari {N,C, W, 8,1, y} olsun.
®(N) € sp{N, C, W} oldugundan

yazilabilir. Buradan ®(N)’nin denkleminin her iki yanini N ile i¢ ¢carpima tabi tutacak olursak
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(®(N),N)=by(N,N) + b,(C,N) + b3(W,N)
olur. ®(C) (3.14) denkleminden degeri
d(N)=pC+ AW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC + AW ,N) = by(N,N) + b,(C,N) + b3(W,N)

olup buradan b, = 0 bulunur.

Benzer sekilde (3.15) denkleminin her iki tarafini C ile i¢ ¢arpima tabi tutulacak olursak
(®(N),C)=b1(N,C) + b(C,C) + b3(W,C)
(3.14) esitliginde
d(N)=pC+ AW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC + AW ,C) = b1(N,C) + b,(C,C) + b3(W,C)

yazilir. b, = (8 olur.

Son olarak (3.15) denkleminin her iki tarafin1 W ile i¢ carpima tabi tutulacak olursa
(D(N), W) =bi(N,W)+ b(C, W)+ bz(W,W)
olur. ®(N) (3.14) denkleminden degeri
d(N) = BC + AW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(BC + AW, W)= bs(W, W)

denkleminden b; = A olur. Boylelikle buldugumuz degerleri (3.15) denkleminde yerine yazilacak

olursa
®(N) =BC + AW

esitligi elde edildigi goriiliir.
Simdi de benzer islemleri ®(C) i¢in yapalim. ®(C) € sp{N, C, W} oldugundan

®(C)=c;N + c,C + csW (3.16)
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yazabiliriz. (3.16) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ ¢arpimini alalim.
(®(C),N) =c1{N,N) + c,{(C,N) + c3{(W,N)
olur. ®(C) (3.14) denkleminden degeri
®(C) = —fN + yW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(=BN +yW,N) = ¢,
¢y = —p olarak bulunur.
Benzer olarak (3.16) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(D(C),C)=c1(N,C) + c,{C,C) + c5(W, C)
olur. ®(C) (3.14) denkleminden degeri
d(C) =—pBN +yW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(=BN +yW,C) = c,

buradan ¢, = 0 olarak bulunur.

Benzer sekilde (3.16) denkleminin her iki tarafinin W ile i¢ carpimi alinirsa
(P(C), W) =ci (N, W)+ c,{(C, W) + c5(W, W)
olur. Buradan ®(C) (3.14) denkleminden degeri
®(C)=—BN +yW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(=BN +yW, W) = c3

c3 = y olarak bulunur.
Buldugumuz ifadeleri (3.16) denkleminde yazilacak olursa
®(C) = —BN + yW bulunur.
Simdi de benzer islemleri ®(W) i¢in yapalim. ®(W) € sp{N, C, W} oldugundan
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yazabiliriz. (3.17) esitliginin her iki tarafimin N ile i¢ ¢arpimini alalim.
(dW), N) = dy (N, N) + do(C, N) + ds(W, N)
olur. (W) (3.14) denkleminden degeri
d(W) = —AN — yC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(®(W),N) =d; bulunur.
(=AN —yC ,N) =d,,

d, =—A olarak bulunur.

Benzer olarak (3.17) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(d(W),C) =d (N, C) + d,(C,C) + ds(W,C)
olur. Buradan ®(W) (3.14) denkleminden degeri
®(W)=—-AN —yC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(®(W),C) =d, olur.
(=AN —yC ,C) =d,,

d, =—y olarak bulunur.

Son olarak (3.17) denkleminin her iki tarafinin W ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(P(W),W)=d(N, W)+ d,(C, W)+ ds(W,W)
olur. (W) (3.14) denkleminden degeri
®(W)=—-AN —yC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(d(W), W) =d5 olur.
(=AN —yC , W) =d;,

buradan d; =0 olarak bulunur.

Buldugumuz ifadeleri (3.17) denkleminde yazilacak olursa
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d(W) = —AN — yC

olur.

Boylece Lorent kuvveti ile alternatif ¢at1 arasindaki iliski gosterilmis olup ispat C-manyetik
egri i¢in ispat tamamlanmis oldu.

Teorem 3.8. Birim hizli @ manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart V manyetik alaninin « egrisi asagidaki gibi yazilabilmelidir.
V=yN—-AC+ W (3.18)

Ispat: a egrisi V manyetik alamin yoriingesi ise o zaman Alternatif catiya gore V €

sp{N, C, W} oldugundan

V =e/N+e,C+e;W (3.19)
yazilabilir. Diger taraftan

®(N) =V x N (3.20)

yazilir.

(3.14) denkleminden
d(N)=pC+ W
degerine esittir. Simdi bu degerleri (3.20) denkleminde yerine yazip
C+AW =V X N =(e;N + e,C + e3W) X N
yazilir. Buradan vektorel garpimin 6zellikleri kullanarak isleme devam edelim.
BC + AW =(—e,W + e30)
yazilir. Denklemin esitliginden
e, = —Ave e3 =  bulunur.
Benzer olarak
P(C)=VXxC (3.21)
yazilir. (3.14) denkleminden
d(C)=d(C)=—LN +yW
degerine esittir. Simdi bu degerleri (3.21) denkleminde yerine yazip gerekli islemleri yapalim.
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—BN +yW =V XN =(e;N +e,C+esW)xXC
yazilir. Buradan vektorel carpimin 6zellikleri kullanarak isleme devam edilirse.
—fN +yW =(e;W + e3N)

yazilir. Denklemin esitliginden e; = y ve e; = 8 bulunur.

Buldugumuz degerleri (3.19) denkleminde yerine yazilirsa V manyetik alanin denklemi
V=yN—-AC+ W

olarak yazilir.

3.3. W- Manyetik Egriler

Tanim 3.9. Lorentz esitligini saglayan @ egrisine M iizerinde W-manyetik egri denir.
Vo W=o(W)=VxW (3.22)

Bu tanimdan yola ¢ikarak alternatif ¢catiya gére W-manyetik egrilerini gosterecegiz.
Onerme 3.10. « egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) iizerinde birim hizli bir W-
manyetik egri ve bu egrinin Serret—Frenet elemanlar1 {N,C,W,B,y} olsun o halde alternatif

catiya gore matrisi agagidaki gibidir.

N’ 0 B O1[N

c'|l=[-f 0 vy||C (3.23)
w' 0 -y ollw

N’ =BC

C'=—-BN+yW

W'=—-yC

Teorem 3.11. a egrisi 3-boyutlu riemann manifoldu (M, g) tizerinde birim hizli bir W -
manyetik egri ve bu egrinin Serret-Frenet elemanlarinin Lorentz kuvveti ile alternatif catiya

arasinda asagidaki gibi iligki olup matrisi ise s0yle gosteririz:

d(N) 0 Q, O1[N
o) |=1-0, 0 vyllc (3.23)
d(W) 0 —y ollw

Burada Q, belirli katsay1l1 bir fonksiyondur.
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d(N) = Q,C
®(C) = —Q,N +yW (3.24)
(W) = —yC

Ispat: a egrisi (M, g) 3-boyutlu riemann manifoldu iizerinde bir W—manyetik egri ve bu

egrinin alternatif ¢at1 elemanlari {N, C, W, Q,,y} olsun.
®(N) € sp{N, C, W} oldugundan

yazilabilir. Buradan ®(N)’nin denkleminin her iki yanini N ile i¢ ¢arpima tabi tutacak

olursak
(P(N),N) = f1{N,N) + f,(C,N) + f3(W,N)
olur. ®(N) (3.24) denkleminden degeri
®(N) =Q,C oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(Q,C ,N) = by{(N,N) + b,(C,N) + bs(W, N) olup buradan
b; = 0 bulunur.
Benzer sekilde (3.25) denkleminin her iki tarafin1 C ile i¢ garpima tabi tutacak olursak
(@(N), C) = f1{N, C) + f(C, C) + f3(W, C)
(3.24) esitliginde
d(N) = Q,C
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(Q2C,C) = f1i(N,C) + f2(C, C) + f3(W, C)

yazilir. f, = B olur.

Son olarak (3.25) denkleminin her iki tarafimt W ile i¢ ¢arpima tabi tutacak olursak

olur. ®(N) (3.24) denkleminden degeri
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®d(N) =Q,C
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(QZCI W) = f3<W, W)

denkleminden f; = 0 olur. Boylelikle buldugumuz degerleri (3.25) denkleminde yerine yazacak
olursak

d(N) = Q,C

esitligi elde edildigi goriiliir.
Simdi de benzer islemleri ¢(C) igin yapalim. ®(C) € sp{N, C, W} oldugundan

P(C)=g1N + g,C + g:W (3.26)
yazabiliriz. (3.26) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ carpimini alalim.

(@(C),N) = g1(N,N) + g2(C,N) + g3(W,N)
olur. Buradan ®(C) (3.24) denkleminden degeri

d(C) =—Q,N +yW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa

(=N +yW,N)= g,

buradan g, = —p olarak bulunur.

Benzer olarak (3.26) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ garpimi alinirsa
(@(C), C) = g1(N, C) + g2(C, C) + g3(W, C)
olur. Buradan ®(C) (3.24) denkleminden degeri
d(C) =—Q,N +yW
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(=N +yW,C) = g,

buradan g, = 0 olarak bulunur.

Ayni sekilde (3.26) denkleminin her iki tarafim1 W ile i¢ carpimi alinirsa
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olur. Buradan ®(C) (3.24) denkleminden degeri
d(C) =—Q,N +yW

oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(=N +yW, W)= g3

buradan g5 = y olarak bulunur.

Buldugumuz ifadeleri (3.26) denkleminde yazacak olursak
¢(C) = —Q,N +yW

bulunur..

Simdi de benzer islemleri ® (W) igin yapalim. ®(W) € sp{N, C, W} oldugundan

d(W)=h N + h,C + h;W
yazabiliriz. (3.27) esitliginin her iki tarafinin N ile i¢ carpimini alalim.
(®(W),N) = hy(N,N) + h,(C,N) + h3(W,N)
olur. Buradan ®(W) (3.24) denkleminden degeri
d(W) =—yC
oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(®(W),N) =h, bulunur.
(=yC ,N)=h

buradan h, =0 olarak bulunur.

Benzer olarak (3.27) denkleminin her iki tarafinin C ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(P(W),C) = h(N,C) + hy(C,C) + hz(W,C)
olur. Buradan ® (W) (3.24) denkleminden degeri
®(W) = —yC oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(®(W),C) =h, olur.
(=yC ,C) =h,,
buradan h, =—y olarak bulunur.
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Son olarak (3.27) denkleminin her iki tarafinin W ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(P(W), W) =hy(N,W) + hy(C,W) + hz(W, W)
olur. (W) (3.24) denkleminden degeri ®(W) = —yC oldugundan denklemde yerine yazilirsa
(d(W), W) =hs olur.
(=yC ,W)=hs,

buradan h; =0 olarak bulunur.

Buldugumuz ifadeleri (3.27) denkleminde yazacak olursak
d(W) =—yC

bulunur ispat tamamlamig olur

Boylece Lorent kuvveti ile alternatif cati arasindaki iliski gosterilmis olup W-manyetik egri
i¢in ispat tamamlanmisg oldu.

Teorem 3.12. Birim hizli ¢ manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart V manyetik alaninin a egrisi asagidaki gibi yazilabilmelidir.
V =yN + Q,W (3.28)

Ispat: a egrisi V manyetik alamin yoriingesi ise o zaman Alternatif catiya gore V €

sp{N, C, W} oldugundan

V = kN + k,C + ksW (3.29)
yazilabilir. Diger taraftan

O(N)=V XN . (3.30)

yazilir. (3.24) denkleminden ®(N) = Q,C degerine esitti. Simdi bu degerleri (3.30)

denkleminde yerine yazip gerekli islemleri yapalim.
Q,C =V XN =(kN+k,C+ksW)XN

yazilir. Buradan vektorel ¢arpimin dzellikleri kullanarak isleme devam edelim.
Oy C = (—k,W + k30)

yazilir. Denklemin esitliginden

k, = 0ve k; = Q,bulunur.
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Benzer olarak
dC)=VxC (3.31)
yazilir. (3.24) denkleminden
P(C) =P(C) =—Q,N +yW
degerine esitti. Simdi bu degerleri (3.31) denkleminde yerine yazip gerekli islemleri yapalim.
—QN+yW =V XN =k N+k,C+ksW)XC
yazilir. Buradan vektorel carpimin 6zellikleri kullanarak isleme devam edilirse.
—Q,N +yW =(k;W — k3N)
yazilir. Denklemin esitliginden
ki =yve k3 =-Q,
bulunur. Buldugumuz degerleri (3.29) denkleminde yerine yazilirsa V manyetik alanin denklemi
V=yN+Q,W

olarak yazilir.
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4, ALTERNATIF CATIYA GORE MANYETIK EGRILERIN FERMiI - WALKER
TUREVi

Teorem 4.1. Alternatif ¢atiya gore X’in Fermi-Walker tiirevi,

Vx dx

Ispat: Alternatif catiya gére Fermi-Walker tiirevinin tanimini kullanirsak

Vx dx dN dN
==~ (NX)——+ (XN (4.2)

Fermi- Walker’in tiirevinin tanimindan yukaridaki esitligi yazariz. (3.2) deki esitlikten
N' =BC

dir ve X € sp{N, C, W} oldugundan
X =N+ pC + pzW

yazilir.

Vx

ax
= =S (N, X)BC +(BC, XN

yukaridaki ifadeler denklemde yerine yazilip denklem diizenlenirse

Z_)S(:Z_f_ﬁ[(N,X)C—w,X)N]

olur.
VX dx N xC)x X1 = B(W x X
%—E_ﬁ[( X C)xX]=pW xX)

esitligi bulunur ispat tamamlanmis oldu.
Teorem 4.2. {N,C,W} Alternatif ¢atisi ve py, U, M3 sabitler olmak iizere s yay
parametreli biitiin a(s) uzay egrileri boyunca X = py N + pu,C + u3W vektor alan1 Fermi-Walker

anlaminda paraleldir ancak ve ancak

1) w = coge‘ﬁs + coge‘ﬁS

2.) 4q = ¢y sin(ys) — ¢, cos(ys) + coge‘ﬁs

3.) s = ¢, sin(ys) — ¢; cos(ys) + coe P dur.



Ispat: X € sp{N, C, W} oldugundan
X =wN+pu,C+ usW
yazilir. Diger taraftan

VX _ dx
Vs~ ds

dir. Ciink{i X vektor alan1 a(s) uzay egrisi boyunca paralel oldugundan,

d(ugN+pC+us) w

N_X_— dug duy dysz d
T ds N+‘U1d+ C+‘U2d+ W+,U3

Denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa

Vx

= = SN 4 B+ SE2C 4 py (N +yW) + SR W + 1y (—yC)

seklinde olur. Denklemdeki N, C, W ifadelerinin katsayilarini bir araya getirelim.
Vx d d
== (B2 BN + (24 — sy ) €+ (2 4y )W =0
yazilir. Buradan
d d d
T B =0, T4 Buy— sy =0, 2y =0

yazilarak lineer diferansiyel denklem sistemleri elde edilir. Bu lineer diferansiyel denklemleri

¢Oziiliirse

U = coge‘ﬁs + Coge‘ﬁs

Uy = ¢y sin(ys) — ¢, cos(ys) + coge‘ﬁs

l3 = ¢, sin(ys) — c; cos(ys) + coe PS

genel ¢oziimii bulunur. Denklemlerdeki cy, ¢4, ¢, ifadeleri sabit sayilardir.

4.1. N-Manyetik Egrilerin Fermi-Walker Tiirevi

a, N-manyetik bir egri olsun.

Teorem 4.1°de Alternatif gatiya gore bir X vektor alanin1 Fermi-Walker tlirevi,

VX = VX — (W x X)
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dir. Bu Fermi-Walker tiirevinin tanimini kullanarak N-manyetik egrilerin Fermi-Walker tiirevini

gosterecegiz. Fermi-Walker tiirevi ile Lorent kuvvetini iliskilendirirsek
Uy @(N) = Vyd(N) — B(W x d(N)) (4.3)

yazilir.

Teorem 4.3. «a, Alternatif catisinda N-manyetik egri olsun. Alternatif catiya gore
®(N), d(C), (W), Lorent kuvvetleri ve V manyetik alaninin Fermi-Walker tiirevleri asagidaki
gibi yazilabilir.

i. Vy®W)=p'C+pyw

ii. Vy®(C)=-B'N—-QyC+Q'WwW
iii. VyoeW)=-9C- 0w
iv. VyzWW=Q'N-pByC+p'W dir.

Ispat: i) «, N-manyetik bir egri olsun. Fermi-Walker tiirevi formiilii yardimiyla ispat:

yapalim.
Uy ®(N) = Vy®(N) — (W x &(N))
®d(N) = fC

olup esitligi denklemde yazalim

Vy®(N) = VyBC — B(W x BC)

olur.
Vy®(N) = B'C + BVyC + B3N
Vy®(N) = B'C + B(—BN +yW) + B*N
buradan
Vy®(N) =p'C + pyw (4.4)
ii.) Benzer olarak @®(C) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii (4.3)
esitliginden

Uy @(C) = Vy®(C) — B(W x ©(0))
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®(C) (3.3) esitliginden
®(C) = —BN + QW
olup denklemde ®(C) ifadesi yerine yazilacak olursa
Vy®(C) = Vy(—BN + QW) — B(W X (—BN + QW)
olur. Buradan
Vy®(C) = =VyBN + VyQW — B[W X (—BN + QW)]
yazilir.
Vn®(C) = —'N + BYyN+Q'W + QVyW — B[W X (=8N + QW)]
UN®(C) = —B'N + B(=C) + Q'W + Q(-yC) = B(—BC)
Vy®(C) = —f'N—yQC+ QW (4.5)

olup ii. esitliginin ispat1 tamamlanmig oldu.
iii.) Benzer olarak ®(W) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii (4.3)

esitliginden
VydW) = Vyo W) — B(W x d(W)).
(W) (3.3) esitliginden
o(W) =-QC

olup denklemde @ (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
Vy®(W) = Vy(=0C ) - B[W x (¢ )]
olur. Buradan
Uy@(W) = =y (QC) — B(QN)

yazilir.
VydW) = —0/C+ QV,yC — QBN

olur.

Vy®(W) = —-Q'C+ QBN — QyW + —QpN
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VyoeWw) = -0'C — Qyw (4.6)

bulunur. iii.) esitliginin ispati tamamlanmis oldu.
Simdi benzer islemleri iv denkleminde V Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tlirevinin

formiilii (4.3) esitligine yazilarak
VaV=VyV—pBW xV)
yazilir. V (3.9) esitliginden
V =QN + pw
olup denklemde V ifadesi yerine yazilacak olursa
VyV =Vy(QN + W ) — B[W x (QN + SW)]
olur. Buradan
VyV = Vy(QN) + Vy (BW) — BIW X (AN + pW)]
yazilir.
ViV =0Q'N+QVyN+ W + BVyW — B[Q(W X N) + B(W x W)]
olur.
VyV=QN+QBC + B'W— ByC — pQC
VyV =0 —ByC+p'W (4.7)
bulunur. iv.) esitligindeki V manyetik alan vektoriiniin Fermi-Walker tlirev ispati tamamlanmis

oldu.

4.2. C-Manyetik Egrilerin Fermi-Walker Tiirevi

a, C-manyetik bir egri olsun.

Teorem 4.1°de Alternatif ¢atiya gore bir X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi,
VX = VX — (W x X)

dir. Bu Fermi-Walker tiirevinin tanimini1 kullanarak C-manyetik egrilerin Fermi-Walker tiirevini

gosterecegiz. Buradan Fermi-Walker tiirevi ile Lorent kuvvetini iligkilendirirsek

Uy @(C) = Vy®(C) — B(W x ©(0)) (4.8)
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yazilir.

Teorem 4.4. «, Alternatif catisinda C-manyetik egri olsun. Alternatif catiya gore
®(N), P(C), (W), Lorent kuvvetleri ve ¥V manyetik alaninin Fermi-Walker tiirevleri asagidaki
gibi yazilabilir.

i Vy®W) = (B' = )C + By + )W
i. Vy®()=-B'N-22C+\W
iii. Vyo(W)=-NN-y'C—y2W
iv. VyV=yN+ (A -py)C+ (B —nW
dir.
Ispat: i) a, C-manyetik bir egri olsun. Fermi-Walker tiirevi formiilii yardimiyla ispat:

yapalim.

Uy @(N) = Vyd(N) — B(W x ®(N))
yazilir.

®(N) = pC+ AW
olup esitligi denklemde yazalim.

Vy®(N) = Vy(BC + AW) — B[W x (BC + AW)]

olur,
V@) = Vy(BC) + Vy(AW) — B[B(W X ) + A(W x W)]
Vy®(N) = B'C+ B(VyC) + AW + A(VyW) + B3N
Vy®(N) =B'C + B(—BN +yW) + AW + A(—yC) + B>N
olur,

Vy®(N) = B'C+ B(—=BN +yW) + W + A(=AN — yC) + B>N
Vy®(N) = B'C — B?N + ByW + W — AN — AyC + B?N
Vy®(N) = (B’ = ay)C + (By + AW (4.9)

denklemi elde edilerek ispat tamamlanmais olur.

ii.) Benzer olarak @(C) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii kullanarak

Uy @(C) = Vy®(C) — B(W x @(0))
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yazilir.
®(C) = —BN + AW
olup esitligi denklemde yazalim.

Uy ®(C) = Vy(—BN +yW) — BIW x (=BN + yW)]

olur,
Un®(C) = —Vy(BN) + Vy(yW) = B[—B(W X N) + AW x W)]
Vy®(C) = —f'N — B(VyN) + y'W + A(VyW) + B%C
Vy@(C) = —f'N = B(BC) + AW +y(=yC) + f*C

olur.

Vy®(C) = —B'N — 22C+ AW (4.10)

denklemi elde edilerek ispat tamamlanmais olur.

iii.) Benzer olarak ® (W) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii kullanilarak
VydW) = Vyo (W) — (W x d(W))
yazilir. (W) (3.14) esitliginden
d(W) =—AN —yC
olup denklemde @ (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
Un®W) = Vy(=AN —yC) — B[W x (=AN — yC)]
olur. Buradan
Vy@W) = =Vy(AN) = Vy(yC) = BIW X (=AN —yC )]
yazilir.
Vy@(W) = =A'N = A(VyN) = y'C = y(VyC) = B[=A(W X N) =y (W x ()]
Vy®W) = =A'N = A(BC) —y'C —y(—=BN +yW) — B[-AC + yN]
olur.
Vy®W) = —A'N — A(BC) —y'C + ByN — yyW + BAC — ByN
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Vy®e(W) =-AN—y'C—y*Ww (4.11)

bulunur. iii.) esitliginin ispat1 tamamlanmis oldu.
Simdi benzer islemleri iv denkleminde V Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tlirevinin

formiilii (4.3) esitligine yazilarak
VaV=VyV—pBW xV)
yazilir.
V=yN—-AC+ W
olup denklemde V ifadesi yerine yazilacak olursa
VaV=Vy({N —AC + BW) — BIW X (yN — AC + pW)]
olur. Buradan
UnV =Vy(yN) — V() + Vy(BW) — BIW X (yN — AC + fW)]
yazilir.

TV =y'N+yVyN — 1'C + AVyC + B'W + BVNW — Bly(W x N) — A(W x C) +
BW x W)]

olur.
VsV =YN+vy(BC)—AC—A(=BN +yW) + B’'W + B(—=yC) — ByC — BAN
VywV=YN+ (=2 =By)C+ B — )W (4.12)

bulunur. iv.) esitliginin ispati tamamlanmis oldu.

4.3. W-Manyetik Egrilerin Fermi-Walker Tiirevi

a, W-manyetik bir egri olsun.

Teorem 4.1°de Alternatif ¢atiya gore bir X vektor alanmin Fermi-Walker tiirevi,
VX = VX — (W X X)

dir. Bu Fermi-Walker tiirevinin tanimimi kullanarak W-manyetik egrilerin Fermi-Walker tiirevini

gosterecegiz. Buradan Fermi-Walker tiirevi ile Lorent kuvvetini iliskilendirirsek

Vy@(W) = Vyo (W) — B(W x d(W)) (4.13)
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yazilir.

Teorem 4.5. a«, Alternatif catisinda W-manyetik egri olsun. Alternatif catiya gore
®(N), P(C), (W), Lorent kuvvetleri ve ¥V manyetik alaninin Fermi-Walker tiirevleri asagidaki
gibi yazilabilir.

i.  Vy®(N) =Q5C + QyW

ii. Vy®(C)=-Q,N—-y?C+yW
iii. VyoW)=-y'C—-y*W
iv. VyV=yN-0Q,yC+Q,W dir.

Ispat: i) a, W-manyetik bir egri olsun. Fermi-Walker tiirevi formiilii yardimiyla ispat:

yapalim
Uy @(N) = Vy®d(N) — B(W x d(N))
yazilir.
®(N) = Q,C
olup esitligi denklemde yazalim
Un®(N) = Vy(Q20) = BIW x (2,0)]
olur.
Vy@(N) = Q5C + Q,(VyC) — BIQ, (W x O)]
Vy®(N) = Q5C + Qy(—BN + yW) + B[Q,N]
Vy®(N) = Q5C + Qy(—BN + yW) + B[Q,N]
Vy®(N) = Q,C + QyW (4.14)

denklemi elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

ii.) Benzer olarak ®(C) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii kullanarak
Uy @(C) = Vy®(C) — B(W x ©(0))
yazilir.

®(C) = —Q,N +yW
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olup esitligi denklemde yazalim.

Uy @(C) = Vy(—QuN +yW ) — BIW X (—Q,N + yW )]

olur,
Vy®(C) = —Vy(QN) + Vy(yW) — B[—Q(W X N) + A(W x W)]
Vy®(C) = Q4N — Q,(VyN) +¥'W + y(VyW) + BQ,C
Vy®(C) = Q4N — Q,(BC) +y'W + y(—yC) + BQ,C

olur.

Vy®(C) = —Q4N —y2C +y'W (4.15)

denklemi elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

iii.) Benzer olarak ®(W) Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tiirevinin formiilii kullanilarak
Vyd(W) = Vyo (W) — (W x d(W))
yazilir.
d(W) = —yC
olup denklemde @ (W) ifadesi yerine yazilacak olursa
Vy@W) = Vy(-yC) — BIW x (—yC)]
olur. Buradan
Vy@W) = —Vy(yC) = BIW x (=yC)]
yazilir.
Vy@W) = —y'C —y(VyC) = Bl—y(W x O)]
Un®(W) = —y'C —y(=N +yW) = ByN
olur.
Vy®W) = —y'C + ByN —yyW — ByN
Vye(W) = —y'C—y2Ww (4.16)
bulunur. iii.) esitliginin ispat1 tamamlanmis oldu.
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Simdi benzer islemleri iv denkleminde V Lorent kuvvetinin Fermi-Walker tlirevinin

formiilii
VyV=VyV—BW xV)
yazilir
V =yN+ Q,W
olup denklemde yerine yazilacak olursa
VaV=Vy(yN + Q,W ) —B[W X (yN + Q,W )]
olur. Buradan
UnV = Vy(yN) + V(@ W) = Bly(W x N) + Q,(W x W)]
yazilir.
VyV =v'N+yVyN+ QW + Q,VyW — B[yC]
olur.
UV =Y'N+y(BC) + QW + Q,(=yC) — ByC
VyV=yN-Q,yC + Q)W (4.17)

bulunur. iv.) esitliginin ispat1 tamamlanmis oldu.
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5. SONUCLAR

Bu caligmada manyetik egriler Alternatif catiya gore tamimlanmustir. Frenet gatist ve
alternatif catiya gore manyetik egrilerin tanimlandigt ve a egrisinin normal ve Binormal
vektorlerinin Lorentz kuvvetinden etkilenmesiyle elde edilen yoriingeler incelenmis ve bu
egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir.

Son olarak benzer diisiinceyle 3 boyutlu Oklid uzaymin Dual uzaymnda Alternatif catiya

gore manyetik egriler aragtirilabilir.
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