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OZET

"Simplisel Kategoriler" {izerine hazirlanmis bu tez 5 boliimden olusmaktadir.

1. bolimde "kategori" teriminin anlami, kategori teoriye ihtiya¢ duyulma
sebebi ve bu alanda yapilan calismalardan bahsedilecektir.

2. boliimde kategorilerin temel kavramlar: {izerinde durulacak, baz1 6zel
kategori cesitlerinden bahsedilecek ve kategoriler arasinda baglanti kurmamiza

yardimci olacak funktorlar ve dogal transformasyonlar tanimlanacaktir.
3. boliimde; simplisel kategorinin tanimi verilecek, kiiciik kategorilerin
kategorisi olan A[n] kategorisi olusturulacak, simplisel grup ve simplisel cebir

kategorileri tanimlanacaktir.

4. boliimde; caprazlanmis modiil kavramindan soz edilip, gruplar ve cebirler
tizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisi olusturulacaktur.

5. boliimde ise simplisel kategorilere denk olan kategoriler incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Kategori, Caprazlanmis modiil, Simplisel grup, Simplisel
cebir
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SUMMARY

This thesis, focusing on “Simplicial Categories,” have five chapters. Firstly
we discuss the meaning of the term “category,” the need for category theory, and
highlight relevant works in this area.

In the second chapter, emphasis is on the fundamental concepts of
categories, discussing specific types of categories. Functors and natural
transformations are defined to establish connections between categories.

The third chapter will provide the notion of a simplicial category, create the
category A[n] ~which is the category of small categories, and introduce simplicial

group and simplicial algebra categories.

In the fourth chapter, the concept of crossed modules ar addressed, leading
to the creation of the category of crossed modules on groups and algebras.

The fifth chapter will explore categories equivalent to simplicial categories.

Key Words: Category, Crossed module, Simplicial group, Simplicial
algebra
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1. GIRIS VE AMAC

Sezgilere dayanan bir soyut diisiince bigimi ve evrensel bir dil olarak
kullanulan matematik, gelisen diinyamizda onemli yer tutar. Hayatimizin her
alaninda gerekli olan ¢oziimleyebilme, iliskilendirme, akil ve mantik yiiriitme,
problem ¢6zme gibi davranislar1 gelistiren bir alan oldugu icin matematigi
ogrenmek hayatimizi kolaylastirir. Ayrica matematik, farkli konularin birbirleriyle
baglantis1 iizerine ¢alisarak problemlere farkli bakis acilar1 ve farkli ¢oziimler
getirir.(|https://www.matematiksel.orgin.d.)

Kategori teori, nesnelerden ¢ok, nesneler arasinda iliski kuran bir
matematiksel modeldir ve bu teori, matematigin bir c¢ok alaninda

uygulanmaktadir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilar ve bu yapilar arasindaki baglantilarla
ilgilenen ve boylece yeni bir bakis agis1 ortaya koyan bir kuramdir.
(https://tr.wikipedia.orgl n.d.) Bu kuram sayesinde farkli alanlardaki teoremler ve
yapilar birbirleriyle iliskilendirilebilir ve elde edilen sonuglar farkli alanlara da
uygulanarak ortak bir matematiksel dil olusturmamiza olanak saglar. Tiim bu
ozellikleri saglayan kategori teorisi, matematiksel yapilarin bir genellestirmesi

olarak diistintilebilir.

Kategori teorisi 1940 yillarinda Samuel Elienberg ve Saunders Mac Lane

tarafindan olusturulmus ve pek ¢ok bilim insaninin ¢alisma alami olmustur. (
Mac Lane, [1998)

Kategori teorisi sayesinde bazi alanlardaki zor problemler, farkli alanlarda
daha basite indirgenerek c¢oziilebilir. En c¢ok bilinen Orneklerden biri olarak
topolojik uzaylar kategorisi ile gruplar kategorisi arasinda gecis yapan homotopi
funktoru verilebilir. Homotopi funktoru ile 1 boyutlu topolojik uzaylara cebirsel
model olarak temel gruplar karsilik getirilir. Boylece topolojik bir probleme cebirsel
olarak ¢oziim bulma sans: elde edilir. Bu amagcla kategoriksel denklikleri elde
etmek olduk¢a Onemlidir. Kategoriksel denklikleri anlamak icin dogal
transformasyon, funktor ve dolayisiyla kategori kavraminin anlasilmasi
gerekmektedir. Bu nedenle oncelikle bu kavramlar {izerinde durulacaktir.

Sonrasinda ise bizim tezimizin temel konusu olan Simplisel kategoriler ve onlara



denk olan Kkategoriler tanitilacaktir. Kaynak olarak oncelikle Mac Lane’nin
kitaplarindan ve Z.Arvasi Ders Notlarindan yararlanmilmistir. ( Arvasi, 2013;
Mac Lane, [1998)



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Kategori teorisi 1940 yillarinda Samuel Elienberg ve Saunders Mac Lane
tarafindan olusturulmus ve pek ¢ok bilim insaninin g¢alisma alani olmustur.
(Mac Lane, |1998) Biz de ilk boliimde Mac Lane'nin kitaplarindan ve Z.Arvasi Ders
Notlarindan yararlanacagiz. ( Arvasi, 2013)

Simplisel kategori ya da simpleks kategori olarak adlandirilan kategori;
bostan farkli, sonlu, sirali kiimeler ve sira koruyan doniisiimlerden olusan bir
kategoridir. Bu kategori, simplisel ve kosimplisel objeleri tanimlamak igin
kullanilir. ( https://tr.wikipedia.org n.d.) Bu kategori ile tanimli simplisel objeler,
cebirsel topolojide bir ¢ok problemin ¢dziimiine yardimci olur. Ornek olarak
homoloji ve kohomoloji iglemleri, C-W kompleksler ve Eilenberg-Mac Lane
uzaylar verilebilir. Detayli bilgi icin (Gabriel ve Zisman, 1967; Lamotke, [1968; May,
1967) kaynaklarina bakilabilir.

Whitehead, Gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavramini ilk kez 1949
yilinda cebirsel bir model olarak tanimlamis ve relatif homotopi gruplar: {izerine
yaptig1 calismasinda kullanmugtir. ( Whitehead, [1949) Bu sayede Caprazlanmis
modtillerin homotopisi, matematik ve geometrinin bir ¢ok alaninda kullanilmistir.
Sonrasinda bu kavram cebir yapisi i¢in de tanimlanmistir. Porter (1985) degismeli
cebirler tizerinde ¢aprazlanmis modiil kavram {izerine galismistir. Lichtenbaum,
Gerstanhaber (1966) ve Schlessinger (1967) cebirler tizerinde gaprazlanmis modiil
yapisina farkli bir sekilde yer vermistir. Bunun yamn sira T.Porter ve Z.Arvasi ve
calismalarinda degismeli cebirler iizerine g¢aprazlanmis modiillere yer vermistir. (
Arvasi ve Porter, (1996; Arvasi ve Porter, (1997; T.Porter, [1986)

Catl-grup yapust ilk kez Loday tarafindan incelenmistir. Ayrica Loday, Cat?
ve Cat"-gruplarini tammlamis ve Cat’-gruplar kategorisi ile ¢aprazlanmisg kare
arasindaki bagintilar1 ispatlamistir. (Loday, 1982) Sonrasinda Ellis (1988) cebirler
tizerinde galisarak k-cebir kategorisinde cat-1 cebir tanimin elde etmistir. Cat1-Ceb
ve XMod kategorilerinin denkliginin ispati Porter ve Shammu(1992) tarafindan
intern kategoriler icin verilmistir. Caprazlanmis modiiller kategorisinin Moore
kompleksi 1 olan simplisel cebirler kategorisine dogal denkligi 1997” de (Arvasi ve
Porter, [1997) ile ve 2-boyutlu Moore komplekslerin simplisel cebir kategorisine
denkligi de 1997 yilinda (Arvasi, 1997) ile gosterilmistir.



3. KATEGORILERIN TEMEL KAVRAMLARI

Bu boliimde, diger boliimlerde de kullanacagimiz kategori teriminin tanimu,
kategoriksel yapilari olusturan elemanlarin tanim ve 6zellikleri, kategori gesitleri ve
ozellikleri, kategoriler arasindaki funktorlar ve dogal transformasyonlar hakkinda
genel bilgi verilecektir. Referans olarak Mac Lane verilebilir.

3.1 Kategori Nedir?

Herhangi bir C kategorisi ;

* Ob(C) ; elemanlarina obje denilen bir sinif,

* Mor(C) ; elemanlarina morfizm yada ok denilen bir kiimedir. Yani Z ve T
herhangi iki obje olmak iizere, Z den T ye giden

More(Z,T)={f|f:Z — T}

tiim oklarin kiimesi,
* f:Z—T wve g:T— X morfizmleri icin

o:Mor.(Z,T)x Mor.(T,X) — Mor.(Z,X)
(f,9) — of,.g) =gof

seklinde bir kompozisyon
* Her X objesi igin 1x : X — X birim morfizmi;

verileri ;

K1) f:Z—T,g: T — Xveh: X — M morfizmleri i¢in

hgf) = (hg)f



Yani

Z M
ihgr ’

f ot h

T X

seklindeki diyagram degismelidir.

K2) f : Z — T morfizmiigin

flzlef:f dir.

sartlarmi saghyorsa (Ob(C), Mor(C), Mor(C)x Mor(C) — Mor(C); 2
Aksiyom) sistemine bir kategori denir.

Not:
1. Birim morfizm tektir.

2. Herhangi bir C kategorisi, Mor(C) kiimesi {izerinde morfizmler veya oklar

cebiri olusturur. Yani
C~ (MorC, MorC x MorC — MorC ;2 Aksiyom)

biciminde cebirsel formatta ifade edilir.

3. hf ve g¢gf tanimhdir<= hfg tanimhdir.

Ornekler

1) C =Grup(Gruplar kategorisi)

* 0b(C), gruplarin siufidir.



* Mor(C), gruplar arasinda tanimli homomorfizmlerdir.
¢ Birim morfizm, birim fonksiyon homomorfizmidir.

¢ Kompozisyon, homomorfizmlerin bilegkesidir.

2) C =Kime (Kiimeler kategorisi)

e Ob(C), tim kiimelerdir.
e Mor(C), kiimelerde tanimh fonksiyonlardir.
* Birim morfizm, birim fonksiyondur.

¢ Kompozisyon, fonksiyonlarda tanimli bileske islemidir.

Sonlu kiimeler obje olarak alinirsa, sonlu kiimeler kategorisi elde edilir.

3) C =Halka(Halkalar Kategorisi)

e Ob(C), tim halkalarin sinifidir.
e Mor(C), halka homomorfizmlerinin kiimesidir.

e Kompozisyon, her halka homomorfizmi bir fonksiyon oldugundan bileske

islemidir.
Eger objeler tamlik bolgesi olarak alinirsa tamlik bolgesi kategorisi ve

cisimler olarak alinirsa cisimler kategorisi olusur.

4) Morfizmleri sadece birim morfizmler olan kategori, ayrik (discrete) kategori

olarak adlandirilir.



3.1.1 Kiiciik Kategoriler

Tanim 1 Obje sinifi kiime olan kategoriye kiigiik (small) kategori denir.

Objeler kiimesi O , morfizmler kiimesi F' ile gosterilirse

fonksiyonlar1 tanimlayalim. g € F' morfizmi

a=n(g) €O ve b=m(g) € O olmak tizere

a=mn(g) = m(g) =b

seklinde gosterilir. Tanimlanan n fonksiyonuna kaynak (source) ve m fonksiyonuna

hedef (target) fonksiyonu denir. Ayrica

fonksiyonu, y bir obje olmak tizere
ey) =1,y —vy

bi¢ciminde birim morfizm olarak tanimlanair.

Kompozisyon islemi ise

o : FxF — F
(9,h) — o(g9,h) = goh=gh

bigiminde olup bu kompozisyonun tanimlanabilmesi igin



olmalidir. Yani;
Fxo F={(g,h) [ m(g9) =n(h)} CF x F

seklinde tanimlanmalidir. Bu ¢arpima fiber ¢carpim denir.
Ornekler

1.) Grup , tek objeli bir kiiciik kategoridir. H bir grup ve

O={x},F=H

olarak alinirsa

H

olup; kiiciik kategorinin morfizmleri, grubun elemanlari olur. Diger taraftan grubun

birimi,

Cr =e(%) 1 x — %

bi¢iminde birim morfizmdir. Son olarak

HxH — H
(hl,h2) — '(h17h2)=h1'h2

olarak tanimlanan islem, kompozisyon olur. Yani bu fonksiyonlar kullanilarak

x = 5(h1) =5 t(hy) = * = s(ha) 2 t(hy) =



seklinde ifade edilir.
Ayrica grubun asosyatiflik ve birimlilik sartlar1 , kategorinin K1 ve K2

aksiyomlarina karsilik gelmektedir. Boylece G grubu, tek objeli bir kiigiik
kategoridir.

Uyarr: Yukaridaki drnekte obje kiimesi tek elemanli olmak zorundadir. Aksi
taktirde kompozisyon olusmaz. Ayrica kategorinin morfizmleri G nin elemanlaridir.

Yani kategoride morfizmler fonksiyon olmak zorunda degildir.

2.) Benzer sekilde herhangi bir monoid de bir kiigiik kategori belirtir.

3.) Hem objeler hem de morfizmler bos kiime olarak alinirsa bos kategori elde
edilir. Benzer sekilde

e A={lp}ve O={0,1} alimirsa;

1=0

seklinde gosterilen yapi, bir objesi ve bir morfizmi olan bir kiigiik kategori olusturur.

e A={f1p,1;} ve O ={0,1} alinirsa;

Io I
) )
2=0——1
kiiciik kategorisi elde edilir.
e Benzer sekilde
3= 1 4 = 1
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yapilar1 da birer kiiciik kategoridir.

Uyar:

C ~ 1ACA 3313

diyagramu bir kiigiik kategori olusturmaz. Ciinkii kompozisyonlar: yazacak olursak;

h

hf = 14 ve gf =14
fh = 1p ve fg=1p

bi¢giminde olup
h(fg) = hlg = h ve (hf)g = lag = g oldugundan K1 aksiyomu

saglanmaz. Yani bir kategori belirtmez.

3.1.2 Verilen Kategorilerden Yeni Kategoriler Elde Etmek

3.1.2.1 Alt Kategoriler

Tanim 2 C bir kategori olsun.
i) D nin objeleri ayni zamanda C nin de objeleridir.

ii) A, B € Ob(D) olmak iizere

Morp(A,B) C Morc(A, B) dir.

iii) Her A € Ob(D) icin

(1A)D = (1A)C dZT
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iv) g, f € Mor(D) olmak iizere

gop f=goc f dir

sartlar1 saglaniyorsa D kategorisi C kategorisinin alt kategorisi olur.

D kategorisindeki her A, C' obje ¢ifti i¢in ayrica
Morp(A,C) = Morc(A,C)

esitligi saglaniyorsa , D kategorisi C kategorisinin tam (dolu) alt kategorisi olur.

Ornekler

1.) Bos kategori, her kategorinin alt kategorisidir. Her kategori, kendisinin bir
dolu alt kategorisidir.

2.) D =HIk, birimli halkalar kategorisi, C =H[k halkalar kategorisinin alt
kategorisidir. Ancak dolu alt kategorisi degildir. Ctinkii her halka homomorfizmi

birimi korumaz.

3.) D =Abelyan Grup Kategorisi, C =Grup kategorisinin dolu alt
kategorisidir.

3.1.2.2 Carpim Kategorisi

C ile D iki kategori olmak {izere;

Objeleri; D € Ob(C) , C' € Ob(D) olmak tizere (D, C) ikilileri

Morfizmleri; f € Mor(D,D"), g € Mor(C,C") olmak {izere

(h,g): (D,C) — (D', C") ikilileri,

Birim morfizmi; (1p, 1¢) ikilisi

¢ Kompozisyonu; (f,g)o (flagl) =(fo f,79 09/)
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biciminde bir kategori elde edilir. Elde edilen kategoriye C ve D kategorilerinin
carpim kategorisi denir ve C xD seklinde gosterilir.

3.1.2.3 Dual (Opposite) Kategoriler

C Dbir kategori olsun. C nin objeleri aynen alinmak suretiyle morfizmlerin
yonii degistirilerek elde edilen kategoriye C nin dual kategorisi denir ve C? seklinde
gosterilir. Yani;

Ob(C”) = Ob(C)

Mor(C?) ={ f:C — B| f € More(B,C)}

B e Ob(COP) 1gm 1(Cop)(B) = 1c(B)

* (fog)=ygPof”

olacak sekilde bir C? kategorisi elde edilir. Bu kategoriye C nin dual kategorisi denir.

Ornekler
1) Her kategorinin duali de bir kategoridir.
2) C bir kategori olmak tizere (C?)? =C dir.

3) G grubu kiiciik kategori olarak goz oniine alinirsa G Abelyan ise G = G7
tur. Ctinki

GxG — G
(r,y) — xy olmak tizere

GoP x GO —  @QOP

(z,y) — xy =yxr seklinde tanimhdir.
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3.1.2.4 Boliim Kategorisi

C herhangi bir kategori ve ~ bagintisi, Mor(C) kiimesi tizerinde bir denklik
bagintis1 olsun. Bu durumda boliim kategori ;

e Ob(C/~)=0b(C)
® Mor¢/ (A,B)={[f]~|f € Morc(A,B)}

° [f] Oc/Ng: [goc f]
biciminde tanimlanir.

Ornek: C = Top kategorisini ele alalim. = homotopi bagintisina gore Top
/ 2 bir boliim kategorisidir. Bu kategoriye homotopi kategorisi denir.

3.1.3 Izomorfizmler

C herhangi bir kategori ve f € Morc¢(A, B), g € More(B, A) olsun.

fog=1p ve gof =14 ise gye fnin ters morfizmi ve f ye de gnin ters
morfizmi denir ve g = f~! ile gosterilir.

Yani,

1ACA<£3313

g

ve fg=1p ve gf =14 olacak sekilde g vardir."

Tanim 3 C bir kategori ve C ve A da birer obje olmak iizere f : A — C' morfizminin
tersi varsa, f ye izomorfizm denir. Bu durumda A ve C' izomorf objeler olarak adlandirilir
ve A= C ile gosterilir.
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3.2 Funktorlar

"Funktor" kelimesi, filozof Carnap’tan gelmektedir.( Mac Lane, [1998)
Funktorlar, iki kategori arasinda nesneleri ve morfizmleri iliskilendirir. Bu anlamda
fonksiyonlarin genellestirilmesi olarak diisiiniilebilirler. Ornegin topolojik uzayin
temel grubu bir funktor olarak alinabilir. Ayrica bu tip yapilar "dogal bir bagintiya"
sahip oldugundan bir funktoru digeri ile iliskilendiren, dogal doéntisim
kavraminin tanimlanmasmi saglar. Homomorfizmlerin cebirsel 6zellikleri

korudugu gibi funktorlar da kategoriksel 6zellikleri korurlar.

Tanim 4 C ve D herhangi iki kategori olsun. G : More — Morp fonksiyonu;
(Pl) G(idA) = idg(A) dir.

(F2) f € Morc(A, B), g € More(B, C') olmak iizere

G(go f) = Glg) o G(f) dir.

esitligi saglaniyorsa G ye bir funktor denirve G : C — D yada (C,G,D ) ile gosterilir.

3.2.1 Funktor Ornekleri

1.) Birim Funktor: Her C kategorisi igin,

L1

C
A
f

biciminde tanimli funktor birim funktordur.

2.) Sabit Funktor: C ile D birer kategori ve D € Ob(D) sabit obje olsun.

L1l
5 U9

biciminde taniml1 funktor sabit funktordur.
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3.) I¢ine (Inclusion) Funktor: C', C nin bir alt kategorisi olmak iizere

1e c — C
A — A
fo— 7

bigiminde tanimli funktor igine (inclusion) funktordur.

4.) Projeksiyon Funktoru: C ve D herhangi iki kategori olmak tizere D €
0b(C), C € Ob(D) olsun.

FO C xD — C Fl : CxD — D
(D,C) ~— D (D,C) — C
(h,g) +— h ve (h,g) +— ¢ funktorlan

vardair.

5.) Boliim Funktoru: C herhangi bir kategori, C / ~ kategorisi de C nin
boliim kategorisi olsun.

F :C — C/~
A ~ F(A)
fo~  [fl~ biciminde tanimlanan F' funktoruna
boliim funktoru denir.

6.) Forgetfull(fhmal) Funktor:
F :C — D funktoru, C kategorisindeki bazi1 6zellikler goz ard1 edilerek
D kategorisine tamimlaniyorsa, bu doniistim forgetfull (ihmal) funktor olarak
adlandirilir.
Ornegin, C somut kategori ise
F :C — Kime seklindeki funktor, forgetfull(ihmal) funktordur.

Clinkti,

F : Grp — Kume = Grup yapis1 unutuluyor.
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F : Modr— AbGrp = Modiil ¢carpim yapis1 unutuluyor.
F : Hlky— AbGrp = Carpim yapis1 unutuluyor.
7.) Kontravaryant Funktor

H:C? — D (veya H :C — D) seklindeki funktora C den D ye bir
kontravaryant funktor denir. Yani

H(go f)=H(f)eo H(g) dir

3.3 Dogal Transformasyonlar

Onceki boliimlerde bir objeyi bagka bir obje ile iliskilendiren yap1 morfizm ,
bir kategoriyi baska bir kategori ile iliskilendiren yapi funktor olarak tanimlandi.
Simdi ise bir funktoru baska bir funktor ile iliskilendiren yapi olan dogal

transformasyonlar1 tanimlayacagiz.

Tanim 5 G ve H , C kategorisinden D kategorisine funktorlar olsun.
DT1) C kategorisinin bir objesi C olmak iizere, D kategorisinin
na: G(C) — H(C)
olacak sekilde bir morfizm olmalidur.

DT2) f € Morc(A, B) igin

diyagram degismeli olmalidur.

sartlarini saglayan n : G = H oku, G den H ye bir dogal transformasyon olur.
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Ornekler

1.) C = D =Hlk olmak tizere ; F birim funktor ve G matris funktoru olsun.

n: gy — Mat,.,(—) olmak tizere

P2 TN
Hik ™ T HIk

Matpzn (—)

diyagramai igin

DT1) H ~halka ise

bir halka homomorfizmidir.

DT2) f:H — K halka homomorfizmi i¢in

H H—"Mat,,, ™

fl fl iG(f)

K K—+ Mat,, ., ")
K

diyagrami degismelidir. Ciinkii;

ngof=G(f)ony di
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2.) I',G birim funktorlar ve C = D olsun.
n: F = G alimirsa

n:1l¢ = 1p (C =D) birim dogal transformasyonu elde edilir.

3.4 Kategoriler Arasindaki Iliskiler

3.4.1 Kategorilerin izomorflugu

C ve D birer kategori olsun.
CE2D<«—=GoF =1 ve FoG=1p

seklinde F': C — D ve G : D — C funktorlar1 tanimlanabiliyorsa, C ve D

kategorilerine izomorf kategoriler denir ve C = D olarak gosterilir.

Ornek: C = Z—modiil kategorisi ile D =Ab.Grp kategorileri izomorfturlar.

3.4.2 Funktorlarin izomorflugu

C ve D herhangi iki kategori, F : C — D ve G : D — C birer funktor

olmak tizere, C deki her bir A objesi igin
na: F(A) = G(4)

seklinde tanimlanan morfizm bir izomorfizm olacak sekilde bir n : F' = G dogal

transformasyonu varsa F' ve G' funktorlarina izomorftur denir ve F=G ile gosterilir.

Aralarinda dogal transformasyon tanimlanabilen funktorlar dogal denk

funktorlar olarak adlandirilir.

3.4.3 Kategorilerin Dogal Denkligi

C ile D iki kategori olmak tizere
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CxD<+— GoF=1lcve FoG=1p

seklinde FF': C — D ve G : D — C funktorlan varsa, C ve D kategorilerine
denk kategoriler denir ve C ~ D seklinde gosterilir.

Not: Kategorilerin denkligi sayesinde bazi1 alanlarda c¢oziillemeyen

problemler denk bir kategoride kolaylikla ¢oziilebilir.

Onerme: Iki kategori izomorf = Dogal denktir.

Uyar1: Bu 6nermenin tersi dogru degildir. Yani dogal denk olan kategoriler

izomorf olmak zorunda degildir.
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4. SIMPLISEL KATEGORILER

Giris

Bir kategoride simplisel objeler oldukca onemlidir. Cebirsel topolojide
simplisel objeler, bir uzayn singiiler kompleksi olarak insa edilmistir. $oyle ki;

X bir topolojik uzay olmak iizere

Sing (X), = (Top A", X) neN

bigimindedir. Burada Sing (X), kiumeler ve dontisimlerin bir
kolleksiyonunu ifade ederken A" de topolojik n-simpleks olarak verilir. Bu

durumda §; : A"— A" ' ve o;: A" — A™ doniisiimleri tarafindan

d; : Sing (X), — Sing (X),—1
si + Sing (X), — Sing (X)n41

ylizey ve dejenere dontisiimleri olarak adlandirilan doniisiimler elde edilir.

Ayrica bu doniistimler

didj = djfldi Z<j

sj—1d; 1<y
dis; = d; 1=7 veyaj+1
sidi—1 1>7+1
8iS; = 8jSi-1 1>

bi¢cimindeki simplisel 6zdeslikleri saglar. Boylece genel olarak bir C kategorisindeki
simplisel obje, Simp (C), {K,, : n > 0} C nin objelerinin bir ailesi olmak tizere

d + K, — K,_1 ve s; : K, — K, biciminde simplisel 6zdeslikleri

saglayan doniisiimlerden olusur.
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Diger taraftan, A; objeleri [n] = {0 < 1 < 2 < ....... < n} ve morfizmleri
f :[n] — [k] bicimindeki monoton fonksiyonlardan olusan bir kategori olmak
tizere C kategorisindeki bir simplisel obje,

Simp (C), A — C big¢iminde bir funktor olarak da diistintilebilir.

Bu boliimde genel olarak C = Grp ve C = Cebyr kategorilerinin simplisel
objeleri olan simplisel gruplar ve simplisel cebirler iizerinde durulacaktir. Bu
simplisel objelerle ilgili genel bilgiler i¢in ( Arvasi, 1994) , ( Duskin, 1975) ve (
Arvasi ve Porter, |1996) kaynaklarina bakilabilir.

Ayrica C = AbGrp Kkategorisi igin simplisel objeler yani simplisel Abelyan
gruplar kategorisi, cebirsel topolojide olduk¢a dnemli olan Dold-Kan teoreminden
elde edilen zincir komplekslerin kategorisi ile denktir. (Quillen, [1967) Diger
taraftan C = Grp kategorisi icin simplisel objeler yani simplisel gruplar kategorisi de
tiim baglantili homotopi tipleri i¢in bir model olarak diistiniilebilir.(E.Curtis, [1971})
Simplisel gruplarla ilgili bir¢ok 6nemli sonu¢ Carrasco tarafindan verilmis ve
Abelyan olmayan durumlar i¢in Dold-Kan teoremi (P. Carrasco, [1991) calismasinda
genellestirilmistir.

41 A[n] Kategorisi

n > —1,n € Z alinarak elde edilen {0 < 1 < 2 < ........ < n} kiimesine bir
strali kiime denir. Bu kiimeyi [n] ile gosterecegiz. Burada [—1] ile gosterilen eleman,
bos kiime olarak adlandirilir. Her sirali kiime ayni1 zamanda bir kiigtik kategori olarak
diistintilebilir.

Simdi sirali kiimeler arasinda morfizmleri tanimlamaliyiz:

n={0<1<2<.... <n}

olmak {tizere herhangi iki sirali kiime arasindaki bir f dontistimii, sira koruyan

(monoton) bir dontisimdiir. Yani;
f :[n] — [k] monoton fonksiyonu i < j iken f(i) < f(j)

ozelligini saglar. Bu dontistimleri operator olarak adlandiracagiz.

Bu operatorleri detayll incelemeye ge¢cmeden Once iki 6zel operator

tanimlayalim. Oncelikle;



07+ [n— 1] — [n] operatorinii 0 < i <n # 0 olmak tizere

o (x) { - seklinde tanumlayalim.
r+1, 7
Bu durumda;
o
-
=0 5 2 o, Bl
82 —
— 53
—

olacag: agiktir. Bu operator yiizey (face) operatorii olarak adlandirilir.

Diger operator ise ;

0% 1 [n+ 1] — [n] operatoriinii 0 < j < n olmak {izere

oy
5" (z) { TS T seKlinde tanimlarsak
T T >

-

0] <2 1) T, 2] & 3]
— 59
<_

olacag: goriiliir. Bu operator dejenere (degeneracy) operatorii olarak adlandirilir.
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Bu operatorlerin ¢ ve j nin farkli degerlerine gore farkli davranislarimi

inceleyecek olursak;

0; operatoriinde 7 nin aldig1 degerin goriintii kiimesinde yer almadig: yani

d; nin tanimina gore J;" operatdriiniin birebir bir doniisiim oldugu goriiliir.

Ayni inceleme ¢ operatOrii i¢in yapilacak olursa j hangi degeri alirsa o
degere, tanim kiimesinden iki farkli elemanin karsilik geldigi goriiliir. Yani 5?

operatdriiniin tanimina gore ¢’ operatdriiniin drten bir doniigtim oldugu goriiliir.

Simdi bu bilgiler yardimiyla A[n] kategorisi tanimlayabiliriz.
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Objeler; [n] kiiglik kategorileri
Morfizmler; f : [n] — [m| operatorleri yani
Mor([n],[m])={f| f: [n] — [m] operatorleri } bi¢imindedir.

Kompozisyon; [n], [m], [k] kigtik kategoriler olmak tizere

Mor([n], [m]) x Mor([m], [k]) — Mor([n], [k])
(f.9) — gof

olarak alinirsa;

@) ([k], [1], [m], [n] ktictik kategorileri igin ;

ho(gof)=(hog)of
K]~ )

) [m]
diyagrami degismelidir.
(ii) f : [k] — [m] morfizmi
K )
m] - K

idpy o f = f = foidyy, esitligini saglar.

Boylece A[n] kategorisini elde ederiz. Simdi ilk boliimde bahsettigimiz dual
kategori yardimiyla A[n] kategorisinin dual kategorisinden s6z edebiliriz.

Objeleri sirali kiimeler, morfizmleri A[n] kategorisinin morfizmlerinin ters
yonli hali olan morfizmler, kompozisyonlar1 da bu morfizmlerin birlesimi olan
kategoriye A[n] kategorisinin "dual kategorisi” denir ve A°P[n] ile gosterilir.
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Simdi verdigimiz ©zel operatorler yardimiyla tamimlanan ve simplisel
ozdeslikler olarak adlandirilan bazi esitlikleri elde edelim:

Yardimci Teorem 1 &} ve o} morfizmleri asagidaki gibi iligkilendirilebilir.

i)0<i<j<n +1 olmakiizere 07*" o4} =4/*" o &7, dir.

Yani;
O
27 N
[n —1] n+1]
N <

diyagrami degismelidir.

ii) 0 <7< j <n —1 olmak iizere 0;‘_1 0d? =d7"o a?:f dir.

Yani;

diyagrami degismelidir.

iii) 0 < j <n —1 olmak tizere o} 00 = id}, 1) dir.

Yani;

nl]\

=

\/

—_
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diyagrami degismelidir.

iv) 0 < j+1 < n olmak iizere 0}~" 04} o0} ~* dir.

[/\H

[n =2

Yani;

3
1\3

diyagrami degismelidir.

v) 0<i<j<n —1 olmak iizere 0’;_1 o o oo, dir

Yani;

\
/

E)
+
/:\
?

diyagrami degismelidir.

Ornek: X topolojik uzay olmak iizere

Sing (X), = (Top A", X) n € N olarak alinirsa
d; : Sing (X), — Sing (X)p_1 0<i<n
si ¢ Sing (X)p, — Sing (X)py1 0<i<n

ylizey ve dejenere dontisiimleri simplisel 6zdeslikleri saglar. Dolayisiyla K :A%P—
Kime biciminde bir simplisel kiime elde edilir.

Ornek: X bir kiime ve K(z,0), = z, d; = s; = 1, olarak alinirsa K (z,0) ile
gosterilen bir simplisel kiime elde edilir.
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4.2 Simplisel Gruplar Kategorisi

Onceki boliimden hatirlayacak olursak A°?[n] kategorisi

A%[n]: - [2]

BN
To |= |2

bi¢iminde gosterilen bir kiigiik kategoridir.

A[n] kategorisinden gruplar kategorisine tanimlanan funktor, bir G

simplisel grubu belirtir. Bunu agik olarak yazarsak A [n] <5 Grp

n € N i¢in (G),) gruplarin bir ailesi,
al : G, — G,y 0<i<n#0 (d; ~ yiizey operatirii)
si 1 Gp—Gpp 0<i<n (s; ~ dejenere operatirii)
grup homomorfizmleri olmak tizere;
G(0;) = d; ,G(oj) = s,

seklinde bir funktor tanimlanirsa, bir simplisel G grubu:

d
_do,
dq do
d: d
G Gy =2 Gy =5 Gy
S0 S0
51
H

seklinde gosterilir.

d; ve o, operatorleri ve bu operatorlerin goriintiileri olan d; ve s;
homomorfizmleri simplisel 6zdeglikleri saglar. Uygulama kolaylig1 agisindan bu
ozdegliklerin diizenlenmesi ile olusan asagidaki 6zdeslikler daha ¢ok kullanilir.

didj = djdiy ,0<j<i<n
58] = 8jsi.1 ,0<3<i<n
sidj = djsiy1 ,J <

Szdj = dj+lsi ,i>j
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Tanim 6 Bir G simplisel grubu icin y € G,, elemanlari, n-boyutlu simpleks belirtir. Ayni
zamanda bazi z elemanlart icin y = s;(z) esitligi saglantyorsa y simpleksi de dejenere bir

simplekstir.

Tanim 7 f, : G,, — F,, grup homomorfizmlerinin bir ailesi, her d}} yiizey operatirii ve

her s} dejenere operatorii ile birlesmeli oluyorsa, yani;

difn = fn1di, fusi= Sifn-1

esitliklerini saglyorsa , G ve F simplisel gruplar: arasimda bir homomorfizm olarak
adlandirilir.

Boylece SimpGrp ile gosterecegimiz simplisel grup kategorisi tanimlanms olur.

4.2.1 Bir Simplisel Grubun Moore Kompleksi ve Homotopi
Modiilii

G simplisel bir grup olmak tizere, G nin Moore kompleksi
(NG)n = .Oogek di"
seklinde tanimli bir zincir kompleksidir. Burada her n > 0 igin,
On : NG,, — NG,,_; dontisimd, d! : G,, — G,,_; dontisimiintin NG,, kiimesine kisitlanigidir.
Yani
a2 dl
(NG,&) . NG2 —2> NGl —1> NGO = G() dir.

G simplisel grubunun Moore kompleksinin n.homolojisine G nin n.homotopi

modiilii denir ve II,,(G) ile gosterilir. Yani

,(G) = H,(NG,?)
[”wo(;ek 47/ d7H(Cek dHY) dir.

I

Bknz (J.P,[1967)
NG vell,(G) igin su sekilde bir yorum yapabiliriz :

n = ligin, g € NG; olmak tizere
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g € NG5 olmak tizere

dir.Dolayisiyla

g € NGy, Ker 0 da bir eleman olarak diisiiniilebilir. Boylece 3-simplekse
karsilik IT(G) nin asikar elemani elde edilir.

Bu basit yorum, NG ve II,(G) arasinda diger elemanlar i¢in de yorum
yapmamiza yardimci olur. Boylece yukarida ifade edilen homotopi gruplar:
cebirsel olarak iligkili kompleksin homolojisi olarak diistintilebilir.

4.2.2 Kisitlanmis Simplisel Gruplar

Tanim 8 G bir simplisel grup olmak iizere, G de boyutu k dan biiyiik olan G, elemanlar
yok sayilarak olusturulan kompleks G simplisel grubunun bir k-kisitlanmis simplisel
grubu  olur ve tr,G  seklinde gosterilir. Bu gruplarm olusturdugu kategoriye de
k-kisitlanmig gruplar kategorisi denir ve T'ry, SimpGrup ile gosterilir.

Burada,

try :— Tri SimpGrup

seklinde tanimli bir kisitlama funktoru, bu funktorun da;
cos kg : Try, SimpGrup — SimpGrup
seklinde gosterilen ve koskelet funktor olarak adlandirilan bir sag ek funktoru ve
Sky : Tri SimpGrup — SimpGrup

seklinde gosterilen ve skelet funktor olarak adlandirilan bir sol ek funktoru vardar.
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4.3 Simplisel Cebirler Kategorisi

A°[n] kategorisinden degismeli k-cebirlerin kategorisine tanimlanan
funktor, bir simplisel cebir yapisi olusturur. A°[n]| kategorisinden stz etmistik,
simdi degismeli cebirler kategorisini tanimlayalim:

Tanim 9 R birimli-degismeli halka ve (A, ®) bir Abelyan grup olsun. k,l € R ve x,ye A
icin;

1. k(x®y) = kx @ ky

2. (k+lx=kr+lx

3. (kl)x = k(lx)

4. 1€ Rigin l.x
ozellikleri saglaniyorsa A ya bir R-modiil denir.

Eger (A, @, ®) degismeli halka olmak {izere
rla®b)=ra®@b=a@®rb

sartin1 saghiyorsa A ~ R modiiliine R-cebir denir ve Ceb ile gosterilir.

Bir E simplisel cebiri A?[n)’den Ceb kategorisine bir funktordur. Bunu agik
yazarsak
E(n]) = E,, E(5}) = di', E(o}) = s}

J

olmak tizere, bir E simplisel cebiri sematik olarak

A,
pe d
— —
E----B % B 4 F
2 — 1 — 0
81 SO
0 0
sy
%

bicimindedir.



30

d; ve o; operatorleri, simplisel 6zdeslikleri saglayan operatorlerdir. £ yap1
koruyan bir morfizm oldugu icin d ve s? operatorleri de simplisel 6zdeglikleri
saglar.

Tanim 10 E ve F birer simplisel cebir ve s : E — F' simplisel cebir morfizmi olsun.
E : A®n] — Ceb ve F : A%[n] — Ceb

funktorlari arasindaki dogal transformasyondur.

Yani [n], [m] € A%[n] olmak tizere bir f : [n] — [m] operatorii igin

E([n]) E([m])
s[n]‘/ IS[m]
F([n]) =5 F((ml)

diyagramini degismeli yapacak
sp) - E([n]) — F([n]) ve spy : E([m]) — F([m]) cebir morfizmleri vardir.
Dolayisiyla E ve F simplisel cebirleri icin, f, : E, — F, k-cebir

homomorfizmleri olmak iizere

d?fn = fno1d; ve fns; = sifn1

esitliklerini saglayan f,, homomorfizmlerinin bir ailesine, f = (f,), E den F ye bir
cebir morfizmi denir.

Boylece SimpCeb ile gosterecegimiz simplisel cebir kategorisini
tanimlayabiliriz.
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4.3.1 Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi ve Homotopi
Modiilii

Tanim 11 E simplisel cebirinin Moore kompleksi (N E, 0)

n—1
NE, = Dogek a’

seklinde bir zincir kompleksidir.

Burada,

O, : NEn — NE,_, diferansiyelleri, d; kisitlamasi ile
tanimhidir. Soyle ki;

(NE,d):---NE, % NE, -2 NE, = E,

seklindedir.
Simplisel 6zdeslikler kullanilarak
On41.0, = 0 esitliginin saglandig1 gosterilebilir.

Burada;

NE, = E,
NE, = Cekd;

NE, = Cekd:nCekd;

NE; = Cekd; N Cekd’ N Cekd;

seklinde tanimlidir.

4.3.2 Kisitlanmis Simplisel Cebirler

Tanum 12 E bir simplisel cebir olmak iizere E de mertebesi k dan biiyiik olan E,
elemanlar: yok sayilarak bulunan kompleks E simplisel cebirinin bir k-kisitlanmis
simplisel cebiri olarak adlandirilir ve trk E seklinde gosterilir. k-kisitlannug cebirlerin
olusturdugu kategoriye de k-kisitlanmig cebirler kategorisi denir ve Trk SimpCeb ile

gosterilir.
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Burada  tr, : SimpCeb — Tr, SimpCeb seklinde tanimli bir kisitlama

funktoru, bu funktorun da,
cos ky : Tr, SimpCeb — SimpCeb

seklinde gosterilen ve k-koiskelet funktor olarak adlandirilan bir sag ek funktoru ve,
Sk : Tr, SimpCeb — SimpCeb

seklinde gosterilen ve k-iskelet funktor olarak adlandirilan bir sol ek funktoru vardir.
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5. 2-BOYUTLU GRUP: CAPRAZLANMIS MODUL

Giris

Cebirsel topolojinin temel problemlerinden bir tanesi X ve Y uzaylan

arasindaki dontistimlerin homotopi siniflarinin, [X, Y] hesaplanmasi problemidir.

Bu problemi ¢6zmek igin

7 : (Topoloji Kategorisi) — (Cebir Kategorisi)

funktoru kullanilir. Boylece topolojik bir probleme cebirsel bir model

belirlenmis olur.

X ve Y nokta baglantilh CW-uzaylar: (pointed-connected CW-spaces) ve X;

1-boyutlu uzay ise

m([X,Y]) = (m(X), m(Y))

bi¢ciminde olup burada 7 (X), 7;(Y) temel grup olarak elde edilen cebirsel
yapilardir. Dolayisiyla X den Y ye giden dontisiimlerin homotopi smiflarinin
hesaplanmas1 problemi, 7;(X) ve m(Y) gruplari arasindaki homomorfizmlerin
konjuge siniflarinin hesaplanmasi problemine doéniisiir. Boylece grup cebirsel
yapisi 1-boyutlu objelere karsilik gelen bir cebirsel modeldir.

Benzer sekilde X ve Y uzaylar1 connected cw-spaces ve X; 2-boyutlu bir

uzay ise

m([X,Y]) = (m2(X, A) — mi(A4))

elde edilir. Burada my(X, A) — m1(A) bazi 6zel sartlar1 saglayan bir grup
homomorfizmidir. Bu elde edilen cebirsel model de ¢aprazlanmis modiil olarak

adlandirilir.
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Boylece caprazlanmis modiiller 2-boyutlu objelere karsilik gelen bir cebirsel
model olur. Whitehead, Gruplar tizerinde caprazlanmis modiil kavramini ilk kez
1949 yilinda cebirsel bir model olarak tamimlamis ve relatif homotopi gruplari
tizerine yaptig1 calismasinda kullanmustir. ( Whitehead, 1949) Sonrasinda bu
kavram cebir yapisi i¢in de tamimlanmistir. Porter (1985) degismeli cebirler
tizerinde c¢aprazlanmis modiil kavrami {izerine c¢alismistir. Lichtenbaum,
Gerstanhaber (1966) ve Schlessinger (1967) cebirler {izerinde ¢aprazlanmis modiil
yapisina farkli bir sekilde yer vermistir. Bunun yamn sira T.Porter ve Z.Arvasi ve
calismalarinda degismeli cebirler iizerine g¢aprazlanmis modiillere yer vermistir. (
Arvasi ve Porter, 1996; Arvasi ve Porter, 1997; T.Porter, 1986) Bu boliimde biz de bu
kaynaklarin yanisira Do¢.Dr.Ummuhan Ege'nin master ve doktora tezlerinden
yararlanarak oncelikle gruplar {izerinde caprazlanmis modiil yapisini verip temel
ozellikleri tizerinde duracagiz. ( Ege, [1998; Ege, 2007) Daha sonra da benzer
durumu cebir yapisi tizerinde inceleyecegiz.

5.1 Caprazlanmis Modiiller Kategorisi

5.1.1 Gruplar Uzerinde Caprazlanmis Modiiller Kategorisi

Oncelikle bir grubun bir bagka grup {izerine etkisini tanimlayalim.

5.1.2 Grubun Grup Uzerine Etkisi

G'ile H birer grup olsun.

GxH — H
(gvh) = On

fonksiyonu

1. g1,92 € Gve h € H olmak tizere (g192)n = 91(gon)
2. hy,ho e Hveg € G icin gpyhy = Gh, 9,
3. eq, G nin birimi olmak tizere (eg), = h

4. ey, H nin birimi olmak tizere ¢.,, = ey

sartlarini sagliyorsa G grubu H grubuna sagdan etki eder denir. Benzer sekilde sol
etki de tanimlanabilir.
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Simdi gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modyiil yapisini tanimlayalim.

Tanim 13 G ile H herhangi iki grup olmak iizere 0 : H — G bir grup homomorfizmi ve
GxH — H

<g7 h) = gn
icin

bicimindeki G nin H iizerindeki etkisiyle birlikte V g € G ve h,h' € H

CM1)  9(gn) = gI(h)g™' ozelligini saghyorsa (H,G,d) tigliisiine
on-gaprazlanmis modiil denir.

Ayrica

CM2) O(h),, = hh'h™' olacak sekilde Peiffer 6zdesligi saglaniyorsa
(H,G,0) uglusune ¢aprazlanmis modiil denir.

Ornekler

1. N < H olmak tizere F' : N <— H ic¢ine homomorfizmi, H nin N

iizerine etkisi

HxN — N
(h,n) +—— h,=hnh™!

olmak tizere, bu etki ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapis1 olusturur. Soyle ki ;

CM1) i(h,) = h,
= hnh!
= hi(n)h!

CM2) i(n)y = n,y

!/ J— .
= nnn~! dir

Boylece (N, H,7) bir ¢aprazlanmis modiil belirtir.
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Tersine (N, H, 0) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda 0(N) < H dir.
CunkuiVh e H,V0(n) € O(N) igin

hd(n)h~" = d(h,) € O(N) dir.

Sonug: Gruplar tizerinde ¢aprazlanmis modiiller, normal alt gruplarin bir

genellemesidir.

ZG—modiil kavraminin tanimini hatirlayalim.

Tanim 14 ( ZG—modiil )

G=({gliel})
herhangi bir grup ve Z birimli degismeli halka olmak iizere, ZG sonlu sayida a; hari¢ a; =
0,a; € Z veg € G icin

Zaigi

seklinde biitiin formal toplamlarin kiimesidir.

7.G kiimesi

Zaigi + Z bigi = Z(ai + bi)gi
iel iel iel
seklinde tanimli toplama islemi altinda, ) a;g; birimli bir abelyan grup yapisina
il
sahiptir. Sonlu sayida a;,b; sifirdan farkli oldugundan, sonlu sayida (a; + b;)

toplami da sifirdan farkhidir ve ) a;g; € ZG dir. ZG tizerinde ¢arpma isglemi ise
il

(Zaigi)(zbigi) = Z( Z a;bk) g

i€l i€l i€l gjgr=9i

seklinde tanimhidir. > a;g; toplamint ) b, g; toplam1 iizerine dagitarak,
i€l i€l
9;9x = 9; € G olmak tizere bir a;g;b,g), terimini a;b,g; ile yeniden ifade edebiliriz.
Sonlu sayida a;,b; hari¢ a;.b; = 0 oldugundan > a;b; toplami, sadece sonlu
959k =3i
sayida sifirdan farkli a;b, € Z toplamlarini igerir ve bu toplam Z'nin elemarnudr.
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Ayrica sonlu sayida ) a;b;, toplamlar sifirdan farklhidir. Boylece ¢arpim ZG
959k=39i
tizerinde kapalidur.

Boylece ZG, G nin elemanlar: tarafindan iiretilen serbest Z-modiil olmak

tizere, G lizerinde taniml ¢arpim
7G x .G — ZG

Z-bilineer carpimina tek tiirlii genisler. Dolayisiyla ZG bir halka yapis1 olusturur. Bu
halkaya, G nin tamlik (integral) grup halkas: denir.

2. K bir grup ve

G={fu: fr: K —K;fi(k)=kE'k™'}

kiimesi, fonksiyonlardaki bileske islemiyle bir grup olup

0o : K — G

k' +—— fi homomorfizmi

G x K — K
( fkak ) — (fk)k’ - kk,k_l

etkisiyle birlikte bir caprazlanmis modiil yapis: olusturur. Soyle ki;

CMD O(((fi)y) = O(kkk™)

CM2) O(k)y = (fu)x
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3. M, bir ZG—modiil olmak tizere

o : M — G
m — eq

asikar homomorfizmi

GxM — M
(g.m) — Ggm=gm

etkisiyle birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur. Soyle ki;

CM1) 9(gn) = 9(gm)
= eq
= gegg '

= gd(m)g~"

CM2)Om,, = eq,

= m

! -1
= mmm

= mm'm~' (M ~ Abelyan grup) dir.

Boylece (M, G, 0) caprazlanmis modiilii olusur.

Tersine (C,G,0) bir c¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda Cekd bir
G/9(C) modiildiir. Burada

G/0(C) x Kerdo — Kerd
(90(c) , a) +— ga

etkisiyle modiil sartlar1 saglanur.
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Sonug: Gruplar iizerinde c¢aprazlanmis modiiller, modiillerin bir

genellemesidir.

Simdi ¢aprazlanmis modiil morfizmlerini tanimlayalim:

Tanim 15 (C,G,0) ve (C',G',0") birer caprazlanmis modiil olmak iizere

¢:C—C', ¢¥:G— G grup homomofizmleri

C i '
o 4
@ J G

diyagrami degismeli yani

10 =0 ¢ olacak sekilde ve

(¥,0)

GxC G'xC’

diyagrami degismeli yani
©(gc) = 1(g)p olacak sekilde varsa

(¢, ) : (C,G,0) ve (C',G', ") morfizmleri birer caprazlanmis modiil morfizmi

olur.

Sonug¢: Bu bilgiler kullanilarak; objeleri c¢aprazlanmis modiiller ve
morfizmleri ¢aprazlanmis modiil morfizmleri olacak sekilde yeni bir kategori elde
edilir. Bu kategori X Mod,, seklinde gosterilir.
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5.1.3 Cebirler Uzerinde Caprazlanmis Modiiller Kategorisi

[k olarak gruplar iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiil kavrami, daha
sonra cebirsel yapilar i¢in de tanimlanmistir. Degismeli cebirlerde ¢aprazlanmis
modiil yapisini T.Porter tanumlamustir.(Arvasi ve Porter, [1996) Ayrica literatiirde
Lichtenbaum-Schlessinger ve Gerstenhaber’in asosyatif ve degismeli cebirler ile

ilgili 5nemli ¢alismalar1 mevcuttur.

Oncelikle R-modiil kavramini hatirlayalim.

Tanim: R bir halka ve (M, +) bir Abelyan grup olmak tizere

e . RxM — M
(r,m) +—— rem

etki islemiyle birlikte
1.7 e (my+mg) =rem;+rems
2.(ri+ry)em=riem+roem
3.(riery) em =ri(ryem)
sartlar1 saglaniyorsa M ye bir sol R-modiil denir.

Uyar: R degismeli halka ise /M ye R-modiil denir. R birimli halkaise 1z.m =

m sart1 eklenmelidir.

Tanim 16 H ve K birer halka olsun.

e ; HxK — K

(h k) ek etkisiyle birlikte
s — °

1.h0<k1+k2):k1.h+k20h

2.(h1+h2).k:h1.k+h2.k
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3.(hi®hy) ek =hy(hyek)
4.h.<k1k2):h./€1+h.k’2

sartlar1 saglaniyorsa K ya R—cebir denir. Kisaca (4) sartin1 saglayan K ya
R—modiiliine bir R—cebir denir.

Simdi iki cebirin birbiri {izerine etkisini tanimlayalim;

5.1.4 Cebirin Cebir Uzerine Etkisi

Tanim 17 H bir degismeli halka, K ve R de degismeli k-cebirler olsun.

g : KxR — K
(k,r) +— glk,r)=kr

fonksiyonu her h € H, k, k' € K,r,v" € Ricin,

1. h(k.r) = (hk).r = r.(hk)
2. k.(r47)=kr+kr
3. (k+K)r=Fkr+kr
4. k.(rr") = (kr)r = r(kor")

5. (kk')r = k.(K .r)

esitliklerini saghyorsa, g fonksiyonu K nin R tizerindeki degismeli cebir etkisi olarak
adlandirilir.

Tanim 18 k bir degismeli halka, T' bir k-cebir ve C' bir R—cebir olsun.

T
(tX )C — . etkisiyle birlikte 0 : C — T cebir homomorfizmi
,C — .C



CM1) 0(t.c) = td(c)
CM2) dcc = cc

sartlart saglantyorsa (C, T, 0) yapist bir caprazlanmis modiil belirtir.

Ornek: S bir k-cebiri ve I < S olsun.

S

—
¢ — ¢ homomorfizmi ve

SxI — I
(s,c) — s.c=sc

etkisiyle birlikte bir caprazlanmis modiil yapis: elde edilir. Soyle ki;

CM1) i(s.c) = i(sc)

= si(c)

/

CM2) i(c)c = cc =cc dur.

Dolayisiyla, (1, S,%) bir caprazlanmis modiil belirtir.
Tersine, (C, S, 0) bir ¢aprazlanmig modiil ise 9(C) < S dir. Cinkii
vV O(c) € 0(C),Vs € Sigin
s 0(c) = d(s.c) € 0(C) ve I(c).s = d(c.s) € I(C) dur.

Sonug: Cebirler tizerinde c¢aprazlanmis modiiller, ideallerin

genellemesidir.

42

bir



43

Ornek: S, bir R—modiil olmak tizere

SxS — S
(s1,82) +—> $1.59 =0

olacak sekilde bir ¢arpim fonksiyonu tarumlanirsa, S bir R—cebir yapisi

olusturur. $oyle ki

o : S — R
s — Og

homomorfizmi,

RxS — S
(r,s) +— r.s

etkisiyle birlikte bir caprazlanmis modiil yapis: olusturur.

Soyle ki;
CM1) i(r.s) = Og

= TOR

= rd(s)

’ ’

CM2) J(s)s = Og.s
— 0p

!
= ss dir.

Dolayisiyla (S, R, 0) bir caprazlanmis modiil belirtir.

Tersine (C,S,0) bir c¢aprazlanmis modil olmak tizere, Cekd bir

R/0(C)-modiil yapisi olusturur.

Sonug: Caprazlanmis modiiller, modiillerin bir genellemesidir.

Ornek: 9, bir k-cebir olmak iizere her s, s € S icin
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R={hy,:S — S,hy(s) = ss } olarak alinirsa

cebir homomorfizmi,

RxS — M
(hs, ) +—— (hy) = ss

!

etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiil olusturur. Soyle ki;

4

CM1 ((h)s) = O(ss)
= 9(s)A(s)
= hy0(s)

CM2) 0.5 = hy.(s)

/ .
= ss dir.

Tanim 19 (C, R,0) ve (C', R',d") birer caprazlannug modiil olsun. E§er o : C — C',
B: R — R cebir homomorfizmleri

i)
C “ c’
P &
/
R 3 R

BO=0a ve
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ii)
RxC ) R'xC’

C '’

a

a(r.c) = B(r).a(c)

sartlarmi saghyorsa (a,3) : (C,R,0) — (C',R,0) morfizmine,
caprazlanmig modiil morfizmi denir.

Sonu¢:  Bu bilgiler kullanilarak; objeleri caprazlanmis modiiller ve
morfizmleri ¢caprazlanmis modiil morfizmleri olacak sekilde yeni bir kategori elde

edilir. Bu kategori X Modc., seklinde gosterilir.



46

6. SIMPLISEL KATEGORILERE DENK
KATEGORILER

Giris

C = (C,P,0) bir ¢aprazlanmig modiilinin K(C), simplisel grubunu elde
edelim:

(KC)y = P
(KC)l = (CxP dozt,dlzs
(KC)y = Cx(CxP),

do(ca, c1,p) = (c2,0c1.p) , di(ca,c1,p) = (co.c1,p) ve  dy(cz,c1,p) = (c1,p)
olmak tizere K(C), = C x (.. x (C x P) x ..), 0 < ¢ < n icin d; ler C deki
carpimlar, dy; ¢ den indirgenmis doniistim ve d,, ler de projeksiyon olarak alinirsa
K (C) simplisel grubu elde edilir. Buradan K (C') nin Moore Kompleksi,

NK(C);=1 i1>2; NK(C)=C; NK(C),= P biciminde olup

0: NK(C);, — NK(C)y = P yani0: C — P c¢aprazlanmis modiil
yapist olusur.

Tersine G bir simplisel grup iken G nin Moore Kompleksinin son iki terimini
alirsak

8:NG1—>NG0:G0

olmak {izere Gy n NG, {izerine sq(g) x so(g)"

bigimindeki konjuge etkisi
tanimli olup 0 = dy igin gaprazlanmis modiiliin CM1 sart1 saglanir. Fakat genel

olarak CM2 sart1 saglanmaz. Ctinkii

89192 = Sodogl-gg.sodogil dir.
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Eger NGy =1 ise CM2 sart1 da saglanir. Dolayisiyla

NG,
NG,

— NGy bir ¢aprazlanmis modiil belirtir.

Bu ytizden bu béliimde 1-uzunluklu Moore Komplekse sahip simplisel
kategorilere denk olan kategorileri inceleyecegiz. Burada temel olarak Loday(
Loday, 1982) de kullanilan denklikler ve onlarin cebirsel karsiliklar1 verilecektir.
Detayli bilgi igin (Arvasi, (1997; Arvasi ve Porter, (1998; Ellis, 1984) kaynaklarina
bakilabilir.

6.1 Cat'-Grup ve Cat'-Cbr Kategorileri

Tanim 20 G herhangi bir grup ve s,r : G — G grup homomorfizmleri olsun.
i) rs=svesr=r
i1) [Kerr,Kers] =1

sartlarini saglyorsa (G, r, s) iigliistine bir cat'-grup denir.

Simdi de cat'-gruplar arasindaki morfizmleri tanimlayalim.

(G,m,n) ve (G',m',n') birer cat'-grup ve ¢: G — G grup
homomorfizmi i¢in
m,gb:gbm ve n’qb:qbn
esitlikleri saglaniyorsa ¢ : (G,m,n) — (G',m',n’) morfizmine cat'-grup
morfizmi denir.

Boylece objeleri cat'-gruplar, morfizmleri cat'-grup morfzimleri olan bir

kategori yapist olusur ve Cat'-Grp seklinde gosterilir.

Cat'-gruplar kavramimmn ilk olarak Loday tarafindan tamimlandigindan
bahsetmistik. Ayrica k -cebir kategorisinde cat'-cebir kavramini da Ellis (1988)

tanimlamistir.
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Tanim 21 A bir k-cebir ven,t: A — A cebir homomorfizmleri olmak iizere
i) nt=tvets=s
i) KernKert = {04}

sartlarmi saglyorsa (A, n, t) iigliisiine bir cat'-cebir denir.

Simdi de cat'-cebirler arasindaki morfizmleri tanimlayalim.
(A,n,t)ve (A',n', ) birer cat'-cebir olmak iizere

d: A — A cebir homomorfizmi icin
neg=o¢n ve to=or

sartlar1 saglamiyorsa ¢ : (A,n,t) — (A',n',¥") morfizmine cat'-cebir morfizmi

denir.

Boylece objeleri cat'-cebirler, morfizmleri cat'-cebir morfizmleri olan yeni bir
kategori elde edilir. Bu kategori Cat'-Cebir ile gosterilir.

Teorem 1 Cat'— Grp ve XMod(Grp) kategorileri denktirler. ( Loday,|1982)

Ispat1 (G, s,t) bir cat'-grup olsun. M = Kers, N = Imsved :t | M olarak alinirsa
N’nin M iizerine konjuge etkisiyle 0 : M — N bir caprazlanmg modiil belirtir. Soyle ki

CM1) 9("m) = nd(m)n~"
0("m) = d(nmn~")
= 0(n)d(m)o(n™")
=nd(mn~" (9t | M)
CM2) 9(m),= 0(m)m'd(m)~"

'y —1
=mmm
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Tersine 0 : M — N bir caprazlannug modiil olsun.

G=MxN, s(mn)=(1,n) ve t(m,n) = (1,0(m)n) almrsa (G, s,t)
bir cat'-gruptur. Soyle ki

i) st(m,n) = s

ii) (ts)(m,n) = t(s(m,n))

iii) [Kers, Kert] =

Kers = {(m,n)|s(m,n)=(1,1)}
= {(m,n) [ s(L,n) =(1,1)}
= {(m,1)|me M}

Kert = {(m,n)|t(m,n)=(1,1)}
= {(m,n) [ (1,0(m)n) = (1,1)}
= {(m,n) [ 0(m)n) =
= {(m,(0(m))™") | m € M}

(m, 1)(m, (9(m))~")(m ™", 1)(m ™", 0(m))
= (mmm 'm,ad(m) tad(m)
= (L1
olup [Kers,Kert] = 1dir

Teorem 2 X Mod(Grp) ve Simp,(Grp) kategorileri denktir.

Ispat 2 G, 1 uzunluklu Moore komplekse sahip bir simplisel grup olsun.

M = NGy, N = NGy ve 0, = dy olmak iizere
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NGy m NG iizerine etkisi de konjuge etki olarak alimirsa 0, : M — N bir
caprazlanmis  modiil  belirtir. Moore kompleks 1 wuzunluga sahip oldugundan
[Kerdl, Kerdo] = aQNGQ = 1dir.

Diger taraftan x,y € NG, olmak iizere [x~'sodizy] bigimindeki elemanlar, bu

normal alt grubu iiretir. Dolayistyla m , m’ € M olmak iizere

o(m), = sody(m)m sodym ™"

= mm' (m)™t (" NGy =1) olur.

Boylece 0y : M — N bir caprazlanmis modiil belirtir.

Tersine 01 : M — N herhangi bir caprazlanmis modiil olsun. N'nin M iizerine
etkisi kullanilarak M x N yari-direkt carpimi yazilabilir. Ayrica

do(m,n) =n, di(m,n) =0 (m)n, so(n) = (1,n) olmak tizere
Hy= N ve H = M x N almirsa H = {Hy H,} 1-truncated simplisel grubu elde

edilir. Dolayistyla X M od(Grp) ve Simp,(Grp) kategorileri dogal denktir.

Sonug: Cat'—Grp , X Mod(Grp) ve Simp,(Grp) kategorileri denktirler.

Simdi de bu denkliklerin cebirsel versiyonlarini ifade edelim :

Teorem 3 Cat'—Cebir ve X Mod(Alg) kategorileri denktirler.

Ispat3 0, : S — R bir caprazlanmis modiil olmak iizere R'nin S iizerindeki etkisiyle
R x S yari-direkt carpimi tanimlidir. Bu yar1 direkt carpim

(r,8)(r',s) = (rr',r.s +1' s+ ss') bicimindedir.

Diger taraftan
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s(r,s) = (r,0), t(r,s) = (r+9(s),0) almirsa (R x S, s,t) bir cat'-cebir belirtir.
Soyle ki;

i)
(st)(r,s) = s(t(r,s)
= s(r+0d(s),0)
= (r+0a(s)) =t(r,s)
(ts)(r,s) = t(s(r,s))
= t(r,0)
= (r+0(0),0) = (r,0)

= s(r,s)

TN

ii) KersKert = {0} olmalidur.
Kers ={(r,s) | s(r,s) = (0,0)}
={(r,s) [ (r,0) = (0,0)}
={(0,5) | s € 5}
Kert = {(r,s) | t(r +9(s),0) = (0,0)}

={(r;s) | (r,0) = (0,0)}

={(—-0(s),s)} | s € S} olmak iizere
(0,5)(=0(s),s) = (0,0.s + —0(s), s + s5)
= (0, —ss + ss) = (0,0) dir. Yani KersKert = {0} olur.

Tersine (A, S,t) bir cat*-cebir olsun. Bu durumda
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S = Kers, R = Im(s) ve R'nin S iizerine etkisi r.s = rs olmak tizere

0 =t | kers Olarak almirsa (S, R, 0) bir ¢caprazlanmg modiil belirtir.

Dolayisiyla Cat'—Cebir ve X Mod(Alg) kategorileri birbirine denktirler.

Teorem 4 X Mod(Alg) ve Simp,(Alg) kategorileri denktirler.

Ispat 4 E, 1 uzunluklu moore komplekse sahip bir simplisel cebir olsun.

M = NE,, N = NE, ve 0, = dy olmak iizere NE, ‘tn NE;’e carpim
etkisi alimirsa 0, : M — N bir caprazlanmig modiil belirtir. Moore kompleks, 1 uzunluklu
oldugundan

Oy = NEy = KerdoKerd, = 0 olup bu idealin iiretecleri x(sodiy — y);
x,y € NE, bicimindedir. Dolayisiyla
o(x)r = dy(z)x
= sody(x)2
= xx (" HNEy,=0) du.
Diger taraftan 0y : M — N bir ¢aprazlanmig modiil olmak iizere N'nin M iizerine etkisi
kullanilarak M x N yari-direkt ¢arpimi tanimli olup

do(m,n), di(m,n)=01(m)+n, so(n)=(0,n) almirsa

Ey=N ve By = M x N icin E = {Ey, E\} 1 truncated simplisel cebiri elde
edilir.

Dolayisiyla X Mod(Alg) ve Simp;(Alg) kategorileri denktirler.

Sonug: Cat'—Cebir , X Mod(Alg) ve Simp,(Alg) kategorileri denktirler.
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7. YONTEM

Bu tez yazilirken Simplisel Kategori kavraminin tanimlanmasi ve incelenmesi
amaglanmistir. Bunun igin 6ncelikle Kategori kavraminin tanim, 6zellikleri, gesitleri
incelenmis ve konumuz ile ilgili olan funktor, dogal transformasyon ve

caprazlanmis modiil gibi alt basliklara deginilmistir.

Veri toplamak ve baglantilar1 kurmak i¢in nitel arastirma yapilmis ve tarama
yontemi ile bu alanda yazilmis olan makale, tez ve kitaplar incelenmistir.
Sonrasinda bilgiler sentezlenip yorumlanmistir. Bu sayede onemli sonuglara

ulasilmistir.
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8. BULGULAR VE TARTISMA

n > —1,n € Z olsun. Bu durumda {0 < 1 < 2 < ....... < n} bigiminde
gosterilen kiime, sirali bir kiime olur. Burada her bir sirali kiime ayni zamanda bir

kiiciik kategori olarak diistintilebilir.
n={0<1<2<.... <n}

olmak {tizere herhangi iki sirali kiime arasindaki bir f dontistimii, sira koruyan

(monoton) bir doniistimdiir. Yani;
f : [k] — [l] monoton fonksiyonu i < j iken f( i) < f(j)

ozelligini saglar. Bu dontisiimleri operator olarak adlandirilir. Boylece
Objeler; [k] kiigiik kategorileri
Morfizmler; f : [k] — [l] operatorleri yani
Mor([k],[l] ) ={f]| f : [k] — [l] operatorleri } bicimindedir.

Kompozisyon; [k], [l], [m] kii¢tik kategoriler olarak alinirsa

Mor([k], [I]) x Mor([l],[m]) — Mor([k],[m])
(f,9) — gof

olmak tizere A[n| kategorisi elde edilir.

Dual kategori yardimiyla ;

Objeleri sirali kiimeler, morfizmleri A[n] kategorisinin morfizmlerinin ters
yonlii hali olan morfizmler, kompozisyonlar1 da bu morfizmlerin birlesiminden
olusan bir kategori olusur. Olusan bu yeni kategoriye A[n| kategorisinin "dual
kategorisi” denir ve A°P[n] ile gosterilir. Buradan hareketle :

X topolojik uzay olmak iizere

Sing (X), = (Top A", X) n € N olarak alinirsa K :A?— Kiime
bi¢ciminde bir simplisel kiime elde edilir.
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A[n] kategorisinden gruplar kategorisine tanimlanan funktor, bir G

simplisel grubu olusturur. Yani bunu agik olarak yazarsak A% [n] N Grp

n € N i¢in (G,,) gruplarin bir ailesi olmak tizere,

d; G, — Gho1 0< i< n#0 (d; ~ yiizey operatirii)
s" G,—Gp1 0<i1<n (sj ~ dejenere operatorii)

J

seklinde tanimli grup homomorfizmleri ele alinur ve
G(0:) = di ,G(o) = s,

seklinde bir funktor tanimlanirsa, bir simplisel G grubu:

do

d1 dO

— —
G: -Gy £> Gy i) Go

S0 S0

81

<_

diyagramiyla temsil edilebilir. Burada J; ve o, simplisel 6zdeslikleri saglar. Ayni
zamanda d; ve s; homomorfizmleri bu dontisiimlerin goriintiileri oldugundan
onlar da bu 6zdeglikleri saglar. Tiim ytlizey operatorleri ve dejenere operatorleri ile

birlesme 6zelligini yani;

difn = fa—1di, faSi = Sifn-
esitliklerini saglayan f, : G, — F,, grup homomorfizmlerinin bir ailesi, G ile F
simplisel gruplari arasinda bir homomorfizm olarak tanimlanar.

Boylece SimpGrp ile gosterecegimiz simplisel grup kategorisi tanimlanmig olur.

Simplisel cebir yapisi ise A°[n| kategorisinden degismeli k-cebirlerin

kategorisine tanimlanan bir funktor ile olusturulur. Bunu agik olarak yazarsak

E([n]) = E,, E(8") =d, E(o") = s"

J J

olmak tiizere, bir E simplisel cebiri sematik olarak
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d3
a3 dy
— —
E:-..-B % B 4 F
2 — 1 — 0
81 SO
Jo S0

biciminde temsil edilebilir.

E ve F birer simplisel cebir ise bir f: E — F' simplisel cebir morfizmi:
E : A?n] — Ceb ve F : A%[n] — Ceb

funktorlar1 arasinda tanimh bir dogal transformasyon olur.
Boylece simplisel cebir kategorisi olusturulur.

Diger yapilarda oldugu gibi kategori yapisinda da denklikleri elde etmek, zor
problemlerin basite indirgenerek ¢oziilebilmesi i¢in oldukg¢a 6nemlidir. Bu sebeple

son boliimde Simplisel kategorilere denk olan bazi kategoriler incelenmistir.

Tezde verilen bilgiler sayesinde Simplisel kategori ve Simplisel kategorilere
denk olan bazi kategorilerin 6zellikleri ve aralarindaki iliskiler incelenebilecektir.
Boylece cebirsel topolojide homoloji, kohomoloji, C-W kompleksler gibi farkh
alanlarda problem c¢6zmeye yarayan simplisel ve  kosimplisel  objeler
tanimlanabilecektir.
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9. SONUC VE ONERILER

Kiime yapis: ele almirsa her kiime igin bir birim fonksiyonun ve kiimeler
arasinda da fonksiyonlarin var oldugunu biliyoruz. Bu tez c¢alismasinda,
matematigin bir ¢ok alaninda 6nemli bir yeri olan Kategori kavrami temel
alinmistir. Kiimeler yerine ayni tip nesneler ve fonksiyonlar yerine morfizmler
alinirsa olusturulan yapmin kategori oldugu gosterilmistir. Ayrica kiimelerdeki
fonksiyonlara benzer sekilde kategoriler arasinda da funktor adi verilen
dontistimlerin mevcut olduguna deginilmis ve funktorlarin 6zellikleri ve tiirleri

incelenmistir.

Secilen nesneye bagli olarak farkli kategori tiirleri olusturulabildigi
incelenmistir. Tezin ana konusu olan Simplisel Kategorinin ; nesneler bostan farkli,
sonlu, sirali kiimeler ve morfizmler sira koruyan donitisiimler olarak segilirse elde
edildigi gosterilmistir. Bu kategori, cebirsel topolojide homoloji, kohomoloji, C-W
kompleksler gibi bir ¢ok konuda problem ¢6zmeye yarayan simplisel ve kosimplisel
objeleri tanimlamamaizi saglar.

Kategori teori sayesinde bazi alanlardaki zor problemlerin basite
indirgenerek ¢oziilebildigi bilinmektedir. Bu anlamda kategoriksel denklikleri elde
etmek olduk¢a o©nemli oldugundan tezimizin son boliimiinde Simplisel
kategorilere denk olan kategorilere yer verilmistir.
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