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ÖZET 

Dummy 

 Volterra İntegral Denklemleri için Bazı Analitik Çözüm Yöntemleri ve 

Uygulamaları   
 

Seda KOL  

 

Yüksek Lisans Tezi 
 

FIRAT ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Temmuz 2024,   Sayfa:  ix  + 26 
 

 

Bu tez, integral denklemlerin tanımını, çeşitlerini ve sınıflandırılmalarını inceleyerek, sabit ve 

değişken katsayı farklı denklemlerin integral denkleme dönüştürülmesi ve bunların da bazı yöntemlerle 

çözülüp sonuçların değerlendirilmesini amaçlamaktadır. İntegral denklemler,  matematiksel modellemelerde 

ve fiziksel sistemlerin analizinde önemli bir role sahiptir. Bu nedenle teknolojide ve özellikle de birçok 

mühendislik alanında yaygın olarak kullanılmasıyla elde edilen sonuçlar fen ve mühendisliğe önemli katkılar 

sağlamaktadır. Bu çalışmada, integral denklemlerinin genel yapısı, çeşitli çözüm yöntemleri ve uygulamaları 

ele alınmıştır. Çalışmanın ilk bölümünde integral denklemlerin tarihçesi ve günümüze kadar yapılan 

çalışmalar hakkında bilgi verilmiştir. Çalışmanın ikinci bölümünde integral denklemlerinin temel 

kavramlarına genel bir bakış sunulmaktadır. Üçüncü bölümde bu denklemlerin farklı özelliklere göre 

sınıflandırılması yapılmış ve açıklanmıştır. Dördüncü bölümde, diferansiyel denklemlerle integral 

denklemler arasındaki ilişki açıklanarak birbirlerine dönüştürülmesi ile ilgili yöntemler verilmiştir. Beşinci 

bölümde, Volterra integral denklemlerinin çözüm yöntemlerinden bahsedilmiş ve bu yöntemlere ait 

uygulamalar verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: İntegral denklemler, çekirdek fonksiyon, Volterra integral denklemleri, Fredholm 

integral denklemleri, resolvent, Lipschitz koşulu 
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ABSTRACT 

dummy 

Some Analytical Solution Methods and Applications for Volterra Integral 

Equations  
 

Seda KOL  

 

Master's Thesis 
 

FIRAT UNIVERSITY 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

July 2024,   Pages:  ix  + 26 
 

 

This thesis aims to examine the definition, types, and classification of integral equations, converting different 

equations with constant and variable coefficients into integral equations, and solving them using various 

methods to evaluate the results. Integral equations have an important role in mathematical modeling and 

analysis of physical systems. For this reason, the results obtained from its widespread use in technology and 

especially in many engineering fields make significant contributions to science and engineering. This study 

addresses the general structure of integral equations, various solution methods, and their applications. The 

first part of the study provides information about the history of integral equations and the work done up to 

the present day. The second part presents an overview of the basic concepts of integral equations. The third 

part classifies and explains these equations according to their different characteristics. In the fourth part, the 

relationship between differential equations and integral equations is explained, along with the methods of 

converting them into each other. The fifth part discusses the solution methods of Volterra integral equations 

and provides applications of these methods. 

 

Keywords:  İntegral equations, kernel function, Volterra integral equations, Fredholm integral equations, 

resolvent, Lipschitz condition  
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1. GİRİŞ 

          Matematiksel modellemenin ve fiziksel sistemlerin analizinin temel araçlarından biri olan 

integral denklemleri, geniş bir uygulama alanına sahip olup, bilim dünyasında önemli bir rol 

oynamaktadır. Bilimsel araştırmada, matematiksel modellemenin gücü, karmaşık gerçek dünya 

problemlerini anlamamıza, analiz etmemize ve çözmemize olanak tanır. Bu noktada, integral 

denklemleri, bilimsel alanlarda karşımıza çıkan pek çok modeli matematiksel bir çerçevede 

açıklamak için kullanılır. Biyolojik popülasyonların büyüme modelleri, ilaçların vücutta yayılma 

modelleri gibi birçok biyolojik ve tıbbi problem, integral denklemleri kullanılarak açıklanabilir. 

Bu, tedavi stratejileri oluşturmak veya hastalık yayılımını anlamak için önemlidir. Yapısal 

analizlerden ısı transferine, elektrik devrelerinden sinyal işleme uygulamalarına kadar birçok 

mühendislik alanında integral denklemleri kullanılır. Bu, malzeme dayanıklılığından enerji 

iletimine kadar geniş bir yelpazede uygulama alanı bulmaktadır. Integral denklemleri, finansal 

piyasalardaki fiyat dalgalanmalarını, ekonomik büyümeyi veya hisse senetlerinin değerini 

modellemede kullanılır. Bu, ekonomik kararlar almak ve finansal riskleri anlamak için önemlidir. 

Hava ve su kirliliği modelleri, ekosistem dinamikleri gibi çevresel konularda integral denklemleri 

kullanılarak karmaşık etkileşimlerin analizi yapılır. Dolayısıyla bu denklemler, gerçek dünyadaki 

dinamik sistemlerin matematiksel olarak modellenmesinde ve bu modellerin analizinde güçlü bir 

araçtır. Bu nedenle, birçok bilim dalında integral denklemlerine dayalı modelleme ve çözümleme 

yöntemleri gereklidir. İntegral denklemlerinin çeşitli çözüm yöntemleri üzerine yapılan çalışmalar, 

bu denklemleri etkili bir şekilde çözebilmek için geliştirilen analitik ve sayısal teknikleri içerir. Bu 

yöntemler, denklemlerin çeşidine ve koşullarına bağlı olarak değişiklik gösterir. Bu denklemlerin 

türleri arasındaki farklılıklar ve bu tür denklemlerin özellikleri, matematikçilerin ilgisini çeken 

önemli bir araştırma konusudur. Özellikle, Abel, Fredholm ve Volterra türü integral denklemleri 

üzerine yapılan çalışmalar, bu denklemlerin özgün özelliklerini açıklamak için odaklanır [1-8]. 

İntegral denklemler literatürde ilk olarak Abel’in mekanik problemleri incelediği sırada karşısına 

çıkmıştır, bir parçacığın bir eğri boyunca düşey hareketini gözlemlerken bunu integralle 

bağdaştırmıştır [9]. Reymond’un 1888’de yayınladığı makalesinde bu denklemler önemli bir ilgi 

uyandırmıştır [10]. Fourier, ısı problemlerini çözmek için  kullandığı trigonometrik serilerden elde 

ettiği, 

           𝑓(𝑥) = √
2

𝜋
∫ sin(𝑥𝑦) 𝜑(𝑦)𝑑𝑦

∞

0
,𝑓(𝑥) = √

2

𝜋
∫ cos(𝑥𝑦) 𝜑(𝑦)𝑑𝑦

∞

0
, 

formüllerine ait 

       𝑓(𝑥) = √
2

𝜋
∫ sin(𝑥𝑦) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

0
 ve𝑓(𝑥) = √

2

𝜋
∫ cos(𝑥𝑦) 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

0
, 

denklemlerini vermiştir [11,12]. Abel  mekanik problemlerde kullandığı integral denklemi 
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              ∫
𝜑(𝑦)

(𝑥−𝑦)2 𝑑𝑦
𝑎

0
 ,    𝑓(𝑦) = 0 ,   0 < 𝑎 < 1, 

şeklinde formüle edip çözümünü yapmıştır. Burada 𝑎 = 0 ve 𝑎 =
1

2
  olması durumu  Abel’ in ele 

aldığı orijinal denklem olup bununla bağlantılı olarak ortaya çıkan tautochrone (eşit zamanlı) 

problemi ilk çözen Huygens olmuştur [13].  Poisson ise integral sınırlarından birini 𝑥 e bağlı bir 

değişken alarak denklemi ilk çalışan kişidir [14].  Burada 𝜑, λ ’nın kuvvetleri olarak elde edilir. 

Poisson bu serinin yakınsaklığı ile ilgilenmemiş, bunu  1830 yılında Liouville ele alarak 

ispatlamıştır. Yine Liouville, Dirichlet probleminin bir integral denklem problemine eşdeğer 

olduğunu kanıtlayarak λ parametresinin bir açılımı şeklinde yazmıştır [15]. Bu çözüm bir başka 

şekliyle Poisson ve Liouville’ in önceden kullandığı ardışık yaklaştırma metoduna özdeştir. Lineer 

integral denkleminde  sınırlardan birinin 𝑥değişkenine bağlı olması durumunu ele alarak  çalışmalar 

yapan bir başka matematikçi Vita Volterra dır. Volterra, integral denklemler teorisinin başlıca 

araştırmacılarındandır ve teorinin önemini anlayarak sistematik çalışan ilk kişidir [16-18]. Eric İvan 

Fredholm, Volterra’ nın 1884’ te ortaya koyduğu probleme benzer bir yaklaşımla denkleme ait 

çalışmalar  yapmıştır [19,20].  Fredholm’un incelediği titreşen yüzeylerde meydana gelen 

süreçlerlerde  ele aldığı integral denkleminin çözümünü J. Neumann da inceleyerek bazı 

eklemelerle literatüre kazandırmıştır [21].  Yakın zamana kadar ki çalışmalarda Volterra-Fredholm 

integral denklemleri esas alınarak yeni çözüm teknikleri oluşturulmuştur [22-26]. Bu denklemlerde 

her ne kadar lineerlik olsa da bunların analitik çözümlerinin bulunması zordur. O yüzden nümerik 

çalışmalar daha yoğunluk kazanmıştır ve literatürde daha fazla mevcuttur. [27-33]. Son zamanlarda 

daha farklı yaklaşımlar kullanılmaya yönelinmiş, Richardson Ekstrapolasyonu, Gauss Kareleme 

yöntemi, Belirsiz Katsayılar Yöntemi, kombinasyon ve mekanik quadrature yöntemi ve homotopi 

pertürbasyon yöntemi gibi yeni yöntemler tercih edilmiştir [34-47]. Ayrıca adi ardışık yakınsama 

yöntemi uygulanarak değişken katsayılı homojen kirişin esneklik probleminin sayısal çözümleri 

elde edilmiştir. Geciken argümentli bir diferansiyel denklemin sınır değer probleminin çözümünde 

yeni ve etkili bir yöntem kullanılmıştır [48]. Bu tez, integral denklemleri ve çeşitlerini anlamak, 

çözümlemek ve uygulamak amacıyla yapılmış kapsamlı bir araştırmayı içermektedir. Bu çalışma, 

integral denklemleri konusundaki temel kavramları irdeleyerek, farklı türlerini sınıflandırmayı ve 

çeşitli çözüm yöntemlerini incelemeyi amaçlamaktadır. İlk bölümde, integral denklemlerinin 

tanımı, tarihçesi ve temel özellikleri üzerine bir bakış sunulmaktadır. Daha sonra, literatürde sıkça 

karşılaşılan integral denklemleri türleri ele alınarak, her birinin özellikleri vurgulanmaktadır. 

Diferansiyel denklemlerele integral denklemler arasındaki ilişkiler ve birbirine dönüştürülmesi 

açıklanarak Volterra integral denklemlerinin çeşitli çözüm yöntemleri verilmektedir. Ayrıca bu 

çözümlerin varlığı ve tekliği de açıklanmaktadır. Bu tezin amacı, okuyuculara integral denklemleri 

alanında sağlam bir temel kazandırmak, farklı türlerini anlamalarına yardımcı olmak ve çeşitli 
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uygulama alanlarında bu denklemleri etkili bir şekilde çözebilmelerini sağlamaktır. Bu bağlamda, 

tezin devamında detaylı bir şekilde ele alınacak konuların, matematik ve mühendislik alanlarında 

çalışan araştırmacılar, öğrenciler ve ilgili endüstri profesyonelleri için değerli olacağına 

inanılmaktadır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 Volterra integral denklemleri, geçmişteki değerlerin gelecekteki durumları belirlemede rol 

oynadığı problemlerin modellemesinde önemli bir araçtır. Bu denklemler, adını İtalyan 

matematikçi Vito Volterra'dan almakta olup, zamanla değişen sistemlerin dinamiklerini incelemek 

için kullanılır. Aşağıda Volterra integral denklemlerinin temel tanımı ve bu denklemlerle ilgili bazı 

önemli teoremler sunulmuştur. Bu tanım ve teoremler, Volterra integral denklemlerinin anlaşılması 

ve çözüm yöntemlerinin geliştirilmesi açısından temel oluşturur. Tezin bu bölümünde, söz konusu 

tanımlar ve teoremler ele alınacak ve örneklerle açıklanacaktır. Bu bilgiler, Volterra integral 

denklemlerinin teorik temellerini anlamak ve bu denklemleri uygulamalı problemlerde kullanmak 

için gerekli alt yapıyı sağlayacaktır. 

 

Tanım 2.1. 𝑢(𝑠), 𝑋(𝑠, 𝑡) bilinen fonksiyonlar olmak üzere, integralin alt ve üst sınırlarından biri 

değişken ise bu denklemlere Volterra integral denklemleri denir ve 

                                 𝑢(𝑠) =  ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)
𝑠

𝑎
𝑑𝑡,                                                                     (2.1) 

şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 2.2. Eğer Denklem 2.1’de alt ve üst sınır sabit ise bu denklemlere de Fredholm integral 

denklemleri denir. 

                           𝑢(𝑠) =  ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡,                                                                          (2.2) 

                         𝑢(𝑠) = 𝑝(𝑠) +  ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡,                                                                  (2.3) 

Fredholm integral denklemleridir.         

2.1. Teorem (Alternatif Fredholm Teoremi) 

(2.2) homojen Fredholm integral denkleminde 𝑢(𝑠) = 0 bir çözümdür. Bu çözüme aşikâr 

çözüm denir. (2.3) şeklindeki homojen olmayan Fredholm integral denkleminin ise çözümü daima 

tektir [3]. 

2.2. Teorem (Çözümün Tekliği) 

(2.3) Fredholm denklemini ele alalım. Burada 𝑋(𝑠, 𝑡) çekirdeği verilen bölgede sürekli ve 

𝑝(𝑠)reel değerli ve sürekli fonksiyon olmak üzere ve  

                                                      ||𝑀(𝑏 − 𝑎) 1,                                                                    (2.4) 

eşitsizliği verildiğinde Denklem 2.3’ün çözümünün tek olması için, 

                                                          |𝑓(𝑠, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑅,                                                                     (2.5) 
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olmalıdır. Aksi takdirde (2.4) eşitsizliği sağlanmazsa bir Fredholm integral denklemi için sonsuz 

çözüm mevcut olabilir [4]. 

2.3. Tanım (Laplace Dönüşümü)                                                                                                         

𝑓(𝑡) ile verilen zaman tanım kümesinde tanımlı bir fonksiyonu, frekans tanım kümesinde 

tanımlı başka bir fonksiyona dönüştüren 𝐹(𝑠) dönüşümüne Laplace dönüşümü denir ve 

                                 𝐹(𝑠) = 𝐿{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡∞

0− 𝑓(𝑡)𝑑𝑡,    𝑡 ≥ 0                                               (2.6) 

şeklinde ifade edilir [7]. 

2.4. Tanım  (Konvülasyon) 

𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) orijinal fonksiyonlar ve 𝐿{𝑓(𝑡)} =  𝐹(𝑠),  𝐿{𝑔(𝑡)} =  𝐺(𝑠) olmak üzere; 

                                     𝐿−1{𝐹(𝑠)𝐺(𝑠)} = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥
𝑡

0
 ,                                                  (2.7) 

şeklinde verilen integrale 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)  fonksiyonlarının konvolüsyonu denir ve 𝑓(𝑡) ∗ 𝑔(𝑡) ile 

gösterilir [10]. 

Tanım 2.5. (Lipschitz Koşulu) 

∀𝑓, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑄(𝑎, 𝑏) × 𝑅için |𝑓(𝑠) − 𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀|𝑠 − 𝑡|olacak şekilde 𝑠 ve 𝑡 den bağımsız bir𝑀 

sayısı varsa 𝑓(𝑠) fonksiyonu  𝑄(𝑎, 𝑏) × 𝑅  üzerinde Lipschitz koşulunu sağlıyor denir. 

  



 
 

3. İNTEGRAL DENKLEMLERİN SINIFLANDIRILMASI 

     İntegral denklemler, matematiksel yapıları ve çözüm yöntemleri açısından çeşitli sınıflara 

ayrılabilir. Bu tür denklemler, öncelikle, lineer ve lineer olmayan olmak üzere iki gruba ayrılır. 

Lineer integral denklemler, çözüm fonksiyonu ve integral operatörünün lineer olduğu 

denklemlerdir. Lineer olmayan integral denklemler ise, bu ilişkiyi lineer olmayan bir biçimde 

tanımlar. Bu sınıflandırmalar, integral denklemlerinin çözüm yöntemlerini belirlemede ve farklı 

uygulamalara uygun çözümler geliştirmede temel teşkil eder. Bu başlık altında, integral 

denklemlerin bazı sınıflara ayrılması ile birlikte bu sınıfların karakteristik özellikleri incelenecektir. 

3.1.  Lineer ve Lineer Olmayan İntegral Denklemler 

    𝑢(𝑠) bilinmeyen fonksiyon olmak üzere, 

              𝑢(𝑠) = 𝑝(𝑠) +  ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡,                                                                                (3.1) 

şeklinde verilen integral denklemde integral işaretinin altındaki bilinmeyen 𝑢(𝑠) fonksiyonunun 

derecesi “1” ise integral denkleme lineer integral denklem denir.   

            𝑢(𝑠) = 𝑝(𝑠) + ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)
𝑏

𝑎
𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡,          𝑛 ≠ 1                                                             (3.2) 

şeklinde verilen integral denklemde integral işaretinin altındaki bilinmeyen 𝑢(𝑠) fonksiyonunun 

derecesi “1” den farklı ise integral denklemine lineer olmayan integral denklem denir [4]. 

3.2. Singüler (Tekil) ve Singüler Olmayan (Tekil Olmayan) İntegral Denklemler 

   (3.1) ile verilen integral denklemin çekirdek fonksiyonu olan 𝑋(𝑠, 𝑡)fonksiyonu   𝑎 ≤ 𝑠 ≤

𝑏 veya 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 aralıklarının her ikisinde de sürekli ise bu integral denkleme singüler olmayan 

(tekil olmayan) integral denklem denir. 

 𝑋(𝑠, 𝑡)fonksiyonu 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑏veya𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏aralıklarında sürekli değilse ise bu integral 

denkleme singüler (tekil) integral denklem adı verilir [4]. 

3.3. Yapılarına Göre İntegral Denklemler 

İntegral denklemleri yapılarına göre üç sınıf altında inceleyebiliriz; u(𝑠) bilinen bir 

fonksiyon ve 𝑢(𝑡) bilinmeyen bir fonksiyon ve 𝑋(𝑠, 𝑡) çekirdek fonksiyon olmak üzere, (2.2) 

şeklindeki denklem 1.cins integral denklem olarak adlandırılır [29]. Benzer şekilde, u(s) ve 𝑝(𝑠) 

bilinen fonksiyon olduğunda, (2.3) biçimindeki denklemleri de 1.cins integral denklem sınıfından 

kabul edebiliriz. Örneğin, 

                                     𝑒𝑥 = 𝑥 − ∫ 𝑥3t
1

2
0

𝑣(𝑡)𝑑𝑡, 
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denklemi de 1.cins integral denklemi olarak verilebilir. 

(2.2) ve (2.3) şeklinde verilen integral denklemlere 2.cins integral denklemler denir. Örneğin, 

                                    𝑣(𝑥) = ∫ 𝑒𝑥+𝑡𝑥

0
𝑣(𝑡)𝑑𝑡, 

denklemi 2.cins integral denklemlere örnek olarak verilebilir. 

                                   𝑢(𝑠)𝑝(𝑠) =  𝑝(𝑠) + ∫ 𝑋(𝑠, 𝑡)
𝑏

𝑎
𝑢(𝑡)𝑑𝑡,                                              (3.3) 

biçimindeki denklemlere 3.cins integral denklemler denir [29]. Bu tür denklemlere örnek olarak, 

                                      𝑥𝑣(𝑥) = 2 − 𝑒−𝑥 + ∫ 𝑥31

0
𝑡3𝑣(𝑡)𝑑𝑡 ,                                           (3.4) 

verilebilir. 

Eğer (3.3) denkleminde u(𝑠) = 0 alınırsa denklem 1. cins integral denkleme, u(𝑠) = 1 

alınırsa denklem 2. cins integral denkleme dönüşür. Böylece 1. ve 2. türler, 3. integral denklemin 

bir özel durumudur. 

3.4. Homojen ve Homojen Olmayan İntegral Denklemler 

    (2.2) biçimindeki 2. cins integral denkleminde 𝑢(𝑠) fonksiyonu homojen olursa denklem 

homojen integral denklem olarak adlandırılır. (3.3) denkleminde olduğu gibi homojenliği bozan bir 

𝑝(𝑠) fonksiyonunu içeren integral denkleme ise homojen olmayan integral denklem denir. (2.1) 

homojen denkleminin 𝑢(𝑠) = 0 çözümüne aşikar veya trival çözüm denir [29]. 

 

 

 

 

 

 

  



 
 

4. İNTEGRAL DENKLEMLERİN DİFERANSİYEL DENKLEMLERLE 

İLİŞKİSİ 

İntegral denklemler ve diferansiyel denklemler arasındaki ilişki, bu iki tür denklemin nasıl 

birbirine dönüştürülebileceğini ve birbirlerini nasıl tamamladığını anlamak açısından kritiktir. 

Diferansiyel denklemler, bir fonksiyonun türevleri arasındaki ilişkiyi tanımlarken, integral 

denklemler bir fonksiyonun kendisi ile integrali arasındaki ilişkiyi ifade eder. Bu iki denklemin 

birbirine dönüştürülmesi, farklı çözüm yöntemlerinin uygulanabilmesi açısından önemli avantajlar 

sağlar, mühendislik, fizik ve biyoloji gibi çeşitli alanlarda pratik uygulamalar bulur. Örneğin, 

popülasyon dinamiklerinde, bir popülasyonun büyümesini modellemek için kullanılan diferansiyel 

denklemler, çevresel etkileri ve gecikmeleri hesaba katmak için integral denklemler şeklinde 

yeniden ifade edilebilir. Aynı şekilde, elektrik devrelerinde veya mekanik sistemlerdeki 

dinamikleri modellemek için de bu iki tür denklemin dönüşümü kullanılır. 

4.1. Diferansiyel Denklemin İntegral Denkleme Dönüştürülmesi 

 

( 1) ( 1) ( 2) ( 2)

1 2 ( 1)( ) / ( ) ( )( ) / ( ) ( )( ) / ( ) ? ( ) / ( ) ( )n n n n n n

n nd y ds b s d y ds b s d y ds b s dy ds b s y f s− − − −

−+ + + + + = (4.1) 

lineer diferansiyel denklemi, 

𝑦0 = 𝑐0, 𝑦 ′(0) = 𝑐1,…,𝑦𝑛−1(0) = 𝑐𝑛−1 ,                                                                            (4.2) 

başlangıç koşullarıyla verilsin. Denklem 4.1’ de, 

                                            
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑠𝑛  = 𝑢(𝑠)                                                                             (4.3) 

olarak alınırsa bu ifadede türev, 

                                          
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑠𝑛 =
𝑑

𝑑𝑠
(

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑠𝑛−1) = 𝑢(𝑠) , 

 

                                 ∫ 𝑑 (
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑠𝑛−1)
𝑠

0
= ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0
 , 

                                       
𝑑𝑛−1

𝑑𝑠𝑛−1 = ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑠

0
𝑐𝑛−1 , 

şeklinde, mertebesi bir mertebe düşürülmüş olarak bulunur. Böyle devam edilecek olursa, 
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                      ∫ 𝑑 (
𝑑𝑛−1

𝑑𝑠𝑛−1)
𝑠

0
= ∫  ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑠

0
𝑐𝑛−1

𝑠

0
𝑑𝑡 , 

                                     
𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑠𝑛−2 = ∫ ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑡 +
𝑠

0

𝑠

0
𝑐𝑛−1 ∫ 𝑑𝑡

𝑠

0
+ 𝑐𝑛−2 , 

                                    
𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑠𝑛−2 = ∫ ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑡 +
𝑠

0

𝑠

0
𝑐𝑛−1𝑠 + 𝑐𝑛−2 , 

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= ∫ … (𝑛 − 1) … ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … 𝑑𝑡 +

1

(𝑛−2)!

𝑠

0

𝑠

0
𝑐𝑛−1𝑠n−2 +

1

(𝑛−3)!
𝑐𝑛−2𝑠n−3 + ⋯ + 𝑐1 , 

𝑦 = ∫ … (𝑛) … ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … 𝑑𝑡
𝑠

0

𝑠

0

+
1

(𝑛 − 1)!
𝑐𝑛−1𝑠n−1 +

1

(𝑛 − 2)!
𝑐𝑛−2𝑠n−2 … + 𝑐1𝑠 + 𝑐0 , 

 

olur. Yukarıda bulunan ifadeler Denklem 4.1’ de yerine yazılırsa 

𝑢(𝑠) + 𝑏1(𝑠) ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐𝑛−1𝑏1(𝑠) +
𝑠

0

𝑏2(𝑠) ∫ ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑡 + 𝑐𝑛−1𝑠𝑏2(𝑥) + 𝑐𝑛−2𝑏2

𝑠

0

𝑠

0

(𝑠) + 

+𝑏3(𝑠) ∫ ∫ ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑡𝑑𝑡 +
1

2!

𝑠

0

𝑠

0

𝑠

0

𝑐𝑛−1 𝑠
2𝑏3(𝑠) + 𝑐𝑛−2 𝑠𝑏3(𝑠) + 𝑐𝑛−3 𝑏3(𝑠) + ⋯ + 

𝑏𝑛−1(𝑠) ∫ … (𝑛 − 1) … ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … 𝑑𝑡 +
1

(𝑛 − 2)!
𝑐𝑛−1 𝑠

𝑛−2𝑏𝑛−1(𝑠)
𝑠

0

𝑠

0

+ 

             
1

(𝑛−3)!
𝑐𝑛−2 𝑠

𝑛−3𝑏𝑛−1(𝑠) + ⋯ +𝑐1𝑏𝑛−1(𝑠) + ⋯ + 𝑐1𝑠𝑏𝑛(𝑠) + 𝑐0𝑠𝑏𝑛(𝑠) =  𝑓(𝑠) , (4.4) 

elde edilir. (4.4) eşitliğini düzenlersek, 

𝑢(𝑠) + 𝑏1(𝑠) ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +
s

0

… + 𝑏n(s) ∫ … (𝑛) … ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … 𝑑𝑡
s

0

𝑠

0

 

= 𝑓(𝑠) − 𝑐𝑛−1𝑏1(𝑠)-𝑐𝑛−1𝑠𝑏2(𝑠) − ⋯ −
1

(𝑛−1)!
𝑐𝑛−1 𝑠

𝑛−1𝑏n(s) − 𝑐𝑛−2𝑏2(𝑠) −

𝑐𝑛−2 𝑠𝑏3(𝑠) − 

… −
1

(𝑛 − 2)!
𝑐𝑛−2 𝑠

𝑛−2𝑏n(s) − 𝑐1𝑠𝑏𝑛−1(𝑠) − 𝑐1𝑏𝑛(𝑠) − 𝑐0𝑏𝑛(𝑠) , 

olarak yazılır. Bu ifadede eşitliğin sağ tarafı 𝑠'e bağlı bir fonksiyon olduğundan bu fonksiyonu 𝐹(𝑠) 

ile gösterirsek ve ayrıca, 

𝑏1(𝑠)+𝑠𝑏2(𝑠) + ⋯ +
𝑠𝑛−1

(𝑛 − 1)!
𝑏n(𝑠) = 𝑓n−1(𝑠) , 
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𝑏2(𝑠) + 𝑠𝑏3(𝑠) + ⋯ +
𝑠𝑛−2

(𝑛 − 2)!
𝑏n(𝑠) = 𝑓n−2(𝑠) , 

𝑏𝑛−1(𝑠) + 𝑏n(𝑠) = 𝑓1(𝑠) , 

𝑏n(𝑠) = 𝑓0(𝑠) , 

olarak yeniden düzenlersek, 

                          𝐹(𝑠) = 𝑓(𝑠) − {𝑐𝑛−1 𝑓n−1(𝑠) + ⋯ + 𝑐0 𝑓0(𝑠)} , 

elde edilir. Eşitliğin sol kısmı ise, 

                    ∫ … (𝑛) … ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … 𝑑 = ∫
(𝑠−𝑡)𝑛−1

(𝑛−1)!

𝑠

0

𝑠

0

𝑠

0
𝑢(𝑡)𝑑𝑡 , 

ifadesinden yararlanılarak tek katlı integral haline getirilebilir. 

4.2. İntegral Denklemin Diferansiyel Denkleme Dönüştürülmesi 

     İntegral denklem ile diferansiyel denklem arasındaki bağlantıyı Leibnitz formülü ile sağlarız. 

Bu formül, 

𝑑

𝑑𝑠
∫ 𝐹(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 =

𝑁(𝑠)

𝑀(𝑠)
∫

𝜕𝐹(𝑠,𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑡 + 𝐹(𝑠, 𝑁(𝑠))

𝑑𝑁(𝑠)

𝑑(𝑠)
− 𝐹(𝑠, 𝑀(𝑠))

𝑑𝑀(𝑠)

𝑑(𝑠)

𝑁(𝑠)

𝑀(𝑠)
 , 

olup burada 𝑀(𝑠) ve 𝑁(𝑠) fonksiyonları sabit fonksiyonlar olarak alınırsa, 

                                   
𝑑𝑀(𝑠)

𝑑(𝑠)
= 0,  

𝑑𝑁(𝑠)

𝑑(𝑠)
= 0, 

olacağından Leibnitz formülü, 

                                
𝑑

𝑑𝑠
∫ 𝐹(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 =

𝑁(𝑠)

𝑀(𝑠)
∫

𝜕𝐹(𝑠,𝑡)

𝜕𝑠
𝑑𝑡

𝑁(𝑠)

𝑀(𝑠)
 , 

olarak kullanılabilir. 

Örnek 4.1.   𝑢(𝑠) − ∫ 𝑢(𝑡) 𝑡𝑎𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = sin 𝑠
𝑠

0
 

integral denkleminde başlangıç koşulu 𝑠 = 0 için 𝑢(𝑠) = 0 olduğu biliniyorsa, verilen integral 

deklemin her iki tarafının türevi alınırsa, 

               u′(𝑠) −
𝑑

𝑑(𝑠)
∫ 𝑢(𝑡) 𝑡𝑎𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = cos

𝑠

0
𝑠 , 

elde edilir. Leibnitz Formülünden yararlanırsak, 

               
𝑑

𝑑(𝑠)
∫ 𝑢(𝑡) 𝑡𝑎𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = ∫ 0𝑑𝑡 + 𝑢(𝑠) 𝑡𝑎𝑛 𝑠

𝑠

0

𝑠

0
 , 

olacağından verilen integral denklem 

                      u′(𝑠) − 𝑢(𝑠)𝑡𝑎𝑛𝑠 = cos 𝑠  

 şeklinde lineer diferansiyel denkleme dönüşür. 



 
 

5. VOLTERRA İNTEGRAL DENKLEMLERİ 

Volterra integral denklemleri, matematiksel analizde ve uygulamalı matematikte önemli bir 

rol oynayan, özellikle fizik, mühendislik, biyoloji ve ekonomi gibi çeşitli alanlarda karşılaşılan 

problemlerin modellemesinde sıkça kullanılan bir araçtır. Volterra integral denklemleri, geçmiş 

zamandaki durumların gelecekteki durumu belirlemede nasıl etkili olduğunu ifade eder ve bu 

özellikleri nedeniyle birçok dinamik sistemin incelenmesinde kullanılır. Bu kısımda Volterra 

integral denklemlerinin teorik temelleri, çözüm yöntemleri ve çeşitli uygulamaları ele alınacaktır. 

Amacımız, bu denklemlerin matematiksel yapısını derinlemesine anlamak ve gerçek dünya 

problemlerine uygulanabilirliğini göstermektir. 

   𝑢(𝑠)  bilinmeyen fonksiyon olsun.  𝐾(𝑠, 𝑡) çekirdek fonksiyon ve 𝜆 parametre olmak üzere 

                               𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢(𝑠)
𝑠

𝑎
                                                                         (5.1) 

şeklinde verilen integral denkleme birinci cins Volterra integral denklemi denir. 

                           𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑠

𝑎
                                                                (5.2) 

 şeklinde verilen integral denkleme ise ikinci cins lineer Volterra integral denklemi denir. 

           Eğer 𝑓(𝑠) = 0 ise 

                                 𝑢(𝑠) = 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑠

𝑎
                                                                      (5.3) 

 şeklindeki denkleme birinci cins lineer homojen Volterra İntegral Denklemi denir. Bu tür 

denklemler, 

                    ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = − ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑠

𝑏

𝑏

𝑠
                                                          (5.4) 

yazılabileceğinden genel ifade değişmeyecektir. 

 

Örnek 5.1. 2𝑥3 =  ∫ {1 − 5(𝑥 − 𝑠) + 2(𝑥 − 𝑠)2}
𝑥

0
𝑢(𝑠) 𝑑𝑠       integral denklemini çözelim. 

 Bu denklem, Denklem 5.3 yapısında olup, çözüm için önce eşitliğin her iki tarafının türevi alınırsa, 

6𝑥2 = 𝑢(𝑥) − 5 ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

0
+ 4 ∫ (𝑥 − 𝑠)

𝑥

0
𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 

12𝑥 = 𝑢′(𝑥) − 5𝑢(𝑥) + 4 ∫ (𝑥 − 𝑠)
𝑥

0
𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 

12 = 𝑢′′(𝑥) − 5𝑢′(𝑥) + 4𝑢(𝑥) 

elde edilir. 𝑐1, 𝑐2 keyfi sabitler alınırsa,  

                                         𝑢(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒4𝑥 + 3                                              (5.5) 

yazılabilir. Başlangıç koşullarını Denklem 5.4’ den elde etmeye çalışalım.  x= 0 için 𝑢(0) = 0; 

𝑢′(0) = 0 olur. Bu şartlar kullanılırsa 𝑐1 = 1, 𝑐2 = −4  olur. Böylece denklemin çözümü;  

𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥 − 4𝑒4𝑥 + 3 

olarak bulunur. 
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5.1. Volterra İntegral Denklemlerinde Resolvant (Çözücü Çekirdek)  

 

İkinci cins Volterra integral denklemi aşağıdaki şekilde alınsın, 

                          𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0.
𝑠

0
                                                                  

Buradaki 𝐾(𝑠, 𝑡) 0≤ 𝑠 ≤ 𝛼;  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 aralıklarında, 𝑓(𝑠)ise 0≤ 𝑠 ≤ 𝛼 aralığında 

süreklidir. Bu denklemin (5.6) ile verilen aşağıdaki seri çözümünü araştıralım; 

       𝑢(𝑠) = 𝑢0(𝑠) + 𝜆𝑢1(𝑠) + 𝜆2𝑢2(𝑠) + ⋯ + 𝜆𝑛𝑢𝑛(𝑠) + ⋯                                                 (5.6) 

 Bu seri, 𝜆 parametresine göre bir kuvvet serisidir. Bu seriyi Volterra denkleminde 

kullanırsak, 

𝑢0(𝑠) + 𝜆𝑢1(𝑠) + 𝜆2𝑢2(𝑠) + ⋯ + 𝜆𝑛𝑢𝑛(𝑠) + ⋯  

           =𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡){𝑢0(𝑠) + 𝜆𝑢1(𝑠) + 𝜆2𝑢2(𝑠) + ⋯ + 𝜆𝑛𝑢𝑛(𝑠) + ⋯ }𝑑𝑡,
𝑠

0
 

elde ederiz. Eşitliğin her iki yanını 𝜆’ nın kuvvetlerine göre düzenleyip birbirine eşitlersek, 

𝑢0(𝑠) = 𝑓(𝑠) 

𝑢1(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢0

𝑠

0

(𝑡)𝑑𝑡 

𝑢2(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢1

𝑠

0

(𝑡)𝑑𝑡 

                                             ………………………. 

                                                   𝑢𝑛(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢𝑛−1
𝑠

0
(𝑡)𝑑𝑡, 

buluruz. 𝑢0(𝑠) = 𝑓(𝑠) olduğundan; 

𝑢1(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢0
𝑠

0
(𝑡)𝑑𝑡= ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑓

𝑠

0
(𝑡)𝑑𝑡 

                    𝑢2(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢1
𝑠

0
(𝑡)𝑑𝑡=∫ 𝐾(𝑠, 𝑡) [∫ 𝐾(𝑡, 𝑡1

𝑡

0
)𝑓(𝑡1)]

𝑠

0
𝑑𝑡 

 =∫ 𝑓(𝑡1)𝑑𝑡1
𝑠

0 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝐾(𝑡,
𝑠

𝑡1
𝑡1)𝑑𝑡 

                                                =∫ 𝐾2
𝑠

0
(𝑠, 𝑡1)𝑓(𝑡1)𝑑𝑡1 

yazabiliriz. 

                         𝐾2(𝑠, 𝑡1) =  ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝐾(𝑡, 𝑡1
𝑠

𝑡1
)𝑑𝑡                                                                              (5.7) 

 

olduğundan işlemleri aynı şekilde devam ettirirsek, 

                                 𝑢𝑛(𝑠) = ∫ 𝐾(𝑛)
𝑠

0
(𝑠, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ,      (𝑛 = 1,2,3, … )                               (5.8) 

olur. 𝐾𝑛(𝑠, 𝑡1) fonksiyonları itere çekirdekler olarak adlandırılmıştır. Bu fonksiyonlar; 

𝐾1(𝑠, 𝑡1) = 𝐾(𝑠, 𝑡)                                                                                         

                                                               ………………. 

                         𝐾(𝑛+1)(𝑠, 𝑡) = ∫ 𝐾(𝑠, 𝑧)𝐾(𝑛)
𝑠

𝑡
(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧               (𝑛 = 1,2,3, … )                 (5.9) 
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şeklindeki rekürans bağıntıları yardımıyla tanımlanmıştır. (5.6) ile verilen seriyi, Denklem 5.8 ve 

Denklem 5.9 ‘u kullanarak yeniden yazarsak, 

𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠) + ∑ 𝜆𝑖

∞

𝑖=1

∫ 𝐾(İ)

𝑠

0

(𝑠, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

olur. 𝐾(𝑠, 𝑡) çekirdek fonksiyonunun sürekli olduğu varsayıldığından, 

∑ 𝜆𝑖

∞

𝑖=1

𝐾(İ+1)(𝑠, 𝑡) 

serisi elde edilir. Bu seriye Rezolvent veya çözücü çekirdek denir. Mutlak ve düzgün yakınsak olan 

bu seriyi 𝛤(𝑠, 𝑡; 𝜆) ile göstereceğiz. O halde, 

                        𝛤(𝑠, 𝑡; 𝜆) = ∑ 𝜆𝑖∞
𝑖=1 𝐾(İ+1)(𝑠, 𝑡)                                                                   (5.10) 

elde edilir. Çözücü çekirdekde integralin alt sınır değerlerinden bağımsız olmasından dolayı 

                                𝛤(𝑠, 𝑡; 𝜆) = 𝐾(𝑠, 𝑡) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑦)𝛤(𝑦, 𝑡; 𝜆)𝑑𝑦
𝑠

𝑡
 ,                                       (5.11) 

yazabiliriz. Böylece 𝛤(𝑠, 𝑡; 𝜆) çözücü çekirdeğine bağlı olarak Volterra denkleminin çözümünü 

                                  𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝛤(𝑠, 𝑡; 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0 
𝑠

0
                                              (5.12) 

olarak buluruz. 

 

Örnek 5.2.  𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝑥 − 𝑡 olan Volterra integral denklemine ait rezolventi hesaplayınız. 

Çözüm.  𝐾(1)(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝑥 − 𝑡  şeklindedir.  Diğer itere çekirdekler de (5.9) ile verilen 

𝐾(𝑛+1)(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(𝑛)

𝑥

𝑡

(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 

rekürans bağıntıları yardımıyla hesaplanabilir. 

𝐾(2)(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(1)

𝑥

𝑡

(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = ∫ (𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑡)𝑑𝑦 =  ∫ (−𝑦2
𝑥

𝑡

𝑥

𝑡

+ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑡 − 𝑥𝑡)𝑑𝑦  

=
(𝑥 − 𝑡)3

3!
 

𝐾(3)(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(2)

𝑥

𝑡

(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = ∫ (𝑥 − 𝑦) (
(𝑦 − 𝑡)3

3!
)

𝑥

𝑡

𝑑𝑦 =
(𝑥 − 𝑡)4

4!
 

ve böyle devam edilirse, 

𝐾(𝑛)(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(𝑛−1)

𝑥

𝑡

(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = ∫ (𝑥 − 𝑦)
𝑥

𝑡

𝑛
(𝑦 − 𝑡)𝑛

𝑛!
𝑑𝑦 =

(𝑥 − 𝑡)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

bulunur ve rezolvent, 

𝛤(𝑥, 𝑡; 𝜆) = ∑ 𝜆𝑛

∞

𝑛=0

𝐾(𝑛+1)(𝑥, 𝑡) = ∑ √𝜆
2𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥 − 𝑡)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
=

1

√𝜆
∑

{√𝜆(𝑥 − 𝑡))}
2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

olarak elde edilir. Bu seri  
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sinh 𝑥 = 𝑥 +
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ ⋯ 

şeklindeki Maclaurin serisidir, yani  

𝛤(𝑥, 𝑡; 𝜆) =
1

√𝜆
sinh √𝜆 (𝑥 − 𝑡) 

demektir. 

 

5.2. Volterra İntegral Denklemlerinin Laplace Dönüşümü Yardımıyla Çözümü 

 

      ∫ 𝐾1
𝑠

0
(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝐾2

𝑠

0
(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑛)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑠),             𝐾2(𝑠, 𝑡) ≠ 0                           (5.13) 

 

ile verilen ve Leibnitz koşulunu sağlayan birinci tip Volterra integral denklemi, Laplace Dönüşümü 

ile ikinci tip Volterra integral denklemine dönüştürülerek çözülebilir. Laplace dönüşümünü 

uygulayabilmek için integral denklemin çekirdek fonksiyonu konvolüsyon şeklinde olmalıdır. 

Denklem 5.12’ de eşitliğin her iki tarafına Laplace dönüşümü uygulanırsa; 

𝐿(𝐾1(𝑠 − 𝑡) ∗ 𝑢(𝑠)) + 𝐿 (𝐾2(𝑠 − 𝑡) ∗ 𝑢(𝑛)(𝑠)) = 𝐿(𝑓(𝑠)) 

𝐿(𝑓(𝑠)) = 𝑈(𝑦)
𝐹(𝑦)𝐾2(𝑦)(𝑦𝑛𝑈(𝑦) − 𝑦𝑛−1𝑢(0) − 𝑦𝑛−2)𝑢′(0) − ⋯ − 𝑢(𝑛−1)(0))

𝐾1(𝑦) + 𝑦𝑛𝐾2(𝑦)
, 

bulunur. Eşitliğin ters Laplace dönüşümü alınırsa çözüme ulaşılır. 

 

Örnek 5.3.  𝑢(𝑥) = 1 + 𝜆 ∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡  
𝑥

0
denklemini çözünüz. 

Çözüm.  Laplace dönüşümünü kullanarak  𝑢(𝑥) denklemini aşağıdaki formda yazalım, 

𝑢(𝑥) = 1 + 𝜆 ∫ 1. 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

𝑢(𝑥) = 1 + 𝜆 ∫ (𝑥 − 𝑡)0𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

elde edilir. Denklemin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa, 

𝐿{𝑢(𝑥)}= 𝐿{1} + 𝜆 𝐿{∫ 1. 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
} 

olur. Laplace dönüşümünün kullanımıyla, 

 𝑈(𝑠) =  
1

𝑠
 +𝜆  

 𝑈(𝑠)

𝑠
 , 

                                                                   𝑈(𝑠) [1 −
𝜆

𝑠
] =

1

𝑠 
, 

                                                                       𝑈(𝑠) [
𝑠−𝜆

𝑠
] =

1

𝑠
 , 
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                                                                                𝑈(𝑠) =
1

𝑠−𝜆
, 

elde edilir. Bu eşitlikte ters Laplace dönüşümü kullanılırsa, 

𝐿−1{𝑈(𝑠)} =  𝐿−1 {
1

𝑠 − 𝜆
} 

𝑢(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 

çözümü elde edilir. 

 

5.3. Volterra İntegral Denklemlerinin Gama ve Beta Fonksiyonları (Euler 

İntegralleri) Yardımıyla Çözülmesi  

 

    Gama Fonksiyonu : 𝑠, 𝑅𝑒 𝑠 > 0 olmak üzere herhangi bir karmaşık sayı olsun. 

𝛤(𝑠) =  ∫ 𝑒−𝑡
∞

0

𝑡𝑠−1𝑑𝑡 

şeklinde tanımlanan 𝛤(𝑠) denklemine gama fonksiyonu veya ikinci çeşit Euler integrali denir. Reel 

eksen boyunca bir gama fonksiyonunun grafiği Şekil (5.1)’de görüldüğü gibidir [49]. 

                      

Şekil 5.1. Reel eksen boyunca gamma fonksiyonu  

özel olarak 𝑠 = 1 için, 

𝛤(1) =  ∫ 𝑒−𝑡
∞

0

𝑑𝑡 = 1 

olur.  𝛤(𝑠) =  ∫ 𝑒−𝑡∞

0
𝑡𝑠−1𝑑𝑡   fonksiyonuna bir kez kısmi integrasyon uygulanırsa, 

𝑒−𝑡= 𝑢,  𝑡𝑠−1𝑑𝑡 = 𝑑𝑣 

−𝑒−𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑢 ,
1

𝑠
 𝑡𝑠 = 𝑣 

olup gerekli işlemler yapılırsa, 



16 

 

𝛤(𝑠) =  
1

𝑠
∫ 𝑒−𝑡

∞

0

𝑡𝑠𝑑𝑡 =  
𝛤(𝑠 + 1)

𝑠
 

bulunur. Buradan gama fonksiyonunun temel özelliklerinden biri olan 

𝛤(𝑠 + 1) = 𝑠𝛤(𝑠) 

bağıntısı elde edilir. Buradan, 

                                                     (2) = (1+1) = 1(1) =1 

                                                     (3) = (2+1) = 2(2) =2! 

                                                     (4) = (3+1) = 3(3) =3! 

… 

                                                     (𝑛) =(𝑛−) (𝑛-1) = (𝑛−)! 

olur. 

     Beta Fonksiyonu : 𝑠, 𝑦 ;   𝑅𝑒 𝑠 > 0, 𝑅𝑒 𝑦 > 0 olmak üzere herhangi iki karmaşık sayı 

olsun. 

𝐵(𝑠, 𝑦) =  ∫ 𝑡𝑠−1(1 − 𝑠)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

şeklinde tanımlanan 𝐵(𝑠, 𝑦) fonksiyonuna beta fonksiyonu veya birinci çeşit Euler integrali denir. 

       Gama ve beta fonksiyonları arasındaki ilişkiyi, 

𝐵(𝑠, 𝑦) =
𝛤(𝑠)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑠 + 𝑦)
 

eşitliği ile verebiriz. 

   𝑚 ≥ 0, 𝑛 > −1, 𝑚, 𝑛 reel sayılar ve 𝒄 herhangi bir sabit olmak üzere, 

                  ∫ (𝑠 − 𝑡)𝑛𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑐𝑠𝑚𝑠

0
                                                                                 (5.14) 

şeklinde verilen birinci cins bir Volterra integral denklemini gama ve beta fonksiyonlarını 

kullanarak çözelim. Denklem 5.14’de  𝑟 > −1 ve reel sayı olmak üzere eşitliğin her iki tarafını 

(𝑧 − 𝑠)𝑟 çarpıp,  𝑠’ e göre integre edersek, 

            ∫ (𝑧 − 𝑠)𝑟𝑧

0
[∫ (𝑠 − 𝑡)𝑛𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

0
]𝑑𝑠 = ∫ (𝑧 − 𝑠)𝑟𝑐𝑥𝑚𝑑𝑠                                  

𝑧

0
            (5.15) 

                    = ∫ [∫ (𝑧 − 𝑠)𝑟(𝑠 − 𝑡)𝑛𝑑𝑠
𝑧

𝑡

] 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑧

0

 

𝑠 = 𝑡 + 𝑣(𝑧 − 𝑣), (𝑑𝑠 = (𝑧 − 𝑡) 𝑑𝑣) dönüşümü uygulanırsa, 

∫ (𝑧 − 𝑠)𝑟
𝑧

𝑡

(𝑠 − 𝑡)𝑛𝑑𝑠 = ∫ (𝑧 − 𝑡 − 𝑣𝑧 + 𝑣𝑡)𝑟
1

0

(𝑣𝑧 − 𝑣𝑡)𝑛(𝑧 − 𝑡)𝑑𝑣  

 = (𝑧 − 𝑡)𝑛+𝑟1𝛽(𝑛 + 1, 𝑟 + 1) =
𝛤(𝑛+1).𝛤(𝑟+1)

𝛤(𝑛+𝑟+2)
 (𝑧 −   𝑡)𝑛+𝑟+1                                             (5.16) 

𝑠 = 𝑣𝑧, (𝑑𝑠 = 𝑧𝑑𝑣) değişken dönüşümü yapılırsa, 

∫ (𝑧 − 𝑥)𝑟
𝑥

0

𝑐𝑥𝑚𝑑𝑥 = ∫ 𝑐(𝑧 − 𝑣𝑧)𝑟
𝑧

0

(𝑣𝑧)𝑚𝑧𝑑𝑣 = 𝑐𝑧𝑚+𝑟+1 ∫ (1 − 𝑣)𝑟
1

0

(𝑣)𝑚𝑑𝑣 
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= 𝑐𝑧𝑚+𝑟+1𝛽(𝑚 + 1, 𝑟 + 1) 

= 𝑐. 𝑧𝑚+𝑟+1 𝛤(𝑚+1).𝛤(𝑟+1)

𝛤(𝑚+𝑟+2)
 ;  (𝑚 + 𝑟 + 1 > 𝑚 ≥ 0)                                                              (5.17) 

Denklem 5.15’ de, Denklem 5.16 ve Denklem 5.17’ yi  kullanıp düzenlersek, 

∫
𝛤(𝑛 + 1). 𝛤(𝑟 + 1)

𝛤(𝑛 + 𝑟 + 2)

𝑧

0

 . (𝑧 − 𝑡)𝑛+𝑟+1𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑐𝑧𝑚+𝑟+1
𝛤(𝑚 + 1). 𝛤(𝑟 + 1)

𝛤(𝑚 + 𝑟 + 2)
 

elde ederiz.  
 𝛤(𝑛+1).𝛤(𝑟+1)

𝛤(𝑛+𝑟+2)
  çarpanı sabit olacağından eşitliğin her iki tarafını 𝛤(𝑟 + 1) ile 

sadeleştirirsek, 

𝛤(𝑛 + 1)

𝛤(𝑛 + 𝑟 + 2)
∫ (𝑧 − 𝑡)𝑛+𝑟+1

𝑧

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑐𝑧𝑚+𝑟+1
𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 + 𝑟 + 2)
 

buluruz. 𝑛 + 𝑟 + 1 = ℎ(ℎ > 0) olmak üzere, 

𝛤(𝑛 + 𝑟 + 2) = 𝛤(ℎ + 1) 

dir. 𝑟 = ℎ − 𝑛 − 1 ⇒ 𝑚 + 𝑟 + 2 = 𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1 yazılabileceğinden, 

𝛤(𝑚 + 𝑟 + 2) = 𝛤(𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1) 

elde ederiz. Gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra, 

∫ (𝑧 − 𝑡)ℎ
𝑧

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑐𝑧𝑚+ℎ−𝑛
𝛤(𝑚 + 1)𝛤(ℎ + 1)

𝛤(𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
 

∫
(𝑧 − 𝑡)ℎ

𝛤(ℎ + 1)

𝑧

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑐𝑧𝑚+ℎ−𝑛
𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
 

buluruz. Gama fonksiyonunun özelliğinden   𝛤(ℎ + 1) = ℎ!   olduğundan, 

∫ (𝑧 − 𝑡)ℎ
𝑧

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =
𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
 𝑐𝑧𝑚+ℎ−𝑛 

alırız. Eşitliğin her iki tarafının 𝑧 ye göre ℎ + 1 defa türevini alırsak, 

𝑢(𝑧) =
𝛤(𝑚 + 1)(𝑚 + ℎ − 𝑛)(𝑚 + ℎ − 𝑛 − 1) … (𝑚 − 𝑛)

𝛤(𝑛 + 1)𝛤(𝑚 + ℎ − 𝑛 + 1)
 𝑐𝑧𝑚−𝑛−1 

veya 𝑚 − 𝑛 + 𝑘 ≠ 0 (𝑘 = 0,1,2, … 𝑛)  için 

                              𝑢(𝑧) =
𝛤(𝑚+1)

𝛤(𝑛+1)𝛤(𝑚−𝑛)
 𝑐𝑧𝑚−𝑛−1                                                                      (5.18) 

olur ki bu (5.14) denkleminin çözümüdür. 

 

Örnek 5.4.  ∫ (𝑥 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥3𝑥

0
  integral denklemini gama beta fonksiyonlarından 

faydalanarak çözelim. 

Çözüm. 𝑛 = 2, 𝑚 = 3, 𝑐 = 1 𝑣𝑒 𝑚 − 𝑛 + 𝑘 ≠ 0 (𝑘 = 0,1,2, … 𝑛) olduğundan, 

𝛤(𝑚 + 1) = 𝛤(4) = 3! = 6 

𝛤(𝑛 + 1) = 𝛤(3) = 2! = 2 

𝛤(𝑚 − 𝑛) = 𝛤(1) = 0! = 1 

ve 𝑚 − 𝑛 − 1 = 3 − 2 − 1 = 0 olup, 
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𝑢(𝑥) =
𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑛 + 1)𝛤(𝑚 − 𝑛)
 𝑐. 𝑥𝑚−𝑛−1 =

6

2.1
 .1. 𝑥0 = 3 

olur. Dolayısıyla verilen Volterra integral denkleminin çözümü, 

𝑢(𝑥) = 3 

olarak bulunur. 

5.4. Ardışık Yaklaşımlar Metodu 

 

 [0, 𝑎] aralığında 𝑓(𝑠)′ in ve  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 için 𝐾(𝑠, 𝑡) sürekli olmak üzere, 

 

                                                 𝑢(𝑠) = 𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0 
𝑠

0
                                                         

şeklinde verilen ikinci cins bir Volterra integral denklemini ele alalım. [0, 𝑎] aralığında sürekli olan 

bir 𝑢0(𝑠) fonksiyonu için (5.18) eşitliğinde 𝑢(𝑠) yerine 𝑢0(𝑠) fonksiyonu koyalım ve elde ettiğimiz 

yeni fonksiyonu da 𝑢1(𝑠) ile gösterelim. 

𝑢1(𝑠) =  𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)
𝑠

0

𝑢0(𝑡)𝑑𝑡 

olur. 𝑢1(𝑠) fonksiyonu [0, 𝑎] aralığında süreklidir. Bu şekilde devam edersek 

𝑢0(𝑠), 𝑢1(𝑠), … , 𝑢𝑛(𝑠), … fonksiyon dizisi elde ederiz. Burada 

𝑢𝑛(𝑠) =  𝑓(𝑠) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑠, 𝑡)
𝑠

0

𝑢𝑛−1(𝑡)𝑑𝑡 

dir.  𝑛 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛  {𝑢𝑛(𝑠)} dizisi, Volterra integral denkleminin 𝑢(𝑠) çözümüne yakınsar. 

 

Örnek 5.5. 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0 
𝑥

0
integral denklemini ardışık yaklaşımlar 

yöntemini kullanarak ve 𝑢0(𝑥) = 1 seçerek çözelim. 

Çözüm.  𝑢𝑛(𝑥) =  𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)
𝑥

0
𝑢𝑛−1(𝑡)𝑑𝑡   formülünü kullanalım. 

𝑢0(𝑥) = 1 

𝑢1(𝑥) =  2𝑥 + 2 − ∫ 1 
𝑥

0
𝑑𝑡  =  𝑥 + 2, 

𝑢2(𝑥) =  2𝑥 + 2 − ∫ (𝑡 + 2)
𝑥

0
𝑑𝑡 = −

𝑥2

2
+ 2, 

𝑢3(𝑥) =  2𝑥 + 2 − ∫ (
𝑡2

2
+ 2)

𝑥

0
𝑑𝑡 = −

𝑥3

3!
+ 2, 

ve böyle devam edilirse, 

𝑢𝑛(𝑥) =  (−1)𝑛+1
𝑥𝑛

𝑛!
+ 2 

olur. Eşitliğin her iki tarafının 𝑛 → ∞  için limiti alınırsa verilen denklemin çözümü  
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lim
𝑛→∞

𝑢𝑛(𝑥) =  lim
𝑛→∞ 

{(−1)𝑛+1
𝑥𝑛

𝑛!
+ 2} = 𝑢(𝑥) 

𝑢(𝑥) = 2 

şeklinde bulunur. 

 

 

 

 

 

  



 
 

6. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 Bu tezde ilk olarak integral denklemlerin çeşitli tiplerinin incelenmesi, bu denklemlerin 

diferansiyel denklemlerle nasıl ilişkili olduğunun ortaya konması ve bu ilişkilerin matematiksel 

açıdan değerlendirilmesi ele alınmıştır Bir diferansiyel denklemin belirli integral denklemler ile 

ifade edilebileceği gösterilmiştir. Örneğin, birinci dereceden lineer diferansiyel denklemler belirli 

sınır koşulları altında integral denklemlerle eşdeğer olabilir. Ayrıca integral denklemlerin uygun 

türev işlemleri kullanılarak diferansiyel denklemlere dönüştürülebileceği belirlenmiştir. İntegral 

denklemler için kullanılan Fredholm ve Volterra yöntemleri ile diferansiyel denklemler için 

kullanılan sınır değer ve başlangıç değer problemleri çözüm yöntemleri arasındaki farklar 

belirtilerek integral denklemlerin çözümünün, genellikle diferansiyel denklemlerin çözümüne göre 

daha karmaşık olduğu, ancak belirli durumlarda integral denklemlerin daha doğrudan ve pratik 

çözümler sunduğu görülmüştür. Volterra integral denklemleri, matematiksel modelleme ve 

uygulamalarda sıkça karşılaşılan denklemlerdir. Analitik çözüm yöntemlerini incelerken belirli 

tipteki Volterra integral denklemleri için mevcut olan açık formül çözümleri belirlenip örneklerle 

gösterilmiştir. Birinci ve ikinci tür Volterra integral denklemlerinin çözümleri üzerinde durulurken 

çözücü çekirdek, gama-beta fonksiyonları ve Laplace dönüşümlerinden faydalanılmıştır. Ayrıca 

ardışık yaklaşım metodu yardımıyla çözümün oluşturulması ve yakınsaklığı detaylandırılmıştır. 

Volterra integral denklemlerinin diferansiyel denklemlere dönüştürülerek çözülmesi incelenmiştir. 

Böylece mühendislik, fizik ve biyoloji gibi alanlardaki uygulamalarında kullanılan bu denklemler 

için belirli yöntemlerin uygulanmasının gerçek dünya problemlerinde ne kadar etkili olduğu 

görülmüştür. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

7. SONUÇLAR 

           İntegral denklemler, sınırlarının sabit veya değişken olmasına göre Fredholm ve Volterra 

denklemleri olarak sınıflandırılabilir. Bu sınıflandırma, denklemlerin çözüm yöntemlerini ve 

uygulama alanlarını belirlemede kritiktir. Bu tez, integral denklemlerin sınıflandırılması ve 

diferansiyel denklemlerle olan ilişkileri konusundaki bilgi birikimini genişletmiştir. Teorik 

analizler ve pratik uygulamalar, bu denklemlerin anlaşılmasını ve çözülmesini kolaylaştırmaktadır. 

Sınıflandırma ve dönüşüm yöntemlerinin geliştirilmesi, daha geniş bir problem yelpazesinin 

çözülebilmesine olanak tanımaktadır. Birinci tür ve ikinci tür integral denklemleri arasındaki temel 

farklar ve bu farkların çözüm yaklaşımlarını nasıl etkilediği ortaya konmuştur. Birinci tür 

denklemlerin çözümünde genellikle doğrudan yöntemler kullanılırken, ikinci tür denklemler için 

iteratif yöntemlerin daha uygun olduğu görülmüştür. Lineer ve lineer olmayan integral denklemler 

arasındaki farklar ve bu denklemler için geliştirilen çözüm teknikleri detaylandırılmıştır. 

Diferansiyel denklemlerin belirli sınır koşulları altında integral denklemlerle eşdeğer olabileceği 

gösterilmiştir. Bu dönüşüm, özellikle sınır değer problemlerinde önemli avantajlar sağlamaktadır. 

İntegral denklemlerin türev işlemleri kullanılarak diferansiyel denklemlere dönüştürülebileceği ve 

bu dönüşümün, çözümlerin daha anlaşılır ve yönetilebilir olmasını sağladığı belirlenmiştir.  Ayrıca 

çalışmanın önemli bir kısmı Volterra integral denklemleri üzerine yapılan araştırmaların genel 

değerlendirmesini ve elde edilen önemli bulguları özetler. İntegral ve diferansiyel denklemlerin 

mühendislikteki uygulamaları önemli yere sahip olup çeşitli problemler üzerinde integral ve 

diferansiyel denklemlerin uygulanabilirliği ve bu denklemlerin birbirine dönüştürülmesi ile elde 

edilen çözümler değerlendirilmiştir. Lineer denklemler için geliştirilen yöntemlerin, lineer olmayan 

denklemlere nazaran daha basit ve hızlı çözümler sunduğu, ancak lineer olmayan denklemler için 

daha özel yöntemler geliştirilmesi gerektiği anlaşılmıştır. Analitik çözüm yöntemlerinin belirli 

tipteki Volterra integral denklemleri için etkin ve hızlı çözümler sunduğu gösterilmiştir. Özellikle, 

basit ve lineer denklemler için açık formül çözümleri etkilidir. Küçük parametrelerin varlığında 

ardışık yaklaşım yönteminin, çözümün hızlı bir şekilde yakınsamasını sağladığı gözlemlenmiştir. 

Ancak, bu yöntemlerin daha karmaşık ve lineer olmayan denklemlerde sınırlamaları 

bulunmaktadır. Çözücü çekirdeğin, özellikle nonlineer denklemler için uygun bir yaklaşım olduğu 

ve çeşitli örnek problemler üzerinde başarılı sonuçlar verdiği tespit edilmiştir. Klasik sayısal 

yöntemlerin, Volterra integral denklemlerinin çözümünde yüksek doğruluk sağladığı 

belirlenmiştir. Volterra integral denklemlerinin diferansiyel denklemlere dönüştürülmesiyle elde 

edilen çözümlerin yüksek doğruluk ve kararlılık sağladığı gösterilmiştir. Sonuç olarak, Volterra 

integral denklemleri üzerine yapılan bu tez çalışması, analitik ve sayısal çözüm yöntemlerinin 

değerlendirilmesi açısından önemli bulgular sunmakta ve gelecekteki araştırmalar için değerli 

öneriler sağlamaktadır. Bu çalışma, Volterra integral denklemlerinin çözümünde kullanılan 
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yöntemlerin geliştirilmesi ve bu denklemlerin geniş bir uygulama alanında daha etkin bir şekilde 

kullanılabilmesi için önemli bir katkı sağlamaktadır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ÖNERİLER 

Daha karmaşık ve lineer olmayan integral denklemler için yeni analitik ve sayısal 

yöntemlerin geliştirilmesi gerekmektedir. Bu yöntemler, daha karmaşık sistemlerin 

modellenmesinde önemli katkılar sağlayabilir. Analitik ve sayısal yöntemlerin birleştirildiği hibrid 

çözüm yöntemleri üzerinde çalışmalar yapılmalıdır. Bu tür yöntemler, her iki yaklaşımın 

avantajlarını bir araya getirerek daha etkili çözümler sunabilir. İntegral ve diferansiyel 

denklemlerin biyoloji, ekonomi, mühendislik gibi farklı alanlardaki uygulamaları üzerinde daha 

fazla çalışma yapılmalıdır. Bu alanlarda kullanılan modellerin iyileştirilmesi ve denklemlerin etkin 

bir şekilde uygulanabilmesi için disiplinlerarası işbirlikleri teşvik edilmelidir. Gerçek dünya 

problemleri üzerinde yapılan çalışmalar, teorik sonuçların pratikteki geçerliliğini ve 

uygulanabilirliğini göstermek açısından önemlidir. Daha karmaşık ve lineer olmayan Volterra 

integral denklemleri için yeni analitik yöntemlerin geliştirilmesi ve mevcut yöntemlerin 

iyileştirilmesi gerekmektedir. Daha hızlı ve verimli sayısal algoritmaların geliştirilmesi, özellikle 

büyük ölçekli problemlerde önemli bir gereksinim olarak ortaya çıkmıştır. Paralel hesaplama ve 

GPU tabanlı çözümler gibi ileri teknolojilerin kullanımıyla, sayısal çözümlerin hız ve 

doğruluğunun artırılması mümkündür. Volterra integral denklemlerinin biyoloji, ekonomi, 

mühendislik ve diğer disiplinlerdeki uygulamalarının daha derinlemesine incelenmesi 

gerekmektedir. Gerçek dünya problemleri üzerinde yapılan uygulamalar, yöntemlerin pratikteki 

etkinliğini değerlendirmek için önemlidir. Teorik sonuçların, geniş bir problem seti üzerinde 

deneysel olarak doğrulanması ve bu sonuçların pratik uygulamalara yansıtılması gerekmektedir. 

Bu öneriler, Volterra integral denklemleri üzerine yapılacak gelecekteki araştırmalar için yol 

gösterici olabilir ve bu alandaki çalışmaları daha ileriye taşıyabilir. 
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