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OZET

Volterra Integral Denklemleri i¢in Baz1 Analitik Coziim Yontemleri ve
Uygulamalari

Seda KOL

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitlsi

Matematik Anabilim Dali

Temmuz 2024, Sayfa: ix + 26

Bu tez, integral denklemlerin tanimini, g¢esitlerini ve smiflandirilmalarint inceleyerek, sabit ve
degisken katsayi farkli denklemlerin integral denkleme doniistiiriilmesi ve bunlarin da bazi yontemlerle
¢oziiliip sonuglarim degerlendirilmesini amaglamaktadir. Integral denklemler, matematiksel modellemelerde
ve fiziksel sistemlerin analizinde énemli bir role sahiptir. Bu nedenle teknolojide ve ozellikle de bircok
miihendislik alaninda yaygin olarak kullanilmasiyla elde edilen sonuglar fen ve miithendislige 6nemli katkilar
saglamaktadir. Bu ¢calismada, integral denklemlerinin genel yapisi, gesitli ¢dzim yontemleri ve uygulamalari
ele alinmigtir. Calismanin ilk boliimiinde integral denklemlerin tarih¢esi ve giinlimiize kadar yapilan
¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir. Calismanin ikinci bolimiinde integral denklemlerinin temel
kavramlarina genel bir bakis sunulmaktadir. Uciincii béliimde bu denklemlerin farkli &zelliklere gére
simiflandirilmas: yapilmig ve agiklanmigtir. Dordiincii boliimde, diferansiyel denklemlerle integral
denklemler arasindaki iliski agiklanarak birbirlerine doniistiiriilmesi ile ilgili yontemler verilmistir. Besinci
boliimde, Volterra integral denklemlerinin ¢dziim ydntemlerinden bahsedilmis ve bu yontemlere ait

uygulamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Integral denklemler, cekirdek fonksiyon, Volterra integral denklemleri, Fredholm
integral denklemleri, resolvent, Lipschitz kosulu
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ABSTRACT

Some Analytical Solution Methods and Applications for Volterra Integral
Equations

Seda KOL
Master's Thesis
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Department of Mathematics
July 2024, Pages: ix +26

This thesis aims to examine the definition, types, and classification of integral equations, converting different
equations with constant and variable coefficients into integral equations, and solving them using various
methods to evaluate the results. Integral equations have an important role in mathematical modeling and
analysis of physical systems. For this reason, the results obtained from its widespread use in technology and
especially in many engineering fields make significant contributions to science and engineering. This study
addresses the general structure of integral equations, various solution methods, and their applications. The
first part of the study provides information about the history of integral equations and the work done up to
the present day. The second part presents an overview of the basic concepts of integral equations. The third
part classifies and explains these equations according to their different characteristics. In the fourth part, the
relationship between differential equations and integral equations is explained, along with the methods of
converting them into each other. The fifth part discusses the solution methods of Volterra integral equations

and provides applications of these methods.

Keywords: Integral equations, kernel function, Volterra integral equations, Fredholm integral equations,
resolvent, Lipschitz condition
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1. GIRIS

Matematiksel modellemenin ve fiziksel sistemlerin analizinin temel araglarindan biri olan
integral denklemleri, genis bir uygulama alanina sahip olup, bilim diinyasinda 6énemli bir rol
oynamaktadir. Bilimsel arastirmada, matematiksel modellemenin giicli, karmasik gergek diinya
problemlerini anlamamiza, analiz etmemize ve ¢ozmemize olanak tanir. Bu noktada, integral
denklemleri, bilimsel alanlarda karsimiza c¢ikan pek ¢ok modeli matematiksel bir cercevede
aciklamak i¢in kullanilir. Biyolojik popiilasyonlarin biiylime modelleri, ilaglarin viicutta yayilma
modelleri gibi bir¢ok biyolojik ve tibbi problem, integral denklemleri kullanilarak agiklanabilir.
Bu, tedavi stratejileri olusturmak veya hastalik yayilimimi anlamak i¢in Onemlidir. Yapisal
analizlerden 1s1 transferine, elektrik devrelerinden sinyal isleme uygulamalarina kadar birgok
mihendislik alaninda integral denklemleri kullanilir. Bu, malzeme dayanikliligindan enerji
iletimine kadar genis bir yelpazede uygulama alani bulmaktadir. Integral denklemleri, finansal
piyasalardaki fiyat dalgalanmalarini, ekonomik biiyiimeyi veya hisse senetlerinin degerini
modellemede kullanilir. Bu, ekonomik kararlar almak ve finansal riskleri anlamak i¢in 6nemlidir.
Hava ve su kirliligi modelleri, ekosistem dinamikleri gibi ¢evresel konularda integral denklemleri
kullanilarak karmasgik etkilesimlerin analizi yapilir. Dolayisiyla bu denklemler, gercek diinyadaki
dinamik sistemlerin matematiksel olarak modellenmesinde ve bu modellerin analizinde gucli bir
aractir. Bu nedenle, birgok bilim dalinda integral denklemlerine dayali modelleme ve ¢6ziimleme
yontemleri gereklidir. Integral denklemlerinin cesitli ¢oziim ydntemleri iizerine yapilan ¢alismalar,
bu denklemleri etkili bir sekilde ¢6zebilmek igin gelistirilen analitik ve sayisal teknikleri igerir. Bu
yontemler, denklemlerin gesidine ve kosullarina bagli olarak degisiklik gosterir. Bu denklemlerin
tiirleri arasindaki farkliliklar ve bu tiir denklemlerin 6zellikleri, matematikgilerin ilgisini ¢eken
onemli bir arastirma konusudur. Ozellikle, Abel, Fredholm ve Volterra tiirii integral denklemleri
tizerine yapilan ¢aligmalar, bu denklemlerin 6zgiin 6zelliklerini agiklamak igin odaklanir [1-8].
Integral denklemler literatiirde ilk olarak Abel’in mekanik problemleri inceledigi sirada karsisina
cikmistir, bir parcacigin bir efri boyunca diisey hareketini gozlemlerken bunu integralle
bagdastirmistir [9]. Reymond’un 1888’de yayinladigi makalesinde bu denklemler 6nemli bir ilgi
uyandirmistir [10]. Fourier, 1s1 problemlerini ¢6zmek i¢in kullandigi trigonometrik serilerden elde
ettigi,

FG = 2 sinGe o)y ) = [217 cosen) o)y,
formllerine ait

fx) = fﬁfisin(xy)f(x)dx vef (x) = \Efg" cos(xy) f (x)dx,

denklemlerini vermistir [11,12]. Abel mekanik problemlerde kullandig1 integral denklemi



a_o®) _
fO (x_y)zdy’ f(y)—O, 0<a<1,

seklinde formiile edip ¢oziimiinii yapmistir. Burada a = 0 ve a = % olmasi durumu Abel’ in ele

aldig1 orijinal denklem olup bununla baglantili olarak ortaya ¢ikan tautochrone (esit zamanli)
problemi ilk ¢6zen Huygens olmustur [13]. Poisson ise integral sinirlarindan birini x e bagl bir
degisken alarak denklemi ilk ¢aligan kisidir [14]. Burada ¢, X ’nin kuvvetleri olarak elde edilir.
Poisson bu serinin yakinsakligi ile ilgilenmemis, bunu 1830 yilinda Liouville ele alarak
ispatlamigtir. Yine Liouville, Dirichlet probleminin bir integral denklem problemine esdeger
oldugunu kanmitlayarak A parametresinin bir ag¢ilimi seklinde yazmistir [15]. Bu ¢6ziim bir bagka
sekliyle Poisson ve Liouville’ in dnceden kullandigi ardisik yaklagtirma metoduna 6zdestir. Lineer
integral denkleminde sinirlardan birinin xdegiskenine bagli olmasi durumunu ele alarak ¢alismalar
yapan bir bagka matematik¢i Vita Volterra dir. Volterra, integral denklemler teorisinin baslica
arastirmacilarindandir ve teorinin &nemini anlayarak sistematik calisan ilk kisidir [16-18]. Eric Ivan
Fredholm, Volterra’ nin 1884’ te ortaya koydugu probleme benzer bir yaklasimla denkleme ait
calisgmalar  yapmustir [19,20]. Fredholm’un inceledigi titresen yiizeylerde meydana gelen
sireglerlerde  ele aldig1 integral denkleminin ¢6ziimiinii J. Neumann da inceleyerek bazi
eklemelerle literatiire kazandirmistir [21]. Yakin zamana kadar ki ¢aligmalarda Volterra-Fredholm
integral denklemleri esas alinarak yeni ¢6ziim teknikleri olusturulmustur [22-26]. Bu denklemlerde
her ne kadar lineerlik olsa da bunlarin analitik ¢6ziimlerinin bulunmasi zordur. O yiizden niimerik
calismalar daha yogunluk kazanmustir ve literatiirde daha fazla mevcuttur. [27-33]. Son zamanlarda
daha farkli yaklasimlar kullanilmaya y6nelinmis, Richardson Ekstrapolasyonu, Gauss Kareleme
yontemi, Belirsiz Katsayilar Yontemi, kombinasyon ve mekanik quadrature yontemi ve homotopi
pertlirbasyon yontemi gibi yeni yontemler tercih edilmistir [34-47]. Ayrica adi ardisik yakinsama
yontemi uygulanarak degisken katsayili homojen kirisin esneklik probleminin sayisal ¢ézlimleri
elde edilmistir. Geciken argiimentli bir diferansiyel denklemin sinir deger probleminin ¢6ziimiinde
yeni ve etkili bir yontem kullanilmistir [48]. Bu tez, integral denklemleri ve ¢esitlerini anlamak,
¢oziimlemek ve uygulamak amaciyla yapilmig kapsamli bir arastirmayi icermektedir. Bu ¢alisma,
integral denklemleri konusundaki temel kavramlarn irdeleyerek, farkl tiirlerini siniflandirmay1 ve
cesitli ¢oziim yOntemlerini incelemeyi amaglamaktadir. ilk béliimde, integral denklemlerinin
tanimu, tarihgesi ve temel 6zellikleri lizerine bir bakis sunulmaktadir. Daha sonra, literatiirde sikca
karsilagilan integral denklemleri tiirleri ele alinarak, her birinin 6zellikleri vurgulanmaktadir.
Diferansiyel denklemlerele integral denklemler arasindaki iligkiler ve birbirine doniistiiriilmesi
aciklanarak Volterra integral denklemlerinin g¢esitli ¢dziim yontemleri verilmektedir. Ayrica bu
¢oziimlerin varligi ve tekligi de agiklanmaktadir. Bu tezin amaci, okuyuculara integral denklemleri

alaninda saglam bir temel kazandirmak, farkli tiirlerini anlamalarina yardimci olmak ve gesitli
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uygulama alanlarinda bu denklemleri etkili bir sekilde ¢ozebilmelerini saglamaktir. Bu baglamda,
tezin devaminda detayl1 bir sekilde ele alinacak konularin, matematik ve miihendislik alanlarinda

calisgan aragtirmacilar, Ogrenciler ve ilgili endiistri profesyonelleri ig¢in degerli olacagina

inanilmaktadir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Volterra integral denklemleri, gegmisteki degerlerin gelecekteki durumlari belirlemede rol
oynadig1 problemlerin modellemesinde &nemli bir aractir. Bu denklemler, adini italyan
matematik¢i Vito Volterra'dan almakta olup, zamanla degisen sistemlerin dinamiklerini incelemek
icin kullanilir. Asagida Volterra integral denklemlerinin temel tanim1 ve bu denklemlerle ilgili bazi
Oonemli teoremler sunulmustur. Bu tanim ve teoremler, Volterra integral denklemlerinin anlasilmasi
ve ¢ozliim yontemlerinin gelistirilmesi agisindan temel olusturur. Tezin bu béliimiinde, s6z konusu
tanimlar ve teoremler ele alinacak ve Orneklerle aciklanacaktir. Bu bilgiler, Volterra integral
denklemlerinin teorik temellerini anlamak ve bu denklemleri uygulamali problemlerde kullanmak

icin gerekli alt yapiy1 saglayacaktir.

Tanmm 2.1. u(s), X(s, t) bilinen fonksiyonlar olmak Uzere, integralin alt ve tist sinirlarindan biri

degisken ise bu denklemlere Volterra integral denklemleri denir ve
u(s) = 1 f; X(s, Hu(®) dt, (2.1)

seklinde gosterilir.

Tanim 2.2. Eger Denklem 2.1°de alt ve iist sinir sabit ise bu denklemlere de Fredholm integral

denklemleri denir.
u(s) = 1 f2 X(s, tyu(t) dt, (2.2)
u(s) = p(s) + 1 [, X(s, u(t) dt, (2.3)

Fredholm integral denklemleridir.

2.1. Teorem (Alternatif Fredholm Teoremi)

(2.2) homojen Fredholm integral denkleminde u(s) = 0 bir ¢6zimdir. Bu ¢oziime agikar
¢ozum denir. (2.3) seklindeki homojen olmayan Fredholm integral denkleminin ise ¢6ziimi daima
tektir [3].

2.2. Teorem (Coziimiin Tekligi)

(2.3) Fredholm denklemini ele alalim. Burada X (s, t) ¢ekirdegi verilen bolgede siirekli ve
p(s)reel degerli ve siirekli fonksiyon olmak tizere ve
lulM(b —a)<1, (2.4)
esitsizligi verildiginde Denklem 2.3’iin ¢6ziimiiniin tek olmasi i¢in,

If(s,)| < MeR, (2.5)



olmalidir. Aksi takdirde (2.4) esitsizligi saglanmazsa bir Fredholm integral denklemi igin sonsuz

¢6zim mevcut olabilir [4].

2.3. Tanim (Laplace Doniisiimii)

f(t) ile verilen zaman tanim kiimesinde tanimli bir fonksiyonu, frekans tanim kiimesinde

taniml1 bagka bir fonksiyona doniistiiren F (s) doniistimiine Laplace doniisiimii denir ve
F(s) = L{f()} = [_e~St f()dt, £=0 (2.6)
seklinde ifade edilir [7].

2.4, Tammm (Konvulasyon)
f(t), g(t) orijinal fonksiyonlar ve L{f (t)} = F(s), L{g(t)} = G(s) olmak Uzere;
LHF($)G(s)) = Jy (gt —x)dx, (27)
seklinde verilen integrale f(t), g(t) fonksiyonlarmmin konvoliisyonu denir ve f(t) * g(t) ile
gOsterilir [10].
Tanim 2.5. (Lipschitz Kosulu)
Vf,s,t € Q(a,b) X Ricin |f(s) — f(t)| < M|s — t|olacak sekilde s ve t den bagimsiz birM

say1s1 varsa f(s) fonksiyonu Q(a, b) X R Uzerinde Lipschitz kosulunu saghyor denir.



3. INTEGRAL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Integral denklemler, matematiksel yapilar1 ve ¢dziim ydntemleri agisindan gesitli simiflara
ayrilabilir. Bu tiir denklemler, 6ncelikle, lineer ve lineer olmayan olmak iizere iki gruba ayrilir.
Lineer integral denklemler, ¢oziim fonksiyonu ve integral operatoriiniin lineer oldugu
denklemlerdir. Lineer olmayan integral denklemler ise, bu iliskiyi lineer olmayan bir bigimde
tanimlar. Bu siniflandirmalar, integral denklemlerinin ¢6ziim yontemlerini belirlemede ve farkli
uygulamalara uygun c¢oziimler gelistirmede temel teskil eder. Bu baslik altinda, integral

denklemlerin baz1 siniflara ayrilmasi ile birlikte bu siniflarin karakteristik 6zellikleri incelenecektir.

3.1. Lineer ve Lineer Olmayan integral Denklemler

u(s) bilinmeyen fonksiyon olmak tzere,

u(s) = p(s) + 1 [, X(s, Hu(t) d, (3.1)
seklinde verilen integral denklemde integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(s) fonksiyonunun
derecesi “1” ise integral denkleme lineer integral denklem denir.

u(s) =p(s) + [l X(s,0)ut(t)dt, n#*1 (3.2)
seklinde verilen integral denklemde integral isaretinin altindaki bilinmeyen u(s) fonksiyonunun

derecesi “1” den farkli ise integral denklemine lineer olmayan integral denklem denir [4].

3.2. Singiiler (Tekil) ve Singiiler Olmayan (Tekil Olmayan) Integral Denklemler

(3.1) ile verilen integral denklemin ¢ekirdek fonksiyonu olan X (s, t)fonksiyonu a <s <
bveyaa <t < b araliklarinin her ikisinde de stirekli ise bu integral denkleme singiiler olmayan
(tekil olmayan) integral denklem denir.

X (s, t)fonksiyonu a < s < bveyaa < t < baraliklarinda siirekli degilse ise bu integral

denkleme singtler (tekil) integral denklem adi verilir [4].

3.3. Yapilarina Gore Integral Denklemler

Integral denklemleri yapilarma gore i simf altinda inceleyebiliriz; u(s) bilinen bir
fonksiyon ve u(t) bilinmeyen bir fonksiyon ve X(s,t) ¢ekirdek fonksiyon olmak Uzere, (2.2)
seklindeki denklem 1.cins integral denklem olarak adlandirilir [29]. Benzer sekilde, u(s) ve p(s)
bilinen fonksiyon oldugunda, (2.3) bicimindeki denklemleri de 1.cins integral denklem sinifindan

kabul edebiliriz. Ornegin,

1
e* =x — [2x*tv(t)dt,



denklemi de 1.cins integral denklemi olarak verilebilir.
(2.2) ve (2.3) seklinde verilen integral denklemlere 2.cins integral denklemler denir. Ornegin,
v(x) = foxex“v(t)dt,
denklemi 2.cins integral denklemlere érnek olarak verilebilir.
w(s)p(s) = p(s) + J, X(s, ) u()dt, (33)
bicimindeki denklemlere 3.cins integral denklemler denir [29]. Bu tiir denklemlere 6rnek olarak,
xv(x)=2—e*+ f01 x3 t3v(t)dt (3.4)
verilebilir.
Eger (3.3) denkleminde u(s) = 0 alinirsa denklem 1. cins integral denkleme, u(s) =1

alinirsa denklem 2. cins integral denkleme doniigiir. Boylece 1. ve 2. tiirler, 3. integral denklemin

bir 6zel durumudur.

3.4. Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

(2.2) bigimindeki 2. cins integral denkleminde u(s) fonksiyonu homojen olursa denklem
homojen integral denklem olarak adlandirilir. (3.3) denkleminde oldugu gibi homojenligi bozan bir
p(s) fonksiyonunu iceren integral denkleme ise homojen olmayan integral denklem denir. (2.1)

homojen denkleminin u(s) = 0 ¢ézlimine asikar veya trival ¢c6zim denir [29].



4. INTEGRAL DENKLEMLERIN DiFERANSIYEL DENKLEMLERLE
ILiSKisSi

Integral denklemler ve diferansiyel denklemler arasindaki iliski, bu iki tiir denklemin nasil
birbirine doniistiiriilebilecegini ve birbirlerini nasil tamamladigini anlamak agisindan kritiktir.
Diferansiyel denklemler, bir fonksiyonun tiirevleri arasindaki iligskiyi tanimlarken, integral
denklemler bir fonksiyonun kendisi ile integrali arasindaki iligkiyi ifade eder. Bu iki denklemin
birbirine doniistiiriilmesi, farkli ¢6ziim yontemlerinin uygulanabilmesi agisindan 6nemli avantajlar
saglar, mithendislik, fizik ve biyoloji gibi gesitli alanlarda pratik uygulamalar bulur. Ornegin,
popiilasyon dinamiklerinde, bir popiilasyonun biiyiimesini modellemek i¢in kullanilan diferansiyel
denklemler, ¢evresel etkileri ve gecikmeleri hesaba katmak igin integral denklemler seklinde
yeniden ifade edilebilir. Aymi sekilde, elektrik devrelerinde veya mekanik sistemlerdeki

dinamikleri modellemek i¢in de bu iki tiir denklemin doniigiimi kullanilir.

4.1. Diferansiyel Denklemin integral Denkleme Déniistiiriilmesi

(d"y)/ (ds") +b,(s)([dPy) / (ds" ) +b, (s)(d P y) / (ds?) + 2+ by, (s)dy/ds+b (s)y = f(s) (4.1)
lineer diferansiyel denklemi,

Yo =Co, Y ,(0) = C1,- Y H0) = Cpoy (4.2)
baslangi¢ kosullariyla verilsin. Denklem 4.1” de,

oy _ u(s) (4.3

dsm

olarak alimirsa bu ifadede tiirev,

dny d dn—ly
n=_( n—1)=u(s)’
das ds \ds

fyd(52) = Jy u®a,

dn—l
dsn—1 =

fosu(t)dt +Cpoq

seklinde, mertebesi bir mertebe diistiriilmiis olarak bulunur. Boyle devam edilecek olursa,



fyd () = J U3 u(dt + ¢y 1t

d‘n—Zy S S s
o = Iy [y u@®dtdt +cpq [y dt +cpy,
dn—zy S S

2oz = o Jo u(®dtdt + cp_y5 + cns,

T= [y =D ude . dt +

n-3
s Cpn—2S + -+,

Cpo1S"72 +

2)' (n-3)!

1
T o

n-2

Cp2S" %+ ys+cq,

y = f .(n) .. fu(t)dt dt+( 11)!

olur. Yukarida bulunan ifadeler Denklem 4.1’ de yerine yazilirsa

u(s) + by (s) f W(O)dt + ¢1by (5) + by(s) f f W(O)dtdt + ;1 5by(x) + ¢y_sby (5) +
0 0 Y0
S S S 1
+b; (s)f0 J; J; u(t)dtdtdt + 7 6n1 52b3(s) + ¢y Sh3(s) + g b3 (s) + -+ +

b,,_ 1(s)j .(n—-1).. j u(®)dt ...dt + ———c,,_1 5" %b,,_,(s) +

1
(n—2)!
5 Cn- 28" 3b,_1(8) + ey bpy_1(5) + - + €15y (8) + coshy(s) = f(s), (4.4)

elde edilir. (4.4) esitligini diizenlersek,
S S S
u(s) + bl(s)f u(t)dt + ...+bn(s)f .. (n) f u(t)dt ...dt
0 0 0

= f(S) - Cn—1b1(5)'cn—15b2(5) - — 5 Cn-1 s™ b (S) — Cp— sz(s) -

Cn—2 Sb3 (5) -

1
T (n-1)!

1
_(n—Z)!

Cn—-2 Sn_zbn(s) — ¢18hy_1(s) — ¢1by(s) — coby(s),

olarak yazilir. Bu ifadede esitligin sag tarafi s'e bagl bir fonksiyon oldugundan bu fonksiyonu F (s)

ile gosterirsek ve ayrica,

n-—1

bi(s)+sb,(s) + -+ =D

|b (S) fn—l(s);



n-2

ba(s) + sbas) + -+ g5 bals) = faoas),

bn1(s) + bn(s) = f1(s),
bn(s) = fo(s),
olarak yeniden diizenlersek,
F(s) = f(s) = {cn-1fn-1(s) + -+ co fo(s)} ,

elde edilir. Esitligin sol kismu ise,

L@ o ffu@de d = [TE2 2w @y

0 (n-1)!

ifadesinden yararlanilarak tek katli integral haline getirilebilir.

4.2. integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Déniistiiriilmesi

Integral denklem ile diferansiyel denklem arasindaki baglantiy1 Leibnitz formiilii ile saglariz.

Bu forml,
d N(s) __ N(s) 9F(s,t) dN(s) dM(s)
% e FGs,0dt = fM(S) ———dt + F(s,N(s)) S F(s, M(s)) o

olup burada M(s) ve N(s) fonksiyonlari sabit fonksiyonlar olarak alinirsa,
dM(s) dN(s) _ 0
as) ' ode
olacagindan Leibnitz formiilii,

a N(s)
ds 'M(s)

F(s,t)dt = J'N(S) IF (s,t)

M(s) ads dt !

olarak kullanilabilir.
Ornek 4.1. u(s) — fosu(t) tantdt = sins
integral denkleminde baslangi¢ kosulu s = 0 i¢in u(s) = 0 oldugu biliniyorsa, verilen integral

deklemin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
u'(s) -

elde edilir. Leibnitz Formiiliinden yararlanirsak,

da N

2 Jo u(t) tantdt = coss

%fosu(t) tantdt = fos 0dt + u(s) tans ,

olacagindan verilen integral denklem
u'(s) — u(s)tans = cos s

seklinde lineer diferansiyel denkleme doniisiir.
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5. VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERI

Volterra integral denklemleri, matematiksel analizde ve uygulamali matematikte 6nemli bir
rol oynayan, 6zellikle fizik, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi ¢esitli alanlarda kargilasilan
problemlerin modellemesinde sik¢a kullanilan bir aragtir. Volterra integral denklemleri, gegmis
zamandaki durumlarin gelecekteki durumu belirlemede nasil etkili oldugunu ifade eder ve bu
ozellikleri nedeniyle bir¢ok dinamik sistemin incelenmesinde kullanilir. Bu kisimda Volterra
integral denklemlerinin teorik temelleri, ¢coziim yontemleri ve ¢esitli uygulamalari ele alinacaktir.
Amacimiz, bu denklemlerin matematiksel yapisini derinlemesine anlamak ve gercek diinya
problemlerine uygulanabilirligini gostermektir.

u(s) bilinmeyen fonksiyon olsun. K (s, t) ¢ekirdek fonksiyon ve A parametre olmak lizere
A7 K(s, tyu®)dt = u(s) (5.1)
seklinde verilen integral denkleme birinci cins Volterra integral denklemi denir.
u(s) = f(s) + A [, K (s, Hu(D)dt (5.2)
seklinde verilen integral denkleme ise ikinci cins lineer Volterra integral denklemi denir.
Eger f(s) = 0 ise
u(s) = A [ K(s,u(t)dt (5.3)
seklindeki denkleme birinci cins lineer homojen Volterra Integral Denklemi denir. Bu tir

denklemler,
7K (s, Du®de = — [ K (s, Hu)dt (5.4)

yazilabileceginden genel ifade degismeyecektir.

Ornek 5.1. 2x3 = fox{l —5(x —35)+2(x —s)?}u(s)ds integral denklemini ¢ozelim.
Bu denklem, Denklem 5.3 yapisinda olup, ¢oziim igin 6nce esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
6x? =u(x)—5 foxu(s)ds + 4f0x(x —s)u(s)ds,
12x = u'(x) — 5u(x) + 4f0x(x — s)u(s)ds,
12 = u"(x) — 5u'(x) + 4u(x)
elde edilir. c;, ¢, keyfi sabitler alinirsa,
u(x) = cie* + c,e*™* + 3 (5.5)
yazilabilir. Baglangi¢ kosullarin1 Denklem 5.4’ den elde etmeye ¢alisalim. X= 0 i¢in u(0) = 0;
u'(0) = 0 olur. Bu sartlar kullanilirsa ¢; = 1, ¢, = —4 olur. Boylece denklemin ¢6zim;
u(x) = e* —4e** + 3

olarak bulunur.



5.1. Volterra integral Denklemlerinde Resolvant (Céziicii Cekirdek)

Ikinci cins Volterra integral denklemi asagidaki sekilde alinsm,
u(s) = f(s) + A [J K (s, Hu(t)dt = 0.

Buradaki K(s,t) 0<s<a; 0<t<s araliklarinda, f(s)ise 0<s <a araliginda

streklidir. Bu denklemin (5.6) ile verilen asagidaki seri ¢6zumunu aragtiralim;
u(s) = ug(s) + Auq(s) + 22uy(s) + - + A"uy,(s) + - (5.6)

Bu seri, A parametresine gore bir kuvvet serisidir. Bu seriyi Volterra denkleminde

kullanirsak,
U (s) + Auy (s) + 22uy(s) + - + A"uy(s) + -+
=f(s) + /'lfos K(s, ){ug(s) + Auy (s) + A2uy(s) + -+ + A"uy(s) + -+ }dt,

elde ederiz. Esitligin her iki yanin1 A” nin kuvvetlerine gore diizenleyip birbirine esitlersek,

ug(s) = f(s)
u(s) = fSK(s, tu, (t)dt
0

u,(s) = fSK(s, Hu, (t)dt
0

U (s) = [y K(s, Oy (D),
buluruz. uy(s) = f(s) oldugundan;
u,(s) = [ K (s, Dug (Ddt= [, K(s,0)f (tdt
uy () = fy K(s, huy (Dde=[; K(s,6) [ [y K&, 6)f (81)] at
=[5 f(t)dt, f:l K(s, )K(t, t;)dt
=[5 Ky (s, t)f (tr)dt,
yazabiliriz.

Ky(s, t,) = f:l K(s, t)K(t,t,)dt (5.7)

oldugundan islemleri ayni sekilde devam ettirirsek,

Up(s) = [y Ky (s, DF (DA,  (n=123,...) (5.8)
olur. K,,(s, t;) fonksiyonlari itere ¢ekirdekler olarak adlandirilmistir. Bu fonksiyonlar;
Kl(sl tl) = K(S, t)

Kinsny (s, ) = [ K(s,2)Kny (2,0)dz n=123..) (5.9)
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seklindeki rekiirans bagintilar1 yardimiyla tanimlanmistir. (5.6) ile verilen seriyi, Denklem 5.8 ve

Denklem 5.9 “u kullanarak yeniden yazarsak,

u(s) = f(5) + ) A f Ky (s, Of (£)dt
i=1 0

olur. K(s, t) ¢ekirdek fonksiyonunun siirekli oldugu varsayildigindan,

o0

z MKy (s, 1)

i=1
serisi elde edilir. Bu seriye Rezolvent veya ¢0ziici ¢ekirdek denir. Mutlak ve diizgilin yakinsak olan
bu seriyi I'(s, t; A) ile gosterecegiz. O halde,
I(s,t20) = X A K (s, t) (5.10)
elde edilir. Cozicu cekirdekde integralin alt sinir degerlerinden bagimsiz olmasindan dolay1
I'(s,50) =K(s,0) +A[JK(s, NI (. t; Ddy, (5.11)
yazabiliriz. Boylece I'(s, t; 1) ¢oziicii gekirdegine bagli olarak Volterra denkleminin ¢ozimuni
u(s) = f(s) + A [ I(s,; Df()dt = 0 (5.12)

olarak buluruz.

Ornek 5.2. K(x,t) = x — t olan Volterra integral denklemine ait rezolventi hesaplayiniz.

Cozim. K(;y(x,t) = K(x,t) = x —t seklindedir. Diger itere ¢ekirdekler de (5.9) ile verilen

X
Ko @0) = [ KCoy)Kay 0 00dy
t
rekiirans bagintilar1 yardimiyla hesaplanabilir.

Koy (x, ) = f K (e )K ) (0, O)dy = f =y — )y = f (=2 +xy + yt — xt)dy
t t t

(x—t)®
Y

Ky, £) = f Kt y)K ) (0 Dy = f x-9) (

y—t)° (x—o*
31 )dy: 4l

ve boyle devam edilirse,

. x _\n _ \n+1
Ky (x, ) =ft K(x,y)Kn-1) (v, t)dy th (x—y)"(y n!t) - ()En +t)1)1

bulunur ve rezolvent,

- d on (x _ t)2n+1 1 ® {ﬁ(x _ t))}2n+1
et =Y M@t =y Vi oD = LY
n=0 n—o ~

Cn+1)! V2 (2n + 1)!

olarak elde edilir. Bu seri
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h = x3 x5
sin x—x+§+§+---

seklindeki Maclaurin serisidir, yani

I'(x,t; 1) = %sinhﬁ(x —t)

demektir.

5.2. Volterra integral Denklemlerinin Laplace Déniisiimii Yardimiyla Coziimii

[y Ky (s, 0u®dt + [, K, (s, )u™dt = f(s), Ko (s, t) # 0 (5.13)

ile verilen ve Leibnitz kosulunu saglayan birinci tip Volterra integral denklemi, Laplace Dontisiimii
ile ikinci tip Volterra integral denklemine donistiiriilerek ¢oziilebilir. Laplace doniisimiini
uygulayabilmek icin integral denklemin gekirdek fonksiyonu konvoliisyon seklinde olmalidir.

Denklem 5.12° de esitligin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa;
L(Ky(s = £)  u(s)) + L (Kz(s = ©) xu®()) = L(f(5))

FOK@G"UG) = y" 'u(0) - y*2u'(0) — - — u"D(0))
Ki(y) +y"K(y) ’
bulunur. Esitligin ters Laplace doniisiimii alinirsa ¢6ziime ulasilir.

L(f($)) =U®)

Ornek 5.3. u(x) = 1+ 2 f; u(t)dt denklemini goziiniiz.

Cozim. Laplace doniisiimiinii kullanarak u(x) denklemini asagidaki formda yazalim,

ulx) =1+ ijl.u(t)dt
0

u(x) =1+ Afx(x — t)%u(t)dt
0

elde edilir. Denklemin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa,
L{u(x)}= L{1} + AL{[ L. u(t)dt}

olur. Laplace doniistimiiniin kullanimiyla,

U(s) = %+l Uis),
pi 1
U [1-5 =7

us) [ =1,

N
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U(s) =—

1
s=2’

elde edilir. Bu esitlikte ters Laplace dontigiimi kullanilirsa,

_ _ 1
CHoe) =
u(x) = e

¢ozUmdi elde edilir.

5.3. Volterra Integral Denklemlerinin Gama ve Beta Fonksiyonlar1 (Euler
Integralleri) Yardimiyla Cozillmesi

Gama Fonksiyonu : s, Re s > 0 olmak lzere herhangi bir karmagik say1 olsun.
res) = f e tt57lde
0

seklinde tanimlanan I' (s) denklemine gama fonksiyonu veya ikinci ¢esit Euler integrali denir. Reel
eksen boyunca bir gama fonksiyonunun grafigi Sekil (5.1)’de goriildiigii gibidir [49].

Gamma function

Sekil 5.1. Reel eksen boyunca gamma fonksiyonu

0zel olarak s = 1 icin,

co

r) = f e tdt=1
0
olur. I'(s) = | Ooo e~ tt571dt fonksiyonuna bir kez kismi integrasyon uygulanirsa,
e"t=u, t574dt = dv
1
—etdt=du,—tS=v
s
olup gerekli islemler yapilirsa,
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res) = %foooe_ttsdt = @
bulunur. Buradan gama fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri olan
I'(s+1) =sl(s)
bagintisi elde edilir. Buradan,
r2)=r1+1)=1(1)=1
['(3) =T (2+1) = 21'(2) =2!

[(4) = [(3+1) = 31(3) =3!

I'(n) =(n-1)I'(n-1) = (n-1)!
olur.
Beta Fonksiyonu :s,y; Res >0, Rey > 0olmak iizere herhangi iki karmasik say1
olsun.

1
B(s,y) = f t571(1 —s)Y"dt
0

seklinde tamimlanan B(s, y) fonksiyonuna beta fonksiyonu veya birinci ¢esit Euler integrali denir.
Gama ve beta fonksiyonlari arasindaki iliskiyi,

32 =0
esitligi ile verebiriz.
m > 0,n > —1, m,n reel sayilar ve ¢ herhangi bir sabit olmak (zere,
fos(s —t)"u(t) dt = cs™ (5.14)
seklinde verilen birinci cins bir Volterra integral denklemini gama ve beta fonksiyonlarini
kullanarak ¢6zelim. Denklem 5.14’de r > —1 ve reel say1 olmak iizere esitligin her iki tarafini

(z — s)" garpip, s’ e gore integre edersek,

foz(z -8 [fos(s — O)"u(t)dt]ds = foz(z —8) cx™ds (5.15)

z Z
= f U (z=5s)"(s—t)"ds|u(t)dt
o L/t
s=t+v(z—v),(ds = (z—t)dv) donisimii uygulanirsa,
z 1
J (z—5s)" (s—t)"ds = _[ (z—-t—vz+vt) (vz—vt)"(z—t)dv
t 0
r(n+1).r(r+1
= (- O™ BMm+1L,r+1) = % (z— D+ (5.16)

s = vz, (ds = zdv) degisken doniisiimii yapilirsa,

X z 1
j (z—x)" cx™dx = f c(z —vz)" (vz)™zdv = cz™"H1 f (1—-v)" (v)™dv
0 0 0
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=czZ™p(m+ 1,7 + 1)

=c.z “romerin) m+r+1>m=0) (5.17)

Denklem 5.15” de, Denklem 5.16 ve Denklem 5.17” yi kullanip diizenlersek,
fzf(n+1).F(r+1) 'm+1.Irr+1)
0

) — Ol (D de = czm T
rn+r+2) =1 u(®) <z rm+r+2)

elde ederiz. % carpani sabit olacagindan esitligin her iki tarafim I'(r + 1) ile
sadelestirirsek,
rn+1) z rm+1)
- —t n+r+1 t dt — m+r+1_ ~ ~ "~ 7
I’(n+r+2)fo(z ) u(®) ¢z rm+r+2)

buluruz.n + r + 1 = h(h > 0) olmak Uzere,
'n+r+2)=r(h+1)
dirr=h—-n—-1=>m+r+2=m+ h—n+ 1 yazlabileceginden,
r'm+r+2)=r(m+h—-n+1)
elde ederiz. Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

rm+1Drkh+1)
I'm+h—n+1rn+1)

rm+1)
rm+h—n+1)rn+1)

zZ
f (z =" u(t)dt = czmth—n
0

zZ(;, _ )

buluruz. Gama fonksiyonunun 6zelliginden I'(h + 1) = h! oldugundan,

rm+1)
'm+h—-n+1rn+1)

m+h—-n

Jz(z —ru(t)dt =
0

alinz. Esitligin her iki tarafinin z ye gore h + 1 defa tiirevini alirsak,

rm+1)(m+h—n)(m+h—mn-1)..(m—n)
Tn+DI(m+h—n+1) ¢

veyam—-—n+k#0(k=0,12,..n) igin

Zm—n—l

u(z) =

u(z) = __fmtd) o men-1 (5.18)

T r(n+1r(m-n)

olur ki bu (5.14) denkleminin ¢ozimud(ir.

Ornek 5.4. fox(x—t)zu(t)dt=x3 integral denklemini gama beta fonksiyonlarindan

faydalanarak ¢ozelim.

Cozimn=2,m=3,c=1vem—-n+k #0(k =0,1,2,..n) oldugundan,
rm+1)=r)=3'=6
rn+1)=r(3)=2'=2
rm—-n)=r)=0=1

vem—n—1=3-2-1=0olup,
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r(m+1) 6
- = 2 0 =3
w) = e D= &~ 21"

olur. Dolayisiyla verilen Volterra integral denkleminin ¢6ziimii,
u(x) =3

olarak bulunur.

5.4. Ardisik Yaklasimlar Metodu

[0, a] araliginda f(s) inve 0 <s <a, 0 <t <sicin K(s,t) strekli olmak uzere,

u(s) = f(s) + A [ K(s,Hu(®)dt = 0
seklinde verilen ikinci cins bir Volterra integral denklemini ele alahm. [0, a] araliginda siirekli olan
bir uy (s) fonksiyonu igin (5.18) esitliginde u(s) yerine uy(s) fonksiyonu koyalim ve elde ettigimiz
yeni fonksiyonu da u, (s) ile gosterelim.

u(s) = f(s)+ 41 fSK(s, t) uy(t)dt
0

olur. wuy(s) fonksiyonu [0,a] araliginda siireklidir. Bu sekilde devam edersek

uo(s), uy(s), ..., un (s), ... fonksiyon dizisi elde ederiz. Burada
S
u,(s) = f(s) + /1.[ K(s,t) u,_1(t)dt
0

dir. n - oo icin {u,(s)} dizisi, Volterra integral denkleminin u(s) ¢dziimiine yakinsar.

Ornek 55. u(x)=1+x+ fox (x — t)u(t)dt = Ointegral denklemini ardigik yaklagimlar
yontemini kullanarak ve uy(x) = 1 secerek ¢ozelim.
Cozim. u,(x) = f(x)+ A fox K(x,t) up_,(t)dt formiiliinii kullanalim.
Up(x) =1
u(x) = 2x+2—foxl dt = x+ 2,

2
uy(x) = 2x+2—f0x(t+2)dt=—"7+2,

us (x) = 2x+2—f;‘(t2—2+2)dt=—§+2,

ve boyle devam edilirse,

n

() = (~)" 42

olur. Esitligin her iki tarafinin n — oo igin limiti alinirsa verilen denklemin ¢6zimu
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n

lim u, () = lim {(—1)n+1 % + 2} = u(x)
u(x) =2

seklinde bulunur.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tezde ilk olarak integral denklemlerin ¢esitli tiplerinin incelenmesi, bu denklemlerin
diferansiyel denklemlerle nasil iligkili oldugunun ortaya konmasi ve bu iliskilerin matematiksel
acidan degerlendirilmesi ele alinmistir Bir diferansiyel denklemin belirli integral denklemler ile
ifade edilebilecegi gosterilmistir. Ornegin, birinci dereceden lineer diferansiyel denklemler belirli
sinir kosullar1 altinda integral denklemlerle esdeger olabilir. Ayrica integral denklemlerin uygun
tiirev islemleri kullanilarak diferansiyel denklemlere déniistiiriilebilecegi belirlenmistir. integral
denklemler icin kullanilan Fredholm ve Volterra yontemleri ile diferansiyel denklemler i¢in
kullanilan smir deger ve baslangic deger problemleri ¢6ziim yontemleri arasindaki farklar
belirtilerek integral denklemlerin ¢6ziiminin, genellikle diferansiyel denklemlerin ¢6ziimuine gore
daha karmasik oldugu, ancak belirli durumlarda integral denklemlerin daha dogrudan ve pratik
coziimler sundugu goriilmiistiir. Volterra integral denklemleri, matematiksel modelleme ve
uygulamalarda sik¢a karsilasilan denklemlerdir. Analitik ¢6zim yontemlerini incelerken belirli
tipteki Volterra integral denklemleri igin mevcut olan agik formiil ¢éziimleri belirlenip drneklerle
gosterilmistir. Birinci ve ikinci tir Volterra integral denklemlerinin ¢oztimleri tizerinde durulurken
¢ozlcl cekirdek, gama-beta fonksiyonlari ve Laplace doniisiimlerinden faydalanilmistir. Ayrica
ardisik yaklasim metodu yardimiyla ¢6ziimiin olusturulmasi ve yakinsakligi detaylandirilmistir.
Volterra integral denklemlerinin diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek ¢6ziilmesi incelenmistir.
Bdylece miihendislik, fizik ve biyoloji gibi alanlardaki uygulamalarinda kullanilan bu denklemler
icin belirli yontemlerin uygulanmasinin gercek diinya problemlerinde ne kadar etkili oldugu

gOriilmistiir.



/. SONUCLAR

Integral denklemler, sinirlarinin sabit veya degisken olmasina gére Fredholm ve Volterra
denklemleri olarak smiflandirilabilir. Bu smiflandirma, denklemlerin ¢éziim yontemlerini ve
uygulama alanlarimi belirlemede kritiktir. Bu tez, integral denklemlerin siniflandirilmast ve
diferansiyel denklemlerle olan iligkileri konusundaki bilgi birikimini genisletmistir. Teorik
analizler ve pratik uygulamalar, bu denklemlerin anlasilmasini ve ¢6ziilmesini kolaylastirmaktadir.
Smiflandirma ve doniisiim yontemlerinin gelistirilmesi, daha genis bir problem yelpazesinin
coziilebilmesine olanak tanimaktadir. Birinci tiir ve ikinci tiir integral denklemleri arasindaki temel
farklar ve bu farklarin ¢6ziim yaklasimlarini nasil etkiledigi ortaya konmustur. Birinci tiir
denklemlerin ¢oziimiinde genellikle dogrudan yontemler kullanilirken, ikinci tiir denklemler igin
iteratif yontemlerin daha uygun oldugu goriilmiistiir. Lineer ve lineer olmayan integral denklemler
arasindaki farklar ve bu denklemler icin gelistirilen ¢6ziim teknikleri detaylandirilmistir.
Diferansiyel denklemlerin belirli sinir kosullar1 altinda integral denklemlerle esdeger olabilecegi
gosterilmistir. Bu doniisiim, 6zellikle sinir deger problemlerinde 6nemli avantajlar saglamaktadir.
Integral denklemlerin tiirev islemleri kullamlarak diferansiyel denklemlere doniistiiriilebilecegi ve
bu doniisiimiin, ¢dziimlerin daha anlagilir ve yonetilebilir olmasini sagladigi belirlenmistir. Ayrica
calisgmanin 6nemli bir kism1 Volterra integral denklemleri iizerine yapilan arastirmalarin genel
degerlendirmesini ve elde edilen énemli bulgular1 6zetler. integral ve diferansiyel denklemlerin
mithendislikteki uygulamalari énemli yere sahip olup ¢esitli problemler iizerinde integral ve
diferansiyel denklemlerin uygulanabilirligi ve bu denklemlerin birbirine doniistiiriilmesi ile elde
edilen ¢6ziimler degerlendirilmistir. Lineer denklemler i¢in gelistirilen yontemlerin, lineer olmayan
denklemlere nazaran daha basit ve hizli ¢dztimler sundugu, ancak lineer olmayan denklemler i¢in
daha 6zel yontemler gelistirilmesi gerektigi anlasilmistir. Analitik ¢6ziim yOntemlerinin belirli
tipteki Volterra integral denklemleri igin etkin ve hizl ¢dziimler sundugu gosterilmistir. Ozellikle,
basit ve lineer denklemler i¢in agik formiil ¢oziimleri etkilidir. Kiigiik parametrelerin varliginda
ardigik yaklagim yonteminin, ¢oztiimiin hizli bir sekilde yakinsamasini sagladigi gézlemlenmistir.
Ancak, bu yontemlerin daha karmasik ve lineer olmayan denklemlerde sinirlamalar
bulunmaktadir. Coziicii ¢ekirdegin, 6zellikle nonlineer denklemler i¢in uygun bir yaklasim oldugu
ve cesitli ornek problemler iizerinde basarili sonuglar verdigi tespit edilmistir. Klasik sayisal
yontemlerin, Volterra integral denklemlerinin ¢oziimiinde yiiksek dogruluk sagladig
belirlenmistir. Volterra integral denklemlerinin diferansiyel denklemlere doniistiiriilmesiyle elde
edilen ¢Ozlimlerin yiiksek dogruluk ve kararlilik sagladigi gosterilmistir. Sonug olarak, Volterra
integral denklemleri iizerine yapilan bu tez caligmasi, analitik ve sayisal ¢oziim ydntemlerinin
degerlendirilmesi agisindan 6nemli bulgular sunmakta ve gelecekteki arastirmalar ig¢in degerli

Oneriler saglamaktadir. Bu calisma, Volterra integral denklemlerinin ¢dziimiinde kullanilan



yontemlerin gelistirilmesi ve bu denklemlerin genis bir uygulama alaninda daha etkin bir sekilde

kullanilabilmesi i¢in 6nemli bir katk: saglamaktadir.
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ONERILER

Daha karmasik ve lineer olmayan integral denklemler icin yeni analitik ve sayisal
yontemlerin  gelistirilmesi  gerekmektedir. Bu yontemler, daha karmagik sistemlerin
modellenmesinde 6nemli katkilar saglayabilir. Analitik ve sayisal yontemlerin birlestirildigi hibrid
¢ozlim yontemleri {lizerinde caligmalar yapilmalidir. Bu tiir yontemler, her iki yaklagimin
avantajlarini  bir araya getirerek daha etkili c¢oziimler sunabilir. Integral ve diferansiyel
denklemlerin biyoloji, ekonomi, miihendislik gibi farkli alanlardaki uygulamalar: {izerinde daha
fazla calisma yapilmalidir. Bu alanlarda kullanilan modellerin iyilestirilmesi ve denklemlerin etkin
bir sekilde uygulanabilmesi i¢in disiplinlerarasi isbirlikleri tesvik edilmelidir. Ger¢ek diinya
problemleri iizerinde yapilan c¢alismalar, teorik sonuglarin pratikteki gecerliligini ve
uygulanabilirligini gostermek acisindan 6nemlidir. Daha karmasik ve lineer olmayan Volterra
integral denklemleri i¢in yeni analitik ydntemlerin gelistirilmesi ve mevcut yontemlerin
iyilestirilmesi gerekmektedir. Daha hizli ve verimli sayisal algoritmalarin gelistirilmesi, 6zellikle
biiyiik 6lgekli problemlerde énemli bir gereksinim olarak ortaya ¢ikmustir. Paralel hesaplama ve
GPU tabanli ¢o6ziimler gibi ileri teknolojilerin kullanimiyla, sayisal ¢o6ziimlerin hiz ve
dogrulugunun artirilmas1 miimkiindiir. Volterra integral denklemlerinin biyoloji, ekonomi,
mithendislik ve diger disiplinlerdeki uygulamalarimin daha derinlemesine incelenmesi
gerekmektedir. Gergek diinya problemleri {izerinde yapilan uygulamalar, yontemlerin pratikteki
etkinligini degerlendirmek icin dnemlidir. Teorik sonuglarin, genis bir problem seti iizerinde
deneysel olarak dogrulanmasi ve bu sonuglarin pratik uygulamalara yansitilmasi gerekmektedir.
Bu oneriler, Volterra integral denklemleri {izerine yapilacak gelecekteki aragtirmalar igin yol

gosterici olabilir ve bu alandaki ¢caligmalar1 daha ileriye tasiyabilir.
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