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OZET

Ag analizi, bir ag seklinde ifade edilebilen yapilar1 incelemek i¢in son yillarda oldukga
onemli bir ara¢ haline gelmistir. Bir ag, elemanlar ve bu elemanlar arasindaki iliskilerden
olusmaktadir. Aglar gergek hayatta pek ¢ok alanda (sosyoloji, psikoloji, fizik, kimya,
biyoloji, internet, iletisim, vs.) karsimiza ¢ikmaktadir. Ag analizi, bu aglardaki elemanlarin
ve iliskilerin 6zelliklerini incelemek i¢in kullanilir. Ozel olarak, bir agdaki elemanlarin 6nem
derecesini ya da merkeziligini belirlemek icin merkezilik Olciileri adi verilen Olgiiler
kullanilir. Pek ¢ok merkezilik Olcilisii bulunmakla birlikte, en sik kullanilan merkezilik
Olciileri derece, yakinlik, uzaklik, arada olma, 6zvektor, Katz, PageRank vs. merkeziligi
seklindedir. Bu merkezilik o6l¢iilerinden hangisinin kullamilacagi analiz edilecek agin
yapisina, agdaki elemanlarin ve elemanlar arasindaki iliskilerin 6zelliklerine bagli olarak
degismektedir. Bu tez ¢alismasinda ag analizi teorisinde kullanilan temel merkezilik 6l¢iileri
tamtilmistir. Ozel olarak derece, yakinlik, uzaklik, arada olma, 6zvektor, Katz, ve PageRank
merkezilik 6lciileri ele alinmigstir. Ayrica bu merkezilik dl¢iileri yonsiiz aglar, yonlii aglar ve
agirlikl aglar i¢in ayr1 ayri ifade edilmistir. Her bir merkezilik dl¢iisiiniin tanimi, avantajlari,
dezavantajlar1 ve kullanim alanlar1 ifade edilmistir. Alinan 6rnek aglar icin bu merkezilik
olgiileri Pajek programi yardimiyla hesaplanmstir.
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ABSTRACT

Network analysis has become a very important tool in recent years to examine structures
that can be expressed as a network. A network consists of elements and relationships
between these elements. Networks appear in many fields in real life (sociology, psychology,
physics, chemistry, biology, internet, communication, etc.). Network analysis is used to
examine the properties of elements and relationships in these networks. Specifically, so-
called centrality measures are used to determine the importance or centrality of elements in
a network. Although there are many centrality measures, the most commonly used centrality
measures are degree, closeness, farness, betweenness, eigenvector, Katz, PageRank, etc.
Which of these centrality measures will be used varies depending on the structure of the
network to be analyzed, the characteristics of the elements in the network, and the
relationships between the elements. In this thesis study, the basic centrality measures used
in network analysis theory are introduced. In particular, degree, closeness, farness,
betweenness, eigenvector, Katz, and PageRank centrality measures are discussed.
Additionally, each centrality measure is expressed separately for networks, directed
networks, and weighted networks. The definition, advantages, disadvantages and usage areas
of each centrality measure are stated. These centrality measures are calculated for some
sample networks with the help of the Pajek software.
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X1

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

Vi~;j v; ile v; koseleri komsudur.
d, v kosesinin derecesi

dar v kdsesinin gelis derecesi
dot v kosesinin gidis derecesi
d(v;, vj) v; ile v; koseleri arasindaki jeodezik mesafe
diam(G) G grafinin gap1

A(G) G grafinin komsuluk matrisi
1(G) G grafinin etki matrisi

Cyq Derece merkeziligi

C. Yakinlik merkeziligi

Cp Arada olma merkeziligi

Ck Katz merkeziligi

Cp PageRank merkeziligi



1. GIRIS

Ag, kose (diiglim) denilen elemanlarin bir kiimesi ve bu koseler arasindaki baglantilarin
olusturdugu yapiya verilen addir [1]. Bir agin gosterimi (temsili) literatiirde graf ya da ¢izge
olarak adlandiriimaktadir (Sekil 1.1). Bir ag, birbirine bagli varliklarin en basit agiklamasidir
ve ag temsili, belirli bir sistemin bir¢ok detayini ortaya ¢ikarir. Bu nedenle, aglar ¢ok ¢esitli
sistemleri incelemek i¢in kullanilir. Koseler, her tiirlii eleman1 temsil edebilir: insanlar,

sehirler, bilgisayarlar, web siteleri, kavramlar, hiicreler, genler, tiirler, vb.

Sekil 1.1. Sekiz diigiim ve on kenarl kiigiik bir ag [1]

Aglar, karmagsik sistemleri anlamanm giiglii bir aracidir. Ornegin; sosyal aglar insan
davranisint ve iletisimini, fiziksel aglar ulasim, elektrik sebekeleri ve iletisim aglarini,
biyolojik aglar ise biyolojik sistemleri anlamak i¢in kullanilabilir. Aglarin incelenmesi, hizla
bliyliyen bir arastirma alanidir. Bu alandaki aragtirmalar, aglarin nasil ¢alistigini ve nasil

kullanilabilecegini daha iyi anlamamiza yardimci olur.

Ag seklinde ifade edilen sistemler giinliik hayatta ¢ok sayida bulunmaktadir. Ornekler
arasinda internet, sosyal aglar veya bireyler arasindaki diger baglantilar, organizasyonel
aglar ve sirketler arasindaki is iligkileri aglari, sinir aglari, metabolik aglar, gida aglari, kan
damarlar1 gibi dagitim aglari, posta dagitim yollari, makaleler arasindaki alint1 aglar (Sekil

1.2) yer alir.
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Sekil 1.2. Ag tiirlerine ti¢ 6rnek [1]. (a) Tathi su goliindeki tiirler arasindaki av-avei
etkilesimlerini gdsteren bir besin zinciri. (b) Ozel bir arastirma kurumundaki
bilim insanlar1 arasindaki 1s birligi agi. (c) Potterat ve arkadaslarinin
caligmasinda bireyler arasindaki cinsel temaslarin bir ag1

Aglar, kose ve kenar sayisi, kose ve kenar tiirleri, kenarlarin yonleri, kenarlarin agirliklar
ve aglarin zaman i¢indeki gelisimi gibi birgok farkli 6zellik bakimindan farklilik gosterebilir

(Sekil 1.3).

Basit bir 6rnek olarak, bir sosyal ag1 diisiinelim. Bu agda, koseler insanlar1 temsil eder ve
kenarlar arkadaglik, diismanlik, mesleki tanidiklik veya cografi yakinlik gibi iliskileri temsil
eder. Kenarlar yonlendirilmis olabilir, yani tek yonlii ya da iki yonlii olabilir. Ornegin,
telefon goriismelerini temsil eden bir agda, her goriismenin bir baglangic ve bir bitis noktasi

vardir ve bu nedenle yonlendirilmis bir agdir.
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Sekil 1.3. Ag tiirlerine 6rnekler [1]. (a) yalnizca tek bir tiir diigiim ve tek bir tiir kenar igeren
yonsiiz bir ag. (b) Birkag farkli diigiim ve kenar tiirii iceren bir ag. (c¢) Degisen
diigiim ve kenar agirliklarina sahip bir ag. (d) Her bir kenarin bir yone sahip
oldugu yonlendirilmis bir ag

Aglarin yapisi, son yillarda yapilan arastirmalarla giderek daha iyi anlasilmaktadir. Bu
aragtirmalar, gercek aglarin 6zelliklerini gézlemlemeye ve bu aglart modellemeye dayanir.
Aglarin yapasi, farkl tiirlerdeki aglar arasinda bile benzerlikler gosterebilir. Bu benzerliklere

dayanarak, aglar1 dort genel kategoriye ayirabiliriz:

Sosyal aglar: Insanlar arasindaki iliskileri temsil eden aglardur.

Bilgi aglari: Bilginin akisini temsil eden aglardir.

Teknolojik aglar: Cihazlarin veya sistemlerin baglantilarini temsil eden aglardir.

Biyolojik aglar: Biyolojik sistemlerdeki iliskileri temsil eden aglardir.

Sosyal aglar, birbiriyle iligkili insanlarin olusturdugu gruplardir. Bu iliskiler arkadaglik,
isbirligi, romantizm veya siradan tanisiklik gibi farkli sekillerde olabilir. Sosyal aglar; saglik,
ekonomi, bilim gibi farkli alanlarda incelenen 6nemli bir konudur. Cevrimigi sosyal aglar,
sosyal aglar1 incelemek i¢in yeni firsatlar sunmaktadir. Bu aglar, insanlarin kimlerle

baglantili oldugunu, nelerle ilgilendigini ve bilginin nasil yayildigini anlamamizi saglar.

Bilgi aglar, bilginin depolandig1 ve paylasildigi aglardir. En yaygin bilgi aglari, akademik
makaleler arasindaki alint1 ag1 ve internettir (Sekil 1.4). Alint1 aglari, bir makalenin bagka
bir makaleye yaptig1 atiflarla olusturulur. Bu atiflar, makaleler arasindaki baglantilar
olusturur ve bu baglantilarin analizi, makalelerin 6nemini ve iligkisini anlamamiza yardimci
olur. internet (World Wide Web), hiperlinklerle birbirine baglanan web sayfalarindan olusan

bir agdir. Bu hiperlinkler, web sayfalar1 arasindaki baglantilar1 olusturur ve bu baglantilarin



analizi, internetin yapisini ve nasil kullanildigini anlamamiza yardimet olur. Bilgi aglari,
cesitli sekillerde kullamlabilir. Ornegin, alint1 aglari, yeni arastirma alanlar1 ve potansiyel
isbirligi firsatlar1 belirlemek i¢in kullanilabilir. World Wide Web ise, bilgi aramak,

insanlarla baglant1 kurmak ve ¢esitli cevrimigi hizmetleri kullanmak i¢in kullanilabilir [1].
Bilgi aglarinin yaygin kullanimlarindan bazilari:

e Arastirma: Bilgi aglari, aragtirmacilarin yeni arastirma alanlar1 ve potansiyel isbirligi
firsatlar1 belirlemesine yardimer olabilir.

e Ogrenme: Bilgi aglar1, 6grencilerin 6grenme siirecini desteklemek igin kullanilabilir.

e Is diinyas:: Bilgi aglari, isletmelerin miisterilere daha iyi hizmet vermesine ve yeni is
firsatlar1 kesfetmesine yardimci olabilir.

e Eglence: Bilgi aglari, insanlarin yeni eglence kaynaklar1 kesfetmesine yardimer olabilir.

Sekil 1.4. En 1yi calisilan iki bilgi ag1 [1].

Sol akademik makalelerin atif ag1. Diigiimler makaleleri ve yonlendirilmis kenarlar bir
makalenin baska bir makale tarafindan atif almasin1 gostermektedir. Makaleler sadece
kendilerinden dnce gelenleri alintilayabilir bu yiizden bu ag déngii icermez. Sag: Internet
iizerinden erisilebilen metin sayfalarinin bir ag1 olan World Wide Web. Diiglimler web
sayfalarim1 ve yOnlendirilmis kenarlar hiperlinkleri temsil etmektedir. Web iizerinde

dongiileri yasaklayan herhangi bir kisitlama olmadigindan genel olarak dongiiler olabilir

Teknolojik aglar, insan toplumu i¢in ¢ok Onemlidir. Bu aglar, mallarin ve hizmetlerin

dagitimin, iletisimi ve bilginin yayilmasini saglar. Baska bir ifadeyle, teknolojik aglar, mal



ve kaynaklarin dagitimini saglayan, insan yapimi aglardir. Bu aglar; elektrik, ulasim ve bilgi
gibi cesitli alanlarda kullanilir. Internet, en yaygin teknolojik aglardan biridir. Internet,
bilgisayarlar arasindaki fiziksel baglantilardan olusan bir teknolojik agdir. Aragtirmacilar,
yonlendiriciler veya 6zerk sistemler gibi agdaki belirli diigiimler arasindaki baglantilara
odaklanir. Internet yapisinin yeniden insa edilmesi zordur, ¢iinkii altyap1 bircok ayr1 kurulus
tarafindan yonetilir. Arastirmacilar, noktadan noktaya veri rotalarii izleyerek agin bir

resmini olustururlar. Ancak, bu yontem her zaman eksiksiz bir resim saglamaz [2].

Viicudumuzdaki hiicrelerin iginde, protein adi verilen 6zel molekiiller cesitli sekillerde
etkilesir. Ornegin, bir protein katlandiginda, yapisindaki degisim baska bir proteinin islevini
veya bir enzimin aktivitesini diizenleyebilir. Enzimler (kendileri de birer proteindir)
biyokimyasal reaksiyonlar1 katalize eder ve dokularimizi ve organlarimizi olusturan ve
destekleyen proteinler i¢in enerji saglayarak yasami siirdiiriir. Proteinler ayrica hiicre
sinyallesmesini ve bagisiklik yanitlarin1 da diizenler. Tiim bu etkilesimler bir ag seklinde
ifade edilebilir. Bu aglara 6rnek olarak protein etkilesim aglari, metabolik aglar ve gen
diizenleyici aglar. verilebilir. Bu biyolojik aglar bir hiicre i¢inde var olur [3]. Daha yiiksek
bir seviyede, bir viicut i¢inde, sinir hiicreleri arasindaki baglantilar (sinapslar) beynimizi
olusturan sinir aglarina yol acar. Ve daha da yiiksek bir seviyede, tiim tiirler bulunduklari
ekosistem i¢inde birbirleriyle etkilesirler. Bir tiir, baska bir tiirii yiyecek olarak gorebilir, bu
ise tiirler arasinda bir besin ag1 ya da besin zinciri olusturur. Bu ag1 diistindiigiimiizde,
ekolojik denge birbirini destekleyen tiirlerin varligina baghdir. Boyle bir besin aginda bir
diiglimii ¢ikardigimizda ornegin, bir tiirlin yok olmasi durumunda ekosistem aginin diger

kisimlarinin hayatta kalmasini etkiler.

Ag analizinde, diigiimlerin 6nemini ve birbirleriyle nasil iliskili olduklarini belirlemek
onemlidir. Merkezilik Ol¢iileri, bir agdaki kdselerin 6nemini dlger. Bu olgiiler, bir diigiimiin
agdaki konumuna ve diger diigiimlerle olan baglantilarina gore ne kadar énemli oldugunu
gosterir [4]. Literatlirde pek cok merkezilik 6l¢iisii vardir. Bunlara 6rnek olarak derece, arada
olma, yakinlik, uzaklik, 6zvektor ve PageRank merkeziligi. verilebilir. Her biri, agin
baglamina ve analiz edilen iliski tiirine bagh olarak farkli analitik faydalar saglar. Her
birinin kendine 6zgii giiclii ve zayif yonleri vardir. Onemli olan, her birinin analitik
faydasinin biiylik 0l¢lide agin baglamina, analiz edilen iligski tiirline ve temel ag

morfolojisine bagli oldugudur. Her birinin digerinden daha iyi oldugu fikrini vermek dogru



degildir, sadece birinin arastirma hedeflerine digerinden daha iyi hizmet edebilecegi

sOylenebilir.

Bu tez calismasinda derece, arada olma, yakinlik, uzaklik, Katz, 6zvektér ve PageRank
merkezilik Olgiileri ele alinacaktir. Her bir merkezilik 6l¢iisiiniin 6zellikleri detayli olarak

incelenecektir.

Derece merkeziligi, bir koseye bagli olan kenarlarin sayisini 6lger. Bir kdsenin ne kadar

baglantili oldugunu gdésterir [5].

Arada olma merkeziligi, bir kosenin diger koseler arasindaki iletisimi ne kadar kontrol
ettigini gosterir. Bir kosenin diger koseler arasindaki en kisa yollarda ne kadar yer aldigini

Olcer [5].

Yakinlik ve uzaklik merkezilikleri, bir kdsenin diger tiim kdselere ortalama uzakligini 6lger.
Yakinlik merkeziligi bir kosenin diger koselere ne kadar yakin, uzaklik merkeziligi ise bir

kosenin diger koselere ne kadar uzak oldugunu gosterir [5].

Katz merkeziligi, bir kosenin agdaki diger koselerle olan baglantilarinin toplamini dlger [5].

Ozvektdr merkeziligi bir kosenin agdaki diger koselerle olan baglantilarini énemini dikkate
alan bir merkezilik dl¢iistidiir. Bir kdsenin diger 6nemli kdselerle olan baglantilarinin ne

kadar gii¢lii oldugunu gosterir [5].

PageRank merkeziligi, literatiirde Google algoritmasi olarak bilinir. Google'in kuruculari
Larry Page ve Sergei Brin tarafindan icat edilen PageRank merkeziligi, 6zvektor
merkeziliginin bir varyasyonudur. Web igeriklerinin dnemini web sayfalar1 arasindaki
kopriilerin sayisina bakarak siralamak i¢in tasarlanmistir. Ancak, PageRank merkeziligi

internete ek olarak her tiirlii ag i¢in kullanilabilir [6].

Bu tez 3 boliimden olusmaktadir. Girig boliimiinde aglar, ag tiirleri, aglarin kullanim alanlari
ve uygulamalari ile ilgili bilgiler verilmis ve merkezilik dlgiilerinin énemi 6zetlenmistir.
Ikinci béliimde graf teorisiyle ilgili gerekli tanimlar ve dzellikler ifade edilmistir. Ugiincii
boliimde ise derece, arada olma, yakinlik, uzaklik, 6zvektor, PageRank ve Katz merkezilik

Olciilerinin tanimlari, 6zellikleri, avantajlari, dezavantajlar1 ve hangi aglarda kullanildigi



verilmistir. Ek olarak bahsi gecen her bir merkezilik 6l¢iisiiniin yonlii ve agirlikli aglarda
nasil tanimlandig1 da ayr1 ayr1 agiklanmistir. Ele alinan merkezilik ol¢iileri ¢esitli 6rnek aglar

icin hesaplanmustir.






2. ON BILGILER

Bu boliimde graf teorisiyle ilgili temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanim 2.1. (Graf) Elemanlann kose (diigiim) olarak adlandirilan sonlu, bos olmayan
V ={v, vy, ..,v} koseler kiimesi ve elemanlart kenar olarak adlandirilan sonlu
E = {{vivj}:vj,v; € V}kenarlar kiimesinden olusan (V, E) ikili yapisina bir graf denir ve

G = (V,E) yadakisaca G ile gosterilir [7].

Tanim 2.2. (Komsuluk) G = (V, E) bir graf olmak iizere, v; ile v; kdseleri arasinda en az
bir kenar bulunuyorsa, v; ile v; koseleri komgudur denir ve v;~v; ile gosterilir. Bir v

kosesine komsu olan biitiin koselerin kiimesine v'nin komsuluklar kiimesi denir ve N,, ile

gosterilir [7].
Tamim 2.3. (Ilmek) Baslangig ve bitis noktas1 ayn1 olan kenar, ilmek olarak adlandirilir [7].

Tanim 2.4. (Kath Kenar) Grafin herhangi iki kosesi arasinda birden fazla kenar bulunuyorsa

bu kenarlara katli kenar, ¢oklu kenar veya paralel kenar denir [7].

Tanim 2.5. (Basit Graf) Herhangi iki kosesi arasinda en fazla bir kenar bulunan ve ilmek

icermeyen grafa basit graf denir [7].

Tanim 2.6. (Coklu Graf) Herhangi iki noktas1 arasinda birden fazla kenar bulunan yani kath

kenar igeren grafa ¢oklu graf denir [7].

Tanim 2.7. (Yiirtime) Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili koselerinden ve
kenarlarindan olusan bir diziye yiirlime denir ve W ile gosterilir. Yani yilirime W =
V1€1V,€5... Ve Viy1 seklinde bir dizi olup bu dizideki kenar sayisi yiiriimenin

uzunlugunu verir [7].

Tanim 2.8. (Yol) Her bir kdsenin ve kenarin en fazla bir kez kullanildig1 yiirlimeye yol denir

ve P ile gosterilir [7, 8].
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Tanim 2.9. (Devir) Baslangic ve bitis noktast ayni olan yola devir denir ve n kdseli bir devir
C, ile gosterilir. Devirdeki her bir i kosesinin derecesi d; = 2'dir. C,, deviri, n kdse ve n

kenar igerir [7].

Tanim 2.10. (Yonlii Graf) Kenarlari, koselerin sirali ikililerinden olusan grafa yonlii graf
denir. Bir baska ifadeyle her bir e kenar1 v;, v, € V olmak iizere e = (v4, v,) bigcimindedir.

Burada v, kosesine e kenarinin baglangici, v, kdsesine ise e kenarinin bitisi ad1 verilir [7].

Tanim 2.11. (Agirlikli Graf) Her bir kenarina : E = R fonksiyonu vasitasiyla bir reel say1
atanarak olusturulan grafa agirlikli graf denir. Burada 1y fonksiyonuna ise agirlik fonksiyonu

denir [7].

Tanim 2.12. (Bir Késenin Derecesi) Yonsiizbir G = (V, E) grafinin herhangi bir v kdsesine

bagli kenar sayisina v'nin derecesi denir ve d;(v) ya da kisaca d,, ile gosterilir [7].

Eger G yonlii bir grafsa, v kdsesini bitis noktasi olarak kabul eden kenarlarin sayisina v
kosesinin gelis derecesi denir ve di* ile gosterilir. Benzer sekilde v kosesini baslangic
noktasi olarak kabul eden kenarlarin sayisina v kosesinin gidis derecesi denir ve d9*¢ ile

gosterilir [7].

Eger G agirlikli bir grafsa, v kosesine bagli olan kenarlarin agirliklarinin toplamina v

kosesinin agirlikli derecesi ya da giicii denir [7].

Tanim 2.13. (Etki Matrisi) G, n kdseli ve m kenarli yonsiiz bir graf olsun. G'nin etki matrisi,
1(G) = (lye )nxm ile gosterilir. Burada i, elemani, v kosesi e kenarma ait ise 1, diger

durumlarda 0 seklinde tanimlidir [5].

Eger G yonlii bir graf ise bu durumda i,, elemani, v kdsesi e kenarinin baglangici ise 1,

bitisi ise -1 ve diger durumlarda 0 seklinde tanimlidir [5].

Eger G agirlikl bir graf ise bu durumda i,, elemani, v kosesi e kenarina ait ise P (e), diger

durumlarda 0 seklinde tanimlidir [5].
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Tanim 2.14. (Komsuluk Matrisi) G,n koseli ve m kenarli yonsiiz bir graf olsun. G'nin
komsuluk matrisi A(G) = {ai j}nxn seklinde gosterilir. Burada a;; elemanu, v; ile v; koseleri

komsu ise 1, diger durumda 0 olarak tanimlanir [5, 8].

Eger G yonlii bir graf ise bu durumda a;; elemam, v; kdsesinden v; kdsesine bir kenar varsa

1, v; kosesinden v; kosesine bir kenar varsa -1 ve diger durumlarda 0 seklinde tanimlidir

[5].

Eger G agirlikl bir graf ise bu durumda a;; eleman, v; ile v; koseleri komsu ise Y (e), diger

durumda 0 olarak tanimlanir [5]. Burada e = {v;, v;} seklindedir.

Ornek 2.1: Yénsiiz bir ag 6rnegi olarak Sekil 2.1 deki ag1 diisiinelim.

@

Sekil 2.1.Y6nsiiz bir ag [9]

Bu agin komsuluk matrisi

~

Il
Soorroood
RO R RROOO
RRrOoOOROOO
cCoCcoOoOR R R
CoococoOoR R
coocococokr o
coococor oo
Cooco0COoOR RO

seklindedir.
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Ornek 2.2: Yénlii bir aga 6rnek olarak Sekil 2.2 deki ag1 ele alalim.

Sekil 2.2. Yonlii bir ag [10]
Bu yonlii agin komsuluk matrisi asagidaki gibidir:

0 1 0 1 0
(—1 0 1 -1 1\‘
A= 0 -1 0 0 -1}
0
1

-1 1 0 0
0 -1 0 0

Ornek 2.3: Agirlikl bir ag 6rnegi olarak Sekil 2.3 deki ag1 diisiinelim.

Sekil 2.3. Agirlikli bir ag [11]

Bu agirlikl agin komsuluk matrisi

_ W o
OoONO R
oo N W
OO O K

bigimindedir.



13

Tanim 2.15. (Jeodezik Mesafe) G = (V, E) grafimin iki kosesi v; ile v; arasindaki jeodezik
mesafe bu iki kdse arasindaki en kisa yolun uzunlugu olarak tanimlanir ve d(v;, v;) ile

gosterilir. G grafinin capi ise

diam(G) = maévd( v;, vj) (2.1)

Vv j
seklinde tanimlanir.
Teorem 2.1. (Perron-Frobenius Teoremi)

A = a;j, nxn tipinde reel elemanli pozitif bir matris yani her 1 < i,j < nigin a;; > 0 olsun.

Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur [12, 13].

1. A matrisinin maksimum 6zdegeri A, vardir, bu 6zdegere Perron-Frobenius 6zdegeri denir.

A matrisinin diger 6zdegerleri 4; (i = 2,3, ..., n) igin
A > A (2.2)
saglanir

2. Perron-Frobenius 6zdegerine karsilik gelen ve her bileseni pozitif olan bir 6zvektor
vardir. Yani Au = Ayu ve her i =1,2,..,n i¢in u; > 0 olacak bicimde bir u =

(uq, Uy, .., uy) situn vektorii vardir.
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3. MERKEZILIK OLCULERI

Bu boliimde, ag analizinde siklikla kullanilan baz1 merkezilik 6lgiileri tanitilacaktir.
3.1. Derece Merkeziligi

Derece merkeziligi, ag analizinde en basit ve en yaygin kullanilan merkezilik dl¢timiidiir.
Bir kosenin kag kenara bagli oldugunu gosterir. Basit¢e ifade etmek gerekirse, bir kdsenin
derece degeri ne kadar yiiksekse, o kose agda o kadar merkezi yani 6nemli bir konumdadir

[14].
3.1.1. Derece merkeziliginin tarihsel gelisimi

1920'i yillarda Sosyolog Emory S. Bogardus [15], sosyal mesafeleri dlgmeyi amaglayan
"sosyal yakinlik" kavramini tanimladi. Calismalari, aktorler arasindaki gergek veya

varsayilan baglantilarin sayis1 ve yakinligina yogunlasti.

1940 ve 1950' yillarda Jakob Moreno'nun sosyometri ¢caligmasi [16], aglar i¢cindeki sosyal
statli ve liderligin anlasilmas1 i¢in merkeziyet ol¢iisiinii gelistirdi. Moreno, "sosyometrik
yildizlar" gibi kavramlarin onciiliigiinii yapti. Bu kavramlar esasen yliksek dereceye sahip

diigtimleri veya aktorleri ifade eder.

19501 yillarda Alex Bavelas, bir agdaki kdsenin derece merkeziligini, iletisim aglar
baglaminda, o kosenin agin kontroliinde sahip oldugu merkezi konum olarak acik¢a

tanimladi ve resmilestirdi.

1960 ve 1970'li yillarda sosyal bilimler alaninda ag analizinin biiylimesiyle birlikte, Linton
Freeman [17], derece merkeziliginin matematiksel olarak normallestirilmis bir versiyonunu
gelistirdi. Boylelikle farkli boyutlardaki aglar arasinda karsilastirmay1 sagladi. Freeman'in
derece merkeziligi formiilasyonu, giiniimiizde ag analizinde en yaygin kullanilan

bigcimlerden biri olmaya devam ediyor.
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3.1.2. Derece merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Yonsiiz bir agda v; kosesinin derece merkeziligi C;(v;) ile gosterilir ve v; kosesine bagh

olan kenarlarin sayis1 yani
Ca(vy) = d; (3.1

olarak tanimlanir. Komsuluk matrisi yardimiyla bu deger
n

Co(vy) = d; = Z ay (3.2)
]:

seklinde ifade edilebilir. Yonsiiz bir agda daha biiyiik dereceye sahip olan kose daha merkezi
ya da dnemli olacaktir. YOnsiiz bir agda yiiksek dereceye sahip koselere hub noktas: denir.
Bazi durumlarda, 6rnegin bir salginin yayilimini temsil eden bir agda yiiksek derece yiiksek

risk anlamina da gelebilir.

Ornek 3.1: Ornek 2.1°deki yonsiiz agin komsuluk matrisi

Soorrooo
ROoORRROOO
RRroOoOROOO
CoOo0OoOoOR R R
CoocooOoORr R
cococoocor O
cococoor oo
CoocooOoR RO

seklinde olup koselerin derece merkezilikleri agagidaki tabloda verilmistir.
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Cizelge 3.1. Sekil 2.1°deki yonsiiz ag icin koselerin derece merkezilikleri

Kose Derece Merkeziligi
1 2
2 4
3 3
4 3
5 2
6 1
7 1
8 2

Y onlii bir agda ise bir v; kosesinin derece merkeziligini v; kdsesinin gelis derecesi d fn, gidis

derecesi d{“*

ya da bu iki degerin toplami olarak tanimlamak miimkiindiir. Komsuluk
matrisi yardimiyla gelis ve gidis dereceleri su sekilde tanimlanabilir. Gelis derecesi i-inci

satirdaki —1 lerin sayisi, gidis derecesi ise i-inci satirdaki 1 lerin sayisidir.

Twitter(X) da daha ¢ok takipgiye sahip bir iinlii daha biiyiik bir gelis derecesine sahip olacak
ve dolayisiyla bu sosyal agda daha popiiler ya da 6nemli olacaktir. Bir sirketteki hiyerarsi
agim diisiinelim. Bu yonlii agda bir yoneticiye bagl olan her bir c¢alisan i¢in yoneticiden
calisana giden bir kenar diisiiniilebilir. Boylece bu agda yani sirkette daha yiiksek gidis

derecesine sahip olmak daha gii¢lii ya da 6nemli bir pozisyona sahip olmak anlamina gelir.

Ornek 3.2: Ornek 2.2°deki yonlii agin komsuluk matrisi

0 1 0 1 0
-1 0 1 -1 1
A= 0 -1 0 0 -1/
-1 1 0 0 0
0 -1 1 0 0

olup, her bir kdsenin gelis ve gidis dereceleri asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 3.2. Sekil 2.2’deki yonli ag i¢in kdselerin gelis ve gidis dereceleri

Kose Gelis derecesi Gidis derecesi Toplam derece

0 2

N[ |W(N|—
— =N (N
—_— N
[\ORL ORI SR FECN | O]
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Agirlikli bir agda ise v; kosesinin derece merkeziligi, v; kosesinin giicii olarak tanimlanir.

Komsuluk matrisi yardimiyla bu deger

n
di = Z al-]- (33)
j=1

seklinde ifade edilebilir. Agirlikli bir agda daha ¢ok baglantiya olan bir kdse degil toplam
olarak daha giiclii baglantilara sahip bir kdse daha merkezi ya da 6énemli olacaktir. Burada

baglantilarin giicii yani kenarlarin agirligi, baglantilarin sayisindan daha énemlidir.

Ornek 3.3. Ornek 2.3 deki agirlikli agin komsuluk matrisi

=W o
OoONO R
oo N W
OO O

olup, koselerin derece merkezilikleri asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 3.3. Sekil 2.3’deki agirlikli ag icin koselerin derece merkezilikleri

Kose Derece Merkeziligi
1 5
2 3
3 5
4 1

3.1.3. Derece merkeziliginin uygulamalari

Derece merkeziligi, ¢esitli alanlardaki aglari analiz etmek i¢in kullanilir. Bazi kullanim

alanlar1 sunlardir:

e Sosyal Ag Analizi:

o Twitter'da en etkili kullanicilar1 belirlemek,

o Facebook'ta en aktif gruplari bulmak.

e Ulagim Aglar:

o Bir havaalani agindaki en 6nemli havalimanlarini belirlemek,

o Bir karayolu agindaki en yogun kavsaklar: bulmak.
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e Biyolojik Aglar:
o Bir protein-protein etkilesimi agindaki en 6nemli proteinleri belirlemek,

o Bir gen diizenleme agindaki en 6nemli genleri bulmak.

3.2. Yakinhk ve Uzaklhik Merkezilikleri

Yakinlik ve uzaklik kavramlari, insanlik tarihi kadar eskidir. Sosyal etkilesimler, cografi
uzaklik, ticari baglantilar ve bilgi paylagimi gibi bircok alanda bu kavramlar temel rol
oynamistir. Ag bilimi ve sosyal ag analizi ortaya ¢ikmadan dnce de bu kavramlar, aktorler

arasindaki iligkilerin ve etkilesimlerin yogunlugunu anlamada kullanilmistir.

3.2.1. Yakinlik ve uzakhk merkeziliginin tarihsel gelisimi

1950'ler: Alex Bavelas, bir agdaki diigiimlerin iletisim aglar1 baglamindaki merkezi
konumunu analiz etmek i¢in "merkezilik" kavramini ortaya koydu. Bavelas'in ¢aligmasi,

yakinlik merkeziliginin temelini olusturdu.

1960'ar: Freeman, yakinlik merkeziligini [17], bir diiglimiin diger tiim diigiimlere olan
ortalama uzakligini hesaplayarak resmilestirdi. Freeman'in formiilii, en yaygin kullanilan

yakinlik merkeziligi 6l¢iimlerinden biri olmaya devam ediyor.

1970'ler-1980'ler: Sosyal ag analizinin gelismesiyle birlikte, yakinlik merkeziligi farkli
alanlarda yaygm olarak kullanilmaya baslad1. Ozellikle, ulasim aglari, bilgi aglari ve sosyal

aglarda dnemli bir rol oynad1 [11].

Uzaklik merkeziligi, yakinlik merkeziliginin tersidir. Bir diiglimiin diger tiim diiglimlere
olan ortalama uzakligini degil, bir diiglimiin diger tiim diigtimlerden olan ortalama uzakligin
hesaplar. Uzaklik merkeziligi, agdaki en periferal (¢evresel) diigiimleri tanimlamak icin

kullanilir.

1970'ler: Sabidussi, uzaklik merkeziligini "merkezilesmenin ters gostergesi" olarak

tanimladi.

1990'ar: Wasserman ve Faust, uzaklik merkeziligini sosyal ag analizinde bir 6l¢iim olarak

kullanmaya basladilar [18].
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3.2.2. Yakinlhk ve uzaklik merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Yakinlik merkeziligi, bir diiglimden diger tiim diigiimlere olan ortalama en kisa yol
uzunlugunu o6lger [19]. Bir v; diiglimiiniin merkeziligini belirlemek i¢in komgularini ve
komsularinin komsgularini kullanir. Boylece, dogrudan v; diigiimiine bagli olmayan
diigiimler de derece merkeziliginin aksine dikkate alinir. djjilev; diigiimiinden v;
diigiimiine olan en kisa yolun uzunlugu belirtilirse, bir agdaki v; diiglimiinden diger

diigiimlere olan ortalama mesafe su sekilde verilir:

e;TDe
N-1"

1
li = 5= Xvievev dij = 34
Burada N, toplam kose sayisimi, D = (dj;) uzaklik matrisini, e biitiin elemanlar1 1 olan siitun

vektoriinii ve e; ise i-inci standart baz vektoriinii gostermektedir. v; kosesinin yakinlik
merkeziligi

- 1
C.v)=Lt= T, olarak tanimlanir.

Ornek 3.4. Ornegin, Sekil 3.1'deki Ag 1'i diigiinelim.

Sekil 3.1. Ag 1 [10].
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Uzaklik matrisi D = (dj;) asagidaki gibidir:

R R R R R NWDSWNRO
NNNNNRPRNWNROR
WWWWWRNNRORIN
B DR DRABRAR PR R P ORPDNW
TUTUTUTUTN R O R DN WS
AR BB BDARORERLRDNDNDW
WWWWWORNRRERFEN
NNNROWDSU DA WN -
N R RO WS U WN -
P NORFRDNWS TS WN -
NONRFRDNWDSU A WN -
ON R NN WD UL WN R

Her v; kdsesinin yakinlik merkeziligi asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 3.4. Sekil 3.1°deki Ag 1 i¢in yakinlik merkezilikleri

Kose Yakinlik Merkeziligi
1 0,55

0,55

3 0,458

4 0,379

5 0,289

6 0,367

7

8

9

0,478
0,379
0,407
10 0,393
11 0,379
12 0,379

Burada, 1 ve 2 numarali kdseler agdaki en dnemli koseler olarak goriilmektedir.

3.2.3. Yakinlik ve uzakhk merkeziliginin karsilastirilmasi

Yakinlik merkeziligi

Tanimi: Yakinlik merkeziligi, bir diiglimden diger tiim diigiimlere ortalama en kisa yol

uzunlugunu olger [5].
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Ozellikleri:

e Bir diigiimiin diger tiim diiglimlere olan ortalama en kisa yol uzunlugunun tersidir.
e Yiiksek yakinlik merkeziyeti, diger diigiimlere hizl1 ve kolay erisim anlamina gelir.
e Merkezi bir konumda bulunan ve diger diigiimler tizerinde kontrol sahibi olan diigiimleri

belirlemek i¢in kullanilir.

Hesaplanmasi: Bir diiglimiin yakinlik merkeziligi, o diigiimiin diger diigiimlere ortalama

uzakligini ifade eder.

Onemi: Yakinlik merkeziligi, bir diigiimiin diger diigiimlere ne kadar yakin oldugunu

gosterir.

Siirlamalari: Yakinlik merkeziligi, en kisa yollarin toplami yerine ortalama uzunlugunu

temsil eder.

Uygulamalari: Bibliyometride, akademisyenlerin dergi sec¢imleri ve bibliyografyalarini

incelemek i¢in kullanilabilir.

Avantajlar

e Agdaki bilgi ve kaynaklarin yayilma hizin ve kolayligin1 gosterir.
e Kritik diiglimleri ve liderleri belirlemek i¢in kullanilabilir.

e Hesaplamasi nispeten basittir.

Dezavantajlari

e Yalnizca diiglimlerin baglantilarina bakar. Diiglimlerin sahip oldugu diger o6zellikler
dikkate alinmaz.
e Yonlendirilmis aglarda dogrudan kullanilamaz.

e Biiyiik aglarda hesaplanmasi zor olabilir.
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Uzaklik merkeziligi

Tanimi: Uzaklik merkeziligi, bir diiglimiin diger diigiimler arasindaki en kisa yollarin

sayisini ne kadar etkiledigini 6lger [5].

Ozellikleri

¢ Bir diiglimiin diger tiim diigiimlere olan ortalama en uzun yol uzunlugudur.

¢ Diisiik uzaklik merkeziyeti, diger diigiimlerden izole ve ulagilmasi zor anlamina gelir.

Hesaplanmasi: Bir diigiimiin uzaklik merkeziligi, o diiglimiin diger diigiimler arasindaki en

kisa yollarin tizerinde ka¢ kez bulundugunu ifade eder.
Onemi: Uzaklik merkeziligi, agdaki bilgi akisini ve iletisimi gdsterir.

Smirlamalari: Uzaklik merkeziligi, tim en kisa yollarin sayisini hesaplar ve bu nedenle

biiyiik aglarda hesaplama maliyeti yiiksektir.

Uygulamalari: iletisim aglar1, ulasim aglari, bilgi akis1 analizi gibi alanlarda kullamilir.

Avantajlar

e Bir diigiimiin agdaki izolasyon seviyesini gosterir.
¢ Bir diigiimiin diger diiglimlerden ne kadar etkilendigini veya etkiledigini belirler.

e Agdaki kritik baglantilar1 ve kopriileri belirlemek i¢in kullanilabilir.

Dezavantajlari

e Hesaplanmas1 yakinlik merkeziliginden daha zordur.
¢ Biiytik aglarda hesaplanmas1 oldukca zor olabilir.
¢ Yalnizca diigiimlerin baglantilarina bakar. Diigiimlerin sahip oldugu diger 6zellikler

dikkate alinmaz.
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Cizelge 3.5. Yakinlik merkeziligi ve uzaklik merkeziliginin karsilagtirilmasi

Ozellik Yakinlik Merkeziligi Uzaklik Merkeziligi

Tanim Ortalama en kisa yol Ortalama en uzun yol
uzunlugunun tersidir uzunlugudur.

Onemi Merkezi konum ve kontrol Izolasyon ve etki
Hesaplama Nispeten basit Zor

Yonlendirilmis aglar Dogrudan kullanilamaz Uyarlanabilir

Dezavantajlar Yalnizca baglantilar1 dikkate Hesaplama zorlugu

alir

3.3. Arada Olma Merkeziligi

Arada olma merkeziligi, bir agdaki diiglimlerin 6nemini degerlendirmek i¢in kullanilan bir
oOl¢iittiir. Bu 6lgiit, bir diglimiin agdaki diger diiglimler arasindaki en kisa yollarda ne siklikla
yer aldigin1 hesaplar [20]. Bir diiglim ne kadar ¢ok en kisa yolda yer alirsa, agdaki mal ve

bilgi akis1 i¢in o kadar dnemlidir.

Arada olma kavrami, birden fazla aktor veya nesne arasinda araci rol oynamay1 ifade eder.
Bu kavram, sosyal bilimlerde ve ag analizinde 6nemli bir yere sahiptir. Arada olma, bilgi

akis1, kontrol ve koordinasyon gibi bir¢ok alanda kritik rol oynar.

3.3.1. Arada olma merkeziliginin tarihsel gelisimi

1950'ler: Freeman, bir agdaki bir diigiimiin diger tim diiglimlerin en kisa yollarinda ne

siklikla yer aldigini 6l¢en "aracilik" (betweenness) kavramini tanimladi.

1960'lar-1970"ler: Freeman'in c¢aligmasi, arada olma merkeziliginin temelini olusturdu.
Arada olma merkeziligi, farkli ag tiirlerinde 6nemli bir 6l¢iim olarak kullanilmaya basladi

[17].

1980'ler-1990'lar: Arada olma merkeziliginin hesaplanmast icin farkli algoritmalar

gelistirildi [17].

Arada olma merkeziligi, ilk olarak 1977 yilinda Linton Freeman tarafindan Onerilmistir.
Freeman, bu 6l¢iitii sosyal aglarda en etkili kisileri belirlemek i¢in kullanmistir. O zamandan

beri, arada olma merkeziligi bir¢ok farkli alanda kullanilmistir [17].
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3.3.2. Arada olma merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Bir v kosesi i¢in arada olma merkeziligi Cy(v) su sekilde tanimlanir:

st(V)
Co(v) = Tswvar ™5 —, (3.5)
burada o, ug koseleri s ve t olan en kisa yollarin sayisidir. o4 (V) ise, s den t ye giden ve
v kosesini igeren en kisa yollarin sayisidir. Yiiksek merkezilik puanlari, bir kosenin, kdse

ciftleri arasindaki en kisa yollarin 6nemli bir kism1 iizerinde bulundugunu gosterir [21].

Arada olma merkeziligi, Floyd-Warshall algoritmas1 gibi en kisa yol algoritmalarini
kullanarak hesaplanabilir. Bu algoritmalar, her iki dii§iim arasindaki en kisa yollar1 ve bu
yollarda yer alan diiglimleri belirlemek i¢in kullanilir. Arada olma merkeziligi, her digiim
icin en kisa yollarda yer alma sayisinin tiim diigiimler i¢in en kisa yollarda yer alma

sayilarinin toplamina oranlanmastyla hesaplanir.

Ornek 3.5. Ornek 2.1°deki yonsiiz ag i¢in koselerin arada olma merkezilikleri asagidaki

tabloda verilmistir.

Cizelge 3.6. Sekil 2.1°deki yonsiiz ag icin koselerin arada olma merkezilikleri

o
[=H
Qe
[=H
=

Arada olma merkeziligi

0,055556
0,476190
0,325397
0,333333
0,063492

0

0
0,126984

R Q[N N | (W~

3.3.3. Arada olma merkeziliginin uygulamalar:

Arada olma merkeziligi, asagidakiler de dahil olmak {izere bir¢cok farkli alanda

kullanilmaktadir:
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e Ag Optimizasyonu: Arada olma merkeziligi, agdaki kritik diigimleri belirlemek icin
kullanilabilir. Bu diigiimler, agdaki mal ve bilgi akisinin biiytik bir kismini kontrol eder.
Bu nedenle, bu diiglimlerin kapasitesini artirmak veya arizalanmalarini 6nlemek agin
performansini 6nemli 6l¢iide iyilestirebilir.

e Ag Giivenligi: Arada olma merkeziligi, agdaki kritik diiglimleri belirlemek igin
kullanilabilir. Bu diigiimler, saldirganlar i¢in cazip hedeflerdir. Bu nedenle, bu diigiimleri
saldirilara kars1 korumak agin giivenligini 6nemli 6l¢iide artirabilir.

e Sosyal Ag Analizi: Arada olma merkeziligi, sosyal aglarda en etkili kisileri belirlemek
icin kullanilabilir. Bu kisiler, agdaki diger kisilerle en ¢ok baglantili olan kisilerdir. Bu
nedenle, bu kisilerin mesajlar1 ve fikirleri agdaki diger kisiler {izerinde 6dnemli bir etkiye
sahip olabilir.

e Biyomiihendislik: Arada olma merkeziligi, protein-protein etkilesim aglarinda énemli
proteinleri  belirlemek icin kullanilabilir. Bu proteinler, hiicresel siireglerin
diizenlenmesinde énemli rol oynar.

e Ulasim: Arada olma merkeziligi, ulasim aglarinda en 6énemli kavsaklar1 belirlemek i¢in
kullanilabilir. Bu kavsaklar, trafigin biiylik bir kismint kontrol eder. Bu nedenle, bu
kavsaklarin kapasitesini artirmak veya tikanikligi 6nlemek ulagim aginin performansini
onemli dlgtide 1yilestirebilir.

e Iletisim: Arada olma merkeziligi, iletisim aglarinda en 6nemli aktorleri belirlemek igin
kullanilabilir. Bu aktorler, agdaki diger aktorlerle en ¢cok baglantili olan aktorlerdir. Bu
nedenle, bu aktorlerin mesajlar1 ve fikirleri agdaki diger aktorler iizerinde 6nemli bir

etkiye sahip olabilir.

Cizelge 3.7. Sekil 2.1°deki yonsiiz ag icin derece, yakinlik ve arada olma merkeziliklerinin

karsilagtirilmasi
Kose Derece Merkeziligi | Yakinlik Merkeziligi Arada Olma Merkeziligi

1 2 0,466667 0,055556
2 4 0,636364 0,476190
3 3 0,538462 0,325397
4 3 0,636364 0,333333
5 2 0,466667 0,063492
6 1 0,411765 0

7 1 0,368421 0

8 2 0,538462 0,126984
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3.4. Ozvektor Merkeziligi

Ozvektér merkeziligi, bir diigiimiin komsularinin  Snemini dikkate alir. Derece
merkeziliginde, bir diigiime her bir komsusu i¢in bir merkezilik puani verilir. Ozvektor
merkeziligi ise her diiglime, komsularinin puanlarinin toplamiyla orantili bir puan verir.
Ozvektdr merkeziliginde, bir diigiim, diger 6nemli diigiimlere bagliysa kendisi de 6nemli
kabul edilir. Bir diiglim iizerindeki deger ne kadar biiylikse, diigiimiin o kadar 6nemli oldugu

diistiniiliir.
3.4.1. Ozvektor merkeziliginin tarihsel gelisimi

1930'ar: Perron-Frobenius teoremi, bir matrisin en biiylik 6zdegerinin ve ona karsilik gelen

Ozvektoriinlin varligini ve tekilligini gosterdi [22].

1950'ler: Katz, bir agdaki bir diigiimiin merkeziyetini, komsularinin merkeziyetlerinin

toplam1 olarak tanimladi. Katz merkeziligi, 6zvektor merkeziligi ile yakindan iligkilidir [23].

1970'ler: Bonacich, 6zvektor merkeziligini, bir agdaki bir diiglimiin 6nemini 6l¢mek i¢in bir
yontem olarak Onerdi. Bonacich'in yontemi, agi temsil eden matrisin 6zvektorlerini

hesaplamaya dayanir [24].
3.4.2. Ozvektor merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Ozvektdr merkeziligi hem yonsiiz hem yonlii aglar i¢in hesaplanabilir. Ozvektdr merkeziligi
bir kdsenin komsularinin (ya da yonlii bir agda gelen baglantilarin) 6nemini dikkate alarak
derece merkeziligini genellemeyi amaglar. Bir kdsenin komsular1 hakkinda bilgi sahibi
olmak i¢in komsuluk matrisi 4 y1 kullanabiliriz. v; kdsesinin 6zvektoér merkeziligini C, (v;)
ile gosterelim. C,(v;) degerinin v; kosesinin komsularinin 6zvektér merkeziliklerinin bir
fonksiyonu olmasini istiyoruz. Kabul edelim ki C,(v;), v; kdsesinin komsularinin 6zvektor
merkeziliklerinin toplamiyla orantili olsun. Bu durumda A sifirdan farkli bir sabit olmak

luzere
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1
Ce(vy) = 7251 4;iCe(v)) (3.6)

seklinde yazilabilir. Biitiin koselerin 6zvektdor merkeziliklerinin olusturdugu siitun

vektorini

T
C. = (Co(vy), Co(vy), ., Co (1)) (3.7)
ile gosterirsek son esitligi matris formunda

Ac, = ATC, (3.8)

seklinde yazabiliriz. Bu ise 2 nimn AT matrisinin (ag yonsiiz ise A matrisinin) bir 6zdegeri ve
C. vektoriiniin bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektdr oldugunu gosterir. Bir matrisin birden
fazla 6zdegeri ve bunlara karsilik farkli 6zvektorleri olabilir. Burada hangi 6zdeger-6zvektor
ciftini segmemiz gerektigi sorusu ortaya g¢ikar. Merkezilik Olciilerinin pozitif olmasini
istedigimiz i¢in C, vektoriiniin biitiin bilesenleri pozitif olacak sekilde bir A 6zdegeri
bulmaliy1z. Ele aldigimiz ag baglantili ise komsuluk matrisi A pozitif bir matris oldugundan,
Perron-Frobenius Teoremi’nden A nin bir maksimal (Perron-Frobenius) 6zdegeri ve buna
karsilik gelen bilesenleri pozitif bir 6zvektor vardir. Dolayisiyla, segmemiz gereken 6zdeger-
0zvektor cifti Perron-Frobenius 6zdegeri ve buna karsilik gelen 6zvektordiir. Sonug olarak
A matrisinin en biiylik 6zdegerini bulursak bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor bize C, yi

verecektir[31,32].
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Ornek 3.6. Ornek olarak Sekil 3.2'deki ag1 diisiinelim.

Sekil 3.2. Ag 2 [10].

Bu agin komsuluk matrisi

SO OO OO R R KEO
S OO OO R OO O
OO O R OO KRk OOoR
SO OO OO RO RFR O
SO R R RPLPRORFRORKRO
OO R OO R OOCOCOo
_ = m, OO R OB OO0
O RPr O R R PR OOCOO
_O R R OOOOo OO
O R O R OO OO OO

seklindedir. Komsuluk matrisinin 6zdegerleri ise —2,464, —1,931, —1,543, —0,666,
-0,477, 0,332, 0,370, 1,398, 2,116, 3,531 seklindedir. Perron-Frobenius &zdegeri
A1 = 3.531'¢ karsilik gelen 6zvektor ise

v = (0,198,0,181,0,261,0,255,0,443, 0,243, 0,468, 0,416,0,313,0,221)"

seklindedir. Dolayisiyla, Ag 2 i¢in 6zvektor merkezilikleri asagidaki tablodaki gibi olacaktir.
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Cizelge 3.8. Ag 2 i¢in 6zdeger merkezilikleri

Kose Ozvektor Merkeziligi
1 0,198
2 0,181
3 0,261
4 0,255
5 0,443
6 0,243
7 0,468
8 0,416
9 0,313

10 0,221

Ozvektdr merkeziligini kullanarak, 7 numarali diigiimiin en 6nemli diigiim oldugu sonucuna

ulagilir.
3.4.3. Ozvektor merkeziliginin uygulamalar:

Ozvektdr merkeziligi, cesitli alanlarda farkli amaclar icin kullanilir. Birkag¢ uygulama alani

sunlardir:

e Sosyal aglarda: En etkili kisileri belirlemek.

e Bilgi aglarinda: En 6nemli bilgi kaynaklarini belirlemek.

e Ekonomik aglarda: En 6nemli firmalar1 belirlemek.

e Web arama motorlarinda: Web sayfalarinin siralamasini belirlemek.

¢ Biyolojide: Protein-protein etkilesim aglarinda 6énemli proteinleri belirlemek.
3.5. Katz Merkeziligi

Katz merkeziligi, sosyal ag analizinde kullanilan bir merkezilik ol¢iitiidiir. Bu 0l¢iit, bir
diiglimiin 6nemini belirlemek i¢in kullanilir. Katz merkeziligi, bir diiglimiin dogrudan ve
dolayli baglantilarin1 dikkate alir. Bu, bir diiglimiin hem yakin hem de uzak komsulariyla
olan iligkisini degerlendirir. Bu 6l¢iit, agdaki diigtimlerin birbirleriyle olan etkilesimlerini ve

baglantilarin1 analiz etmek i¢in kullanilir.
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3.5.1. Katz merkeziliginin tarihsel gelisimi

1930'lar — 1940'lar: Jakob Moreno'nun sosyometri ¢aligmalari, bireyler arasindaki sosyal
baglantilarin kaliplarin1 anlamaya yonelikti. Moreno [16], aglar igindeki etkilesimlerin
onemini ortaya koyan ve daha sonra Katz Merkeziligi i¢in temel olusturacak olan

"sosyometrik yildizlar" gibi kavramlarin dnciiliiglinii yapti.

1950'ler: Alex Bavelas, bir diigiimiin iletisim ag1 igerisindeki etkisini Ol¢en, derece
merkeziligini acik¢a tanimladi. Bu oOncii ¢alisma, ag1 temsil eden bir matris iizerinde

tanimlanan diger merkeziyet 6l¢iileri i¢cin zemin hazirladi.

1953: Leo Katz, bir aktoriin statiisiiniin sadece sahip oldugu dogrudan baglantilara degil,
aynit zamanda ag genelindeki diger aktorlere olan baglantilarina da bagl oldugu fikrine
dayanan Katz Merkeziligini 6nerdi. Formiilasyonda, her baglantiya bir agirlik verilir ve bu

agirlik, kaynak diiglimle olan mesafenin artmasiyla azalir [24].
3.5.2. Katz merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Katz merkeziligi, hem dogrudan komsularin sayisint hem de agdaki bir diigimiin diger
baglantilarin1 dikkate alir. Yani bir diigiim, agdaki diger diiglimlerle evrensel baglantilara
sahipse Katz merkeziliginde 6nemlidir. Katz merkeziligi, bir i diiglimiinden agdaki diger

diigiimlere kadar keyfi uzunluktaki tiim yollar1 hesaba katar [25]. Katz merkeziligi

K = (ZisoakA¥)e = Tio(aA)e, (3.9)

seklinde tanimlanir. Burada, e tiim bilesenleri 1 olan siitun vektorii, a zayiflatma
(soniimleme) faktorii olarak adlandirilan bir say1 ve A komsuluk matrisidir. Son esitligi

acarsak

K =YY% (ad)e = (1+ ad + (ad)? + - )e (3.10)

olur ve eger bu toplam yakinsiyorsa, o zaman K = (I,, — @A) ~1e bulunur. Burada, I,, matrisi

n X n tipindeki birim matristir. (I, — @A)~ nin yakinsamasini garanti etmek i¢in



ae(0,:) (.11)

e
se¢meliyiz. Burada, A; sayist A matrisinin temel 6zdegeridir.

Omek 3.7. Ornegin, Sekil 3.2'deki Ag 2 i¢in Katz Merkeziligini hesaplayalim. Temel
0zdeger A; = 3.531 oldugundan, a € (O,ﬁ) olur. Katz Merkeziligini hesaplamak i¢in

a = 0.25 degerini se¢elim. Bu durumda, Katz Merkeziligi

K = (I;, — 0.25A) e (3.12)
esitliginden

K = (5,826,5,223,7,086,6,992,11,065,6,316,11,526,10,201, 7,895, 5,855) T
seklinde elde edilir. Buna gore, 7 numarali diiglim en 6nemli diigiimdiir.

3.5.3. Katz merkeziliginin uygulamalari

Katz Merkeziligi, cesitli alanlarda kullanilmaktadir. Bunlara 6rnek olarak:

e Sosyal aglar: Katz Merkeziligi, bir sosyal agdaki en 6nemli kisileri belirlemek icin
kullanilabilir. Ornegin, bir sosyal agdaki en etkili kisileri veya en popiiler kisileri
belirlemek i¢in Katz Merkeziligi kullanilabilir.

e Web siteleri: Katz Merkeziligi, bir web sitesindeki en dnemli sayfalar1 belirlemek igin
kullanilabilir. Ornegin, bir web sitesindeki en yetkili sayfalar1 veya en popiiler sayfalari
belirlemek i¢in Katz Merkeziligi kullanilabilir.

e Biyolojik aglar: Katz Merkeziligi, bir biyolojik agdaki en 6nemli proteinleri belirlemek
i¢in kullanilabilir. Ornegin, bir biyolojik agdaki en &nemli genleri veya en Snemli

enzimleri belirlemek i¢in Katz Merkeziligi kullanilabilir.
3.6. PageRank Merkeziligi

PageRank, Google'ln web sayfalarini arama motoru sonuglarinda siralamak i¢in kullandig1

bir algoritmadir. Hem "web sayfasi" teriminden hem de Google'in kurucu ortagi Larry
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Page'den adin1 alir. PageRank, bir web sayfasinin 6nemini 6lgmek i¢in kullanilir. Bu, web

sayfalarinin birbirleriyle olan baglantilarindan olusan 6zel bir puanlama sistemidir.

PageRank, bir web sayfasinin dnemini belirlemek i¢in o sayfaya yonlendiren diger sayfalarin
sayisini ve kalitesini hesaplar. Temel varsayim, daha 6nemli web sitelerinin diger web
sitelerinden daha fazla baglanti almasi gerektigidir. PageRank, bir web sayfasinin 6nemini
belirlemek i¢in bir dizi matematiksel algoritmay1 kullanir. Bu algoritma, tiim diinya ¢apinda

web sayfalarini diiglimler ve hiperlinkleri kenarlar olarak iceren bir web ag1 olusturur [6].

PageRank, tim diinyadaki tiim web sayfalarinin, igeriklerinden bagimsiz olarak sadece
webdeki grafik yapisindaki konumlar1 baz alinarak olusturulan bir degerdir. Arama

sonuclarinda daha 6nemli ve daha merkezi web sayfalarina 6ncelik vermeyi amaglar.

PageRank, bir web sayfasinin 6nemini, o sayfaya baglant1 veren diger sayfalarin 6nemi ve
baglantilarin sayist ile iligkilendirir. Bir sayfaya ne kadar ¢ok ve dnemli sayfalardan baglanti

gelirse, o sayfanin PageRank degeri o kadar yiiksek olur.

PageRank, bir matris ve yinelemeli bir algoritma kullanarak hesaplanir. Matris, web
sayfalar1 arasindaki baglantilari temsil eder ve algoritma, her sayfanin PageRank degerini,

diger sayfalarin degerlerine gore giinceller.

PageRank, Google arama motorunun temelini olusturur. Arama sonuglarinin siralanmasinda
en Onemli faktorlerden biridir ve kullanicilara en alakali ve yetkili web sayfalarini sunmay1

saglar.

PageRank, sadece web sayfalarinin siralanmasinda degil, bir¢ok farkli agin analizinde de
kullanilmaktadir. Sosyal aglar, bilgi aglar1 ve biyolojik aglar gibi alanlarda 6nemli bir arag

haline gelmistir.

3.6.1. PageRank nasil cahsir?

PageRank, rastgele yiirliylisler (random walks) adi verilen bir matematiksel modelle caligir.
Bu modelde, bir web kullanicisinin rastgele bir sayfadan baslayip, sayfalardaki baglantilar
takip ederek internette gezinmesi simiile edilir [26]. Her sayfada belirli bir slire kalindiktan

sonra, rastgele bir baglantiya tiklanarak bir sonraki sayfaya gegilir.
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PageRank algoritmasinda, rastgele yiirliyligler sirasinda siklikla karsilasilan sayfalar daha
merkezi ve 0onemli olarak kabul edilir. Bu sayfalar, diger sayfalar tarafindan daha fazla

baglant1 almis ve internet aginda daha 6énemli bir konuma sahip sayfalardir.
3.6.2. PageRank merkeziliginin tarihsel gelisimi

PageRank'in hikayesi, 1970'lerde sosyometri adli bir disiplinin gelismesiyle basladi.
Sosyometri, sosyal aglarin yapisini ve isleyisini inceleyen bir bilim dalidir. Bu alandaki
caligmalar, bir agdaki diiglimlerin (veya aktorlerin) merkeziyetini ve etkisini 6l¢mek icin
cesitli yontemler gelistirilmesine yol acti. Bu yontemler arasinda sosyometrik yildizlar gibi

kavramlar da yer altyordu.

1990'larin basinda, Larry Page ve Sergey Brin, Stanford Universitesi'nde doktora dgrencisi
olarak internetin karmasik yapisini incelemeye basladilar. Bu calismalar sirasinda, web
sayfalar1 arasindaki baglantilarin bir ag olusturdugunu ve bu agdaki bazi sayfalarin
digerlerinden daha 6nemli oldugunu fark ettiler. Bu 6nemli sayfalar1 belirlemek i¢in, bir
diiglimiin 6nemini, o diiglime baglant1 veren diger diigiimlerin 6nemine gore belirleyen bir

algoritma gelistirmeye karar verdiler [27].

1996 yilinda Page ve Brin, PageRank adini1 verdikleri bu algoritmay1 gelistirdiklerini ve test
ettiklerini anlatan bir makale yayinladilar. Makalede [28], PageRank'in web sayfalarinin

onemini belirlemede geleneksel yontemlerden daha etkili oldugunu gosterdiler.

1998 yilinda, Page ve Brin, PageRank algoritmasini kullanarak Google arama motorunu
kurdular. Google, PageRank'in giicii sayesinde kisa siirede internetin en popiiler arama

motoru haline geldi.

2000'ler ve sonrasinda PageRank, Google'in basarisinin temelini olusturdu ve internetin
gelismesinde 6nemli bir rol oynadi [29]. Algoritma, web sayfalar1 disinda, sosyal aglar,

bilimsel makaleler, biyokimyasal aglar gibi farkli alanlarda da kullanilmaya baglandi.
3.6.3. PageRank merkeziliginin hesaplanmasi ve kullanilmasi

Ozvektor ve Katz merkeziliklerinde bir kdsenin merkeziligi ok biiyiik olursa bu kdseyle

kaynak (baslangi¢c noktasi) olarak komsu olan biitiin koseler bu yiliksek merkezilikten
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faydalanir. Ancak bu gercek hayat problemlerinde her zaman dogru degildir, yani ¢ok

onemli biri tarafindan taninan herkes ¢ok dnemli biri olmayabilir. Bu sorunu azaltmak i¢in

bir kdseden gegirilen merkeziligin degerini o diiglimden giden baglantilarin sayisina (gidis
derecesine) bolebiliriz. Boylece, bagli her komsu kaynak kosenin merkeziliginin bir

parcasini alir. Yani PageRank merkeziligini

C .
Co(v) = a iy Ay L 4 (3.13)
]

seklinde tanimlayabiliriz. Burada, a,  parametreler ve djout > 0 dir. e tiim elemanlar1 1

olan bir siitun vektord,

T
Cp = (CP(U1); Cp(v2), .., Cp(vn)) ) (3.14)
ve
D = diag(do"t,d3%, ..., d3*) (3.15)

dersek bu esitligi matris formunda

Cp = aATD71Cp + Be (3.16)
seklinde yazabiliriz. Buradan

Cp = (I, — aATD ) 1e (3.17)

elde edilir. Katz merkeziligine benzer sekilde, a € (0, 1/7\) secilir. Burada, A ise ATD™?!

matrisinin maksimal 6zdegerini ifade eder. Yonlendirilmemis graflar i¢in AT D! matrisinin

en biiylik 6zdegeri A = 1'dir; bu nedenle a < 1 olmalidir [30].

Ornek 3.7. Sekil 3.3 deki Ag 3’ii diisiinelim. Burada & = 0.95 ve § = 0.1 olarak alalim.
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Sekil 3.3. Ag 3 [30].

Bu agin komsuluk matrisi

01 0 1 1
(1 01 0 1\‘
A=]10 1 0 1 1
1 0 1 0 O
1 11 0 0

seklinde olup kdselerin PageRank merkezilikleri agagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 3.9. Sekil 3.4°deki ag i¢in kdselerin PageRank merkezilikleri

Kose PageRank Merkeziligi
1 2,14
2 2,13
3 2,14
4 1,45
5 2,13

3.6.4. PageRank merkeziliginin uygulamalan

e Web arama motorlari: PageRank; Google, Bing ve Yahoo gibi web arama motorlari
tarafindan web sayfalarini siralamak i¢in kullanilan en 6nemli algoritmalardan biridir.
Algoritma, kullanicilarin aradiklar: bilgileri daha hizli ve kolay bir sekilde bulmalarina
yardimci olur.

e Web sitesi optimizasyonu (SEO): SEO, web sitelerinin arama motorlarinda daha {ist
siralarda yer almasint saglamaya yonelik bir dizi tekniktir. PageRank, SEO'da énemli bir
rol oynar ve web sitesi sahiplerinin web sitelerinin arama motorlarinda daha iist siralarda

yer almasini saglamasina yardimci olur.
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¢ Sosyal medya: Sosyal medya platformlari, PageRank algoritmasini igeriklerini siralamak
ve kullanicilarin en alakali ve ilgi ¢ekici igerikleri gormelerini saglamak i¢in kullanabilir.

e Reklamcilik: Reklamcilar, PageRank algoritmasini, iiriinlerini ve hizmetlerini en alakali
hedef kitleye ulastirmak i¢in kullanabilir.

o Bilgi kesfi: PageRank, bilgilendirici ve alakali igerikleri kesfetmek i¢in kullanilabilir.Bu,

arastirmacilar, 6grenciler ve diger bilgi arayanlar i¢in faydali olabilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alisma, ag analizinde kullanilan merkezilik Olgiilerinin detayli bir incelemesini
sunmaktadir. Bu Olciiler, bir agin yapisini ve dinamiklerini anlamak i¢in 6nemli araglardir.
Bu dlgiiler arasinda derece, arada olma, yakinlik, uzaklik, Katz, 6zvektor, ve PageRank

merkezilik dlgtileri bulunmaktadir.

Bu merkezilik dlgiilerinin her biri, ag analizinde farkli yonleri vurgular ve agin yapisini ve
dinamiklerini anlamak icin birlikte kullanilabilir. Bu o6lciiler, agin karmagsikligin1 ve

diigiimlerin agdaki rollerini anlamak i¢in 6nemli araglardir.

Ag analizinde kullanilan merkezilik o6lgiileri hakkindaki sonuclar, genellikle Onceki
aragtirmalarla tutarlidir ¢iinkii bu dl¢limler matematiksel teorilere dayanir ve belirli bir agin
yapisini analiz etmek icin kullanilir. Eger sonuglar 6nceki arastirmalarla tutarli degilse, bu

genellikle asagidaki nedenlerden dolay1 olabilir:

e Veri Setinin Farkliliklari: Farkli veri setleri, farkli yapilar ve 6zellikler icerebilir. Bu
nedenle, ayn1 merkezilik Olgiimlerini kullanarak yapilan analizler, farkli sonuglar
uretebilir.

e Ol¢iim Tekniklerinin Farkliliklari: Farkli arastirmacilar, merkezilik &lciimlerini
hesaplarken farkli teknikler kullanabilirler. Bu da sonuglarin farklilik gostermesine neden
olabilir.

e Arastirma Tasarimindaki Farkliliklar: Arastirma sorulari, hipotezler, degiskenler ve diger
arastirma tasarimi unsurlari, aragtirmalar arasinda farklilik gosterebilir. Bu da sonuglarin

farklilik gostermesine neden olabilir.

Bu nedenle, herhangi bir tutarsizlik durumunda, bu faktorlerin her biri dikkatlice incelenmeli
ve degerlendirilmelidir. Bu, sonuclarin neden Onceki arastirmalarla tutarli olmadigim

anlamamiza yardimci olabilir.

Sonuglar genellikle farkli agilardan ifade edilebilir. Ornegin, ag analizinde kullanilan

merkezilik dl¢iilerinin sonuclari, asagidaki agilardan ifade edilebilir:
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e Teorik Agidan: Merkezilik Olciilerinin matematiksel ve teorik temelleri {izerinde
durulabilir. Ornegin, 6zvektdr merkeziligi, bir diigiimiin agdaki diger diigiimlerle olan
baglantilarinin 6énemini dikkate alir ve bu, bir diigiimiin diger 6nemli diiglimlerle olan
baglantilarinin ne kadar gii¢lii oldugunu gosterir.

e Uygulamali Agidan: Merkezilik 6l¢iilerinin gercek diinya aglarina uygulanmasi ve bu
uygulamalarin sonuglari iizerinde durulabilir. Ornegin, Google’in PageRank algoritmast,
web sayfalarinin 6nemini siralamak igin 6zvektor merkeziliginin bir varyasyonunu
kullanir.

e Karsilastirmali Acidan: Farklt merkezilik Olgililerinin sonuglar1 karsilastirilabilir.
Ornegin, derece merkeziligi ve Katz merkeziligi, bir diigiimiin agdaki diger diigiimlerle
olan baglantilarin1 dlger, ancak Katz merkeziligi, baglantilarin uzunlugunu da dikkate
alir.

e Gelecek Arastirmalar A¢isindan: Merkezilik Olgiilerinin sonuglari, gelecek arastirmalar
i¢cin potansiyel yollar1 belirlemek i¢in kullanilabilir. Ornegin, bir diigiimiin agdaki diger

diigiimler tizerindeki etkisini 6l¢gmek icin arada olma merkeziligi kullanilabilir.

Bu farkli acgilar, sonuglarin daha genis bir baglamda anlasilmasina yardimci olabilir ve
arastirmacilara, ag analizinde kullanilan merkezilik 6l¢timlerinin daha derin bir anlayisini

saglar. Bu, ag analizinin daha genis bir uygulama yelpazesine sahip olmasin1 saglar.
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