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OZET

Bu tez c¢alismasinda, baslangic kosullar1 ya da katsayilar siirekli olasilik
dagilimlarindan segilerek rastgele hale doniistiiriilen kesirli adi ve kismi diferansiyel
denklemler ile diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik analitik ¢oziimiini elde
edebilmek icin, literatiirde olduk¢a c¢ok sik kullanilan yontemler; Adomian Ayrisim
Yontemi ve Homotopy Analiz Metodu’nun Elzaki Donilisiim yontemi ile birlikte
kullanildigr hibrit metotlar ED-AAM ve ED-HAM’dir. Burada kullanilan kesirli
tirevler local ve Caputo tiirevleridir. Stirekli olasilik dagilimlarindan, diizgiin, normal,
gamma ve beta dagilimlari kullanilarak denklemler rastgele hale doniistiiriilmiistiir.

Elde edilen ¢oziimlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans ve
giivenlik araliklar1 hesaplanmistir ve bulunan ¢oziimlerin grafikleri MATLAB veya
MAPLE paket programlari yardimiyla ¢izdirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elzaki homotopi analiz yontemi, Elzaki-adomian ayristirma

yontemi, Elzaki dontlistim yontemi, Beklenen deger, Varyans, Giiven araliklari, Lokal

kesirli tiirev
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SUMMARY

In this thesis study, in order to obtain the approximate analytical solution
of fractional ordinary and partial differential equations and differential equation
systems, the initial conditions or coefficients of which are selected from
continuous probability distributions and transformed into randomness, the
methods that are frequently used in the literature are; Hybrid methods in which
the Adomian Decomposition Method and Homotopy Analysis Method are used
together with the Elzaki Transformation method are ED-AAM and ED-HAM. The
fractional derivatives used here are local and Caputo derivatives. The equations
were transformed into random by using smooth, normal, gamma and beta
distributions from continuous probability distributions.

Expected values, variances and security intervals were calculated from the
probability characteristics of the obtained solutions, and the graphs of the found

solutions were drawn with the help of MATLAB or MAPLE package programs.

Keywords: Elzaki homotopy analysis method, Elzaki-adomian decom
position method, Elzaki transformation method, Expected value, Variance,

Security intervals, Local fractional derivative
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GIRIS

1.1. Tezin Amaci ve Kapsam

Homotopi kavrami ile Taylor serisini birlestiren ¢6ziim serilerinin
yakinsaklik bolgesini ve hizin1 kontrol altina almamizi saglayan Homotopi Analiz
Metodu (HAM) 1992 de Shijun Liao tarafindan ortaya konmustur (Liao, 1992;
Liao, 1995; Liao, 1997; Liao, 1999; Liao, 2002; Liao, 2003a; Liao, 2003b; Liao,
2004; Liao, 2005; Liao, 2009; Liao, 2012). Homotopi Analiz Metodu, Adomian
Ayristim Metodu, Lyapunov Yapay Parametre Metodu, 6-A¢ilim Metodu gibi
onceden verilen pertiirbatif metotlarini birlestirerek genel bir ¢6ziim yontem sunar.
Homotopi Analiz Metodu lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢6zliim serilerini
elde etmek icin kullanilan yari analitik bir yaklasimdir. Bu metotla cebirsel
denklemler, adi ve kismi diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel
denklemler ve benzeri denklemlerin ¢6ziim serilerine fiziksel parametrelerden
bagimsiz olarak ulasilabilir ve yakinsaklik bolgesi ve hizi kontrol altina alinabilir.

Homotopi Analiz Metodu, Homotopi Perturbasyon Metodunda oldugu gibi
topolojinin temel kavramlarindan homotopiyi kullanilarak ele alinan problemin
baslangi¢ sarti veya sinir sartlarindan tam ¢6ziime gotiiren siirekli ve sirali bir
doniisiim elde etmemizi saglar. Bu tiir bir siirekli doniisiimii, olusturmak i¢in
yardimei lineer operatdr ile ¢6zlim serisinin yakinsakli§ini kontrol altina almak icin
yardimc1 parametre kullanilir. Bu metot ilk yaklasimi ve yardimcr lineer
operatorlerin se¢iminde kolaylik saglar. Homotopi Analiz Metodu yardimiyla zor
bir lineer olmayan problem ¢ok daha basit alt problemlere doniistiiriilerek her bir
alt problemin ¢6éziimiiyle ¢o6ziim serisi olusturulur.

Bilindigi tizere bu tarz yontemler, 90’11 yillarda ortaya ¢ikmis olup temelde
seri ¢ozlimiine dayanmaktadirlar. Cozlimlerin seri halinde olmasi ve bazi
durumlarda ¢oziimlerin kapali versiyonlarmin elde edilebilmesi, bu yontemlerin
bircok alanda calisan bilim insanlari arasinda popiiler olmasini saglamis ve
coziimlerin farkli yorumlanmasina olanak saglamistir.

HAM lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerine de
uygulanabilmekte ve oldukg¢a basarili sonuclar elde edilmektedir. Bu tezde ele
alinan bazi problemlerin literatiirde analitik metotlarla ¢6ziimleri olmasina ragmen,

bu ¢oziimlerin analizinin yapilmasi miimkiin degildir. Burada kullanilan



yaklagimlar sonucunda literatiirde mevcut ve yeni ¢oziimlere ulasilarak cesitli
analizler yapilmis ve ¢oziimlerin yorumlanmasi saglanmistir.

Laplace doniisiim yontemi (Spiegel, 1965), Fourier doniisiim yontemi
(Benzoni, 2011), Hankel doniisiim yontemi (Negero, 2016) ve Mellin doniisiim
yontemi (Lomen, 1962) en iyi bilinen doniisiimler arasindadir. Son zamanlarda
ortaya ¢ikan diger doniisiimler arasinda 6rnegin Sumudu doniisiim yontemi
(Watugala, 1993), Dogal doniisiim yontemi (Khan ve Khan, 2008), Elzaki
doniistim yontemi (Elzaki, 2011; Kim, 2013; Devi, vd., 2017; Kalavathi vd., 2021),
Aboodh doniisiim yontemi (Aboodh, 2013), ZZ doniisiimii yontemi (Zafar, 2016),
Shehu doniistiirme yontemi (Maitama ve Zhao, 2019) vd. yer alir.

Tarnig M. Elzaki ve co. 2011 yilinda, Elzaki doniigiimiiniin matematiksel
basitligine ve temel 6zelliklerine dayanan klasik Fourier integralinden (Elzaki ve
Ezaki, 2011a) Elzaki doniistimii yontemini gelistirdi. Bir¢ok bilim insani, yiiksek
mertebeden diferansiyel denklemleri (Elzaki ve Ezaki, 2011c), degisken katsayili
ve katsayisiz adi diferansiyel denklemleri (Elzaki ve Ezaki, 2011b; Mahgob, 2012;
Mahgob ve Elzaki, 2015a; Mahgob ve Elzaki, 2015b), tamsay: diferansiyel
denklemleri (Bhadane vd., 2013) ve zaman alani kismi diferansiyel denklemleri
(Elzaki ve Hilal, 2012; Elzaki ve Ezaki, 2011d; Ziane ve Cherif, 2015) ¢6zmek igin

bu doniisiimii kullanmustir.

1.2. Literatiir

Son yillarda kesir mertebeden tiirevli denklemler {izerine ¢ok sayida
calisma yapilmistir. Bunun sebebi; kesir mertebeden tiirevin tam sayili mertebeden
tiireve gore esneklik ve yerel olmamasidir. Bu tiirevler kesirli mertebeden olduklari
icin gergek verilere klasik tlirevlere gore daha fazla esneklikle yaklasabilirler. Tip,
fizik, biyoloji, biyomiihendislik, elektrokimya gibi miihendisligin ve matematigin
bir¢cok uygulamali alaninda, fiziksel anlamda tam sayili mertebeden tiirevlerin ifade
edilemedigi yerlerde kesir mertebeden tiirevler hesaplamay1 kolaylastirir ve
problemin ¢esidine gbre en uygun olani secilerek yaklasik ¢6ziim elde edilir. Kesir
mertebeden tiirevli denklemleri ¢6zmek i¢in ¢ok sik kullanilan yontemlerden biri
de Elzaki Homotopi Analiz Yontemi’dir (Elzaki, 2011; Kim, 2013; Devi, vd.,
2017; Kalavathi vd., 2021).

Homotopi Analiz Yontemi ile ilgili yapilan son ¢aligmalar 1992 de Shijun
Liao tarafindan ortaya konmustur (Liao, 1992; Liao, 1995; Liao, 1997; Liao, 1999;
Liao, 2002; Liao, 2003a; Liao, 2003b; Liao, 2004; Liao, 2005; Liao, 2009; Liao,
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2012). Homotopi Analiz Yontemi yardimiyla zor bir lineer olmayan problem ¢ok
daha basit alt problemlere doniistiiriilerek her bir alt problemin ¢oziimiiyle ¢6ziim
serisi olusturulur.

Son yillarda rastgele diferansiyel denklemler ile ilgili yapilan ¢alismalar;
Asai ve Kloeden Stokastik diferansiyel denklemler yardimiyla rastgele adi
diferansiyel denklemler i¢in sayisal ¢oziimler elde ettiler (Asai ve Kloeden, 2013).
Bekiryazici vd., Rastgele Etkiler Altinda Dang hummasi1 Hastaliginin Matematiksel
Modellenmesi igin ¢oziimler elde ettiler (Bekiryazict vd., 2016). Merdan vd.,
Hepatit C modelinin  deterministik  kararliligini  ve rastgele davranisini
incelemiglerdir (Merdan vd., 2017a). Merdan vd., Bakteriyel direng i¢in stokastik
ve rastgele modellerin karsilastirilmasi yapilmistir (Merdan vd., 2017b). Anag vd.,
Rastgele zaman kesirli kismi diferansiyel denklemlerin yeni Sumudu doniisiim
yontemiyle ¢Oziimleri bulunmustur (Anag¢ vd., 2020). Bekiryazict vd.,
Kompartmanli  modellere  Rastgele diferansiyel doniisim  yonteminin
modifikasyonu uygulanmistir (Bekiryazici vd., 2021).

Elzaki ve Ezaki, Elzaki donilisiimiiniin matematiksel basitligine ve temel
ozelliklerine dayanan klasik Fourier integralinden (Elzaki ve Ezaki, 2011a) Elzaki
donlisim yontemini gelistirdiler. Elzaki ve Ezaki, yiiksek mertebeden, integro,
degisken katsayili ve katsayisiz adi diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemleri
(Elzaki ve Hilal, 2012; Elzaki ve Ezaki, 2011b; Ziane ve Cherif, 2015) ¢6zmek igin
bu doniigimii kullanmiglardir. Son yillarda Elzaki doniisiim yontemi ile ilgili
yapilan ¢aligsmalar; Devi vd., Degisken katsayili adi diferansiyel denklemleri Elzaki
donligiim yontemini kullanilarak elde ettiler (Devi vd., 2017). Manjarekar ve
Bhadane Yeni genellestirilmis kesirli Elzaki-Tarig ve diger kesirli integral
Doniigiimiinii Kesirli diferansiyel denklemlere uygulamiglardir (Manjarekar ve
Bhadane, 2019a). Manjarekar ve Bhadane yeni uyumlu kesirli tiirevli diferansiyel
denklemleri, Elzaki Doniisiim yontemi ile ¢ozdiiler (Manjarekar ve Bhadane,
2019b). Kalavathi vd., Dejenere Elzaki doniisiimiinii ve 6zelliklerini tanimlamiglar
(Kalavathi, vd., 2021).

Son yillarda Elzaki-Adomian ayristirma yontemi ile ilgili yapilan
calismalar; Elzaki ve Alkhateeb Sumudu Doéniisimii “Elzaki Donidsimi” ve
Adomian Ayristirma Yonteminin Modifikasyonunu tanimlamislar (Elzaki ve
Alkhateeb, 2015). Ige vd., Siniis-Gordon Denklemlerinin Coziimiinde Adomian-
Elzaki Dontlisimi Yontemini kullanmislar (Ige vd., 2019a). Ige vd., Adomian-

Elzaki Doniisiim yontemi ile Besinci Mertebeden KDV denklemlerin Coziimiinti
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elde ettiler (Ige vd., 2019b). Varsoliwala ve Singh Doymamis topraklarda su
sizmasini modelleyen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi, Elzaki-Adomian
Ayristirma Yontemi ile yaklasik analitik ¢oziimiinii elde ettiler (Varsoliwala ve
Singh, 2020).

Bu tezde adi, kismi ve diferansiyel denklem sistemleri, bazi olasilik
dagilimlan ile rastgele etki terimleri eklenerek rastgele hale doniistiirtilmiistiir.
Mutlak siirekli dagilimlardan literatiirde en sik kullanilan Diizgiin, Gamma,
Normal, Beta, Standart Laplace, Ustel, Uggensel ve Weibull dagilimlari ile rastgele
hale doniistiiriilen denklemlerin yaklasik analitik ¢6ziimleri, Adomian Ayrisim
Yontemi, Homotopy Analiz Metodu’nun Elzaki Donilisim yontemi ile birlikte
kullanildig1 hibrit metotlar olan ED-AAM ve ED-HAM yardimiyla elde edilmistir.

Elde edilen ¢6ziimlerin olasilik karakteristikleri incelenecektir.
1.3. Temel Kavramlar ve Tamimlar

Bu tezde ihtiya¢ duyulan bazi kesirli analiz tanimlari ve notasyonlar1 bu

boliimde tartisilmaktadir (Podlubny, 1999; Miller ve Ross, 1993).

Tamm 1.3.1. a > 0 Riemann Liouville kesirli integral mertebesi olmak

tizere, #(t)eCe, € = —1

184(0) = {ﬁ fot(t —$)5"1f(s)ds, a>0,t >0
t $(© emo

olarak tanimlanair.

Tanim 1.3.2: a > 0 Caputo kesirli tiirevin mertebesi olmak {izere #(t)’nin

Caputo kesirli tiirevi:

_ f t(t — )PP (s)ds,p—1<a<p
‘DS () P | _
t = o"
L ﬁ#(t) , a = neN

olarak tanimlanir.



D kesirli tiirev operatoriiniin 6zellikleri:

1. D¥I[%$(x,t) = #(x,t)

r(B+1)tF~«

arf —
2. D%tP = Gl

a>0

Tamim 1.3.3. Mittag-Leffler fonksiyonu E, (z)

oo zk _ oo zk
Ea(2) = Ximoters 1 Eap (@D = Zicorgerp 12 €€
olarak tanimlanir.

Tanmm 1.3.4. Elzaki doniisiimii asagidaki gibi tanimlanabilir:

E[f(0)] = 2 [ f(®)e zdt £ 2 0,k <z <k,

Elzaki doniisiimiiniin 6zellikleri:

1. E[k] = kz?
2. E[t"*] = T(na + 1)z"**2

Lemma: Caputo kesirli tiirevin Elzaki doniistimii

E[DE§(x, )] = z7E[#(x, )] — T zC- 240 20O (x,0)m -1 < a <

m,meN
olarak tanimlanuir.

1.4. Baza Olasihik Dagilimlari

Bu boliimde tezde kullanilacak bazi olasilik dagilimlari hakkinda temel

bilgiler verilmektedir.



1.4.1. Diizgiin Dagihm
X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
—c<x<d
g(x) = { a—c €Y=
0,diger durumlar

ise X rastgele degiskeni [c, 4] kapal1 araliginda siirekli diizglin dagilima sahiptir.

Diizgiin dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri, X~U(a, )’
dir.

Diizgiin dagilimin,

_ potx] — ePfe
My (t) = E[e""] Gar

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak, X~U (e, f) rastgele degiskenin

birinci momenti ve varyanst,

_a 2
E[x] = ZE var[x] = L=

bulunur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

1.4.2. Normal Dagilim

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

$) = —=exp{-1(2) L xe R

oV2am

ise rastgele degiskenine Normal Dagilima sahip rastgele degisken denir. Normal
dagilima sahip X rastgele de@iskenin parametreleri X~N(u,02) dir. Normal

dagilimin

M, (t) = E[e*X] = e(#”%aztz)

moment ¢ikaran fonksiyonundan faydalanilarak X ~N (u, 62) rastgele degiskeninin

birinci, ikinci momentleri;

E[X] = pu, E[X?] = u? + 0% ve varyans1 Var[X] = o

bulunur (Feller, 1968; Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).



Buradaki momentler kullanilarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler i¢in

beklenen deger E[XY] = E[X]E[Y] olur.

1.4.3. Beta Dagilim
Tammm 1.4.3.1. u ve v degiskenlerinin biitiin pozitif degerleri igin

tanimlanan
B(w,v) = [ ¥ (1 - x)""1dx

fonksiyonuna, beta fonksiyonu denir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).
Ayrica gosterilebilir ki

B(u,v) = B(v,u)

ve

73(u,v)=w w,v>0

F(u+v) * ™’

dir.

Tanim 1.4.3.2. (Beta Dagilimi) Asagidaki yogunluk fonksiyonuna sahip X
rastgele degiskeni, beta dagilimina sahiptir denir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd.,

2017).
1

$(x:0,0) = {Bém

x?11-2)¥"10<x<1

,araligin disinda

Burada ¢ ve { parametreleri pozitif reel sayilardir. Spesifik olarak, ¢ =
¢ = 1 ise, dikdortgensel bir dagilim elde edilir. ¢ = 1,{ =2 veyap = 2,{ = 1 ise

ticgensel dagilim bulunur.

' _(2(1 - %) 0<zx<1
F(x;1,2) = {0 ,Araligin disinda
F(x;21) = {() ,Araligin disinda

Beta dagilimina sahip X~Beta(¢, {) rastgele degiskeninin, beklenen degeri
ve varyansi sirasiyla asagidaki gibidir (Khaniyev vd., 2017).
7



_ ¢
E@X) = P+

_ ol
Var(X) = o oriorern

1.4.4. Standart Laplace Dagilim
Standart Laplace dagilimi, olasilik yogunluk fonksiyonu

g(v) = %e"”',v ER

seklindedir. G dagilim fonksiyonu;

2 eV, v € (—oo,0]

Gw)y =4 %,

1 —Ee‘”,v € [0,0) ’

M moment ¢ikaran foksiyonu,

1
1-t2’

M,(t) = E(e") =

te(-1,1)

olarak verilir. Beklenen deger ve varyansi;

E(v) =0veVar(v) =2

seklindedir (Khaniyev vd., 2017).

1.4.5. Gamma Dagilim
X negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. X
rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

B* xa—le—ﬁx

F (. B) = 7@ , x20,a6>0
0,

diger yerlerde

seklinde ise X rastgele degiskenine (a, ) parametreli gamma dagilimina sahiptir
denir.

Gamma dagilima sahip X rastgele degiskenin parametreleri,
X~Gamma(a,f) dir. Gamma dagilimmm moment ¢ikaran fonksiyonundan

faydalanilarak



Mo (0) = Ele™] = (£)°

ifadesi bulunur. X~Gamma(a, ) rastgele degiskeninin, birinci momenti ve

varyanst,
E[X] =2 Var[X] = —
(X] =5 VarlX] =5

seklindedir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

1.4.6. Ustel Dagihm
X rastgele degiskeninin, { > 0 parametre olmak lizere, olasilik yogunluk
fonksiyonu

_(te™™ , x>0
¢(x)_{0 . x<0

seklinde verilmigse X’e iistel dagilmis rastgele degisken, ¢p(x)’e de iistel dagilim
denir.
Bu dagilimin tek parametresi (’dir. Bu durumda birikimli dagilim

fonksiyonu;

O(X) =PX<x)=[ e dt=1-e%

0 ) x<0
OX) =11 —e , x>0
1 , X — 00

seklindedir.
Moment ¢ikaran fonksiyon tanimi kullamilarak bu dagilimm moment

cikaran fonksiyonu agagidaki gibi elde edilebilir:

Mx(t) = E[etX] = fooo ethQ_Zx dx = Zfooo e(t—Z)x dx

oo

— 5 ot-0x 0

t-¢

lim,_,c e ¢~9% = 0 oldugu icin;

M(t) = Z—ft : t < Cicin elde edilir.

9



Moment ¢ikaran fonksiyon, beklenen deger ve varyans tanimlari
kullanilarak beklenen deger ve varyans hesaplanabilir (Akdeniz, 2014; Khaniyev
vd., 2017).

Bu durumda beklenen deger,
EX) = fooo {xe~% dx

Hesaplamamizda parcali integral kullanirsak (u = x, dv = {e~%)

1

= —xe | P4 [Pty =1
E(X) = —xe 0+foe dx = >

seklinde elde edilir. Bu sonug kullanilarak asagidaki sekilde de varyans elde edilir.
o _ 2
E(X?) = [ (x*e %dx = a

E(X?) hesaplanirken de parcal1 integral kullanilir. (x? = u, dv = e~%dx)

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

2 1 1
VClT(X)=<—2—<—=<—2

1.4.7. Uggensel Dagilim

Genellestirilmis liggensel dagilima sahip, bir X rastgele degiskeninin,

2@ —a) as<x<c
W -a)(c—-a) -
FO=1" 206 - x) s
\G-—a@-o %

olasilik yogunluk fonksiyonu yukarida verildigi gibi tanimlanir (Feller, 1968).
Burada a ve & sirasiyla rastgele degiskenin (olasilik yogunluk fonksiyonunun)

alabilecegi en kiiciik ve en biiyiik degerlerken, ¢ dagilimin mod degeridir.

Beklenen degeri ve varyansi;

(a+ 4 +c¢) a’*+ 6%+ c?—ab —ac— bc
E(X) =T,Var(X) = 18

ile verilir.
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Ucgensel dagilimm moment ¢ikaran fonksiyonu;

(6 —c)e* — (b —a)et + (c —a)e?t
b —a)(c—a)( —)t?

M, (t) =2

1.4.8. Weibull Dagilimi
X negatif olmayan degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. X

rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

e~ x>0,6>0,(>0
0, diger yerlerde

£ (x:6,0) = {
ise X rastgele degiskenine (&,{) parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir
(Weibull, 1951).

Weibull dagilimi i¢in beklenen deger ve varyans soyle verilir:

E(X) == ;TR
¢

1.5. Rastgele Diferansiyel Denklemler

Dogada karsilagilan olaylarin matematiksel modellemede adi diferansiyel
denklemler kullanilarak incelenmesi her zaman uygun olmamaktadir. Rastgele
bilesenlere sahip olan olaylarin incelenmesi i¢in rastgele ve stokastik diferansiyel
denklemlerin kullanilmas1 daha iyi sonuglarin elde edilmesine yol agmaktadir. Adi
diferansiyel denklemler kullanilarak rastgele diferansiyel denklemler ii¢ sekilde
elde edilebilmektedir (Soong, 1973): i. Rastgele baslangi¢ degerlerine sahip
diferansiyel denklemler ii. Homojen olmayan kisimlar rastgele olan diferansiyel
denklemler iii. Katsayilari rastgele olan denklemler. Bir
Y'(x) =G(Y(x),Z(x),x),x €T,Y(xy) = y, diferansiyel denklemi ele alinsin.

11



Tanmm 1.5.1. Y'(x) =G(Y(x),x),x €T, Y(xy) = y,denkleminde tek
rastgele bilesen baslangi¢ kosulu ise bu diferansiyel denklem, rastgele baglangig

kosullarina sahip bir rastgele diferansiyel denklemdir.

1.6. Coziim Yontemleri

1.6.1. Homotopi Analiz Metodu

Ornegin asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi goz oniine alalim;
N[f(®)]=0,teR 1)

burada N lineer olmayan bir operator olmak tizere (1) denklemi bazi baglangig
degerleri ve sinir kosullarina bagli bir lineer olmayan denklemdir.
fo ,» £ ’in bir baslangi¢ yaklasimi ve g € [0,1] homotopi parametresi olmak

tizere asagidaki homotopiyi kuralim (Liao, 1992).

H[¥ (¢t q); $0(8), H(t), h,q] =
(1= @L[¥(t; q) — $o(0)] — qhH(ON[¥ (& @)]]
)

Burada h # 0 yakinsaklik kontrol parametresi, H(t) yardimei fonksiyon,
q€[0,1] olan ¢6ziim igin bir baslangi¢ yaklasim parametresi, #,(t) baslangic veya
sinir sartlari, L lineer operator ve N lineer olmayan bir operatordiir. Simdi (2)

homotopisinin sag tarafini sifir yapalim,

(1= @)L[¥(t q) — $o(O] = ghH(ON[¥ (¢ ¢)]] @)

Denklem (3) sifirinci dereceden deformasyon denklemi olarak bilinir.

Burada g = 0 alinirsa,

LI¥(t;0) — ()] =0 (4)

olur ve ¥(t; 0) baslangig sart1 olan #,(t)’ye esit olur.
¥(t;0) = (1) (®)

12



q = 1 alinirsa, (1) denklemi
N[l}/(t; 1)] =0 (6)

olur. Bu bize ¥ (¢, 1) in (1) denkleminin sinir sartini saglayan #(t)’ye esit
oldugunu gosterir.

P(t; 1) = $(0) ()

(5) ve (7) gosterir ki q, 0 ile 1 arasinda degistikce ¥ (t; q) nin, #,(t) den problemin
¢Oziimii olan #(t)’ye ulastigini gosterir.

#(t) nin m. mertebeden Taylor serisine a¢ilimi1 yapilirsa,

1 ™My (t;q)
Fn() = T ®)
q=0
bulunur.
1 amlp(t
q:

Fo(t) + Zim=1Fm()q™
)

elde edilir. Burada #,,(t) in seri olarak hesaplanmasi ¢ok 6nemlidir. #,,(t) i, seri

olarak hesaplamak igin (3) denkleminde q’ya gore tiirevi alinirsa,

(1 - L (Z22) - L(¥(t:9) — $6(0)) = RH(ON[¥ (5 )] +

ghH(t) aNL"—(“m (10)

yazilabilir. (10) denkleminde g = 0 alinirsa ve (5)’in sonucu olarak (8) denklemini

Verir.

LIAA(®] = hH(@®N[$,(t)] (11)

Burada m > 2 igin asagidaki denklemi Onerilir.
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1-q)L (w) mlL (w) mhH (¢t) MNP ()] N

a m-—1 aqm—l

ghH(t) aN—w (12)

Bu denklemin ispat1 tiimevarim yontemi ile kolaylikla gosterilebilir.

(12) denkleminde g = 0 alinir ve her iki tarafi m! e boliiniirse,

aMW(q) 1 ™ w(tq) —
(- )L[ agm (m-1)! 9qm-1 ” -
1 MmN ()]

hH(t) (m-1)! adgqm-1 |q=0 (13)

Buradan m > 2 igin,

1 MmN ()]

L fn(® = s (0] = WH(O 5 5] (14)

yazilabilir.
0O0m<1
Xm = {1 m>1 (15)

olarak tanimlanirsa (11) ve (14)’iin sonucu olarak m. mertebeden deformasyon

denklemi,

1 0™ IN[Y(t;9)]
(m—-1)! aqm-1

Ll #m(©) = XmFm-1(O] = RH()

(16)
q=0

olur. Bu denklem m > 1 i¢in gegerlidir.
(16) denkleminde denklemin sag tarafi #(t) ye bagli oldugu agiktir. m’in
artan kuvvetlerine gore #,,(t) ¢oziimleri elde edilir ki bu m. mertebeden

deformasyon denkleminin ¢6ziimiine esittir.

1.6.2. Elzaki Doniisiim Yontemi
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Tanim 1.6.2.1. F(t),t > 0 i¢in bir fonksiyon olsun. F (t)’nin Elzaki

dontistimii asagidaki gibi tanimlanir:

E(F(®) = v ["e™v. $(t)dt

Teorem 1.6.2.2. (Elzaki ve Ezaki, 2011a) Bazi1 fonksiyonlarin Elzaki

doniisiimleri Tablo 1.’de verilmistir;

Tablo1. Bazi fonksiyonlarin Elzaki doniistimleri

Fonksiyonlar | Elzaki Doniisiimler
F(x,t) E(F(x,t)) = T(x,v)
#(x) #(x).v?
F(x).t F(x).v3
#(x).t" #F(x).nlv+2
$(x). e v?
#C0. 1—av
#(x).cosat v?
# (). 1+ a?v?
#(x).sinat av?
#(). 1+ a?v?

Teorem 1.6.2.3. (Elzaki ve Ezaki, 2011d) #(x, t)’nin birinci dereceden

kismi tiirevlerinin Elzaki doniistimleri agagidaki gibidir:

DE 2] = 27, 5) - vf(x,0),

.- af] _ 9T(x,v)
) E [E] T oax (17)

burada T (x,v) = E[#(x,t)] .

Teorem 1.6.2.4. (Elzaki ve Ezaki, 2011d) #(x, t)’nin ikinci mertebeden

kismi tiirevlerinin Elzaki doniistimleri asagidaki gibidir:

. %] _ 1 _ _ . 9$(x,0)
i)E ﬁ]_ vT(x,s) F(x,0)—v o
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i) E [%] _ 92T (x,v)

dx2
i) E [21] = 2 (%T(x, V) — vf(x, 0)) (18)

burada T (x,v) = E[#(x,t)] .

fspat.

%] _ w L 924
E [6x6t] = v [, egg dt

a o L gp
=v_— [, ev.5 dt

dx

=[5

= 2 (276w - b, 0)),

O

Lemma: #(x, t)’nin n. Mertebeden kismi tiirevlerin doniisiimleri asagidaki
gibidir.

. ang
DE [T =
1 1 1 of "% an1g
v—nT(x, v) — =2 F(x,0) — =3 E(x, 0)—-— Py (x,0) —v pye= (x,0)
.. o"g] _ 9"T(x,v)
) E [ﬁ] T axm (19)

Ispat. i) Tiimevarimla ispat yapalim.

n = 1lise

E [g] = %T(x,s) — vf(x,0).

Lemman = 1 i¢in dogrudur.

n = k i¢in Lemma’nin dogru oldugunu varsayiyoruz.
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okg1 _ 1 1 1 of
B 2] = 2700 0) - o 06 0) — o2 (6,0) == 2t (x,0) -

= k + 1 icin Lemma’nin dogru oldugunu gostermeliyiz.

ak+1# o _t ak+1#
[6tk+1 = f e 1]'atk+1

Kismi integrasyon yontemini uygularsak asagidaki ifadeyi elde ederiz

E [g:%] =v [(limt"“’ eé%) atk( x,0)+3 f atk dt]

5 [t = 2e 5] - v o

171 ak—z)ﬁ ak—lﬁ
— ET(X,U)— "—W(X,O)—UF (x,0)
ok
% W (x, 0)
ak+1#
[Set] = s T w) - e (6,0) -
ak
Tt (x,0) - f(x,o>
Tamm 1.6.2.5. #(x)’in x = x,’da 6 mertebeden lokal kesirli tiirevi
0<o<1
(o) _a%% 1 A% $()— $(x0)
# (x) - dx? X=Xq B h X=%o (x—xo)a

Burada A% #(x) — #(xo) = T(1 + o) [#(x) — #(x0)]

#(")(x) ~ lim F(1+a)[#(x)— #(x0)]
X-Xg

(x=x0)?
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o mertebeden lokal kesirli kismi diferansiyel operatorii su sekilde
verilmistir (Kolwankar ve Gangal, 1996;1997a;1997b),

% w(xq,t) - lim A% (w(xq,t)—w(xo—to))

ote X-Xg (t—to)?

Burada A%(U(xq,t) — U(xy —ty)) = T(1 + 0)[U(x, t) — U(xy — to)]-

Tamm 1.6.2.6. (Kolwankar ve Gangal, 1996;1997a;1997b) o

mertebeden #(x)’in local kesirli integrali asagidaki gibi verilmistir,

JO = =[P #(0)(dD)° = —— lim TN £(6)(At)°

T I'(1+0) I(1+0) At—0

Atj = tjyq — t;, At = max{Aty, Aty, Aty, ...} ve [t, 1], to = a, ty = b.

Tamm 1.6.2.7. (Mittag-Leffler, 1903; 1905) Mittag-Leffler fonksiyonu,

o tk
Ea(t) = Zkzom y F(l + k) = k'

X Lk
5
k!

k=0

Iki parametreli fonksiyon igin Mittag-Leffler fonksiyonu ise;

o tk
Eqp(t) = Zkzom ,a>0,6>0

Tamm 1.6.2.8. (Yang, 2012; He, 2012; Zhao vd., 2014) ¢ mertebeden yerel

kesirli Laplace doniistimii su sekilde verilir,

Lo{# ()} = Fo(s) = —— [° E,(—sx%)$(x)(dx)° (20)

I'(1+o0)
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L {#(x)} = F,(s), bu yiizden (20)’in ters doniisiimii alinirsa,

1
(2m°

$(0) = LY F ()} = — [P 17 B, (s7x%) Fy (s) (ds)°,

s? = B% 4+ i , i? Kesirli imajiner kisim ve Re(s) = f8

Tanim 1.6.2.9. (Yang, 2011) Eger L {#(x)} = F,(s) , bu ylizden

Lo[#° ()] = s°Lo{#(x)} — #(0).

Tanim 1.6.2.10. (Yang, 2011) Eger L {#(x)} = F,(s) , ise

Lo{ oZ#(OF(0)} = < Lo{#()}.

Tamm 1.6.2.11. (Yang, 2011) L {#(x)} = F;(s) ve L,{g(x)} = G,(s)

Lol# (x) x g(0)} = F5(2) G5 (2)

1
['(1+0)

Burada #(x) * g(x) = r J; #(0)g(x — )(d0)°

1.6.3. Local Kesirli Elzaki Doniisiim Metodu (LKED)

Yeni doniisiim operatorii (Ziane ve Cherif, 2021) LFE,: #(x) = T,(v)

LFE{#(x)} = LFE, {Z ay xka} = Z I'(1+ ko)ay pkot2o
k=0 k=0

Ornegin;

$(x) = E;(i7x7)
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ka
LFE{E;(i°x%)} = LFE, {Z m}
ko

l
Z F(l + kO') F(l " ka) ka+20 2 kavka+20

ve eger £(x) = r(1+a)

g

X 1
=T(1 o+20 — ,,30
T(1+ 0')} (1+0) v v

LFE"{ Ir'l1+o)

Tanmim 1.6.3.1. (Ziane ve Cherif, 2021) ¢ mertebeden # (x)’in yerel kesirli

Elzaki doniistimii

LFE{$(0)} = T,(v) =

= [ B (Z) 00 (@)%, 0 <o <1
Ters doniisiim asagidaki gibi elde edilebilir.
LFE;YT,(v)} = #(x).

Teorem 1.6.3.2. (Ziane ve Cherif, 2021) Local kesirli tiirevin Elzaki

dontisimii
Eger LFEJ{#(X)} = Ta(v) )

LFE{DS+#(x)} = Tg(v) —v°$0), 0<o0<1

ve

LFE{D§f (x)} = == T, (v) — Zpsgv*km2740, 0 <o <1
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Teorem1.6.3.3. (Ziane ve Cherif, 2021) Local kesirli integralin Elzaki

donilistimii
LFE{#(x)} = T,(v), bu ylizden
LFE{ JIZ#(x)} = v°T,(v).

Teorem1.6.3.4. (Ahmad vd., 2015; Yang, 2012; Jumarie, 2009) Baz1 6zel

fonksiyonlarin Local Kesirli Elzaki Dontisiimleri asagida verilmistir;

ko

1) $(x) =1, Eq(x) = Xio F(f+ko)

LFE,{1} = T,(v) = r(1 - )f )1(dx)"

LFE {1} =

F(l + o) t‘l&f

LFE(1) =—"" 1 E, *\ra t
AL = [+ o) =1 ( ) 1+l
Vo

g

- ) + v"E(,(O)]

LFE {1} =v° tlim —v°E, ( -

LFE {1} =vv° =v?°,
ii) LFE {x°} =T(1+ o)v3°

LFE, {F(f—:a)} = 137,
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LFE {x"} =T(1 + o)v?°tno,

i)  #(x) = E;((ax)?)

LFE,{Ey((ax))} = o
V) $00) = s Ee((ax)?)

LFE, {5 B, (@0°)) = o

I'(1+0) T (1—(av)9)?’

1.6.4. Analiz ve Fonsiyonel Analizle Ilgili Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 1.6.4.1. Bir metrik uzay, bos olmayan bir G kiimesi ve bir metrik
(veya uzaklik) 4:G X G —» R fonksiyonundan olusan bir (G,d) cifttir, 6yle ki
G’deki tim x, ¢, 7 i¢in asagidaki kosullar gegerlidir (Maddox, 1970).

Adx,y)=0x=y
b) d(x,4) = d(y, x) (simetri)
C) d(x,y) < d(x,3)+ d(z,¢) (icgen esitsizligi)

Tamm 1.6.4.2. G, bos olmayan bir kiime ve K (R veya C) bir cisim olsun.

Egerx,4,2 € G ve A,f € K i¢in

+: GXG -G, (x,y) 2x+y
- KXG -G, Ay) - Ay

fonksiyonlar1 tanimlansin. V x, ¢4,z € G ve 4, € K i¢in

Ax+y=ytx
by x+y)+z=x2+(y+23)
C)Vx €Giginx + 0 = 0+ x = x olacak sekilde bir 0 € G vardir.
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d)Vx €G igcinx + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde bir (—x) € G
vardir.

e) A+ B)x = Ax + Bx

DAx+y) =Ax+ Ay

9) (4B)x = A(Bx)

hyl-x==x

kosullar1 saglaniyorsa o zaman G’ye K cismi iizerinde bir lineer uzay veya vektor
uzay denir. Lineer uzay taniminda K cismine lineer uzaym skaler cismi, K’nin

elemanlarina skaler denir. G ’nin elemanlar1 ise vektor olarak adlandirilir (Maddox,

1970).

Tamim 1.6.4.3. G, bos olmayan bir kiime veK (R veya C) cismi tizerinde bir
vektor uzay1 olsun.

I=6-R

Fonksiyonu V x, ¢4 € G ve Ya € K igin

a) x|l =0
b llxll=0 @ x =0
) llax|| = |a|llxl

d) llz + 2l < llzll + ll2ll

sartlarin1 saglarsa ||-|| fonksiyonuna G tizerinde bir norm ve (G, ||-]|) ikilisine de

normlu vektor uzay (normlu uzay) denir (Maddox, 1970).

Tamm 1.6.4.4. G normlu uzay ve (u,,), G’de bir dizi olsun. Eger Ve > 0
icin m > m, oldugunda ||u,, — u|| < & olacak sekilde bir my € N varsa,(u,,)
dizisine G’de yakinsak dizi denir ve lim,,u,, =u veya u,, — u seklinde
gosterilir (Kreyszig, 1978).

Teorem 1.6.45. B, )2, u; serisinin tamimlandigi uygun bir ||. || normu
ile gosterilen bir Banach uzayr olsun ve ilk tahmin y, = uy 'nin y(x) ¢oziim
topunun i¢inde kaldigimi varsayalim. };;2,u;  seri ¢Ozimi, (Bildik, 2017)

[uns1ll < 7llu,ll olacak sekilde r varsa yakinsar.
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2. UYGULAMALAR

Ornek-2.1.

o mertebeden local kesirli diferansiyel denklem diistinelim.

d’U(x)
dx®

—U(x)=1 0<o<1 (21)

baslangi¢ kosulu U(0) = 0 olan lokal kesirli denklemin ¢oziimiinii Elzaki doniisiim

yontemi ile elde ediniz.

Coziim:

(21) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

d°U(x)
ax%

LFE, { } — LFE,{U(x)} = LFE,{1}

%LFEU{U(x)} —v9U(0) — LFE{U(x)} = v?°

LFE {U(x)} {vi“ - 1} = p20

.U3G' .UZG'

LFE {U(x)} = = —p20 (22)

1-v° 1-v°

elde edilir.

(22) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

20

LFE, {LFE,{U(x)}} = LFE, ™" {lv_—va} — LFE,” Y{v?9}

Ux)=E;(x°)—1

genel ¢6ziim bulunur.

Eger 0 = 1 segilirse, U(x) = e* — 1.
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Ornek-2.2.

d°U(x)
dx%

—3U(x) =9, 0<o<1 (23)

baslangi¢ kosulu U(0) = 0 olan lokal kesirli denklemin ¢6ziimiinii Elzaki doniisiim

yontemi ile elde ediniz.

Coziim:

(23) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

d°U(x)

LFE, { Tx0

} — LFE,3{U(x)} = LFE,{9)

v—laLFEG{U(x)} —v7U(0) — LFE,3{U(x)} = 9v?°

LFE(,{U(x)}{via - 3} = 9p20

LFE, (U} = 22 =3 (2 ~ %) (24)

1-3v9 1-3v9

elde edilir.

(24) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

20

1—3v°

U(x) = LFE, ! {3 } — 3LFE, Y{v?7}

U(x) =3E,(3x°) — 3

genel ¢6ziim bulunur.

Eger o = 1 segilirse, U(x) = 3e3* — 3.
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U(x)in cozim dawanisi
1200 T 1 1 T 1 1 T

-1~ g=1 I;—-
-~ ¢=09 |;:|
1000 + __.__ =08 i
- 5=07 |j|:|
s
O

Sekil 1. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 i¢in U(x)’in ¢ozlim davranislari

Ornek-2.3.
d?°U(x) ___x°
7o dil Ulx) = fire) 0<o<1 (25)

baslangi¢ kosullar1 U(0) = 0, U@ (0) = 0 ile verilen lokal kesirli denklemin

¢oziimiinii Elzaki doniisiim yontemi ile elde ediniz.

Coziim:
(25) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

dZO'U(x) _ XU
LFE, {W} HLFEAUGI) =~ L {m}

U%LFEU{U(x)} —U(0) —v°UDU(0) + LFE,{U(x)} = —v*°

LFEU{U(x)}{U—; 4 1} — _y¥

30

LFE{U(x)} = — v _ P 30 (26)

1+v29 14020
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elde edilir.

(26) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniisiimii alinirsa,

30

_ v _
U(x) = LFE,* { e UZU} — LFE,~'{v37}

xO'

U(X) = sina(x") - m

genel ¢oziim bulunur.
Eger 0 = 1 segilirse, U(x) = sin(x) — x.

U(x)'in ¢bzim dawanisi

U(x)

Sekil 2. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 i¢in U(x)’in ¢ozlim davranislari

Ornek-2.4.

20
LI0 L yx)=1, 0<o0<1

dx2o

(27)

baslangic kosullar1 U(0) = 1, U@ (0) = —1 ile verilen lokal kesirli denklemin

¢Oziimiinii Elzaki doniisiim yontemi ile elde ediniz.
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Coziim:

(27) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

d2°U (x)

dx20 } + LFE,{U(x)} = LFE,{1}

LFE, {

U%LF E,{U(x)} = U(0) —v°U@U(0) + LFE,{U(x)} = v?°

1
— LFE,{U(x)} — 1 + v° + LFE,{U(x)} = v*°
v

1
—=LFE,{U(x)} + LFE,{U(x)} = v*? — v’ +1
v

1
— 2,2
LFE UG}z + 1} =027 =07 + 1

120
— (12
LFE {U(x)} = (v*° —v° + 1) T
_ U4J_U3D'+UZD' _ .UZG'(UZO'+1) _ .‘;30'
LFEO'{U(X)} - 1+v20‘ - 1+v20' 1+v20'

elde edilir.

(28) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

1730
U(x) = LFE, Y{v?°} — LFE, "
? 7 (14 v

Ux) =1-sing(x%)

28
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genel ¢6ziim bulunur.

Eger 0 = 1 segilirse, U(x) = 1 — sin(x).

U(x)in ¢6zum davranisi

U(x)

Sekil 3. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 i¢in U(x)’in ¢6zlim davranislari

Ornek-2.5. Asagidaki 6rnek ile baslangig kosulu ve katsayilar1 rastgele

olan lokal kesirli mertebeden diferansiyel denklemi inceleyelim.

d?%U(x)
deU

+BU(x)=AB, 0<c<1 (29)

baslangic kosullart U(0) = A, U@ (0) = B olmak iizere A~U(a = 2,8 = 3)
diizgiin dagilim, B~Beta(a = 2,4 = 4) beta dagilimma sahip rastgele
degiskenleri i¢in, verilen rastgele lokal diferansiyel denklemi Elzaki doniisiim

yontemi ile ¢ozerek olasilik karakteristiklerini elde ediniz.
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Coziim:

(29) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

d2°U (x)

20 } + BLFE {U(x)} = ABLFE {1}

LFE, {

UZLULFEU{U(x)} —U(0) —v°U@U(0) + BLFE,{U(x)} = ABv?°

1
LFE(,{U(x)}{ﬁ + B} = A+ Bv° + ABv?®

ABv*? 4+ Bv39 4+ Av?°

LFE {U(x)} = T
A 20 B 20 1 B 30
LFEU()} = 2105+ s (30)
elde edilir.

(30) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

39
_ —1¢..2 -1
U(X) = ALFEG {17 U} + BLFEG {m}

U(x) = A+ Bsing(x?)
elde edilir.

Eger o = 1 secilirse, U(x) = A + Bsin(x) tam ¢oziim elde edilir. Diizgiin

ve Beta dagiliminin beklenen deger ve varyansi asagidaki gibidir.
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E[A] = E—”? var[A] = _'3'-":?}‘

__a —__ e
Beta[B] = ath var|[B] (a+b)% (a+b+1)

U(x) ¢oziimiiniin beklenen deger ve varyansi sirasiyla

E[U(x)] = E[A + Bsing(x°)] = E[A] + sins(x°)E[B]
_a+t
)

p + sing (x?) (a n {y)

Var[U(x)] = Var[A + Bsing(x?)]
= Var[A]

(a = B)? sing (x?)(at)

*sing (O VarlBl = — o+ T G+ 6+ D

a=2,0=3a= 24 =4 6zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans;

342 2 5 1
E[U(x)] = % + sing (x%) <m> =3 + §Sin(r (x%)

(2 —3)? sinZ(x%)(2.4) 1 -
= —+—sin;(x?)
12 2+4)22+4+1) 12 ' 63

Var[U(x)] =
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U(x)'nin beklenen degeri

E(U())
N

-- =1

U(x

X
)nin beklenen degeri

U(x)'nin beklenen degeri

-~ 5=09

E(U(X))
N
)

EUX)

Sekil4.0 =1,09,08vel,a = 2,8 = 3,a = 2,4 = 4 6zel degerleri igin

beklenen deger

U(x)'in varyansi

Var(U(x))

U(x)'in varyansi

0.1

Var(U(x))

0.09

-4~ 5-038

0.08

Sekil 5.

varyans

0=109,08

U(x)'in varyansi

0.12

-~ 5=09
0.11

0.1

Var(U(x))

0.09

0.08

Var(U(x))

ve l,a=2,=3,a=2,46 =4 0zel degerleri

32
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Given araliklar

[E (u(x)) — 3stdsapma(u(x)), E(u(x)) + 3stdsapma(u(x))]

Gulven Araliklari

w
[ B

3ﬁ -

2.# -~ E[U(x)]-3*std[U(x)] h

-~ E[U(x)]
=~ E[UX)]+3*std[U(X)]

3 Standart Sapmalik Guven Aralig

N
T
1

1‘5 r r r r r r r r
0 .

Sekil 6. 0 =09ve a =2, =3,a = 2,4 = 4 6zel degerleri igin gliven

araliklari

Ornek-2.6.

d°U(x)
dx°

+U(x)=B,0<0<1 (31)

baslangi¢ kosulu U(0) = A, olmak iizere A~Gamma(a = 1, = 2) gamma
dagilim, B~Beta(a = 2,4 = 3) beta dagilimina sahip rastgele degiskenleri igin,
verilen rastgele lokal diferansiyel denklemi Elzaki doniisiim yontemi ile ¢ozerek

olasilik karakteristiklerini elde ediniz.

Coziim:

(31) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,
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d°U(x)

LFE, { Tx0

} + LFE,{U(x)} = LFE,{B)

v—laLFEo{U(x)} —v°U(0) + LFE_{U(x)} = Bv?°

1
LFEG{U(x)}{U—U + 1} = Bv?? + Av°

g

LFE {U(x)} = v°(Bv? + A)

1+v°

30 20

%
+A
1+v° 1+v°

LFE,{U(x)} =B

v20 20
LFE = -B —v% |+ A
AU} (1 +oo ) + 1+v°
LFE,{U(x)} =(A—B) 1”:—; + Bv?? (32)

elde edilir.

(32) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniisiimii alinirsa,

U(x) =(A—B)E;((—x)?) + B
elde edilir.

X~Gamma(ea, f) gamma dagilimina sahip rastgele degisken olmak iizere,

moment ¢ikaran fonksiyonu (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

My (t) = E[et™] = ([%)

A~Gamma(a, B) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyanst;
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a a
E[A] ==,Var[A] = —=.
B B?
B~ Beta(a,t) beta dagilimma sahip rastgele degiskeninin, beklenen
degeri ve varyansi sirasiyla asagidaki gibidir (Khaniyev vd., 2017).

ab

a
E(B) =——, Var(B) = (@162 @tb+1)

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =

E[X]E[Y], beklenen deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir.
E[U(x)] = E[(A — B)E;((—x)°) + B]
= E;((—x)7)(E(A) —E(B)) + E(B)

= (5-755) B0 +

a+ ¥

Var[U(x)] = Var[(A — B)E,((—x)?) + B]
= E;((—x)?)?(Var(A) + Var(B)) + Var(B)

a atr
- (F T aT 6 at bt 1)) Eq((=0)7)*

N aty
(a+b6)(@a+6+1)

a=1,0=2a=2,6 = 3 o6zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans,

. (A2, oo 2 _ 1. 2
W) = (5 = 55 ) Ea (=) + 5z = 7 Ea (1)) + 2

2.3

VarlU@)] = (5 + o) E,(-2)°)* +

22 (2+3)2(2+3+1)

2.3 _
(2+3)2(2+3+1)

29 —)oy2 o L
o5 Eo ((=0)7)" +
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E(UX)

U(x)'nin beklenen degeri

0.
- 5=1
0.45 s
fing
0.4

Sekil 7.0 =1,09,08ve 0.7 ,a =1, = 2,a = 2,4 = 3 0Ozel degerleri i¢in

beklenen deger

U(x)'in varyansi

-- =1

Var(U(x))
o
N

U(x)'in varyansi

-k- =08

0.2

Var(U(x))

o
=

Sekil 8.0 =1,0.9,08ve 0.7 a=1,=2,a =2,& =3 0zel degerleri i¢in

varyans

E(UX))

0.45

Var(U(x))

Var(U(x))

U(x)'nin beklenen degeri

-- 5=0.9

U(x)'in varyansi

0.4

-4~ 5=0.9

U(x)'in varyansi

36
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Giiven araliklari
[E (u (x)) — 35tdsapma(u(x)), E(u (x)) + 35tdsapma(u(x))]

Guven Araliklari

25 T T T T T T T T T

|_j:| -~ E[UX)]-3*std[U(X)]
-~ E[UX)] i
-~ E[UX)]+3*std[U(X)]

3 Standart Sapmalik Giiven Aralidi

Sekil9. 0 =09ve a =1, =2,a = 2,4 = 3 6zel degerleri i¢in gliven

araliklari
Ornek-2.7.
d?9U(x) 4 a%U(x) _ x°
2o~ Ao t3UMX) = T 0<o<1 (33)

baslangi¢ kosullar1 U(0) = A, U (0) = B olmak iizere A~Exp(1 = 2) istel
dagilm, B~Ug¢g(a = 1,4 = 4,c = 2) {iggensel dagilimina sahip rastgele
degiskenleri icin, verilen rastgele 2 mertebeden lokal diferansiyel denklemi

Elzaki dontlistim yontemi ile ¢ozerek olasilik karakteristiklerini elde edeniz.
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Coziim:

(33) denkleminin her iki tarafina Elzaki dontisiim yontemi uygulanirsa,

g

LFE, {M} — 4LFE, {w} + 3LFE,{U(x)} = LFE, {ﬁ}

dx?20 dx°

UZLULFE(,{U(x)} —U(0) — v U@ (0) — 4vi6LFEG{U(x)} +4v°U(0) +

3LFE,{U(x)} = LFE, {ﬁ}

1 4
LFE UG} — — + 3} = A+ Boo—a4v7 + v%°
v v

g

20
LFE,{U(x)} = A + Bv°—4Av° + v%° (v—)

1—4v9+3v20

Av?%9 4+ Bu3°—4Av39 + 159

LFE,{U(x)} = (1—3v9)(1—v°)
_ Av®® + (B—4A)v + v
LFEG{U(x)} = (1—3v9)(1—v°)

(1-3v9)(1-v9) _ (1-3v%) + (1-v9)

1 = Kl(l - UJ) + Kz(l - 3170)

1= vd(—Kl — 3K2) + K1 + KZ

3 1
Ki==>,K,=—=>
1 2 ! 2 2
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(1— 317";(1 —v9) ; [(1 —1317")] _% [(1 —1 v")]

Av2‘7+(B—4A)v3‘7+v5‘7) 1(Av2”+(B—4A)v3”+v5")

(1-3v9) 2 (1-v9)

LFE, (UG} =5 ( :

34 v?9 3(B—44) v3° 3 v59 A v?°

LFE;{U(x)} = 2 1-3v° 2 1-3v9 | 21-3v° 2 (1-v9)

(B—44) v39 1 v59
2 (1-v9) 2 (1-v9)

(34)

elde edilir.

(34) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

34 A 3B-4A) (1, 1 v¥
U(X) ZTEG(SX )—EEO-(X )+TLFEO- —§U +§1—3UU

2 9 27 271 —3v°
(4A — B) 1 5 v29
+TLFE0' —UU+1_vo_

1 V20
—Z_LFE -1)__. 40 _ .,30 _ ..,20
> o { v v v +1_vcr

3 1 1 1 1 v?%
+—LFEU_1{—§v4"——v3"——v2”+ }

3A A 3(B—4A 1 1
V() = 2 E,(3x%) = S B, (%) + %{—5 + §E0(3x")}
3( 1 «x%° 1  x° 1E 3.0
+z{‘§r<1+20>‘5r(1+a)‘ﬁ+ﬁ o (3 )}
S N
1 xZO’ xa ) p .
_E{_r(1+20)_r(1+0)_ + Eo(x )}
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UG = E (x")[——+2A———E]+E (3x")[—+——2A+ !

18
Wl 11 1
+x°9 ==
2T(1+ 20) 2F(1+20)
Y S S S S Y S S S S
¥ 1T6T(+0)  2T(1+0) 2 18" 2 2
UCx) E(")[ +E(3")[ + +— * 2
x) =E;(x°) |——-=-= x9)|-= —

18 3F(1+a) 9

elde edilir.

X~Exp(A) tistel dagilimina sahip rastgele degisken olmak tizere, moment
cikaran fonksiyonu (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017).

A

My(0) = E[e¥] = ==

A~Exp(A) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyanst,

E[A] = % Var[A] = —=.

212

X~Ugg(a, &, c) iiggensel dagilimina sahip rastgele degisken olmak iizere,

moment ¢ikaran fonksiyonu (Feller, 1968).

(1& —c)et — (b —a)et + (c —a)e?t

My (t) = E[e™] = G —D)c—a) b -0

B~Uc¢g(a,&,c) rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi

(a+{&+c)V a+b?+c?—ab —ac— bc

E[B] = 3 ,Var[B] = 18

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =

E[X]E[Y], beklenen deger ve varyans asagidaki gibi hesaplanabilir.
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xO'

[U(x)] = [E (x%) [————— +E;(3x7) [“+ 18 3m

+§]
Bl 1 E[Al E[B] 1
WG] = En(Gom) [P EBL_ Y 4 k(o [ 2L L,
1 x° 4
+§F(1+a)+§
3 & 1
W) = E ()7 |25 - w _ E]

+(a+fr+c)+1 +1 x° +4
21 6 18 3r(1+o0) 9

Varto ) = Var [ro e [ -2 e [ 44  ] d ]

2 18 5F(1+a)

4 4

Var[U(x)] = E;((x)?)? <9Var(A) N Var(B))

Va;(A) N Var(B)

+ E,(3x9)? l

Var[U(x)]

422 72

1 +dz+&2+cz—w€v—ac—fvc
4% 72

_E((x)0)2<9 a2+&2+c2—w—ac-m>

+ E, (3x9)? I

A=2,a =14 = 4,c = 2 ozel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans;
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3 1+2+4 1
V0O = B, () |55~ 23
£ (30 1 (1+244) 1] 1 «x° 4
E,(3x >[‘ﬁ+—6 +ﬁ]+§—m+a)+5
| —11E,((x)?) 35E,(3x°) 1 «x° 4
- 12 T35 3TA+0) 9

9 124+42422-1.4-1.2-4.2 1
VarlU(x)] = E,((0)°)? (5 + ——— )+ Eo(3x7)? | = +

12+42+22—1.4—1.2—4.2] _ 95E5((x)?)2+23E;(3x9)?
72 144

U(x)'nin beklenen degeri U(x)'nin beklenen degeri
8000 4000

-- 5=1 -- =09

E(U(X))
E(UK))

X X
U(x)'nin beklenen degeri U(x)'nin beklenen degeri
1500 800
-1F-6=08 -0- 5=07
. 1000
g
2
w

500

Sekil 10. 0 =1,0.9,08ve 0.7 ,A = 2,a = 1,4 = 4,c = 2 6zel degerleri igin

beklenen deger

42



x 100 Ux)in varyansi x 100 U()in varyans

-- 621 -48- 5=0.9

Var(U(x))
Var(U(x))

0 1 2 3 0 1 2 3
X X
x 10" UX)in varyansi x 100  UX)in varyansi
8 8
-~ =038 =Lk~ 6=0.7
2 2
2 2
a a
> >
X X

Sekil 11.0 =1,0.9,08ve 0.7 A=2,a =1,4 = 4,c = 2 6zel degerleri igin

varyans

Giiven araliklari
[E(u(x)) — 3stdsapma(u(x)), E(u(x)) + SStdsapma(u(x))]

Guven Araliklari

1400 T r T T : |
- - E[U()]-3*std[U(X)] /
1200 - -4l - E[UX)] =k
_ -0~ E[U(x)]+3*std[U(X)] !
o D
T 1000 fal
: s
2 8001 / |
5 5
~ /
(_; 600 = ID I.
g = =]
3 =]
£ 400 I:F g
el
5 l...
@ 200~ .l g
.
ooooooegdEsEsE EsmEmmmgg.
_200 r r r r r -
0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 12. 0 =09ve A=2,a =14 =4,c= 2 6zel degerleri i¢in giiven

araliklari
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2.1. Rastgele Bagley-Torvik Tipi Denklemler

Bagley-Torvik denklemi, matematiksel fizik ve matematiksel biyoloji
alanlarinda kullanilan diferansiyel denklemlerden biridir. Bu denklem, viskoelastik
malzemelerin dinamik davranigsini modelleme amaci tasir ve 6zellikle uzun siireli
deformasyon ve gevseme olaylarii incelemek igin kullanilir. Bagley-Torvik
denklemi, geleneksel diferansiyel denklemlerden farkli olarak kesirli tiirev igerdigi

icin Ozel analitik ve sayisal yontemlerle ¢oziiliir.

Bu boliimde kesirli mertebeden rastgele Bagley-Torvik denklemini ele
alalim (Bagley ve Torvik, 1984).

Bagley-Torvik denklemi asagidaki gibi ele alinabilir.

d? u(x)

+ cD%u(x) + ku(x) = #(x)
u(O) =6, 22 =4

oc=2Xvadag =2
_zy T2

burada m, c, k, #(x) ve u(x) sirasiyla kiitleyi, sontimil, rijitlik katsayilarini, dis
kuvveti ve yer degistirme fonksiyonunu behrtlr , 0 € (0,2) mertebesindeki

KT(kesirli tiirev)'dir. Burada &, ve &, reel sabitlerdir.

Ornek-2.8.

3 7
@ U(x) + DZU(x) +U(x) = ﬁ xz + —BS:fx3 + Axz

dU(x) -0 (35)

Uuo) =

0 ax lx=0

baslangi¢ kosullari, olmak iizere A~Weibull(é = 1,{ = 4 ) Weibull dagilimina
sahip rastgele degisken i¢in, verilen rastgele % mertebeden lokal tiirevli Bagley-

Torvik diferansiyel denklemini Elzaki doniisiim yontemi ile ¢dzerek olasilik
karakteristiklerini elde edeniz.
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Coziim:

(35) denkleminin her iki tarafina Elzaki dontisiim yontemi uygulanirsa,

1

dzU(x)

1
dx2

d2U(x)
dx?

LFE, { } + LFE, + LFE,{U(x)}

354 3 35AVm 7
4 32

= LFE(,{ x2

L LFE UG} — U(0) = vU’ (0) + 5 LFE,{U )} — v2U(0)
v .

354 3 354Vm 7
+LFEG{U(x)}=LFEJ{ 7 X2 + & x3+Ax§}

1 } 1054V 7 1054vVm . 105AVm 11
—+1lf=——v2+—v° + —— 2

1
LFE"{U(X)}{E + 16 16 16

1
v2

11 5
1054Vn u. 1054vVr N 105,4\/nv17

16 Y~ 16 " 1
LFE,{U(x)} = —20 6 6
1+v2z+v?
11 15

_10512\/71 (vT +v7 + 177)

LFE{U(x)} = 3
1+v2+v?
11
LFE,{U(x)} = “’512“" vz (36)
elde edilir.

(36) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,
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U 1054V 1 7
X) = X
16 7

F(1+7)
UG 1054vVr 16 z
X) = X
16  105Vnm
7
U(x) = Ax2
elde edilir.

X~ (&,¢) Weibull dagilimina sahip rastgele degisken olsun (Weibull,
1951).

Weibull dagilimi i¢in beklenen deger ve varyans asagidaki gibi tanimlanir:

11 1
EX)=— EF(E)

G
var(r) = 0D

¢

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =

E[X]E[Y], beklenen degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir.
A
E[U()] = E [sz]

z
2

E[U(x)] = E[A]x

E[U(0] = — 2 T(G)x?

z
3

J)«m—\l*—‘
™| =

Var[U(x)] = Var [Ax%]

2

Var[U(x)] = Var[A] (x%)
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1

r(1+§)—r2(1+?)( Z)z

x2
¢

Var[U(x)] =

| N

& = 1,{ = 4 6zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans;

11 1 7 17
E[UMX)] =— -T(x)x2 = 7x2
=1 1 4
41
U(x)'in beklenen degeri
12 T T T T T
L)
II
/4
10~ e
/!
=
II
4
8 ! i
4
2 /l
S 6 / 7
w
=
'I
4 5] i
4
,I
A
2t o ]
.,,l’
e
- r r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

X

Sekil 13. & = 1,{ = 4 06zel degerleri i¢in beklenen deger
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Var(U(x))

2 1
r(1+5)-r2(1+7) 1
Var[U(x)] = > x7 = 1—6x7
41
U(x)'in varyansi
140 T T T T T :j
!
1
120+~ I
1
1
1
1
100 - i -
/
1
80~ |
1
II
,l
60 - / .
1
A
4
40 K4 -
4
H
20 /D' -
¢]_.D._.D_LD_.D._.D_-D-4 !—rﬂ'—n"l?’ r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 14. ¢ = 1, = 4 6zel degerleri i¢in beklenen deger

Giiven araliklari

[E(u(x.t)) — 3stdsapma(u(x,t)), E(u(x, t)) + 3stdsapma(u(x,t))]
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Glven Araliklari

50 T T T T T ﬁ
-l - E[U(X)]-3*std[U(X)] ;
40~ -~ E[U(X)] /4
== E[U(X)]+3*std[U(X)] ,lj
Oy ,
5 30 ’ .
H
2 20 pel .
0] Ij’
= o _m
S 10 - 7
% - - _.__.——.‘I’I
¢ o-o-o-m-B8=Ff a8 1
£ .
b 10+ “E._ i
[32] ‘~
20 LN
_30 r r r r r T
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Sekil 15. & = 1,{ = 4 6zel degerleri i¢in giiven araliklar

Ornek-2.9.
& ”(") + D2UGx) + U(x) = 12Bx? + Bx* +—ﬁx
(37)
U@ =042 —o,
dx lx=o

baslangi¢ kosullari, olmak iizere, B~Laplace(u = 1,b = 3) Laplace dagilimina
sahip rastgele degisken icin, verilen rastgele % mertebeden lokal tiirevli Bagley-

Torvik diferansiyel denklemini Elzaki doniisiim yontemi ile ¢ozerek olasilik

karakteristiklerini elde edeniz.

Coziim:

(37) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

3

d?U(x 2U(x

LFE, {#} rrg, |2V L e e
dx 1
dx2
LFE, {123 + Bt 4 2B %}
= X x — X
5T
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%LFEG{U(JC)} - U(0) —-vU'(0) + %LFEG{U()C)} — U%U(O)
v2
+ LFE{U(x)} = LFE, {1239(2 + Bx* + %x%}

9
+ 1} = 24Bv* + 24Bv® + 24Bv?

Siwl
olw| F

LFE {U(x)} {% +

13
24Bv® + 24Bv® + 24Bv 2

LFE{U(x)} = T
1+ v2 + v?2

13
24B (v6 +v8 4+ v7)

LFE{U(x)} = T
1+ v2 + v2

LFE,{U(x)} = 24Bv°® (38)

elde edilir.

(38) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

U(X) = 24B mx4

U()—24B1 4
X) = 24X

U(x) = Bx*

elde edilir.
X~ Laplace(u,b) Laplace dagilimina sahip rastgele degisken olsun.

Laplace dagilim1 icin moment ¢ikaran fonksiyon asagidaki gibi tanimlanabilir.

— tX1 — —
Mx(6) = Ele ]_1—b2t2'te< b’b)



Laplace dagilimi i¢in beklenen deger ve varyans asagidaki gibi tanimlanir:

EX)=u
Var(X) = 2b2.

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =

E[X]E[Y], beklenen degerleri asagidaki gibi hesaplanabilir.
E[U(x)] = E[Bx*]
E[U(x)] = E[B]x*
E[U(X)] = ux*
Var[U(x)] = Var[Bx*]
Var[U(x)] = Var[B](x*)?
Var[U(x)] = 2b%(x*)?2

Var[U(x)] = 2b?x®
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u =1,b = 3 6zel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans;

E[U(x)] = x*

U(x)'in beklenen degeri

90 3 3 3 3 3 i

80~
/

70~
/

60~
’
/

E(U(X)

20 ‘

Sekil 16. u = 1,b = 3 6zel degerleri i¢in beklenen deger

Var[U(x)] = 18x8

x 10° U(x)in varyansi
12 T T T T T
"
1
I
1
1
10+ I
I
1
I
1
i
8~ !
1
.
E
2 6- P
= I
3 /
> i
1
II
4ﬁ -
A
4
4
4
4
2r o 4
,/
.
Y - I .t :
0 0.5 1 15 2 25 3
X

Sekil 17. u = 1,b = 3 6zel degerleri i¢in varyans
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Giiven araliklar1
[E(U(x)) — BStdsapma(U(x)), E(U(x)) + 3stdsapma(U(x))]

Guven Araliklari

1500 T T T T T
-l - E[U(x)]-3*std[U(x)]
-8~ E[U(X)]
=~ E[UX)]+3*std[U(x)] A
5 1000 Ve
g m
< /’
P
3 500 o i
= ’D’
g D,—D'
& d::l--EI--EI--I:I---I:I--I}EQEEEEE—I--I—-I--I--I".“,.
5 g
5 |
o u
™ ~ |
-500 -\
‘\
-1000 ' ; r ' : [ ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 18. u = 1, b = 3 6zel degerleri i¢in giiven araliklar

Katsayilar1 Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Diferensiyel Denklem

Sistemleri

Ornek-2.10. Asagidaki 6rnek ile kesirli merteben rastgele adi diferansiyel

denklem sisteminin Elzaki Doniisiim Y6ntemi kullanarak ¢6ziimiinii inceleyelim.

D¥x(t) = Ax — By

Dfy(t) = —Ax + By (39)

x(0) =1, y(0) =—1 baslangig kosullar1 olmak iizere, A~Ustel(1) -
A~Ustel(A=2) diistel dagihma sahip, B~N(u,0%) > B~N(u=3,0% =4)
Normal dagilima sahip, rastgele degiskenler olmak iizere rastgele Elzaki Doniistim

Yontemiyle denkleminin ¢6ziim davraniglarini elde ediniz.

Coziim:
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(39) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa

LFE, [%] — LFE,[Ax] — LFE,[By]

LFE, [%] = LFE,[-Ax] + LFE,[By]

viaLFEa{x(t)} —v%x(0) = ALFE, {x(t)} — BLFE, {y(t)}
U%LFEa{Y(t)} —v?y(0) = —ALFE{x(0)} + BLFE,{y(t)}

[via B A] LFE {x(£)} + BLFE,{y(t)} = v°

ALFE, {x(D)} + [Uia - B] LFE, {y(t)} = —v®

Cramer yontemi ile;

1

e A B [LFEL) | o |
PR SN | 127 M 70 B S
v(l

v% B
—v* L. p LA
LFE{x(t)} = L i =—

a 1 - 1 B A - 1 B A

a4 B e ya yatAB-AB  LHa—aTia
1
A v_“_B
elde edilir.

(40) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniistimii alinirsa,
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x(t) =E~1! -

x(t) = E-1|

x(t) = E~1|

1
1-Bv¥—Av®
20

2@
J—Bv“—Av“]

(v*®)? ]
[1-(4+B)v®

x(t) = E,((A + B)t%) ifadesinde, @ = 1 secilirse x(t) = e4*B)t elde

edilir.
Taylor serisi agilimi,
242 3+3
x(t) 1+ (A+B)t + (A+B)“t + (A+B)°t + 0(t4)
1! 2! 3!
elde edilir.
via—A v%
. a ——+Av%—Av%* -1
LFEa{y(t)} - vi"-'f ; - v;a_u%_vi“-'-AB_AB N ;a_v%_vi“
A via—B
elde edilir.
(41) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniisiimii alinirsa,
-1 [ 1
y(t) =E —T B 4
220 @ 5@
| 1
O
| v2a
[ 2a
v
t)=E'|-
y(® | 1—Bv*—Av®
(v®)?
t)y=E"'|-
y(®) l 1— (A +B)v®
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y(t) = —E,((A + B)t%) ifadesinde, a = 1 segilirse y(t) = —eA+B)t elde

edilir.

y(t) = —e*+B)t jfadesinin Taylor serisi agilimi

A+B)t (A+B)?*t> (A+B)3¢3
+( )+( ) +( )

4
1! 2! 3! +00%)

y(t)=-]1

elde edilir. A~ Ustel(A) iistel dagilimmna sahip rastgele degisken olsun. Ustel

dagilimi icin moment ¢ikaran fonksiyon asagidaki gibi tanimlanabilir.
My (t) = E[etX] = ﬁ,t <A

Ustel dagilimi igin momentler ve varyanslar asagidaki gibi tanimlanur:

. 2 21 ny —
E(A)_/’L’E(A)_/’LZ”E(A)_AH
1 20 684
VCLT(A) = A—Z,VaT(AZ) = /1—4,Var(A3) = /1—6

B~ N(u,0?) normal dagilimina sahip rastgele degisken olsun. Normal

dagilimi i¢cin moment ¢ikaran fonksiyon asagidaki gibi tanimlanabilir.

My (t) = E[e¥X] = ehtH5o°t?
Normal dagilimi i¢in momentler ve varyanslar asagidaki gibi tanimlanir:

E(B) = u,E(B?) = 0*+u* E(B*) = 30*u + p*, E(B*)
= 30* + 602u? + u*,
E(B®) = 150*u + 10023 + u® E(B®)
= 150° + 450*u? + 1502u* + u®

Var(B) = 6%, Var(B?) = 20* + 40%u?,Var(B?)
= 150° + 360*u? + 902 u*
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Var[AB?] = E[A%|E[B*] — E[A)*E[B?)? = %(304 + 60%u? + u*) —

1
/1_2 (O.2+M2)2

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =
E[X]E[Y], Var[XY] = E[X?]E[Y?] — E[X]?E[Y]*beklenen degerleri asagidaki

gibi hesaplanabilir.

Beklenen deger ve varyans;

2

Elx(0)] = E[1] + %E[A +B]+ %E[AZ + 24B + B?]

t3
+ gE[A3 + 3A%B + 3AB?*+B3]

2
Elx(®)] =1+ % [E[A] + E[B]] + % |[E[A%] + 2E[A]E[B] + E[B?]]

+ ;—3; [E[4%] + 3E[A%]E[B] + 3E[A]E[B?] + E[B®]]

1 2 2 t2

A A2 A 2
6 6u 3(c*+u? 5 S\t
+<ﬁ+?+T+30’ u+u E

242
Var[x(t)] = Var l1 + 4+ B)t+ (A+B)7t N (A +B)3t3l

1! 2! 3!

Var[x(t)] = Var[1] +§(Var[A] + Var|B])

t4-
+ Z(Var[Az] + 2Var[AB] + Var[B?]

6
+ ;_6 (var[A3] + 3Var[A®?B] + 3var[AB?] + Var[B3])>
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£? 10 + 24202 + 2202 + 0*2* + 202220t
Varlx(®)] = 3 + t%0% + ( o #h)

+ (228 + 50*A* + 1002u%2A* + 2*u* + 242%62 + 20A%u? + 50°1°

6

t
1206442 26 2,476
+ 120*u* A° + 30 ,u/1)12/16

A =2,u=3,0%= 4 dzel degerler i¢in,

1 2 23 ;)\ 2
E[x(t)]=1+(E+3)t+<2—2+7+4+3)7
6 63 3(4+3%)
<z—s+z—z+T

t3
+ 3.4.3 + 33)?

—1+7t+33t2+117t3
- 2 4 8

Var|[x(t)]
t3 ,  (10+2.22.4+22.3% +16.2* + 2.4.3%.2")t*
= —+4t% +
22 2.24
+ (228 +5.16.2% +10.4.32.2% + 24.3* 4+ 24.22.4 + 20.22.32
t6
12.26

+ 5.64.2°% + 12.16.32%.2° + 3.4. 3*.2%)

_17t? N 743t* N 50737t
4 16 192

Benzer sekilde yukaridaki hesaplamalar yapilirsa,

Ely(®] = E[-x(8)]

= 1+(1+ )t+(2+2“+ 24+ Z)tz
B ATH)ET T T TR,

6 6u 3(c%+u? t3
_ 7 3 2 3
+ <A3 + B + 71 +30°u+u 3
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A+B)t (A+B)?*t? (A+B)3t3
4 ( ) + ( ) 4 ( )
1! 2! 3!

t2 10 + 2A%20% + 2%u? + a*2* + 202%u?AM)t*
a2l K )

yE 224
+ (228 + 50*2* + 1002u%2A* + 2*u* + 242%02 + 2072 p?

t6

1216

Varly(t)] = Var[—x(t)] = Var |1

+ 50°2° + 120*u? 2° + 302 u*1°)

A =2,u=3,02%=4 ozel degerler igin,

2

Ely(®] = —[1+(1+3)t+<£+£+4+32)t—

2 22 2 2
+ 6+6'3+3(4+32)+343+33 i
23 22 2 o 6
7 33 117 7 33 117
— _ _ _ 42 43| = 1 42 T 43
[1+2t+4t+8t] St— 5t
Varly(0)] = t2 a4 (10 +2.22.4 4+ 22.32 + 16.2* + 2.4.3%2.2%)t*
FTALT=52 2.2%
+ (228 4 5.16.2% + 10.4.32.2* + 2*.3* + 24.22.4 + 20.22.32
t6
64.25 4+ 12.16.32.26 + 3.4. 3*.26
+5.6 + 6.32.26 +3.4. 3 )12.26

17t N 743t% N 50737t
4 16 192
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x(t)'nin beklenen degeri

500

450 [

400 -

350

300

E(x(1)

200 -

250

3 T 3 3

150~ ’

100 - %
o

or -

0 0.5 1 1.5 2

Sekil 19. 12 = 2,u = 3,02 = 4 dzel degerleri i¢in beklenen deger

1.8

1.6

1.4

1.2

Var(x(t))
=

0.8

0.6

041

0.2

C[]"D"D'E'D"D"D"* !--rl"r'D”D’ r

Sekil 20. A = 2, u = 3,02 = 4 dzel degerleri icin varyans

X 10° x(tynin varyansi

L L L L

g =]
[
]
1|

1
1
1
1
1
1
1
1
1
5|
1
1
I
1
1
1

S~

0 0.5 1 15 2
t
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Giiven araliklar
[E(x(t)) — 3stdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

Guven Araliklari

2000 T T T T T
-~ E[x(t)]-3*std[x(t)] Lj]
-l- Elx()]
1500 =0~ E[x(t)]+3*std[x(t)] o -
’§’ /’
2 o
c L 4 -
§ 1000 ) o
3 J=g
= i /D'
g 500 o - o
® = _.__-.
‘g _-0 .__.__._-l'
§ ([]--D--D--ﬂﬁﬂ::E:i:::’ .
[ "'. -.
o N
1) l\.
500~ ‘\.\ N
\.\\
_1000 r r r r r F
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Sekil 21. 2 = 2,u = 3,02 = 4 dzel degerleri i¢in giiven araliklari

y(t)'nin beklenen degeri

T T T

@--E-m-

T
Ay
ol o

o ]

-100 - N .

-150 . .
m

-200 5| .

-250 - 5] .

-300 - \ 1

E(®)

-350 - N
-400 - -

450 - \

~IF

-500 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 22. 2 = 2,u = 3,02 = 4 6zel degerleri i¢in beklenen deger
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x 10° y(t)nin varyansi
2 T T T T T o
1
1
1

161

141

Var(y(t)

o
©
7

o
[«2)
T
..
1

Sekil 23. 1 = 2,u = 3,02 = 4 dzel degerleri icin varyans

Giliven araliklan

[E(y(8)) — 3stdsapma(y(¢)), E(y(t)) + 3stdsapma(y(t))]

Gulven Araliklari

1000 T T T
-~ Efy(0} sty 0] O
-~ Efy()] p=g
s00| ~ B EyO13stly (] at
-
5 o
g e
s @O-m-O-E=g=f- _ZE @ 1
2 B
3 g -B-
¢ B-g
3 8 B-g
g_ -500 [~ \.\
3 L%
b=
S -1000 ‘\ i
3 L}
™ \\
-1500 - .\ 7

-2000 .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil24. 1 =2,u =3, 0% = 4 6zel degerleri i¢in giiven araliklar
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Baslangic Kosullar1 Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Diferensiyel

Denklem Sistemleri
Ornek-2.11.
D&x(t) =2x+y

D&y(t) = 7x + 8y (42)

x(0) =4, y(0) =B baslangic kosullar1 olmak fiizere, A~Beta(a,t ) —
A~Beta(a =2,4 =4) Beta dagilima sahip,
B~Gamma(u,v) » B~Gamma(u = 3,v = 1) Gamma dagilima sahip, rastgele
degiskenler olmak iizere rastgele Elzaki Doniisiim Yontemiyle denkleminin ¢6ziim

davranislarini elde ediniz.

Coziim:

(42) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniisiim yontemi uygulanirsa,

d%x
LFE, [F] = LFE,[2x] + LFE,[y]
dyl
LFE, [W] — LFE,[7x] + LFE,[8y]
viaLFEa{x(t)} — v%%(0) = 2LFE,{x(t)} + LFE,{y(t)}

o LFEL{y (D) — vy(0) = TLFE,x(D) + BLFE,{y (D)
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[via - z] LFE,{x(£)} — LFE,{y(£)} = Av®

—7LFE, {x(t)} + [via - 8] LFE,{y(t)} = Bv*®

Cramer yontemi ile;

1 2 1
ve LFE{x()}] _ [Av“]
- a
IS N | 1770
e
Av® -1
a 1 Av® a a
Bv 17_“_8 V_(Z_SAV +Bv A—-8Av%*+Bv%
LFE{x(t)} =13 =71 8 2 =—T 710 =
a2 1| pamEetle=7  papatd
1
-7 -8
A-8AV*+BVv*  Av¥—8Av3*+Bv3%  Kv?%* Kv2“ 43
1-10v%+9v2% T q_qopatop2a T 1_p@ | 1-gp@ (43)
V20

Gerekli iglemler yapilirsa, K; = %, K, = -

T8
elde edilir.

(43) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki doniisiimii alinirsa,

Y ()

— -1
¥ =E 1—ve 1—9v®
7A_B 2a A+B 2a
1—v¢ 1—9v~

x(t) = (7A8_B) E,(t%) + (%) E,(t°%) ifadesinde, o = 1 segilirse,
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x(t) = (%) et + (%) e% elde edilir.

a1 a

a2 Av Bv% a a

-7  Bp® —a —2BvT+74v B-2Bv%*+7Av*

LFE . {y(®)} =13 =T 3 2 =71 38 2 =
a2 wa e atle=7  Lamiaat?
1

-7 58
B—2Bv*+7Av* _ Bv2*-2Bv3%+7A4v3% K v?* n Kpv2® 44
1—umj+mﬂa - 1—10p2+9p2a T 1—pa 1—9pa ( )

v 4

Gerekli islemler yapilirsa, K; = 7'4%73, K, = 574

elde edilir.

(44) esitliginde, her iki tarafin ters Elzaki dontistimii alinirsa,

e L o

L
y(®) =E 1— @ 1—ope

7A+ 7B\ 24 B —7A\ 4
y(©) =E* ( 18_v2v +E G 18_91)7:

7A+7B B-7A

y(t) = (= )Ea(t“)+( - )Ea(t"“) ifadesinde, & = 1 segilirse,

y(t) = (@) et + (%) e% elde edilir.

A~ Beta(a, b) beta dagilimina sahip rastgele degiskeninin, beklenen degeri
ve varyansi sirasiyla asagidaki gibidir (Khaniyev vd., 2017).
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at

a
E(4) = at+s’ Var(4) = (a+6)2(a+6+1)

B~ Gamma(u,v) Gamma dagilimina sahip rastgele degiskeninin,

beklenen degeri ve varyansi sirasiyla asagidaki gibidir.
u u
E(B) = Var(B) =5z

Bu momentleri kullanarak X ve Y bagimsiz rastgele degiskeninin E[XY] =
E[X]E[Y], Var[XY] = E[X?]E[Y?] — E[X]?E[Y]?beklenen degerleri asagidaki
gibi hesaplanabilir.

Beklenen deger ve varyans;

A+B>

ELx(0)] = E(E (*
x()] = E, 5

) + E,(t°%)E (

1 1
BIx(0)] = Eo(t9) [ TEA) = EB))| + Bo(¢°9) [5 (BA) + E(B))

B0 = ) [5 (7 (5) — 5)] + Bt E <(a )t %ﬂ

E[x(0)] = Eq(t9) [ = 2] 4+ Eo(°%) [

8a+8[r 8a+8[r

A+B)

Var[x(t)] = E (t%)?Var (7 -

) + Ea(tga)zVar(

Var[x(t)]

— E,(t%)? [@z Var(A) + (%) Var(B)

1 1
9a 2
+ E,(t°%) [64 Var(A) + 1 Var(B)]
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Var[x(t)]

= E,(t%)? (7)2( i )+ (§) :

(a+6)2@+6+1)

0 G rarere )

Var[x(t)]

= Eq(t%)? :Z ((a_i_&)zcgf_kfy + 1)) 6:172]

+ Eq(t7)? [6_4 <(a n /&)Z?f_F b + 1)) + 6:172]

a = 2,4 =4,u=3,v =1 06zel degerleri i¢gin beklenen deger ve varyans;

FIx(] = Bt [ s — 5| + Ea 6|

82+84 8 821848

E[x(t)] = Eo(t%) [24 gl Bt [24 8]

E[x(8)] = Eq(t%) [__ F B % |

Var[x(t)]

49 2.4
= E,(t%)? 64((2+4)2(2+4+1)) 64.1]

+ Eq(t7%)? [6—4 <(2 n 4)2?24+ 4 + 1)) * 64.1]
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191

41
Var[x(t)] = E,(t*)? [%] + E,(t°%)? [M

x(t)nin beklenen degeri x(t)nin beklenen degeri
1 1
osr ~H-a=1 ! 08 -4- =09 h
2 2 i
Z Z [
i i} !
. 1
t t
X(t)nin beklenen degeri X(t)nin beklenen degeri
1 1
-1F- ¢=08 == 4=0.7

E(x(®)
E(x(®)

Sekil 25. ¢ =1,0.9,0.8ve 0.7 ,a = 2,6 = 4,u = 3,v = 1 6zel degerleri i¢in

beklenen deger

X(t)nin varyansi X(t)nin varyansi

-F- =1 -~ 4=09

Var(x(t))
Var(x(t))

0 0.5 1

t t
x(t)'nin varyansi x(t)nin varyansi
1 1
-~ ¢=038 h -1k~ a=0.7

Var(x(t))
Var(x(t))

Sekil 26. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 ,a = 2,4 = 4,u = 3,v = 1 6zel degerleri igin

varyans
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Giiven araliklari
[E(x(t)) — 35tdsapma(x(t)), E(x(t)) + 3stdsapma(x(t))]

Guven Araliklar

4 T T T T T T T T T ﬁ
-~ E[x(t)]-3*std[x(t)] /

3+ -8~ E[x()] ,Jj .
5 =0~ E[x()]+3*std[x(t)] EI'D
E: .D—D'D
g u—u—ﬂ'ﬂu’n—u 1
S o
T 1k
g _.,l‘
: B-E-5-0-8E-0-8 00000 R

0 [ -
5
o

LE T8
~l_...
B E-g-
2 r r r r r r r r - .-.

Sekil 27.a =09 ve a = 2,4 = 4,u = 3,v = 1 6zel degerleri i¢in giiven araligi

2.2. Elzaki Adomian Ayristirma Yontemi
Bu boliimde kesirli adi diferansiyel denklemler ve denklem sistemlerinin
Elzaki-Adomian ayristirma yontemini(Varsoliwala ve Singh, 2020) kullanarak

¢Ozlimii sunulmaktadir.

Kesirli adi diferansiyel denklem agagidaki gibi verildiginde

Dey(t) = g(t) + Ny(t) + Ry(t), (45)
ve y(0) = ¢ baslangic kosulu, DF = “DZ bir Caputo kesirli tiirev operatorii
0 <a <1, N lineer olmayan bir operatdr, R lineer bir operatdr, g diferansiyel

denklemin homojenligini gosteren bir fonksiyon ve y(t) denklemin ¢6ziimii olsun.

Denklem (45)’deki Elzaki doniistimii kullanilarak,

y() =v2y(0) + v¥E[g(O)] + v*E[Ny ()] + v*E[Ry(t)]. (46)

elde edilir.
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Daha sonra (46) ifadesinin ters Elzaki doniistimii alinirsa,

y(&) = y(0) + ET [v*E[g(D]] + ET [v*EINy(D]] + E* [v*E[Ry(D)]]- (47)

Adomian ayristirma yontemi y fonksiyonunun sonsuz bir seriye

boliinebilecegini veya ayristirilabilecegini varsayar (Adomian, 1988; Al Awadah,
2016).

y(®) =Xno¥n() =yo +y1 +y2 + -, (48)

burada y,, yinelemeli olarak belirtilebilir. Bu yontem ayni1 zamanda lineer olmayan

operatdr Ny’nin sonsuz bir polinom serisine ayristirilabilecegini de varsayar.

Ny = Zizo An, (49)

burada A,, = A, (Yo, Y1, Y2, ---» ¥n) tanimli bir Adomian polinomudur,

1 d"
An(yOJ yl’yzl ---'yn) = ;m [N(ZZL:O/’{]( yk)]ﬂ=01 n= 0:112; e

burada A bir parametredir. Adomian polinomu A4,, asagidaki gibi tanimlanabilir

14° °
0= 01 a0 N Zﬂk)’k = N(yo)
k=0 A=0

1 dt !

R TIPT N(Z Ak}’k) = y1N'(yo)
' k=0 A=0
1 d?

A,

T 21dx

2
2
! y 144
N (Z A¥ Yk>] = y,N'(yo) + %N (7o)
k=0 A=0 '

(48) ve (49) ifadesini (47)’te yerine yazarsak,
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Yo oY () = y(0) + EY[v*E[g(D)]] + ETHv*E[Z5-0 Anl] +
E7vYE[R -0 ya(D]] (50)

(50) denkleminin ayn1 mertebeli terimleri esitlenirse

vo =¥(0) + ET[v*E[g(D]],

y1 = ETYv*E[A,]] + E"[v*E[Ry,]],

y, = ETvE[A;]] + E7[v*E[Ry4]], (51)
y3 = E"Yv*E[4,]] + ET[v*E[Ry,]],

Boylece genel olarak Elzaki-Adomian ayristirma yontemini kullanarak
siradan diferansiyel denklem ¢6ziimii (51)’in yinelemeli iliskisi agagidaki gibi elde
edilir.

Yo =y(0) + E7v*E[g(®]], (52)

Yn+1 = ETv*E[A,]] + ETv*E[Ry,]], n = 0,1,2, ...

Ornek-2.12.

DEy(t) = —y?2(t)+1, 0<a <1, y(0)=0 (53)

Kesirli mertebeden tiirevli baslangi¢ kosulu ile verilen diferensiyel

denklemi Elzaki-Adomian ayristirma yontemi yardimiyla ¢oziiniiz.
Coziim:
(53) denklemine Elzaki-Adomian ayristirma yontemi uygulanirsa,
yo =y(0) + E7*[v*E[1]]

Yni1 = —E7Hv*E[4,]]
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Yo

V1

Ao

V1

Y1

V1

V1=

V2

V2

V2= —

V2

Y2

=0 + E—l[va’.UZ] — E_l[v“+2] —

= —E"[v*E[A,]]

tZa

= N(yo) = yo° CICTE)

= —E"1|v%E

tZa
I (a+ 1)]

1
:_E—l[ [ SE—— 1 2a+2]
v e+ 1) Ca+1v

F2a + 1)

— _E—l[ 3a+2_N" " @ 7
v Ta+ 1)

['Ca+1)
" TZ(a+ DI'Ba + 1)

3a

= —E"[v*E[A,]]

2l (2a + 1)
"I3(a+ DrBa+1)

4a

= y1N'(yo) = 2yoy1 =

= —E_l

] AQa+1)
viE [_ Bla+ DIBat 1)’ ]]

o r@e+n .
E 1[_” et DrGa+ )1 ]]

2T 2a + 1)
Bla+ DrGa +1)

=—E1 [—v“ (4a + 1)174“*2]

— _p-1|_. 5a+2 2r2a+1)r(4a+1)
=—k [U 3(a+1)(3a+1)
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_ 2'2a + DI'(4a + 1)
" B(a+ 1DIr@a+ DIGa+ 1)

5a

V2

y®) =yotyi ty, + -

y(t)
ot Fra+1) 3
" T(a+1) TI(a+DIrGa+1)
2'Ra+ DI'(4a + 1) [ 4
PBla+ Dr@Ba+ DHrGa+1)
¢Oziimii elde edilmis olur.
y(t)nin ¢6zUm dawanisi
400 T T T T T T T T T
-4- a=1 ’ﬁ
350 -~ 0=09 i
’ -- ¢=08 ,‘
s00] “ ¥~ a=07 ,‘-
By
250 - =N

Sekil 28. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 i¢in y(t)’ nin ¢oziim davranislari

73



(b)

8 ® 0 0.8
HL
0.6 I:I'I:r 0.6 l’.
J:I'Er .,l’
0.4 o g 04t J
) |
02 O 02t M
O -4F- Elzaki-Adomian w -~ Tam Coziim
o o
0 0.5 1 0 0.5
t t
0.04 ©
- - Mutlak Hata 'II;I
0.03 !
!
£ 0.02} p
0.01 Jj'
(uﬂ-n-unuﬂL
0.5 1

(b) tam ¢oziimii

Sekil 29. (a) Elzaki-Adomian
¢) Mutlak hata = |y¢gm — Yeal @ = 1 i¢in

Ornek-2.13.
(54)

DEy(t) =y2(t) +t?, 0<a<1, y(0)=1

Kesirli mertebeden tiirevli baslangi¢ kosulu ile verilen diferensiyel

denklemi Elzaki-Adomian ayristirma yontemi yardimiyla ¢oziiniiz.

Coziim:
(54) denklemine Elzaki-Adomian ayristirma yontemi uygulanirsa,

vo = y(0) + E"[v*E[t?]]
Yn+1 = E7Y[v¥E[A,]]

Vo = 1+ E"veT(3)v*]
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2t¢X+2

— —19[,a+4] —
Yo =1+ E~12[v***] 1+F(a+3)

vy = ETHv*E[4,]]

2pa+2 )2 44 +2 4ot

A0=N(YO)=3’02=<1+m a3 @3

4ta+2 4t2a+4-

T Ta+3 " at3)

y1 =E71

v*E [1

y; =E71

aE 1 E 4ta+2 E 4_t2a+4
veE[] + IF(a+ 3)] + [Fz(a+ 3)]

y, = E7|v® [vz + I'(a + 3)vett

I['(a + 3)

+ y 4 4 Ir2a + 5)172‘”6]
I'?(a + 3)

V1= E7!

ve [vz + 42+t + rQa + 5)172‘”6]]

I2(a+3)

y, = E™! [v“*z + 4p2att 4 rQa + 5)v3“+6]

I2(a+3)

ot N 4t2at? N AT (2a + 5)t3e+4
" T(a+1) TQRa+3) TI2(a+3)rBa+5)

V1

Ay = y1N'(yo) = 2Yoy1

2t6(+2 ta 4t2a+2 4_1"(2a + 5)t3a+4
A, =2(1+

F(a+3))\I'(a+1) * F'2a + 3) * I?(a +3)l(3a +5)

y, = ET v E[A]]
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Zta 4_t2a+2 8t2a+2
+ +
[(a+1) T(a+Dl(a+3) T'Ra+3)

y, = E71 v“E[

N 16¢3a+4 N 8I'(2a + 5)t34t4
Fa+3)(a+3) TIZ(a+3)IBa+5)

4 16T (2a + 5)t*atse
B(a+3)3a+5)

% ;F(a + 1)vet?
F(a+1)

+v F(2a + 3)v2att

’ I'(a+ DI'(a + 3)

+ v I'2a + 3)v2e+*

a

I'a + 3)

16

a

I'2a + 3)I'(a + 3)

8I'(2a + 5)

a 3a+6
T R 3T Ga T 5 CF O

16I'(2a + 5)
B(a+3)3a+5)

+v I'(3a + 5)v3%+e

+ v [(4a + 7)v4“+8]

AT 2a + 3)v3et4 sqra . 16T(Ba + 5)v*e+e
F(a+ Dl(a+3) 7 [(2a + 3)T(a + 3)

8r'(2a + 5)v*e+e N 16I'(2a + 5)I'(4a + 7)v°*+8
I?(a+3) 3(a+3)lBa+5)

y, = E—l 2v2a+2 +

e N 4T 2a +3) t3e+? N gr3a+2
T TQRa+1) T(a+Dr(a+3)TBa+3) TBa+3)

N 16I'(3a + 5) ghate N 8r(2Qa +5) 4t
F2a+3)I(a+3)T(4a+5) TI?(a+3) I'(4a+5)

16TQa +5)(4a +7) t5%+6
Bla+3)Ba+5) I'Ga+7)

V2

y(@&) =yo+yi ty, + -
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Zta+2 N t* N 4t2a+2 N 4F(2a + 5)t3a+4
(a+3) T(a+1) TQRa+3) TIZ(a+3)Ba+5)
N 2t2¢ N AT(2a + 3) g3at2 N gt3at2

FRa+1) T(a+Dl(a+3)TBa+3) T'Ba+3)
16I'(3a + 5) ghatd N 8r2Qa +5) t*et4
F2a+3)I'(a+3)T4a+5) TI?(a+3) I'(4a+5)

16T2a + 5)I'(4a +7) t5%+6

B(a+3)IBa+5) I'(Ga+7)

y(t)=1+

¢Oziimii elde edilmis olur.

y(t)nin ¢éziim dawranisi
900

T T T T

== =1

gool- == «=0.9
-1- g=0.8
700 —-F- ¢=07

y(t)

Sekil 30. ¢ = 1,0.9,0.8 ve 0.7 i¢in y(t)’ nin ¢oziim davranislari

2.3. Kesirli Elzaki Homotopy Analiz Yéntemi (KEHAY)

Bu boliimde nonlineer Kesirli Kismi Diferansiyel Denklem (KDD)’in
¢oziimii i¢in Kesirli Elzaki Homotopy Analiz Yontemini (KEHAY) (Sachit ve
Jassim, 2023) kullanacagiz. Asagidaki formda bir genel kesirli nonlineer Kesirli
Diferansiyel Denklem (KDD)’1 diigiinelim:

DE¥(x,t) + R¥Y(x,t) + N¥(x,t) = G(x,t), m—1<a<
m, xeR, t>0 (55)

Y(x,0)=¢®(x,0), k=1,273..,m—1 (56)
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baslangi¢ kosullar1 verilsin:
R — lineer diferansiyel operator
N — genel nonlineer diferansiyel operator
G (x,t) — kaynak terimi

(55) denkleminin her iki tarafina Elzaki doniistimii uygulayalim.
E[Df¥(x,t)] + E[R¥Y(x,t)] + E[N¥(x,t)] = E[G(x, t)] (57)

Elzaki donilistimiiniin diferansiyel 6zelligi ve baslangi¢ kosullart

kullanilirsa,

E[¥(x,1)]

YA

E[G(x,t)] (58)

— Yk 7t w® (x, 0) + E[RY (x,t)] + E[N¥ (x,t)] =

ya da
E[¥(x,t)] — XMt 22tk wl (x, 0) + z*{E[R¥ (x,t)] + E[N¥ (x, )] —
ElG(x,t)]} =0 (59)

Nonlineer operatorii tanimlayalim:

N[D(x,t; Q)] =
E[@(xt; )] — Ticg 22w (x, 0) + z¥{E[RB(x, t; )] + E[N®(x, t; q)] —
E[G(x,t)]} (60)

q € [0,1] ve @(x, t; q) x,t, qg’nun reel fonksiyonu olmak tizere (60)

denklemine sifirinct mertebeden deformasyon denklemi denir.
(1= @E[@(x,t;q) — ¥ (x,0)] = qhH(x, t)N[B(x, t; q)] (61)
Burada h # 0 bir yardimci parametredir.

Yy (x,t), ¥(x,t)’ nin ilk tahminidir ve @(x, t; ) bilinmeyen bir
fonksiyondur.

Agikcasi, ¢ = 0 ve g = 1 parametresi sirasiyla
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O(x,t;0) =Py(x,t),0(x,t;1) =¥(x,t) (62)

saglar. Boylece q 0’dan 1’¢ arttikga @(x, t; q) ¢oziimil, ilk tahmin olan
¥y(x,t)’den ¥ (x,t) ¢oziimiine degisir.
q’ ya gore Taylor serisinde @(x, t; )’ u genisleterek,

B(x, t;q) = Po(x, ) + Xmey U, t) g™ (63)
sahip oluruz.
_ 1 0Mp(xt;q)
Yo (x,t) = o oo (64)

Eger yardimci lineer operatdr, baglangi¢ tahmini, bir yardimer parametre h

ve yardimci fonksiyon 6zel olarak secilebilir.

(63) serisi g = 1’de yakinsar, o zaman orijinal lineer olmayan denklemlerin

coziimlerinden biri olmas1 gereken
Y(x,t) = ¥Po(x,t) + Y1 ¥Pn(x,t) (65)

elde ederiz.
Tanim (65) gore, yonetici denklem sifir dereceli deformasyondan (61)

cikarilabilir.

Vektorleri tanimlayalim:
T (x,t) = {Wo(x, 1), ¥y (x, 1), ..., U (%, 0) } (66)

Sifir dereceli deformasyon denkleminin (61) q’ya gore m —kez diferansiyel
almip ve sonra m! boliinmesi ile ve sonunda g = 0 yerine yazilmasi ile m.

mertebeden deformasyon denklemini elde ederiz.
E[#i (6, £) = Xy W1 (6, )] = hH (6, )Ry (Pra (6,1) ) (67)
Ters Elzaki doniisiimlerini uygulayarak,

W (x,t) = %Wy 1(x,t) + E1 [hH (x, )R, (?m_l(x, t))] (68)

-1 .
1 om N[@(X,tﬂ)]| (69)

Rm(llum—l) = (m—1)! aqm—l q=0
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ve X, =

{0, m<1 (70)

1, m>1
Bu sekilde h = —1, m. mertebeden m > 1 i¢in ¥,,,(x, t) kolayca elde edilir.

P (x,t) = Xm=o Pm(x, 1) (71)

Ornek-2.14. Asagidaki 6rnek ile baslangic kosulu rastgele olan kesirli

mertebeden kismi diferansiyel denklemi inceleyelim.
DEU—U,, —U=0 (72)
Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemin
U(x,0) = Acosx + B (73)
baslangic¢ kosulu olmak tizere A~U{a = 1,5 = 3) diizglin dagilim,

B~Feta(a = 3,b = 2) beta dagilimina sahip rastgele degiskenleri i¢in, verilen

denklemi Elzaki-Homotopy Analiz Yontemi ile ¢6zerek olasilik karakteristiklerini
elde edelim.

Coziim:

(72) denklemine Elzaki Doniigiimii uygulanirsa,

YD E[y,+U]=0 ()

=

bulunur. (74) denklemini z® ile ¢arparsak,

E[U] —z*[Acosx + B] — z°E[U,, + U]l =0 (75)

elde edilir. Bir nonlineer operatorii tanimlayalim,

0%20(x, t; q)

N[@(x,t;q)] = E[0(x,t;q)] — z*[Acosx + B] — z*E 952

+ @(x,t;q)

ve bu yiizden
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Ry(Pm_1) = E@Wm_1) — (1 = Xm)z%(Acosx + B) = 2%E[(¥n_1)xx +
llum—l] (76)

denkleminin m. mertebeden deformasyon denklemi olmak iizere

E[¥, — xm¥. 1] = hH(x, )R, (¥, _,) (77)
(77) ifadesine Ters Elzaki Doniisiimii uygulanirsa,
Vo = X1 + RET[H (%, )R, (¥ -1)] (78)

H(x,t) = 1 segelir ve m = 1,2,3, ... i¢in yukaridaki (78) denklemini

¢oOzilirse,

¥, (x,t) = Acosx + B

Baslangi¢ kosulunu alarak baslayalim,

X _{ﬂ,m£11 il
m =11, m > 1 olmak tzere

m = 1 igin,
Y, =¥+ hE_l[Rl[FD)]

¥, = 0(Acosx + B)

+ hRE7YE(W,) — (1 — x1)z%(Acosx + B) — z®E[(¥o)xx + ¥o]]

Y, = hE~Y[(Acosx + B)z? — z?(Acosx + B)] — z*E[—Acosx + Acosx + B]

-hEt? -
¥, = —— elde edilir.
Me+1)
m = 2 i¢in,
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Y, =x¥ + hE_l[Rz [51)]

v — —hBt®
27 T(a+1)

+ hRETYE(W;) — (1 — x2)z%(Acosx + B) — z°E[(¥1) xx + P4 ]]

v, = B | g ( a1 a+2) “F [0 § B
27 Ta+ 1) fatr 1 @tz z T(a+1)
—hBt® _
— hE—l —hE at? _ _a@ [ r 1 :z+2:|
2 " Ta+D) T farp et Lz
—hEt®
F hE_l —hE ot hE Za+i
=@+ D + [-hBz®"* + hBz**7¢]

p = _MBT +h|—hB 4 1 hB £
2 I(a+1) T(a+ 1) r(2a+ 1)

w — —hBt® h?Bt® N h?Bti«
2 Ir(a+1) T(a+1) TRa+1)

m = 3 i¢in,
V3 =3 + hE_l[Ra [EZ )]

w. - —hBt? h?Bt% N h?Bt?¢
" Ta+1) Ta+1) TRa+1)

+ RE7YE(W¥,) — (1 — x3)z2(Acosx + B) — z®E[(W2) xx + ¥-]]
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w. = —hBt® h?Bt% N h?Bt?%%
" Ta+1) Ta+1) TRa+1)

—hB BT (a + 1)z*+2

-1 a+2 _ p2
+ hE F(a+1)F(a+1)Z h ra+ D

, BT 2a + 1)z2%+2

ra+1)

—hBt® h?Bt% N h?Bt?¢
Flla+1) T(a+1) TQRa+1)

—Z“EI

_ —hBt® h?Bt% N h?Bt%“ N —h?Bt% h3Bt*
" Ta+1) T(a+1) TRa+1) T(a+1) T(a+1)
h3Bt?®
E—l hB 2a+2 hZB 2a+2 _hZB 3a+2
+ FZat D + [hBz + z z ]

w4 —hBt% h?Bt¢ N h?Bt2® h?Bt* h?Bt2®
" Ta+1) T@+1) TRa+1) T(a+1) TRa+1)
h3Bt2“ h?Bt2¢ h3Bt?« h3Bt3¢
+ + + —
FRa+1) TRa+1) TRa+1) TBa+1)

Bulunan ¥, (x,t), ¥, (x,t), ¥, (x, t), ¥, (x, t) degerleri asagidaki esitlikte

yerine yazilirsa,

Px,t) =¥ (x,t) + ¥ (x,t) +F (x,t) + F(x,t) +--

—hBt* h?Bt% h®Bt% N h?Bt%“
N(a+1) T(a+1) T(a+1) TQRa+1)
N —hBt® h?Bt“ N h?Bt?@ h?Bt“ h?Bt?*
Fla+1) T(a+1) TRa+1) T(a+1) TQRa+1)
h3Bt?* h?Bt?@ h3Bt?* h3Bt3%
+ + + —
FrRa+1) T'Ra+1) TRa+1) TI'Ba+1)

Y(x,t) = Acosx + B +

h = —1 alinirsa,
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Y(x,t)

Bt® Bt® Bt® Bt%@
=dcosxt B D T e+ D T+ D) ' T2at D
Bt® Bt® Bt%@ Bt® Bt%®
T T+ Ta+D TQatl) Tlatl) TQatD
BtZa BtZa BtZa Bt3a

“TZat+D ' TRa+D Ta+D TGa+D)

Bt® Bt= Bt3=

P(x,t) = A B
(%) cosx + +F[rx+1]+f‘[2rx+1]+f‘[3rx+1]+

a=1,A =1,B = 1 secilerek yakinsaklig1 incelersek, t = 1,x = 1 i¢in,

Bt%
(¥4l | T(a+1) l
o = =0.6492<1
O |woll — |lAcosx+Bl|
| Btza
vy
rye il _ rearoll _g 5000<1
sl | I
I'(a+1)
B3¢
“lp3|| | r(3a+1) ‘ O 3333
: = =0. <1l
27 1wy | | B2 ‘
rea+1)

degerleri 1’den kiiciik oldugundan ¢6ziimiin yakinsak oldugu goriiliir.

a = 1 igin,

-
&

¥(x,t) = Acosx + B+ Bt + >

+2
VY (x,t) =Acosx+B<1+t+?+...>

Y(x,t) = Acosx + Bet
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tam ¢oziim elde edilir. A~U(a, ) diizgiin dagilim, B~Beta(a,b) beta

dagilimina sahip rastgele degiskenleri i¢in, beklenen deger ve varyanslari,

o ;2
E[A] = :E Var[A] = %
o ab
Beta[B]=_ Var[B] = (@+D)2(a+b+1)

olmak iizere, ¢oziimiin beklenen deger ve varyanslari sirasiyla,
E[¥(x,t)] = E[Acosx + Be']

E[¥(x,t)] = E[Acosx] + E[Be!]

E[¥(x,t)] = cosxE[A] + e'E[B]

il (a+B) t_a_
E[¥(x,t)] = cosx S tel—

Var[¥(x,t)] = Var[Acosx + Be']
Var[¥(x,t)] = Var[Acosx] + Var[Be!]
Var[¥(x,t)] = cos?xVar[A] + e?*'Var[B]

_ (a - ,3)2 t ab
Varl¥( 0] = cosx ==+ e e a5+ D

a=1,8=3,a=3,b= 2 ozel degerleri i¢in beklenen deger ve varyans

3) + E,(t%) (i> = 2cosx + %Ea(ta)

E[¥(x,t)] = cosx (1 * 3732

= 2cosx +—¢et
5€
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Y(x,t)nin beklenen degeri ¥(x,t)nin beklenen degeri
[

E(p(x.1)

E(p(x.1)
E(@(x.1)

Sekil 31. @ = 0.5,0.7,09ve 1,5 =3 ,a =3, b= 2 6zel degerleri i¢in beklenen

deger

(1-3)2 3.2

Var[¥(x,t)] = cos? E (t%)?
arl¥ (0] = cos*x ==+ B mgrE 2+ 1)
_ cos®x N E,(t*)? cos®x e
-3 25 3 25

Y(x,t)nin varyansi ¥(x,t)nin varyansi

T~

-
|
|
|
|

= = l:l a=0.7
3 § 200
k] k]
> >
0
4

% ol
5%

Var(g(x,t))
Var(y(x,t))

Sekil 32. &« = 0.5,0.7,09ve 1,8 =3 ,a =3, b= 2 6zel degerleri i¢in varyans
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Giuven araliklar

[E (W(x, b)) — 35tdsapma(‘}’(x, t)), E (‘P(x, t)) + 35tdsapma(‘}’(x, t))]

Y(x,tynin %99 gliven araligi

30

Sekil33.@a = 1,8 =3 ,a =3, b= 2 ozel degerleri i¢in giiven araliklar1

Ornek-2.15.

DEU+UU,—-U+UyUy =0 (79)
ile tanimlanan kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemin

U(x,0) = Asinx (80)

baslangic kosulu olmak iizere A~N(u,o?) normal dagilima sahip rastgele

degiskeni icin, verilen denklemi Elzaki-Homotopy Analiz Yontemi ile ¢ozerek

olasilik karakteristiklerini elde edeniz.
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Coziim:
(79) denkleminin her iki tarafina Elzaki Doniisiimii uygulanirsa

E[U] _ U(x0)
Za Z(Z—Z

+E[UU,—U+U,U,] =0 (81)

bulunur. (80) kosulunu (81)’te yerine yazalim.

E[U] — Asinxz? + z*E[UU, — U + U,U,,] =0

elde edilir. Simdi bir nonlineer operatorii tanimlayalim,

N[@(x,t;q)] = E[0(x,t; q)] — z*[Asinx]

90(x, t; q) 00(x,t;q) 0*@(x,t; q)

a . _ .
+ z9E (@ (x, t; q) ox O(x,t;q) + o 922

ve bu ylizden deformasyon denklemi

Rm(am—l) = E(llum—l) r (1 - Xm)ZZ(ASinx) + ZaE['Pm—lllU(m—l)x -

llum—l + (Wm—l)x(lym—l)xx] (82)

denkleminin m. mertebeden deformasyon denklemi olmak iizere

E[llum - Xmlpm—l] = hH(X, t)Rm(wm—l) (83)
(83) ifadesine Ters Elzaki Doniistimii uygulanirsa,
Y = XmPm1 + hRE"HCx, ORm (Prny)] (84)

H(x,t) = 1segelir ve m = 1,2,3, ... igin yukaridaki (84) denklemini

¢oOzilirse,
Yy(x,t) = Asinx

Baslangic kosulunu alarak baslayalim,
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<
Xy = {(1)’ z ; 1 olmak iizere,
m = 1 igin,

Wl == qujo + hE_l[Rl("Tjo)]

¥, = 0(4sinx)
+ hRETY[E(¥,) — (1 — x1)z%(4sinx)
+ z%E[Yo(Po)x — ¥o + ('luo)x('luo)xx]]

¥, = hE~ Y (4sinx)z? — z?(Asinx)]
+ z*E[Asinx + Acosx — Asinx + Acosx(—Asinx)]

Y, = hE™1[—z%(Asinx)z?]

Y, = —h(Asinx)E~1[z%*?]

ta

I'(a+1)

¥, = —h(4sinx)

m = 2 i¢in,
¥, =¥ + hE_l[RZ(al)]

_ —h(Asinx)t”
27 T(a+1)
+ hRE7YE(¥;) — (1 — x2)z%(Asinx)
+ 2%E[¥1(P1)x — 1 + (P (P1)xxl]
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—h(Asinx)t* _, [-h(Asinx) at2
WZ—W-F}IE WF(C{-F:[)Z ]
—h(Asinx)t* —h(A t*  h(Asinx)t?
+gE (Asinx) (Acosx) N (Asinx)
[(a+1) [(a+1) [(a+1)
h(Acosx)t* h(Asinx)t*
[(a+1) T(a+1)
W — —h(Asinx)t*
27 T(a+1)
h(Asinx)z®
-1|_ . a+2 a+2
+ hE h(Asinx)z®** + Ta+1) la+ 1)z ]

_ —h(Asinx)t®

-17_ 3 a+2 ; 2a+2
Y, = Ta+ 1) + hE~'[—h(Asinx)z*"* + h(Asinx)z ]

Y _ —h(4sinx)t®* h%(4sinx)t* h%(Asinx)t?*
27 T(a+1) [(a+1) FQa +1)

m = 3 i¢in,
l1U3 = X3lluz + hE_l[R3(¢2)]

_ —h(Asinx)t*  h*(Asinx)t®  h*(Asinx)t>*

7 T(a+1) [(a+1) FrQa +1)
+ hRE7Y[E(¥,) — (1 — x3)2z?(Asinx)
+ z%E[V,(P)x — P2 + ('Pz)x('pz)xx]]

90



_ —h(Asinx)t* h*(Asinx)t® h*(Asinx)t**

B TarD  Tard T T@arD
_|—h(Asinx) wss PP(Asinx) -
+ hE 1 WF((Z‘Fl)Z Z—WF(Q‘Fl)Z 2
h?(Asinx) s
+ mF(Za + 1)22 2
ag —h(Asinx)t® h?(Asinx)t®
T K Ma+1)  Ta+1)
h?(Asinx)t?*\ (—h(Acosx)t* h?(Acosx)t®
I'(2a + 1) >< Tla+1)  T(a+1)
h?(Acosx)t?*
ra+1) >
—h(4sinx)t* h?(Asinx)t* h?(4sinx)t%“
_< Ta+1D)  Ta+l) & T@a+D )
—h(Acosx)t® h%(Acosx)t®* h%(Acosx)t**\ [(h(Asinx)t®
< Fla+1)  T(a+1) [(2a + 1) )( [(a+1)

h?(Asinx)t* h%(Asinx)t?*“
Tla+1)  T'QCa+1) )l

_ —h(Asinx)t*  h*(Asinx)t® N h?(Asinx)t?“
7 T(a+1) I(a+1) FrQa +1)

+ hE~1|—h(Asinx)z**? — h?(Asinx)z%*? + h?(Asinx)z?%*?

L h(4sinx)t®* h%(A4sinx)t* h?(Asinx)t?*
MNa+1) Na+1) r'a+1)

_ —h(Asinx)t*  h*(Asinx)t” N h?(Asinx)t?®
7 T(a+1) [(a+1) FrQRa+1)

+ hE™1 [—h(Asinx)z"‘+2 — h?(Asinx)z%**? + h?(Asinx)z%%+?2

h(Asinx) sary . 2 (Asinx)
T+ @D+ T
h?(Asinx)

" TQa+1)

I'(a + 1)z2%+?2

FQ2a + 1)z3%+2
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_ —h(Asinx)t* h*(Asinx)t® h?(Asinx)t*”
T T(a+1) T(a+1) FQa +1)
a (04
CR2(Acing) B3 Acina)
h*(Asinx) CTEY h°(Asinx) Ta+ D
2a 2a
3(Asi 2(Asi -
+ h°(Asinx) rZat D + h*(Asinx) F2at D)
2a 3a
3 : R A : -
+ h°(Asinx) T2a+ D) h3(Asinx) rGat D

Y(x,t) =W(x,t) + ¥, (x, t) + Po(x, t) + P5(x, t) + -

_ . _ h(Asin)t*  h(4sin)t® h2(4sinx)t* = h%(Asinx)t?® _
¥(x,t) = A(sinx) T(a+1) T(a+1) T(a+1) r(2a+1)
h(Asinx)t* hZ2(4sinx)t®  hZ(A4sinx)t3@ 4 h2(4sinx)t® _ h3(4sinx)t® = h3(4sinx)t3®
M'(a+1) I'(a+1) ra+1) Ma+1) M'(a+1) r2a+1)
h2(4sinx)t?®  h3(4sinx)t?@ r h3(4sinx)t3@ (85)
rCa+1) ra+1) rGa+1)
h = —1 alinirsa,
_ . (Asin)t® | (Asinx)t*  (Asinx)t® (Asinx)t?®
¥(x,t) = A(sinx) + T(a+1) + T(a+1) T(a+1) r(2a+1)
(Asin)t®  (Asinx)t® (Asinx)t%® _ (Asin)t* | (Asinot® (Asinx)t?®  (Asinx)t3@ _
I'a+1) I'a+1) ra+1) I'a+1) I'a+1) ra+1) r2a+1)
(Asinx)t?*  (Asinx)t3@
rea+1) ra+1) (86)
(Asinx)t* (Asinx)t?>* (Asinx)t3¢
Y(x,t) = A(sinx) + + -
(1) ( ) Na+1) rRa+1) TBa+1)

a = 1,A = 1 segilerek yakinsakligi incelersek, t = 1,x = 1 igin,

| (Asinx)t® ‘
APl Ity |
O lwoll — lA(sinx)|
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(Asinx)t2%
Y2l _ [Teavn || _
r (TPl - |M‘ =0.5000< 1
F(a+1)
(Asinx)t3%
APl 'rea+n ||
AT |(A5inx)t2¢l|| =0.3333 <1
rBa+1)
(4sinx)t*®
wall | r4a+1) | _
3 wall |(Asinx)t3a| =0.2500< 1
r@a+1)

degerleri 1’den kiigiik oldugundan ¢6zlimiin yakinsak oldugu goriiliir.

a =1 i¢in,

A(sinx)t? A(sinx)t3
(sinx) +( ) N

Y(x,t) = A(sinx) + A(sinx)t + o1 31

2 43
Y(x,t) =A(sinx)(1+t + 51 + 3 +0)

Y(x,t) = AsinxE (t*) tam ¢oziim elde edilir.
A~N(p o zj, normal dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu;

a?t2

M, (t) = E[e®*] = e** 2

olmak tizere, beklenen deger, ikinci moment ve varyansi;

E[A]l = u, E[A?] = u?c?, var[A] = o?

esitlikleri ile verilir.(86) ifadesinin beklenen degeri,

(Asinx)t* (Asinx)t?* (Asinx)t3“

E[¥(x,t)] = E |A(sinx) + MMa+1) TQRa+1) T@Ba+1) + -

[¥(x, 0]

(sinx)t“ (sinx)t?® (sinx)t3®

= sin)ElAl+ co i ElA + ra Bl F raa p F A

+ -
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bulunur ve E[A] = u yerine yazilir ise,

(sinx)t® (sinx)t?® (sinx)t3“

B0 O] = nsimd) +usr 5 Y r e+ D T T Ga s D T

(sinx)t® (sinx)t?® (sinx)t3¢®

E¥Ce O] = u| i) + oS Y 1 Ga v D T TGa s D T

ifadesi elde edilir. (86) ifadesinin varyansi,

Var[¥(x,t)]

(Asinx)t* (Asinx)t?* (Asinx)t3“

=Var | Alsim) + T Y Toa+ D T TGa D

Var[¥(x,t)]

in 2 2a ian2 4a
= (sin’x)Var[A] + % ar[A] + %Varm]
(sin®x)to%
+ IGa + 12 Var[A] + -
Var[A] = o2

Var[¥(x,t)]
(sin?x)t%® N (sin?x)t*® N (sin?x)to% N
@+ 12 TQRa+1)? TI'Ga+1)?

= g% |(sin’x) +
elde edilir.

Ozel olarak A~N (i = 4,02 = 3) segilirse,

a tZa t3a

El¥ (0] =46 |1+ o 5 Yt e+ D T TGa s D T
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Y(x,t)nin beklenen degeri Y(x,t)nin beklenen degeri
T

|
200 i

£ % 100
E E ;
0 1
9 ‘

4

E(p(x.1)
E(p(x.1)

2

GRS
SRS
PRt

Sekil 34. « = 0.5,0.7,0.9 ve 1 , u = 4 6zel degerleri i¢in beklenen deger

Var[¥W(x,t)]
tZa t4a t6a

TTa+1)? TQa+1)? TGa+1)2

= 3(sin’x) |1

% 10° ¥(x,t)nin varyansi % 10° Y(x,t)nin varyansi

10

Ay

FEN,
o A
RUEROCENR

Var(g(x,t))
Var(y(x,t))
(6)]

04 P(x,t)nin varyansi X 104 ¥(x,t)nin varyansi

x 1

T T

T T
| |
| |
| |
r r

Var(y(x,t))

= T r
= | |
X 2 | |
| 453 |

\9_: | /g R |
= | IXI5S |
S | S |
0 | 0 |

4 ) 4 )

4 4

Sekil 35. « = 0.5,0.7,09 ve 1 , 0% = 3 dzel degerleri i¢in varyans
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Giuven araliklar

[E (W(x, b)) — 35tdsapma(‘}’(x, t)), E (‘P(x, t)) + 35tdsapma(‘}’(x, t))]

W(x,t)nin %99 giiven araligi

200 ~—

Sekil 36. a = 1, u = 4,02 = 3 dzel degerleri i¢in giliven araliklar

Ornek-2.16. Asagidaki 6rnek ile katsayilar1 kosullu rastgele olan kesirli

mertebeden kismi diferansiyel denklemi inceleyelim.

DEU — AUU,, — U+ AU? =0 (87)
baslangi¢ kosulu
U(x,0) = Asinh(x) (88)

olmak lizere A ~ G(a=1,b=3) Gamma dagilima sahip rastgele degisken olsun.
Kesirli mertebeden rastgele kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii Elzaki-HAM

yontemi ile elde ederek ¢oziim davraniglarini inceleyiniz.
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Coziim:
(87) denkleminin her iki tarafina Elzaki Dontlisiimii uygulanirsa,

E[U] _ U(x0)
Z(Z Z(Z—Z

+ E[-AUU,, — U + AU?] = 0 (89)
E[U] — z%[Asinh(x)] + z*E[-AUU,, — U + AU?] =0 (90)

Simdi bir nonlineer operatdrii tanimlayalim,

N[®(x, t; q)]
= E[0(x,t;q)] — z*[Asinh(x)]

0%20(x, t; q)

aE _A .
+z Bl ta) —

- 0(x,t;q) + AB(x, t; q)?

ve bu ylizden deformasyon denklemi,

Rm(wm—l) =
E(Wpm-1) — (1 — xm)z*Asinh(x) + ZaE[_Al’Um—lqj(m—l)xx —¥Ym-1 t

AWn-1)?] (91)

denkleminin m. mertebeden deformasyon denklemi

E[llum - Xmllum—l] = hH(X, t)Rm(wm—l) (92)
(92) ifadesine Ters Elzaki Doniistimii uygulanirsa,
Y = XmWm—1 + DET [H(X, ) Ry (P1)] (93)

H(x,t) = 1 segilirse ve m = 1,2,3, ... i¢in yukaridaki (93) denklemini

¢Ozelim.
Baslangic kosulunu alarak baslayalim,
Yy(x,t) = Asinh(x)
m = 1 i¢in,
¥, = 1% + hE[R.(¥))]
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0, m<1
Xm_{l, m>1

¥, = 04sinh(x)
+ hE™! [E('PO) — (1 — y1)z?Asinh(x)

+ 29[~ A% (¥o)xx — Po + A¥o?]|

¥, = hE~Y[Asinh(x)z? — z?Asinh(x)]
+ z%E[—A3sinh?x — Asinh(x) + A3sinh?x]

Y, = hE"Y[z%*2E(—Asinh(x))]

Y, = ARE™1[—z%*2 sinh(x)]A(—sinh(x))E~1[z%+?]

a

Y, = —Ahsi ——— i
1 hsinh(x) Ta+ 1)

m = 2 igin,

Yy = x2¥1 + hE_l[RZ(al)]

_ —Ahsinh(x)t”
27 T(a+1)

+hE™! [E(‘Pl) — (1 — y,)z?Asinh(x)

+ 29E[ A% (V) — ¥y + AV 7|

—Ahsinh(x)t* _, [FAhsinh(x)
2 = + hE™' |—/——
[(a+1) [(a+1)

I'(a+ 1)z“+2]

t* )2 Ahsinh(x)t*

+ Z%F l_A(Azhzsinhzx) (F(a +1) ['(a+1)

te\?
+ A(A%h%sinh?x) (—) l

'a+1)
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_ —Ahsinh(x)t” + hE-1 | ARsink a2 | yag [Ahsinh(x)t“
27 T T(a+ 1D SOz + 288 | =
_ —Ahsinh(x)t”
27 T(a+1)
Ahsinh(x
+ hE~! [—Ahsinh(x)z%*% + z¢ F(a—_*_(l))za”r‘(a + 1)]
—Ahsinh(x)t*
y, = ot (1)) + hE~1[—Ahsinh(x)z**? + z2**2 Ahsinh(x)]
—Ahsinh(x)t*
Y, = ra +(1)) — AR?sinh(x)E~1[z%2] + Ah%sinh(x)E~1[z%%*?]
—Ahsinh(x)t? t% 2@
P, = — ARZsinh(x) ——— + Ah?sinh(x) ————
2 T(a+ 1) hesinh() p oy T ARSI 1R

—Ahsinh(x)t* Ah%sinh(x)t® Ah?sinh(x)t?®

= Te+D e+ | TZa+D

m = 3 i¢in,
llu3 = )(3!{,2 + hE_l[Rg)(az)]

_ —Ahsinh(x)t*  Ah*sinh(x)t* Ah*sinh(x)t**
T T(a+1) [(a+1) FrQa +1)

+hE™1 [E(’Pz) — (1 — x3)z%Asinh(x)

— 29 B[ AW, (¥))xx — ¥z + AV, |
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_ —Ahsinh(x)t*  Ah®sinh(x)t* Ah®sinh(x)t**
T T(a+1) [(a+1) FrQa +1)
_ Ahsinh(x) M@+ 1)75+% — Ah%sinh(x)
Fa+1) Ma+1)
N Ah?sinh(x)
ra+1)

N [ (—Ahsinh(x)t“ Ah?sinh(x)t?
A E — —

+ hE™! I T'(a+ 1)er+2

I'Qa + 1)22‘”2]

[(a+1) [(a+1)

Ah?sinh(x)t?*\ [—Ahsinh(x)t* Ah?sinh(x)t%
ra+1) Na+1) Fa+1)

Ah?sinh(x)t?**
r2a + 1)

<—Ahsinh(x)t“ Ah%sinh(x)t% Ahzsinh(x)t2“>

e+l  Ta@+l) | TCa+D

—Ahsinh(x)t* Ah%sinh(x)t® +Ah25inh(x)t2“ 2
[(a+1) Fa+1) ra+1)

_ —Ahsinh()t* Ah%sinh(x)t* Ah%sinh(x)t?*
T T(a+1) [(a+1) FrQa +1)
+ hE~Y[—Ahsinh(x)z%t? — Ah?sinh(x)z%*?
+ Ah?sinh(x)z%%+2]
_, Ahsinh(x)t* Ah®sinh(x)t* _ Ah?sinh(x)t?*
INa+1) Na+1) FrQCa+1)

—Ahsinh(x)t*  Ah%sinh(x)t% N Ah?sinh(x)t?*®
(a+1) Na+1) F'a+1)

+ hE~1[—Ahsinh(x)z**? — Ah?sinh(x)z%*?
+ Ah?sinh(x)z?%*?]
Ahsinh Ah%sinh
_ a( sinh(x) sinh(x) M(a + 179+

Tat (@t Dz + r(a+1)

Ah?sinh(x)

_ (2 1 2a+2
TQat 1) etz )
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_ —Ahsinh(x)t*  Ah®sinh(x)t® N Ah?sinh(x)t?*
 T(a+1) I'(a+1) rQa+1)

+ hE~1[—Ahsinh(x)z%*? — Ah%sinh(x)z**?
+ Ah®sinh(x)z%%*?] — Ahsinh(x)z?%**2 — Ah?sinh(x)z2%*?
+ Ah®sinh(x)z3%+?

V3
_ Ahsinh(x)t*  Ah*sinh(x)t” N Ah?sinh(x)t?®
F(a+1) F(a+1) Fa +1)
Ah%sinh(x)t* Ah3sinh(x)t* Ah3sinh(x)t?*
Fa+1) F'a+1) ra+1)
Ah%sinh(x)t?*  Ah3sinh(x)t%¢ 4 Ah3sinh(x)t3%
ra+ 1) r2a+ 1) rGa+1)

Y(x,t) =W(x,t) + ¥, (x, t) + Po(x, t) + P5(x, t) + -

Ahsinh(x)t®  Ahsinh(x)t®  AhZsinh(x)t%

l}/(x, t) = ASLTLh(X) - T(a+1) I'(a+1) I'(a+1)

_|_

AhZsinh(x)t?%  Ahsinh(x)t®  Ah%sinh(x)t®*  AhZ%sinh(x)t®  Ah3sinh(x)t%

rQa+1) I'a+1) I'la+1) I'la+1) I'a+1)
Ah3sinh(x)t3%
rGa+1) (94)
h = —1 alinirsa,
Y(x,t)

Asinh(x)t* Asinh(x)t* Asinh(x)t®
fa+D | Ta+D)  Ta+D
Asinh(x)t?®  Asinh(x)t* Asinh(x)t* Asinh(x)t®
rZa+1D | Ta+l)  Tla+l)  Tla+l)
Asinh(x)t* Asinh(x)t3¢

T(ea+1) T'GBa+1)

= Asinh(x) +
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2a

Ta+D

a

Y(x,t) = Asinh(x) + Asinh(x) + Asinh(x)

+“>

a = 1,A = 1 secilerek yakinsakligi incelersek, t =

Na+1)

ta tZa

Ta+1) T2atD

Y(x,t) = Asinh(x) (1 +

1,x = 1igin,

| (Asinhx)t% |
o [l — I'(a+1) =1
O lwoll — llA(sinh)|
1,1 | (Asinhx)t2% X
A2 r(2a+1) _
" T |(Asinhx)t“” =0.5000<1
M'(a+1)
(Asinhx)t3%
AWsll || TeaD
Ty A | (Asmhx)tZ“H =0.3333<1
r3a+1)
(Asinhx)t*®
Nl _ | T@ary || _
3! T | (Asmhx)th =0.2500<1
ra+1)

degerlerinin 1’den kii¢iik oldugundan ¢6ziimiin yakinsak oldugu goriiliir.

Y(x,t) = Asinh(x)E.(t%) (95)
a =1 i¢in
Y(x,t) = Asinh(x)e® (96)

X Gamma dagilimina sahip rastgele degisken olmak lizere X ~ G(a,b),

moment ¢ikaran fonksiyonu ve momentleri asagida verilmistir (Khaniyev, vd.,

b

Mx(®) = E[e™] = (5

b-t

)a
X ~ G(a,b) beklenen deger ve varyansi;
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E[X] = % Var[X] = ;Lz
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in E[XY | = E[X]E[Y ] dir.
(95) esitliginin beklenen deger ve varyansi,

E[¥(x,t)] = E[Asinh(x)E (t*)]

E[¥(x,t)] = (sinhx)E,(t*)E[A] = %(sinhx)Et(t“)

ve
Var[¥(x,t)] = Var[Asinh(x)E,(t%)]

a

Var(# (x,0] = ((sinhx)E(t9) var[A] = ((sinhx)E,(t™)

Ozel olarak;

A~G(a=1,b=3)

E[¥(x,1)] = %(sinhx)Et(t“) . %(sinhx)Et(t“)

¥(x,t)nin beklenen degeri ¥(x,t)nin beklenen degeri

—_ —~
= =
3 k3
X
> =
)
w L
4
= =
b et
X x
X X
= =
w w

Sekil 37. ¢ = 0.5,0.7,09ve 1 ,a =1, b = 3 6zel degerleri i¢in beklenen deger
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((sinhx)Et(t“))

1

9

2 a
b2

((sinhx)Et(t“))

Var[¥(x,t)]

11¢1Nn varyans

i
it

W(x,tynin varyansi
W(x,tynin varyanst

)

k
\

==

.

¥

KR
N
)

AR
R
A ,m”wﬂ,,,,h,,,..,...“.....
RN
e
N\

(@) R)yen

Y(x,t)nin %99 giiven araligi

W(x,t)nin varyanst
(x,tynin varyanst

Giliven araliklan

[E(®(x,1)) — 3stdsapma(¥(x, 1)), E(P(x, 1)) + 3stdsapma(¥(x, t))]

300 ~

g 8 3 8 8 8 B B
N & & oW o o

INEEN NN

(@) m)en (@)h)reA

Sekil 38. « = 0.5,0.7,09vel1 ,a =1, b = 3 6zel degerler

liklar1

11¢in gliven ara
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3. IRDELEME

Bu tez ¢aligmasinda elde edilen bulgulardan ¢ikarilan sonuca gore, adi ve kismi
diferansiyel denklemler ile diferansiyel denklem sistemlerinin yanisira, kesirli
mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklemler ile kesirli mertebeden diferansiyel
denklem sistemleri baslangi¢ kosullar1 veya katsayilar rastgele segilerek, rastgele hale
donistiiriilmiislerdir. Kesirli mertebeden adi ve kismi diferansiyel denklemler ile
diferansiyel denklem sistemleri rastgele etkiler altinda incelenmesi i¢in Normal, Diizgiin,
Beta, Gamma, Laplace, Uggensel, Weibull ve Ustel dagilimlarina sahip rastgele etki
terimleri kullanilmistir. Bu rastgele kesirli mertebeden adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimleri i¢in literatiirde ¢ok sik kullanilan yontemlerden
birisi olan Adomian Ayrisim Yo6ntemi ve Homotopy Analiz Metodu’nun Elzaki
Doniistim yontemi ile birlikte kullanildigi hibrit metotlar olan ED-AAM ve ED-HAM
yontemlerinden istifade edilmistir. Kesirli tiirevin farkli degerleri igin, elde edilen bu
¢coziimlerin beklenen deger, varyans ve giiven araliklari hesaplanarak Matlab paket

programi yardimiyla grafiksel olarak gdsterilmistir.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu c¢alismada kesirli ve kesirli mertebeden olmayan adi, kismi ve diferansiyel
denklem sistemleri baslangi¢ kosullar1 ya da katsayilari siirekli zamanli olasilik
dagilimlar1 olan Diizgiin, Normal, Beta, Uggensel, Weibull, Gamma, Laplace ve Ustel
dagilimlarindan herhangi biri segilerek denklemler rastgele hale doniistiiriilmiistiir. Bu
rastgele hale getirilen denklemlerin olasilik karakteristiklerinden beklenen deger, varyans
ve gilivenlik araliklar1 hesaplanmistir.  Rastgele hale doniistliriilen adi, kismi ve
diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in yaklasik analitik ¢6ziim yontemlerinden
literatiirde ¢ok yaygin olarak kullanilan Adomian Ayrisim Yo6ntemi ve Homotopy Analiz
Metodu’nun Elzaki Doniisiim yontemi ile birlikte kullanildigi hibrit metotlar olan ED-
AAM ve ED-HAM yontemlerinden faydalanilmistir. Buna ek olarak kesirli tiirevin farkli
degerleri i¢in analizler yapilmistir. Son olarak elde edilen c¢oziimlerin olasilik
karakteristiklerinden beklenen deger, varyans ve giiven araliklarinin ¢éziim grafikleri

Matlab 2013 paket programi yardimiyla ¢izilmistir.
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5. ONERILER

Bu caligsmada lineer ve lineer olmayan kesirli ve kesirli olmayan mertebeden adi
ve kismi diferansiyel denklemler ve denklem sistemleri rastgele hale doniistiirtilerek
olasilik karakteristikleri incelenmistir. Rastgele hale getirilen denklemler Elzaki
dontisim ve HAM yontemiyle yaklasik analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Rastgele
lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemler kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlere doniistiiriilerek gecikme terimi eklenerek Adomian Ayrisim
Yontemi ve Homotopy Perturbasyon Metodu’nun Sumudu Doniisiim yontemi ile
birlikte kullanildig1 hibrit metotlar olan SD-AAM ve SD-HPM yontemleriyle yaklasik
analitik ¢oztimleri bulunabilir. Literatiir de ¢ok sik kullanilan homotopy perturbasyon,
sumudu, aboodh, diferansiyel doniisim ve varyasyonel iterasyon yontemi yardimiyla

yaklasik analitik ¢oziimler bulunabilir.
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