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OZET

ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE
BANACH SABIT NOKTA TEORISINI KULLANMA
DALKILIC Serkan
Yiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. EIman HAZAR
Haziran 2024, 38 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii lizerinde,
Banach sabit nokta teoreminin kullanimi incelenmistir. Bunun i¢in adi diferansiyel
denklemlerin aranan ¢6ziimii, diizgiin norm altinda ve siirekli fonksiyonlar uzayi
tizerinde, kapali ve sinirl bir bolgede, uygun bir integral operatdriiniin sabit noktasi
olarak gosterilmis. Daha sonra bu operatér, Banach sabit noktaya doniistiiriilerek
genellemeler ve tiimevarim yontemi ile denklemin ¢6ziimiiniin, Banach sabit nokta
oldugu ortaya konulmustur.

Tez caligmast dort ana bolimden olusmaktadir. Giris bdoliimiinde adi
diferansiyel denklem ve Banach sabit nokta teorisinin kisa 6zeti anlatilmustir. ikinci
béliimde temel kavram ve teoremler anlatilmistir. Uciincii boliimde Banach sabit nokta
teorisinin metrik, normlu ve Banach uzaylarinda varligi ve uygulamalar1 anlatilmistir.
Dordiincii bolimde ise Banach sabit nokta teorisinin adi diferansiyel denklem
sistemleri tizerinde ¢6ziimii oldugu uygulamali olarak gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Metrik Uzay, Normlu Uzay, Banach Uzay, Banach Sabit Nokta,
Yakinsaklik, Adi Diferansiyel Denklemler, Cauchy Dizisi.



ABSTRACT

ON ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY USING BANACH FIXED POINT THEORY
DALKILIC Serkan
Master Thesis
Department Of Mathematics
Thesis Advisor: Prof.Dr. EIman HAZAR
June, 2024, 38 pages

In this thesis, the use of Banach fixed point theorem on the solution of ordinary
differential equation systems is examined. For this purpose, the sought-after solution of
ordinary differential equations is represented as a fixed point of an appropriate integral
operator in a closed and limited region on the space of continuous functions under the
uniform norm. Then, this operator was transformed into a Banach fixed point and it
was revealed that the solution of the equation was a Banach fixed point by
generalizations and induction method.

The thesis consists of four parts. In the introduction section, a brief summary of
the ordinary differential equation and Banach fixed point theory is explained. In the
second chapter, basic concepts and theorems are explained. In the third chapter, the
existence and applications of Banach fixed point theory in metric, normed and Banach
spaces are explained. In the fourth chapter, it is shown practically that Banach fixed
point theory has a solution on ordinary differential equations.

Key Words: Metrik Space, Norm Space, Banach Space, Banach Fixed Point,
Convergence, Differential Equations, Cauchy Sequence.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R..ooiil. Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

C.vreennnn. Kompleks (karmasik) sayilar kiimesi
[ Sinirh dizi uzay1

Cla, b]...... Siirekli fonksiyonlar uzay1

B(A) ....... Sinirli fonksiyonlar uzayi

L. W Simirh ve sinirsiz dizi uzaylari

Alysy «-----. d tarafindan y {lizerine indirgenen metrik
K¢ .......... X’in bir K alt kiimesinin timleyeni
int(M) ......Kiimenin i¢ noktast

X, d)....... Metrik uzay
sup S ....... Bos olmayan S kiimesinin en kiigiik {ist sinir1

infS...... Bos olmayan S kiimesinin en kiigiik alt sinir1

A A nin kapanis kiimesi



1.GIRIS

Degisimin matematiksel tanimlarinda, diferansiyeller ve tiirevler kullanilir.
Cesitli diferansiyeller, tiirevler ve fonksiyonlar denklemler yoluyla iliskilendirilir. Oyle
ki diferansiyel denklem dinamik olarak degisen olgulari, evrimi ve varyasyonu

tanimlayan bir sonugtur.

Newton, Leibniz, Bernoulli ailesi, Riccati, Clairaut, d'Alembert ve Euler olmak
tizere bircok matematik¢i diferansiyel denklemler ilizerinde ¢alismis ve bu alana katkida
bulunmuslardir. Adi diferansiyel denklemler, tek bir bagimsiz degiskene bagli,
diferansiyel olarak ifade edilen denklemlerdir. Bilinmeyenleri bir veya birden fazla

fonksiyondan olusur ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini igerir.

Birden fazla bagimsiz degiskene gore olan diferansiyel denklemler, kismi
diferansiyel denklem olarak ifade edilir. Daha az yaygin olarak kullanildiklarindan adi
diferansiyel denklemler daha ¢ok kullanilir.

Adi diferansiyel denklemler arasinda, dogrusal olan diferansiyel denklemler

cesitli nedenlerden dolay1 6nemli rol oynar.

Fizikte ve uygulamali matematikte karsilagilan temel ve 6zel fonksiyonlarin
cogu, dogrusal diferansiyel denklemlerin ¢oziimleridir. Fiziksel olaylar, dogrusal
olmayan denklemlerle modellendiginde, daha kolay bir ¢6ziim i¢in dogrusal diferansiyel
denklemlerle ¢6ziime yaklasilir. Agikga ¢oziilebilen, birkag dogrusal olmayan adi
diferansiyel denklem, genellikle denklemin esdeger bir dogrusal adi diferansiyel

denkleme doniistiiriilmesiyle ¢oziiliir.

Banach sabit nokta teoremi ilk kez Polonyali matematik¢i Stefan Banach’in
1922'de ki doktora tezinde kapsamli olarak incelenmis ve adimi Stefan Banach'tan
almigtir. Steven Banach, modern fonksiyonel analizin kurucusudur ve topolojik vektor

uzaylar1 teorisine biiyiik katkilari olmustur.

Banach sabit nokta teoremi ayn1 zamanda daralma haritalama teoremi, biiziilme

haritalama teoremi veya Banach-Caccioppoli teoremi olarak da bilinir.



Banach sabit nokta teoremi metrik uzaylar teorisinde 6nemli bir aragtir. Metrik
uzaylarin belirli 6z haritalar sabit noktalarinin varligini ve benzersizligini garanti eder
ve bu sabit noktalar1 bulmak i¢in yapici bir yontem saglar. Ayrica Picard'in ardisik

yaklasimlar yonteminin soyut bir formiiliizasyonu olarak da gosterilmektedir.

Banach sabit nokta teoremi ile ¢oziilebilen diferansiyel denklemler, baslangi¢
kosullar1 olan Cauchy problemi olarak ifade edilen bir diferansiyel denklemden olusur.
Bilim insanlar1 1890’larda Peanonun caligmalarindan baslayarak, Cauchy problemine
stirekli ilgi duymuslardir. Bu da adi diferansiyel denklemlerin Cauchy problemi ile ilgili
incelenmesi Onemini artirmistir. Ciinkii kismi diferansiyel denklemler, standart adi
diferansiyel denklemlerin ¢oziiciileri tarafindan ¢oziilebilen adi diferansiyel

denklemlerin biiytik kiimelerine doniistiiriilebilir.

Ozellikle  diferansiyel ~ denklemlerin  incelenmesinde,  Picard-Lindelf
teoremi, bir baslangi¢ deger probleminin benzersiz bir ¢6ziime sahip oldugu bir dizi
kosulu wverir. Ayni zamanda Picard'n varolus teoremi, Cauchy-Lipschitz

teoremi veya varlik ve teklik teoremi olarak da bilinmektedir.

Denklemlerin  yaklasik ¢oztiimlerine, bilgisayar yaklagimlart ve sayisal
analiz kullanilarak ulasilir. Ancak baslangi¢ kosullar1 veya smir degerleri verilerek,
denklemin ¢6ziimiinde teklik saglanir. Baslangic veya simir degerleriyle elde edilen

¢Ozlime ise 6zel ¢ozlim denir.

Picard operatori, diizgiin - normun neden oldugu metrik ile Banach
uzaylari lizerinde bir daralmadir. Bu tespit, Banach sabit nokta teoremini uygulayarak

operatoriin benzersiz bir sabit noktaya sahip oldugu sonucuna varmamizi saglar.

Sabit bir noktast olmayan bir denklem, kompakt bir uzayda ise sabit bir noktanin
varligin1 ve benzersizligini ima eder ve bu noktanin en kiiciikleyicisi olarak kolayca
bulunabilir. dolayisiyla daralma operatorii, kompaktlik nedeniyle var olur ve bir sabit
bir noktaya dontistiigi goriilmektedir. Boylece sabit noktanin, herhangi bir yineleme

dizisinin sinir1 oldugu sonucu ortaya ¢ikar.



Banach sabit nokta teoreminin uygulanabilmesi i¢in belirli kosullar veya
varsayimlar vardir. Ana kosul, metrik uzayin tam olmasidir. Tamlik, metrik uzayin alt
uzay1 olan Banach uzaylarinda yakinsak Cauchy dizilerin var olmasidir. Normlu
uzaydaki yakinsak Cauchy dizileri metrik uzayr tamlastirarak Banach uzaylarini
olusturmaktadir. Her Cauchy dizisi, ayni uzay igindeki bir noktaya yakinsar. Bu kosul
Banach daralma eslemesinin, yinelemeli bir sekilde uygulanmasiyla, Banach uzaymdaki
noktalarin birbirine yaklastirilmasini saglar. Bu kosullar karsilanirsa Banach sabit nokta
teoremi, verilen haritalama i¢in sabit bir noktanin varligini ve benzersizligini garanti

eder. Eger Metrik uzay tam degilse Banach sabit nokta teoremi uygulanamaz.

Tez calismasi, giris boliimii ile birlikte dért boliimden olusmaktadir. ikinci
bolimde fonksiyonel analizin temel kavramlari tizerinde durulmustur. Banach sabit
nokta teoreminin uygulanabilmesi i¢in gerekli olan tiim kavramlara ikinci boliimde yer
verilmistir. Uglincii béliimde Banach sabit noktanmn varligi, Banach sabit noktanin
benzersizligi, Banach daralma prensibi, bir fonksiyonun sabit noktalarinin varligir ve
tekligi lizerinde durulmustur. Dordiincii boliimde ise Banach sabit nokta teoreminin
gerekli sartlar ve uygun kosullar altinda adi diferansiyel denklemlere uygulanisi

anlatilmistir.



BiRINCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR VE KURAMLAR

1.1.Metrik Uzay
X bos olmayan bir kiime, d: X X X - R metrik ve x,y,z € X i¢in

i. dlx,y)=0

i. d(x,y)=0isex = ydir.

d(x,y) = d(y, x) simetri 6zeligi
iv. d(x,y) <d(x,z)+d(zy) iggen esitsizligi

Ozelliklerini saglayan (X, d) ikilisine metrik uzay denir ve (X, d) ile gosterilir.
(Kreyszing, 1978).

1.1.1.0rnek

Tek boyutlu say1 dogrusu R olsun. d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlanan metrik
olagan metrik olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).

1.1.2.0rnek

Oklid diizlemi R? osun. Metrik uzay x = ({;,{;), y = (11,1,) ile yazilan sirali

reel say1 ciftleri kiimesinden olugsun. d(x,y) = /|1 — 1112 + |, — 121 ile gosterilen
metrik iki boyutlu Oklid metrigi olarak ifade edilir. d;(x,y) = |{; — 11| + |{, — 15| ile

gosterilen metrik ise d; metrigi veya taksi metrigi olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).
1.1.3.0rnek

U¢ boyutlu Oklid uzayr R3® olsun. Bu metrik uzay x = ({y,{5,{3)
y = (n1,m2,m3) gergek sayilarin sirali tglilleri kiimesinden olugsun. d(x,y) =

(V@ =12+ ({a —12)2 + ({3 —n3)?) ile gosterilen metrik {i¢ boyutlu Oklid
metrigini olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).




1.1.4.0rnek

Oklid uzayr R", iiniter uzay C", karmasik diizlem C olsun. Metrik uzay, tiim

sirali reel sayilarmn kiimesi x = ({4,{3, ..., $n), ¥ = (M,N2, . ) Ve (n=0)

elemanlarindan olussun, d(x,y) = (y/ ({1 — 1)+ (G —12)% + -+ ({ — 1n)?) ile
gosterilen metrik, karmasik Oklid uzay1 olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).

1.1.5.0rnek

X kiimesi karmasik sayilarin tiim smirli dizilerinin kiimesinden olussun.
x = (61,8, ...6;), j =1,2,..1i¢in || < c, dir. Burada c, , x e bagh fakat j ye bagh
olmayan bir gercek sayidir. d(x,y)=supjeN|6j—yj| metrigi y = (,uJ-)EX ve
j=1{12,..} icin d(x,y) seklinde ifade edilen [* metrik uzayr dizi uzayidir.
(Kreyszing, 1978).
1.1.6.0rnek

X kiimesi, t degiskeninin fonksiyonlar: olan, belirli J = [a, b] aralig1 tizerinde
tanimli ve siirekli olan tiim x,y fonksiyonlarinin kiimesini olustursun. d(x,y) =
maxe;|x(t) — y(t)| ile gosterilen C[a,b] metrik uzay: siirekli fonksiyonlar uzay

olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).
1.1.7.0rnek

X kiimesi i¢in, d(x,x) =0, d(x,y) =1, (x # y) ile gosterilen metrik (X, d)
ayrik metrik uzay olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).

1.1.8.0rnek

Karmagik sayilarin, tim sinirli veya sinirsiz dizilerinden ve d metriginden

olusan,

_ |

ile tanimlanan uzay, [P sirali uzay olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).



1.1.9.0rnek

Her bir x € B(A) ve t € A igin belirli bir A kiimesi iizerinde tanimlanan
smirlanan bir fonksiyondur. d(x,y) = sup;eq|x(t) — y(t)]| ile gosterilen metrik sinirh

fonksiyonlar uzay1 B(A) olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978).
1.2.Teorem

Bir Y c X kiimesini alinsin, d metrigi Y X Y ile kisitlanirsa (X, d) nin bir alt
uzay1 olan (Y,d) elde edilir. d = d|yyy seklinde ifade edilen d 'ne, d tarafindan Y

tizerinde indiiklenen metrik ad1 verilir. (Kreyszing, 1978).
1.3. Tamim

(X, py) ve (Y, py) iki metrik uzay ve f:X — Y bir doniisim olsun. Eger her
Vx,y € X icin p, (f (x), f (¥)) = px(x,y) oluyorsa f’ye izometrik veya izomorfi denir.
(X, py) ve (Y, py) uzaylarina da izometrik ya da es yapili uzaylar denir. (Mustafa, 2016)

1.4.Acik ve Kapal Kiime
1.4.1. Tanim
(X, d) bir metrik uzay olmak tizere x, € X ve r > 0 alinsin.

1. B(xg,7) = {x € X:d(x,x,) < r} kiimesine x, merkezli, r yarigapl agik yuvar
denir.

2. Blxg,r] = {x € X:d(x,x,) < r} kiimesine x, merkezli, r yarigapl kapali yuvar
denir.

3. S(xq,7) = {x € X:d(x,x,) = r} kiimesine x, merkezli, r yarigcapl kiire denir.

Bir metrik uzayda, acik yuvar agik kiime ve kapali yuvar kapali kiime olarak

ifade edilir. (Kreyszing, 1978).
1.4.2.0rnek

X in bir K alt kiimesinin tiimleyeni X te agiksa, yani K¢ =X — K agiksa X
kapali kiimedir. (Kreyszing, 1978).



1.5. Komsuluk
1.5.1. Tamm

Yarigap1 € olan agik bir B(xy; €) topuna, € > 0 igin x,’1n € komsulugu denir ve
X 1n komsulugu ile X’in bir € komsulugunu igeren herhangi bir alt kiimesi ile ifade
edilir. Eger M, x,’m bir komsulugu ise x,’a, N € X kiimesinin bir i¢ noktasi denir

ve M€ veya int(M) ile gosterilir. (Kreyszing, 1978).
1.5.2.0rnek

(X, d) diskre (ayrik) metrik uzay, x, € X i¢in asagidaki kiimeleri gosterelim.
1. B(xy,1/2) diskre metrik uzayinda, d(x, x,) < 1/2 olmasi ancak x = x,

durumunda gergeklenir, 0 zaman
B(xy,1/2) ={x € X:d(x,x5) < 1/2}
= {x,} elde edilir.

2. Bl[xg,1/2] diskre metrik uzayda d(x, x,) < 1/2 olmasi ancak x = x,

durumunda ger¢eklenebilir. O halde
Blxy,1/2] ={x € X:d(x,x,) < 1/2}

= {xo}

3. Blxg, 1] diskre metrik uzayda x € X i¢in d(x, xy) < 1 oldugundan B[x,, 1] = X
olur.

4. S(xo,1) diskre metrik uzayda her x # x; i¢in d(x, xy) = 1 oldugundan
S(xg,1) = X\{x,} elde edilir. (Kreyszing, 1978).

1.6.Yakinsakhk
1.6.1.Tanmim

X = (X,d) metrik uzayinda x € X olacak sekilde bir (x,) dizisi mevcutsa
yakisaktir. lim,,_,,, d(x,, x) = 0 dir. x’e (x,) dizisinin limiti denir. lim,,_,,, x,, = x ile

gosterilir. (x,,) yakinsak degilse iraksak olarak ifade edilir.



Yakinsak bir dizinin en 6nemli 6zelligi limitinin tek ve sinirli olmasidir. Bog
olmayan bir M c X kiimesine, ¢apmin sinirli olmasi1 durumunda M’ye smirli kiime
denir. §(M) = sup, ey d(x,y) sonludur. Eger karsilik gelen limit nokta kiimesi, X’in
smirh bir alt kiimesi ise X teki bir (x,,) dizisine sinirh dizi adi verilir. Eger M sinirhiysa,
0 zaman M c B(x,;r) dir. Burada x, € X herhangi bir noktadir ve r yeterince biiyiik

bir reel sayidir ve bunun tersi de dogrudur. (Kreyszing, 1978).
1.7.Cauchy Dizileri
1.7.1. Tamm

(X, d) bir metrik uzay ve (X, d) metrik uzayinda bir (x,,) dizisi olsun. € > 0 ve
N pozitif bir tamsay1 olmak tizere d(xp,xq) < & ve her p,qg > N ise (x,) Cauchy
dizisidir. (Mustafa, 2016)

1.7.2.Teorem

Bir metrik uzayda, her yakinsak dizi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi

siurlidir. (Mustafa, 2016)
1.8.Cauchy Tam Dizisi

(X, d) bir metrik uzay x,,, x € N ve € > 0 olacak sekilde X de bir Cauchy dizisi
olsun. f: X — X ile verilsin. x € X ve f(x) = x olacak sekilde x bir sabit noktasidir.
Gergek ya da karmagik bir say1 dizisi (x,,), sirasiyla gercel R dogrusu lizerinde veya
karmasik C diizleminde, ancak ve ancak Cauchy yakinsama kriterini karsiliyorsa ve
€ > 0i¢in N = N(&) mevcut ise |x,, — x,| < € ve tiim m,n > N dir. |x,, — x,,|, ger¢ek
R dogrusu, C diizlemi {izerinde veya kompleks ise d(x,,, x,), X, NN x,’e uzakligini
ifade eder. Genel uzaylarda yakinsamayan Cauchy dizileri olabilir. Bu uzaylar tamliktan
yoksundur. (Frechet 1906)



1.9.Smirhhk
1.9.1.0nerme

S, gergel sayilarin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. R’nin bos olmayan ve
tistten sinirlt her alt kiimesinin en kiiciik {ist sinir1 vardir. R’nin bos olmayan ve {istten
siirl herhangi bir alt kiimesinin, en kiigiik iist sinir1 belirli ve tek olan tim y € S igin

y < x Ozellikli bir x saywisidir. En kiiglik st smirim1 sup S ile gosterilir.

(Sutherland, 2008)
1.9.2.0nerme

S, gergel sayilarin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. R’nin bos olmayan ve
alttan sinirl bir S alt kiimesinin en biiyiik alt sinir1 vardir. R’nin bos olmayan ve alttan
siirli her alt kiimesinin, en biiylik alt sinir1 belirli ve tek olan tim y € S igin y > x

Ozellikli bir x sayisidir. En biiyiik alt siir inf S ile gosterilir. (Sutherland, 2008)
1.9.3.Lemma
X = (X, d) bir metrik uzay olsun
I.  X’de yakinsak bir dizi sinirhidir ve limiti tektir.
ii. X’de x, » xvey, - yicind(x,,y,) = d(x,y) dir.
(Kreyszing, 1978).
1.9.4.0rnek
1. R gercel sayilar kiimesinin alt ve iist sinir1 yoktur.
2. R_ negatif gercel sayilar kiimesinin alt sinir1 yoktur, ama 0 bir {ist sinirdir.
3. (0,1] yar1 agik aralig1 tistten ve alttan sinirlidir.
(Sutherland, 2008)
1.9.5.0nerme

Pozitif tam sayilar kiimesi N istten sinirli degildir. (Sutherland, 2008)



1.9.5.Ispat

N’nin dstten sinirli oldugunu varsayalim. O zaman, tamlik oOzelligine gore
u = sup N olacak sekilde bir u gercel sayisi vardir. Her n € N i¢in (n+1) €N
oldugundan n+ 1 <wu olur. O zaman n<u—1 dir. Boylece her n €N i¢in
n < u — 1 olacagindan N igin bir iist simirdir. Bu da u nun en kiigiikliigii ile celisir ve

N’nin tstten sinirli olmadigimi gosterir. (Sutherland, 2008)
1.9.6.Teorem

(X, p,) bir metrik uzay, A kiimesi X kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi ve A

kiimesi A kiimesinin kapanis kiimesi olsun.

1. x € A olmas! icin gerekli ve yeter kosul x, > x ve n — o olacak sekilde
{x,} € A, n = 1,2, ... dizisinin var olmasidir.

2. A kiimesinin kapali olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her {x,} € A igin
n=12,..velim,_.,x, = x i¢in x C A olmasidir.

(Mustafa, 2016)
1.10.Tamhk

(X, d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi (X, d) metrik uzayinin bir elemanina

yakinsarsa (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir. (Sutherland, 2008)
1.10.1.Teorem

(X, p) metrik uzayinin tam metrik uzay olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul X de

her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi olmasidir. (Mustafa, 2016)
1.10.2.Teorem

(X, p,) bir tam metrik uzay ve A kiimesi X kiimesinin bos olmayan bir alt uzay1
olsun. A uzaymin tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A’nin X’de kapali bir kiime
olmasidir. (Mustafa, 2016)

1.10.3. Tanim

Eger, X metrik uzay1 i¢inde bir (x,) € X, n = 1,2, ... dizisi mevcut ise Ve > 0
ve Vx € X i¢in p(x, xng) < ¢ olacak sekilde 3 n, € N sayisinin var olmasidir. (X, p) bir

ayrilabilir metrik uzaydir. (Mustafa, 2016)
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1.10.4.0rnek

R sayilar kiimesinin alisilmis metrige gore (mutlak deger metrigi) tam oldugunu

gosterelim. (Kreyszing, 1978).
1.10.4.Coziim

(xn), R’de bir Cauchy dizisi olsun. (x,) yakinsak alt diziye sahip bir dizi
oldugundan sinirlidir. Dolayisiyla R tamdir. (Kreyszing, 1978).

1.10.5.0rnek

n (m) Q)
— X.
J

2\1/
R™ uzaymnin d(x,y) = ( j=1|xj > ile tanimli metrige gére tam

oldugunu gosterelim. (Kreyszing, 1978).
1.10.5.Céziim

X =g Xn) , V=1, ., ¥n) € R™ verilsin. (x,,) dizisi R" uzayinda bir
keyfi Cauchy dizisi olsun. Her m € N icin x,, € R® olup x,, = (x§m),...,x,(lm))

seklinde gosterime sahip olsun. (x,,) Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 igin m,r >

o\ 1/2
n, dir. ( ;-‘=1|xj(m) —xM > < ¢ olacak sekilde bir ny vardir. O halde j =1, ...,n

]

i¢cin |xj(m) —xj(’")| < ¢ saglanir. Her j =1,...,n i¢in (x]_(m)) dizisi R’de bir Cauchy

dizisidir. R tam oldugundan (xj(m)) - a; olacak sekilde bir a; € R mevcuttur. xM -
(aq, ..., ay) € R™ oldugunu gosterelim. Her j = 1, ...,n igin (xj(m)) — a; oldugundan

her £ > 0 igin m > n; oldugunda |xj(m) - ajl < &/y/n olacak sekilde bir n; sayisi

o\ 1/2
mevcuttur. Simdi n; = max; ; alirsak, her m > n; icin ( 7=1|x].(m) — a| ) <e
gerceklenir, dolayisiyla alinan keyfi Cauchy dizisi R™’de bir limite sahip oldugundan
uzay tamdir. (Kreyszing, 1978).

1.10.6. Tanim

a,b,d €ER, a<b ve d, f(a) ile f(b) arasinda olmak tlizere a < c < b ve
f(b) = d olacak sekilde en az bir ¢ elemani varsa f: R — R fonksiyonunun ara deger

Ozelligine sahiptir. (Sutherland, 2008).
11



1.11. Kompakthk
1.11.1.Tamm

X bir metrik uzay ve M c X olmak tlizere M kiimesindeki her dizi, limiti M

kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir alt diziye sahipse X metrik uzayina kompakttir

denir. (Mustafa, 2016)
1.11.2.Teorem

Bir metrik uzayin kompakt kiimeleri kapali ve sinirlidir. (Sutherland, 2008).
1.11.3.0rnek

Sonsuz ¢oklukta, noktadan olusan bir ayrik (diskre) metrik uzaymn kompakt

olmayacagini gosterelim.
1.11.4.Co6ziim

Ayrik (diskre) metrik uzaylarda tanim geregi yakinsak diziler, sonlu terim harig
cakisan diziler olacagindan, tiim terimleri birbirinden farkli diziler aldigimizda bu dizi
yakinsak alt diziye sahip olamaz. Dolayisiyla sonsuz ¢oklukta noktadan olusan bir ayrik

(diskre) metrik uzay kompakt olamaz.
1.11.5.0rnek

X kompakt bir metrik uzay ve M c X kapali ise M de kompakttir.
1.11.5.Coziim

{x,} dizisi M kiimesinde keyfi bir dizi olsun. Bu durumda M < X ve X kompakt
oldugundan {x,} dizisi limiti X uzayinda olacak bi¢imde yakinsak bir alt diziye sahiptir.
Bu diziye {xnk} dersek x,, — x olacak sekilde bir x € X mevcuttur. Her k igin x,, €

M, x,, — x ve M kapali oldugundan kompakittir.

1.11.6. Teorem

X ve Y iki metrik uzay ve T: X — Y siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda M
kiimesi X uzayinda kompakt ise T(M) kiimesi de Y uzayinda kompakttir. (Kreyszing,
1978).
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1.11.6.Ispat

M kompakt ve (y,), T(M) kiimesinde bir dizi olsun. Her n igin y, € T(M)
oldugundan, Tx, =y, olacak sekilde x,, € M mevcuttur. M kompakt oldugundan (x,,)
dizisi x,, — x € M olacak sekilde bir (xnk) alt dizisine sahiptir. T siirekli ve Tx,, —
Tx ve x €M oldugundan Tx =y € T(M) gerceklenir. Ayrica (xnk) dizisi (x,)
dizisinin bir alt dizisi olup T(M)’de y noktasina yakinsak oldugundan T(M) kiimesi
kompakttir. (Kreyszing, 1978).

1.11.7. Tanim

Bir metrik uzayda, kapanisi kapali olan kompakt kiimeye, 6n kompakt kiime

denir. (X,p) metrik uzayinda bos olmayan M < X kiimesinin 6n kompakt olmasi,

M = M U M’ kiimesinin X de kompakt olmas anlamina gelir. (Mustafa, 2016).
1.11.8. Tamim

Bir metrik uzayin her sonsuz alt kiimesi, bu uzayin bir vektoriine yakinsayan bir
dizi bulunduruyorsa, boyle metrik uzaylara kompakt uzaylar denir. Kompakt uzaylara

kisaca kompakt denir. (Kreyszing, 1978).
1.12.Normlu Uzay
1.12.1. Tamim

Normlu bir X uzayi tizerinde tanimlanmig bir normu olan bir vektor uzayidir. Bir
vektor uzay1 X lizerinde bir norm, X {izerinde degeri x € X ile gosterilen gergek degerli
bir fonksiyondur. X iizerinde gergek degerli bir fonksiyon ||.|: X —» R ye X iizerinde

tanimlansin. x,y € X ve her 1 € Kigin

i. Jx||=0
ii. J|lx]|=0isex=0
i, [[Ax]l = [A]]lx|
iv. Al +yll < lixll + Iyl

Ozelliklerini saglayan d(x,y) = ||x — y|| ifadesine norm, (X, ||.]]) ya da normlu
uzay denir. Belirli bir normlu uzay X ten Y ye kadar olan tiim sinirli operatdrlerin

kiimesidir. (Kreyszing, 1978).
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1.13.Normlu Uzaylarda Yakinsakhk

(x,) normlu X uzayinda yakinsak bir dizi olsun. lim,,_,|[x, — x|| = 0 olacak
sekilde x mevcut olsun. x,, — x dir ve x dizinin, limiti olarak ifade edilir. (Kreyszing,
1978).

1.14.Giig¢lii Yakinsama

Normlu bir X uzayinda x € X olacak sekilde bir (x,,) dizisi varsa, dizinin giiglii
bir sekilde yakinsak veya normda yakinsak oldugu soylenir. lim,_||x, — x|| = 0,
lim,_, x, = x ya da x,, — x ile ifade edilir. x’e (x,,;) nin kuvvetli limiti denir ve (x,,)
nin x’e kuvvetli bir sekilde yaklastig1 sdylenir. (Kreyszing, 1978).
1.15.Zayif Yakinsama

Normlu bir X uzaymdaki bir (x,,) dizisinin her f € X' i¢in 6yle bir x € X varsa,

zayif yakinsak oldugu soylenir. lim,,_,., f(x,) = f(x), x, 5x veya x, — x elemanina
(xp) nin zayif limiti denir ve (x,) nin x° e zayif yakinsadigim1 gosterir. (Kreyszing,
1978).

1.16.Banach Uzay1

i.  Tam normlu uzay Banach uzay olarak ifade edilir. (Tam, norm tarafindan

tanimlanan metrikte tamamlanmis anlamina gelir.)

ii.  Normlu uzayda, her Cauchy dizisi yakinsaksa bu normlu uzay Banach uzayi

olarak ifade edilir.

Her X igerisindeki (x,) dizisi i¢in ||x,, —x, || >0 ve m,n - o , Ix € X,

|x, — x|| = 0, n - codur.
1.16.1.0rnek
Oklid uzayr R™

- 1/2
2
Il = D 161") = VGG + =+ Kl
j=1

(Kreyszing, 1978).

14



1.16.2.0rnek

Uniter uzay C*

dix,y) =llx—yll = \/|(1 =M%+ 101G =002+ + 18y — N l?
(Kreyszing, 1978).
1.16.3.0rnek

R3 Oklid uzay1

x|l = [x| = \/512 + 3P+ G°

(Kreyszing, 1978).
1.16.4.0rnek
[P Uzay1

o 1/p
il ={ > I
j=1

1/p

aey) ==yl = ¥ |6, — [’
j=1

(Kreyszing, 1978).
1.16.5.0rnek
[* Uzay1
llxll = 51]1,p|5j|
(Kreyszing, 1978).
1.16.6.0rnek
Cla, b] Uzay1

llx[] = max|x(¢)]
te]

Burada J = [a, b] tamlik olarak gosterilmektedir. (Kreyszing, 1978).
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1.17.0perator Dizilerinin Yakinsamasi

T, € B(X,Y) operator dizileri igin, li¢ tiir yakinsakligin hem teorik hem de

pratik degere sahip oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar,

B(X,Y) normunda yakinsaklik.
(T,x) InY ye giicli yakinsamasi.

(Tyx) in Y ye zayif yakinsamast.

Bu yakinsakliklarin agiklamasi su sekildedir.

1. (T,), B(X,Y) normunda yakinsaksa, diizglin operator yakinsaktir.

2. (Tyx), her x € X icin Y de gigli bir sekilde yakinsarsa operator gigli
yakinsaktir.

3. (Tyx), her x €X icin Y de zayif bir sekilde yakinsarsa operator zayif

1978).

yakinsaktir.
T:X = Y bir operator olduguna gore,

IT, — Tl -0
| T x —Tx|| - 0 tim x € X igin
|f (Tyx) — f(Tx)| - 0 timx € Xiginve f €Y’

T’ye sirasiyla (T,,) nin diizgiin, gii¢lii ve zayif operator limiti denir. (Kreyszing,
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IKIiNCi BOLUM
2.BANACH SABIT NOKTA TEOREMIi

Adin1 Polonyali matematik¢i Stefan Banach'tan almistir. Bir metrik uzayda
belirli kosullar1 karsilayan bir fonksiyon varsa, fonksiyonu metrik uzaya
uyguladigimizda hareket etmeyen en az bir sabit noktanin her zaman olacagini sdyler. X
metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsarsa X uzayinin tamamlanmis oldugu ifade
edilir. Banach sabit nokta teoremi, tam bir metrik uzayda fonksiyonun benzersiz bir
sabit noktaya sahip olmasi i¢in yeterli kosulu verir. Bir Banach uzayr X iizerinde

tanimlanan her T daralma eslemesin kendine 6zgii bir x € X sabit noktas1 vardir.
2.1.Sabit Bir Noktanin Varhgi

Bos olmayan bir X kiimesinde keyfi bir x, € X noktasi alalim ve (x,) dizini

tanimlayalim.
Xg, X1 = TxO,X2 — Txl, X3 = sz, vy Xg = Txn_l
Xy, = TTxO = szo

X3 = TTZXO = T3x0

Xn, = T"x,
m > nolsun, m = n + p diyelimve p = 1,2 ... alalim,
[nsp = %nl| = IT™P2xg — T"xoll = IT(T™*P~ 20 — T" o) |
< K||Tn+p_1xo - Tn_lxo”
T bir daralma eslemesi olarak bu islemi n — 1 kez devam ettirildiginde,
||xn+p - xn” < K™||TPxq — x| (2.1)
(2.1) esitsizligi elde edilir. n = 0,1,2,3 ve tiimii igin p se¢ildiginde,
ITPxq — xoll = [ITPxo — TP 1xq + TP 1xyg — TP™2xy + TP 2xq + Txy — Xo||
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= ||TPxq — xoll < [ITPxo — T”"lxoll + ”Tp_lxo - Tp_zx()” + -+ |[Txo — x|

= |ITPxo — xoll < TP~y — TP x|l + ITP~2x7 — TP~ 2x0|| + ll2xy — x|
= ||ITPx — x0ll < Kp_1||x1 — Xoll + Kp"zllxl — Xoll + - + Kp_1||x1 — %ol

= |ITPxo — xoll < (KP~1 + KP72 + -+ Dlxg — x|

1-KP

Py, — <
= [[TPxo — xoll < -

Iy — xoll (2.2)
0 < k < 1 oldugundan 1 — K? < 1 olur. Bu sonucu (2.2) esitsizligi de kullanarak,
ITPx0 = ol < = Il = %o (2.3)
(2.3) esitsizligi elde edilir. (2.3) esitsizligi yardimiyla,
||xn+p - xn” < K™|TPxo — xoll (2.4)

(2.4) esitsizligi  dontligiir. n —»> o0  alindiginda m=n+p —> o oldugundan
|| %n4p — %n|| = o olur. Bu da (x;,) dizisinin X°de bir Cauchy dizisi oldugunu gdsterir
boylece (x,) dizisi yakinsaktir. lim,,_. x, = x olacak sekilde T’nin sabit noktasi

alindiginda, T siirekli olacagindan,

Tx = T(lim xn) = lim Tx, = lim x,,,; =x
n—oo n—oo n—oo
dir ve dolayistyla x, T nin sabit noktasi olur.(Kreyszing, 1978).
2.2.Sabit Noktanmin Benzersizligi

T’nin bagka sabit noktast y olsun. O zaman Ty = y , T biiziilme eslemesi olarak

ITx — Tyl < K||x — y|| 6zelligi mevcuttur, ancak ||Tx — Ty|| < [|x — y|| dir.
~Tx=xveTy=y
Slx=yll <Kllx=yll, 1<K.

0 < K < 1 oldugundan ||Tx — Ty|| < ||x — y|| iliskisi yalnizca ||x — y|| = 0 oldugunda

miimkiindiir.
x—y=0=>x=y
bu da T nin sabit noktasinin tek oldugunun kanitlar. (Kreyszing, 1978).
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2.2.1.0rnek
T:R - R, T(x) = x? ile tammlanan T nin sabit noktasini bulalim. (Soykan, 2012).
2.2.1.Coziim
T(x) = x? ve T(x) = x sabit nokta olsun. T (x) = x? = x alindiginda,
=x
>x2—x=0
=>x(x—1)=0
~x=0yadax—1=0
= x=0,yadax = 1dir.
(Soykan, 2012).
2.2.2.0rnek
T, R nin T(x) = x ile tanimlanan kendi eslemesi olsun. T(x) = %x ile verilen T
daralmasinin tek bir sabit nokta oldugunu gosterelim.

2.2.2.Céziim

1
T(x) = ke
1
~TQ) = 5V

1 1
TG =Tl = |52 =53] = Ik =1
T bir daralma eslemesidir. Banach sabit nokta teoremine gore T nin tek bir sabit noktasi
vardir. (Soykan, 2012).
2.2.3.0rnek

T nin ||IT(x) =TIl = |lx —yl|| yi sagladigim1 gosteren herhangi bir sabit
noktasi olmadigimi gosterelim. (Soykan, 2012).
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2.2.3.Coziim
T:R — R bu sekilde tanimlansin.

( .
x—ze" x<0 icin

1

K—§+§x x>0 icgin

T(x) =<

( 1
y—zey y<0 igin

T =4y 4
DS
L 2+2y y =0 icgin
x,y < 0igin
1, 1 1
1T =Tl = [[r=5e* =y +3¢7|| = | = =5 = < e =1
x,y = 0 i¢in
ITG) ~ T = ||-5+ 52 45— 39| = |59 < he =1
WIS T T T T =Y

T nin saglandign gorilir.  ||[T(x) —T(y)| < |[x — y|| dir. Sabit noktanin

tanimindan T (x) = x elde edilir. x < 0 i¢in
T(x)=x=x—%ex=>x=x—%ex=>0=—%ex:ex=0=81:x=1dir.
Fakatx < 0 olacagindan saglanmaz

x = 01i¢in

T +1 1+1 1 1 1
= = —_—— —_ = = —_—— f— = — = —_—— — —
(x)=x 5 2x X 5 zx zx 5 x

x = 0 oldugundan saglanmaz dolayisiyla

1
x—=e* x<0 igin

1+1 -0 ici
s+t5x x20 igin

T(x) =

ile tanimlanan T’nin verilen kosulu (Banach daralma teoremi) karsilayan sabit noktasi

yoktur.
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Benzer sekilde T(y) = y olsun, y < 0 i¢in

T()’)=y=y—%ey=>y=y—%ey:>O=—§e3’:>e3’=0=e1:>y=1dir.
y = 0 oldugu saglanamaz. Goriilmektedir ki,
1
y—=e¥ y<0 icin

T =9 174

L1 > -
2+2y y=0 igin

T’ nin verilen kosulu (Banach daralma teoremi) karsilayan herhangi bir sabit noktasi

olmadig goriilmektedir. (Soykan, 2012).
2.3.Metrik uzaylarda Biiziilme Doniisiimleri

(X, d) bir metrik uzay ve bir f: X — X doniistimii verilsin. En az bir K < 1 sabiti
i¢in x,y € X olmak tizere d(f(x), f(y)) < Kd(x,y) oluyorsa f’ye X metrik uzayinin
bir biiziilmesi denir. (Sutherland, 2008).

2.4.0n Teorem

Bir X metrik uzayinda her biiziilmesi doniistimii diizgiin siireklidir. (Sutherland,
2008).

2.5. Teorem

X bir tam metrik uzay ve f: X — X bir biiziilme olsun. O zaman f, X ‘de bir tek
p sabit noktaya sahiptir. (Sutherland, 2008).

2.6.Banach Uzaylarinda Sabit Nokta Teoremi

T tam metrik X uzayinda daralma eslemesi olsun. T nin tek bir sabit noktasi

oldugunu kanitlayalim. Keyfi bir x, € X ve yineleme dizisi (x,,) olarak verilsin.
X0, X1 = Txg,%p = Txq,x3 =Txy, 0., X9 = TXp_q (2.6)
Xy = TTxO = szo

x3 == TTZxO = T3x0
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X, = T"x,
(x,) bir cauchy dizisi ve n > m ise
d(me1, Xm) = A(Txp, TXp_1)
= d (X1, Xm) < Kd(m, Xm-1)
= d(Xme1, Xm) < Kd(Xpp—1, Xm—2)
= d (X1, Xm) < K2d(Xm—1, Xm_2)
bu sekilde m katina kadar devam edildiginde,
= d(Xms1, Xm) < K™d (x4, x0) (2.7)
(2.5) elde edilir. n > m igin liggen esitsizligi kullanilirsa,

d(xm: xn) < d(xm: xm+1) + d(xm+1'xm+2) + et d(xn—l'xn)

S Kmd(xO,xl) + Km+1d(xo,x1) + + Kn_ld(xO, xl)
=K™(1+k+ -+ K™ Hd(xy,x;)

m 1_kn—m

1-K

k

d(xg, x1) (2.8)
0 < K < 1, oldugundan 1 — k™™™ < 1 olarak verilsin,
Ay, Xn) < 2 d(x, 1) (29)

d(xg, x1) sabit ve 0 < K < 1 oldugundan m yi yeterince biiylik alarak sag tarafi

yeterince kiigiik yaptigimizda (x,)’nin bir Cauchy dizisi oldugu goriilir. X tam

oldugundan x, — x olacak sekilde x € X mevcut olur. Limit x’in T nin bir eslemesi

oldugunu gosterelim. Uggen esitsizligini kulllanarak

d(x,Tx) < d(x,x,) + d(x,, Tx)
= d(x,Tx) < d(x,x,) + Kd(x,_1,x)

Oldugu goriliir. d(x,y) =0 oldugundan x =y olur. x, - x olacagindan

d(x,x,) = 0 ve d(x,_q,x) » 0 dir. d(x,Tx) = 0 oldugundan Tx = x dir. x, T’nin

sabit noktasidir. Simdi x’in T nin tek sabit noktast oldugunu gosterelim.
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X1, T nin ikinci bir noktasi olarak verilsin. Tx; = x; dir. d(x,x;) =
d(Tx,Tx;) < kd(x,x;) ve k <1 oldugundan d(x,x;) =0 dir. x = x; oldugu i¢in
sabit noktanin tekligi kanitlanmigtir. (Kreyszing, 1978).

2.6.1.0rnek

X =R, |lx|l =x ve [a,b] € R olan gergel sayilarin Banach uzayi olsun.
fila,b] = [a,b] tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere |f'(x)| <k <1 olacak

sekilde f(x) = x denkleminin ¢6ziimii bulalim. (Mustafa, 2016).
2.6.1.Coziim

X,y € [a,b] ve y < z < x olsun. Lagrange’in ortalama deger teoremine gére

FO=FO)_
x—y

= fO) - f) =&-yf'2)
= f() - fOI =1 —-y)f' (@)
“AfG) = fOI = lx = ylIf' (@)
= 1f) = fI < klx -yl

f, [a, b] tizerinde kendi igine eslenen bir daralmadir. [a, b], X = R’nin kapal bir
alt kiimesi oldugundan, Banach daralma teoremine gore f(x*) = x* olacak sekilde
benzersiz bir x* € [a, b] sabit noktas1 vardir. Dolayisiyla x* sabit noktasi1 f(x) = x

denkleminin bir ¢6ziimii olur. (Mustafa, 2016).
2.7.Normlu Uzaylarda Daralma Eslemesi

X bir normlu uzay ve T : X — X olarak verilsin. k < 1 pozitif reel sayis1 mevcut

ise her x, y € X i¢in normlu daralma

ITC) =TIl < kllx =yl (2.10)

ile gosterilir. (Sutherland, 2008).
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2.8.Lipschitz Kosulunu
Bir f: D — R fonksiyonu ile @ ve K pozitif gercel sayilar verilsin. Her x,y € D
icin
IfC) = fFI < Klx = yl* (2.11)
kosulunu saglaniyorsa f fonksiyonu D iizerinde a. mertebeden K sabiti Lipschitz
kosulu saglanir. (Sutherland, 2008).

2.9.0nerme

i.  f fonksiyonu D {iizerinde @ > 0 mertebeden Lipschitz kosulunu sagliyorsa D
iizerinde diizgiin siireklidir.
ii. f,[a,b]’da @ > 1 mertebeden Lipschitz kosulunu saglarsa [a, b]’da sabittir.
iii. f:la,b] - R, [a,b] da siirekli, (a,b) da tiirevlenebilir ve her x € (a,b) igin
|f'(x)| < K oluyorsa f, [a,b]’da 1. Mertebeden K sabibiti Lipschitz kosulunu
saglar. (Sutherland, 2008).
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UCUNCU BOLUM
3.BANACH SABIT NOKTA TEOREMIMIN ADI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERE UYGULAMALARI

Degiskenler ile tiirev arasindaki iliskiyi gosteren denklemlere, diferansiyel
denklem adi verilir. Yaklasik iki bin yildan fazla tarihe sahip olan ardisik yaklagimlar
yontemi, ilk defa Italyan matematik¢i Picard tarafindan adi diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢oziimleri i¢in, Cauchy probleminin tahmini ¢oziimii arastirilmistir. Bu
alandaki ilk tahmini sonu¢ Polonyali matematik¢i Steven Banach’a aittir. Bu alanda
yapilan galisma sonucu ‘’Daralma Doniisiim Prensibi’’ veya ‘’Banach Sabit Nokta
Teoremi’’ olarak ifade edilmektedir. Baslangi¢ kosullar1 olan bir diferansiyel denklem
Cauchy problemi olarak ifade edildiginde, problemlerin ¢éziimiiniin varligin1 garanti
eden, uygun kosullarin bulunmasi gerekmektedir. Banach sabit nokta teoremi fonksiyon
uzaylariyla baglantili olarak ortaya ¢ikmistir ve diferansiyel ve integral denklemlerin

¢oziimleri igin, varlik ve teklik teoremlerini verir. Bir diferansiyel denklem igin,
x'=f(x,t) (3.2)
x(to) = Xo (3.2)
baslangi¢ deger problemi (3.2) baslangi¢c kosulundan olusur. t, ve x, birer gercel
sayidir. Adi diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli rol oynayan Picard teoremini
kanmitlamak i¢in Banach daralma teoremini kullanilir. Picard’in ardisik yaklagimlar
yontemi bir T eslemesi tanimlayan, integral denklemine doniistiiriilerek, Picard

teoremin kosullari, T nin bir daralma ve sabit nokta problemin ¢6ziimii oldugu

gostererelim.
3.1.0rnek

Adi diferansiyel denklemlerde f {izerinde uygun kosullar altinda,

2 = Foy); y(xo) = Yo (33)

baslangi¢ deger problemi, (x, y,) n yeterince kiigiik bir komsulugunda bir tek ¢oziime

sahip oldugu Cauchy-Picard teoremi ile ifade edilir. (Sutherland, 2008).
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3.2.Teorem

f:D =[xy —a,xy+al] X[xy—b,xy+ b] - R fonksiyonu her (x,y,) € D ve
en az bir K >0 igin |f(x,y,) — f(x,¥,)| < K|y, — y,| lipscihz kosulunu saglayan
stirekli bir fonksiyon olsun. M, |f(x,y)| nin D kiimesinde bir iist sinir1 olmak iizere
¢ = min{a, b/M} olarak verilsin. O zaman I = [x, — ¢, x, + ¢] de, (3.3) denkleminin

bir tek y ¢6ztimii vardir. (Sutherland, 2008)
3.2.Ispat

Banach sabit nokta teoremine, ardisik yaklagimlar yontemi ile diizgiin
yakinsaklik ozelliklerini  kullanir. Bir y fonksiyonunun [I°da, baslangic deger

probleminin bir ¢6ziimii olmasi i¢in y nin I’da
y() = yo + [ f(t.y(@®)dt (34)

(3.4) Integral denkleminin bir ¢dziimiiniin mevcut olmasmin gerekli ve yeterli sart
oldugunu gosterelim. Bunun igin y nin bu integral denkleminin bir ¢dziimii oldugunu
varsayalim. y ve f siirekli oldugundan f(¢,y(t)), I’da siireklidir. Bdyle bir integralin,
diferansiyeli ile dy/dx = f(x,y) ve x = x, koyarak y(x,) = x, buluruz. Tersine,
y(x) in baglangi¢ problemini sagladigini diisiinelim. O zaman [x,, x] {izerinde integral

alarak her x € I i¢in
[, y'@dt =[] f(t.y(©)de (3.5)

oldugu goriiliir. Analizin temel teoreminden denklemin sol tarafi y(x) — y(x,) olur ve
buradan y(x) (3.4) integral denklemini saglar. Integral kuralindan y(x), I’da siireklidir.
Integral denklemine Banach sabit nokta teoremini uygulanir. Once Cauchy-picard
teoreminin, ¢’ < min{a, b/M,1/K} olmak flizere asil ifadesinde I y1 (olasilikla ondan
daha kisa) I' = [xy — ¢, xo + ¢'] ile degistirerek daha zayif bir bi¢imini ispatlayalim.
["’de tamimli gergel degerli ve her x € I' i¢in |y(x) —yo| < b kosullu siirekli
fonksiyonlarm uzayim X' € CI’ ile gosterelim. X', CI"” de kapalidir. Ciinkii eger bir
takim x € I' ler i¢in |y(x) —yo| > b ise aym ifade, sup metrik cinsinden CI’ niin
y(x)’e yeterince yakin biitiin fonksiyonlari i¢in de dogrudur. Bu X'niin CI’ deki
timleyenin yine CI’ de agik olmasini gerekli kilar. CI' tam oldugu ig¢in X' tamdir.
F: X' - X' olacak sekilde
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F(@) =yo + [ f(t.y(®)dt (3.6)

olarak tanimlansin. Oncelikle, y € X' i¢in F(y) € X’ olur. Ciinkii integral geregi F(y),
I" de siireklidir ve hatta herhangi bir x € I’ igin

IFOI@) = yol = | [ £(e.y@)de| < cm <

bulunur. F bir biiziilmedir. Ciinkii y,,y, € X' ise

doGry) = sup f (F(6.3:(D) = F(t.y2(0)}de

|x—xql<c’

< ¢'Kdo(y1,2)
c¢'K < 1 elde edilir. O zaman F’nin tek bir sabit noktaya sahip oldugu goriiliir ve
buda baslangi¢c deger probleminin I’ de tek siirekli ¢oziimiidiir. CI tizerinde farkli bir
metrik kullanarak, I nin tamami tizerinden varlik ve tekligi gosterilebilir. y;,y, € CI
i¢in

d(y,y2) = SU?B_le_x(’l ly1(x) — y2(x)|
X€E

tanimlayalim. Herhangi bir t € [ i¢in

e~ Klt=xol|y, (£) — v, (D) < sup e %ol |y, (x) — y,(X)| = d(y1,¥2)

x€l

bulunur ve bdylece her t € [ i¢in

ly2(®) = y,(O)] < d(yy, y,)eKlt=ol

olur. Tim x €I ler igin e X¢ < e KI*~*l < 1 oldugundan d metrigi, CI daki sup
metrigine Lipschitz denktir. Boylece bu metrikle CI tamdir. CI’da biitiin x € [ lar i¢in
ly(x) — yo| < b Kosulunu saglayan, y lerden olusan kiime X € CI olsun. X kiimesi CI
nin kapali bir alt uzayidir ve bu yiizden de tamdir. Tekrar ayn1 sekilde F: X — X olarak
tanimlansin ve y € X iken F(y) € X olacag: gosterilsin. Simdi y;,y, € X i¢in

d(F(y1), (F(y2) = S;éIIJe‘K"‘"‘“' f {F(t.y2(0) = f(t, y2(D)}dt
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X

< sup e~ Kl¥~%ol f Kly,(£) — y,(®)|dt
X€EI
X0

X

< d(y1,,) sup eIl f KeKlt-tol g¢
x€l
X0

= d(yl,yz) sup e—le—x0| (e—K|x—x0| _ 1)
X€El
= d()’p)’z) Sup(l — e_K|X—x0|)
X€l

<A -e*)dy,y2)
bulunur. Buradan, 1 —e ¢ < 1 oldugu igin F bir biiziilmedir. Bu da (3.3) olarak

verilen baslangi¢ deger probleminin [ iizerinde bir tek ¢6ziime sahip olacagini ispatlar.
(Sutherland, 2008).

3.3.Picard Teoremi
f (x,y) bir dikdortgende iki degiskenli siirekli bir fonksiyon olsun.

A={(x,y):a<x<b, c <y < d}ikinci degisken y deki lipschitz kosulunu saglasin.

(%0, ¥o) noktas1 A nin herhangi bir i¢ noktasi olsun. O zaman,

2 = f(x,y) 3.7)

dx

diferansiyel denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir. y = g(x) alindiginda denklemin

(%0, ¥o) Noktasindan gegctigini ifade edelim. (Kreyszing, 1978).
3.3.Ispat

(3.7) diferansiyel denklemi gore y = g(x) ve g(x,) =y, Ozelligini sagladigi

diistintildiigiinde (3.7) diferansiyel denkleminin x, dan x’e integralini alinirsa,

1% = J, f(t.g@®)dt (3.8)

(3.8) denklemi elde edilir.

= g() — g(xg) = f F(tg®)dt [y = g()]
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= g(x) =y + f £t g(®)dt

olur. Dolayisiyla (3.7) denkleminin tek ¢oziimiiniin
9() =yo + [, f(t.g(®)dt (3.9)

(3.9) denklemine esdeger oldugu gorilir. f(x,y), y’de Lipsicihtz kosulunu
sagladigindan |f(x,y;) — f(x,y2)| < qly; — y,| olacak sekilde g > 0 sabiti vardir.
(x,y1),(x,y,) €A dir. f(x,y) , R? kompakt bir A alt kiimesi {izerinde siirekli
oldugundan simnirhidir. |f(x,y)| < m ve V(x,y) € A olacak sekilde bir m sabiti vardir.
p.q < 1 oldugu varsayilarak pozitif bir p sabiti ve dikdortgeni segilmis olsun.

B={(,Mxo—p<x<x0+p, yo—pm =<y <y, +pm} ile tanimlanan A
kiimesinde bulunur. [xy — p, xo + p] lzerinde tanimlanan tim gergek degerli siirekli
fonksiyonlar y = g(x) kiimesi olan X olarak verilsin. Oyle ki [|g(x) — yoll < mp
oldugu goriiliir. X banach uzay1 C[xy, —p, X, +p] nin ist normlu kapali bir alt

kiimesidir.

T:X - X, Tg = h olarak tanimlansin

hG) = yo+ [ f(tg(®)de

hG) =30 = [ f(tg(®)de

IhGo =3l = ||| £(e.g@)ae
= 1A — yoll < j £(t, 9(0)dt

X
o () = yoll < mf dt

Xo
= [[A(x) = yoll = m(x — xo) <mp
~ h(x) € X dir. T iyi tamimlanmis olup y, € X oldugundan,
ITg —Tg:ll = |lh — hyl
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yo4-f f(tg(ﬂ)dt—-yo—-f f(t, g:())dt

0 X0

fx x(f (£.9(®) - f(t.9:(®))) dt

< dt

[ £t.9©) - 1(t.0.)

<q f 1g(®) — g (Ol dt

Xo
=q(x —xp)llg — g4ll

<pqllg — g4l

ITg —Tgqll < kllg — g4l olacak sekilde 0 < k = pg < 1 olur, dolayisiyla T,
X izerinde bir daralma eslemesidir. Banach daralma teoremine gére T’ nin tek bir
g" € X sabit noktasi vardir. Bu tek sabit g* sabit noktast (3.9) denkleminin bir
¢coziimiidir. (Kreyszing, 1978).

3.3.1.0rnek
K (x,y) fonksiyonu A karesel bolge iginde tanimli ve olgiilebilir olsun.
A={(x,y);a<x<b, a<y<b}

Ayrica,

b b
f f K (e, y)I2 dxdy < oo
a a

olarak verilsin,
g(x) € Ly(a,b)
olmak tizere denklem,
f() = g() + [, K(x, y)f () dy (3.10)

yeterince kiiciik olan her A parametre degeri f(x) € L,(a, b) olacak sekilde integral

denkleminin benzersiz tek ¢oziimiinin var oldugunu gosterelim. (Kreyszing, 1978).
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3.3.1.Coziim
x = L, ve T eslemesi T: L,(a, b) = L,(a, b) olsun
Tf=nh

b
hG) = g0 = 4 [ KGuadf o) dy
a
Bu tanim her (a, b), h € L, igin gegerlidir. g € L,(a, b) ve A bir skaler oldugundan
b
0@ =1 [ Ky dy € Ly(a,b)
a
Cauchy-Schwartz esitsizligi diistiniildiigiinde

b
(0] = f K, y)f ) dy‘

b
= ()| < j K Go ) f ()] dy

1

b % b 2
=>|w<x)|s(f |K<x,y)|2dy> <f |f(y)|2dy>

b b
= lo(x)]* < <f IK(x,Y)IZdy><f If(y)lzdy>

= Lb|w(X)|2dx < Jab <Lb|K(x,y)|2dy>dx Jab <Lb|f(y)|2 dy> dx

b b
ffIK(x,y)IzdxdySOO
a a

ve

Lb fablf(y)lzdxdy < o

hipotezine gore,

b
f lw(x)|?dx < oo

a

olur.
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Boylece,

b
w(x) = f K(x,y)f (e, y)f () dy € Ly(a,b)

a

dir. L,(a, b) nin normlu bir Banach uzay1 oldugunu bilindigine gore,

1

b 2
11l = ( f FO)I? dy)

dir. T’nin bir daralma eslemesi oldugunu gosterelim. ||Tf — Tf;|| = ||h — h4|| nin var

oldugu diisiiniildiigiinde
b
MG = 9200 + 1 [ KRGy
a
ancak,

b b
h = hyll = ‘ 90 +1 f KCe)f 0 dy — 9100 — A f K9 f () dy”

b
= |[h—nll = H[g(x) —g1(x0)] + lf (K, () — A} dy|

b
= lh=hill < llg(x) = g1 (Ol + H/lf [KC, ) = A dy

b
= lh=mll < H/lj [KCe () = ()] dyH

b 2 1/2
= ||lh—hy|| < |/1|<j dx)
a

b b 1/2 , p
:nh—hlnsw(f j |K<x,y>|2dxdy) (j |f(y)—f1(y>|2dy>

b
[ [ keniror- £ (y)}dy]

1/2

Cauchy —Schwartz-Bunyakowski esitsizligini kullanarak

1/2

b b
=||h—h1||sm|<f f |K<x,y)|2dxdy) If = £l

dir.
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Dolayistyla,

b b 1/2
ITf —TfHI < |/1|< f IK(x,}I)IZdXdy> IIf = fill
a a
eger,
4l < !
1/2
(12 S21K G ) 2dxdy)
ITf —THIl < KIf - fill
Burada,

b b 1/2
K=|/1|< fIK(X.}')lzdxd}’> <1

a Ja

dolayisiyla T bir daralmadir ve benzersiz bir sabit noktadir. Tf* = f* olacak sekilde
benzersiz bir f* € L,(a,b) vardir. Bu sabit nokta (3.10) denkleminin benzersiz bir

¢coziimiidiir. (Kreyszing, 1978).
3.4.integral Denklemlere Uygulamasi

Banach sabit nokta teoremini integral denklemlerin varlik ve teklik teoremlerinin

kaynagi olarak da gosterelim.

() — 1 f k(t, Dx(@)dr = v(0) (3.11)

(3.11) iIntegral denklemi ikinci tiirden fredholm denklemi olarak ifade edilir. x
ile ifade edilen [a, b] lizerinde bilinmeyen bir fonksiyondur. u bir parametredir. (3.11)
Denklemin kernel k si, G = [a, b] X [a, b] karesel bolgesi tizerinde ve v, [a, b] tizerinde
verilen bir fonksiyondur ve C[a, b] fonksiyon uzaymda oldugu diistiniilsiin. /] = [a, b]

da tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin uzayi, d metrigi ile verildiginde
d(x,y) = max|x(t) - y(0)]

x(t) teriminin varhig: teoremde gosterildigi gibi yinelemeyi uygulamamizi saglar. Bu

terimi olmayan denklem

ff k(t,7) x(v)dr = v(t) (3.12)
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(3.12) ile gosterilen ve birinci tiirden olsun. Banach teoremi icin C[a,b] nin tam
lduguna dikkat edildiginde v fonksiyonu C[a,b] ve k nin, G iizerinde sinirhi bir

onksiyonudur.

|k(t,7)| < c olarak diistiniildiigiinde x = Tx de yazildiginda
Tx(8) = v(t) + u f, k(t, Dx(0)dr (3.13)

(3.13) haline doniisiir. v ve k siirekli oldugundan T: C[a, b] — C|a, b] olacak sekilde T
operatorli tanimlansin. ¢ ye T nin bir daralma olmasini saglayacak sekilde bir sinirlama
getirildiginde

Ad@eTy) ZMax|Tx @I Ty (O]

b
= lul max f k6, Dx() — y(©)] de

b
< Il max [ 1k Dl1x(e) = y(@) dr

a

b
lule maxlx(o) — y(o)] j dr
o€
a

lule d(x, y)(b — a)

d(Tx,Ty) < ad(x,y) olarak yazildiginda @ = |u|c (b —a) olur. T nin bir daralma

haline gelmesi (@ < 1) goriilmektedir dolayisiyla banach sabit nokta teoremi

1
el <“h=a b—a

Sonucunu gostermektedir. Boylece, (3.11) olarak verilen denkleminin T bir ¢6ziimiidiir.
(Kreyszing, 1978).
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TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda diferansiyel denklem sistemlerinin bir g¢esidi olan adi
diferansiyel denklemlerde Banach sabit nokta teoreminin nasil kullanildigi ortaya

konulmustur.

x" = f(x,y) olarak verilen bir adi diferansiyel denklem i¢in, f fonksiyonu
kapali ve sinirli bir bolge tizerinde diizgiin siirekli ve Banach uzayinda sinirli bir

fonksiyon oldugu kabul edilmistir.

Adi diferansiyel denklemin aranan ¢6ziimii, diizgiin norm altinda siirekli
fonksiyonlar uzayi iizerinde, uygun bir integral operatoriiniin sabit noktasi olarak ifade

edilmistir.

Bunun icin bir diferansiyel denklemin integral denkleme denk oldugu
gosterilmistir. Daha sonra Picard teoremi ile ardisik yaklasimlar saglanarak bu integral
operatoriiniin benzersiz bir sabit noktaya sahip oldugunu gdstermek, i¢in Banach sabit

nokta teoremi kullanilmistir.

f fonksiyonu sabit bir noktasi olmayan ancak, kompakt bir uzayda olan bir
fonksiyon ise sabit bir noktasinin var olabilecegi, bu noktanin da benzersiz oldugu
ortaya konulmustur. Bu sabit noktanin banach daralma oldugu kolayca gosterilmistir.
Daralma operatoriiniin kompaktlik nedeniyle var oldugu ve sabit bir noktaya doniistiigi,

herhangi bir yineleme dizisinin sinir1 oldugu sonucu ile ispatlanmistir.
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