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ÖZET 

 

ADİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERDE 

BANACH SABİT NOKTA TEORİSİNİ KULLANMA 

DALKILIÇ Serkan 

Yüksek Lisans Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Elman HAZAR 

Haziran 2024, 38 sayfa 

Bu tez çalışmasında, adi diferansiyel denklem sistemlerinin çözümü üzerinde, 

Banach sabit nokta teoreminin kullanımı incelenmiştir. Bunun için adi diferansiyel 

denklemlerin aranan çözümü, düzgün norm altında ve sürekli fonksiyonlar uzayı 

üzerinde, kapalı ve sınırlı bir bölgede, uygun bir integral operatörünün sabit noktası 

olarak gösterilmiş. Daha sonra bu operatör, Banach sabit noktaya dönüştürülerek 

genellemeler ve tümevarım yöntemi ile denklemin çözümünün, Banach sabit nokta 

olduğu ortaya konulmuştur. 

Tez çalışması dört ana bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde adi 

diferansiyel denklem ve Banach sabit nokta teorisinin kısa özeti anlatılmıştır. İkinci 

bölümde temel kavram ve teoremler anlatılmıştır. Üçüncü bölümde Banach sabit nokta 

teorisinin metrik, normlu ve Banach uzaylarında varlığı ve uygulamaları anlatılmıştır. 

Dördüncü bölümde ise Banach sabit nokta teorisinin adi diferansiyel denklem 

sistemleri üzerinde çözümü olduğu uygulamalı olarak gösterilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Metrik Uzay, Normlu Uzay, Banach Uzay, Banach Sabit Nokta, 

Yakınsaklık, Adi Diferansiyel Denklemler, Cauchy Dizisi. 
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ABSTRACT 

 

ON ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

BY USING BANACH FIXED POINT THEORY 

DALKILIÇ Serkan 

Master Thesis 

Department Of Mathematics 

Thesis Advisor: Prof.Dr. Elman HAZAR 

June, 2024, 38 pages 

In this thesis, the use of Banach fixed point theorem on the solution of ordinary 

differential equation systems is examined. For this purpose, the sought-after solution of 

ordinary differential equations is represented as a fixed point of an appropriate integral 

operator in a closed and limited region on the space of continuous functions under the 

uniform norm. Then, this operator was transformed into a Banach fixed point and it 

was revealed that the solution of the equation was a Banach fixed point by 

generalizations and induction method. 

The thesis consists of four parts. In the introduction section, a brief summary of 

the ordinary differential equation and Banach fixed point theory is explained. In the 

second chapter, basic concepts and theorems are explained. In the third chapter, the 

existence and applications of Banach fixed point theory in metric, normed and Banach 

spaces are explained. In the fourth chapter, it is shown practically that Banach fixed 

point theory has a solution on ordinary differential equations. 

 

Key Words: Metrik Space, Norm Space, Banach Space, Banach Fixed Point,  

Convergence, Differential Equations, Cauchy Sequence. 
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1.GİRİŞ 

 

Değişimin matematiksel tanımlarında, diferansiyeller ve türevler kullanılır. 

Çeşitli diferansiyeller, türevler ve fonksiyonlar denklemler yoluyla ilişkilendirilir. Öyle 

ki diferansiyel denklem dinamik olarak değişen olguları, evrimi ve varyasyonu 

tanımlayan bir sonuçtur. 

Newton, Leibniz, Bernoulli ailesi, Riccati, Clairaut, d'Alembert ve Euler olmak 

üzere birçok matematikçi diferansiyel denklemler üzerinde çalışmış ve bu alana katkıda 

bulunmuşlardır. Adi diferansiyel denklemler, tek bir bağımsız değişkene bağlı, 

diferansiyel olarak ifade edilen denklemlerdir. Bilinmeyenleri bir veya birden fazla 

fonksiyondan oluşur ve bu fonksiyonların türevlerini içerir.  

Birden fazla bağımsız değişkene göre olan diferansiyel denklemler, kısmi 

diferansiyel denklem olarak ifade edilir. Daha az yaygın olarak kullanıldıklarından adi 

diferansiyel denklemler daha çok kullanılır. 

Adi diferansiyel denklemler arasında, doğrusal olan diferansiyel denklemler 

çeşitli nedenlerden dolayı önemli rol oynar.  

Fizikte ve uygulamalı matematikte karşılaşılan temel ve özel fonksiyonların 

çoğu, doğrusal diferansiyel denklemlerin çözümleridir. Fiziksel olaylar, doğrusal 

olmayan denklemlerle modellendiğinde, daha kolay bir çözüm için doğrusal diferansiyel 

denklemlerle çözüme yaklaşılır. Açıkça çözülebilen, birkaç doğrusal olmayan adi 

diferansiyel denklem, genellikle denklemin eşdeğer bir doğrusal adi diferansiyel 

denkleme dönüştürülmesiyle çözülür.  

Banach sabit nokta teoremi ilk kez Polonyalı matematikçi Stefan Banach’ın 

1922'de ki doktora tezinde kapsamlı olarak incelenmiş ve adını Stefan Banach'tan 

almıştır. Steven Banach, modern fonksiyonel analizin kurucusudur ve  topolojik vektör 

uzayları teorisine büyük katkıları olmuştur. 

Banach sabit nokta teoremi aynı zamanda daralma haritalama teoremi, büzülme 

haritalama teoremi veya Banach-Caccioppoli teoremi olarak da bilinir.  
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Banach sabit nokta teoremi metrik uzaylar teorisinde önemli bir araçtır. Metrik 

uzayların belirli öz haritaları sabit noktalarının varlığını ve benzersizliğini garanti eder 

ve bu sabit noktaları bulmak için yapıcı bir yöntem sağlar. Ayrıca Picard'ın ardışık 

yaklaşımlar yönteminin soyut bir formülüzasyonu olarak da gösterilmektedir.  

Banach sabit nokta teoremi ile çözülebilen diferansiyel denklemler, başlangıç 

koşulları olan Cauchy problemi olarak ifade edilen bir diferansiyel denklemden oluşur. 

Bilim insanları 1890’larda Peanonun çalışmalarından başlayarak, Cauchy problemine 

sürekli ilgi duymuşlardır. Bu da adi diferansiyel denklemlerin Cauchy problemi ile ilgili 

incelenmesi önemini artırmıştır. Çünkü kısmi diferansiyel denklemler, standart adi 

diferansiyel denklemlerin çözücüleri tarafından çözülebilen adi diferansiyel 

denklemlerin büyük kümelerine dönüştürülebilir.  

Özellikle diferansiyel denklemlerin  incelenmesinde, Picard-Lindelöf 

teoremi, bir başlangıç değer probleminin benzersiz bir çözüme sahip olduğu bir dizi 

koşulu verir. Aynı zamanda Picard'ın varoluş teoremi, Cauchy-Lipschitz 

teoremi veya varlık ve teklik teoremi olarak da bilinmektedir. 

Denklemlerin yaklaşık çözümlerine, bilgisayar yaklaşımları ve sayısal 

analiz kullanılarak ulaşılır. Ancak başlangıç koşulları veya sınır değerleri verilerek, 

denklemin çözümünde teklik sağlanır. Başlangıç veya sınır değerleriyle elde edilen 

çözüme ise özel çözüm denir.  

Picard operatörü, düzgün normun neden olduğu metrik ile Banach 

uzayları üzerinde bir daralmadır. Bu tespit, Banach sabit nokta teoremini uygulayarak 

operatörün benzersiz bir sabit noktaya sahip olduğu sonucuna varmamızı sağlar. 

Sabit bir noktası olmayan bir denklem, kompakt bir uzayda ise sabit bir noktanın 

varlığını ve benzersizliğini ima eder ve bu noktanın en küçükleyicisi olarak kolayca 

bulunabilir. dolayısıyla daralma operatörü, kompaktlık nedeniyle var olur ve bir sabit 

bir noktaya dönüştüğü görülmektedir. Böylece sabit noktanın, herhangi bir yineleme 

dizisinin sınırı olduğu sonucu ortaya çıkar. 
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Banach sabit nokta teoreminin uygulanabilmesi için belirli koşullar veya 

varsayımlar vardır. Ana koşul, metrik uzayın tam olmasıdır. Tamlık, metrik uzayın alt 

uzayı olan Banach uzaylarında yakınsak Cauchy dizilerin var olmasıdır. Normlu 

uzaydaki yakınsak Cauchy dizileri metrik uzayı tamlaştırarak Banach uzaylarını 

oluşturmaktadır.  Her Cauchy dizisi, aynı uzay içindeki bir noktaya yakınsar. Bu koşul 

Banach daralma eşlemesinin, yinelemeli bir şekilde uygulanmasıyla, Banach uzayındaki 

noktaların birbirine yaklaştırılmasını sağlar.  Bu koşullar karşılanırsa Banach sabit nokta 

teoremi, verilen haritalama için sabit bir noktanın varlığını ve benzersizliğini garanti 

eder. Eğer Metrik uzay tam değilse Banach sabit nokta teoremi uygulanamaz.  

Tez çalışması, giriş bölümü ile birlikte dört bölümden oluşmaktadır. İkinci 

bölümde fonksiyonel analizin temel kavramları üzerinde durulmuştur. Banach sabit 

nokta teoreminin uygulanabilmesi için gerekli olan tüm kavramlara ikinci bölümde yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde Banach sabit noktanın varlığı, Banach sabit noktanın 

benzersizliği, Banach daralma prensibi, bir fonksiyonun sabit noktalarının varlığı ve 

tekliği üzerinde durulmuştur. Dördüncü bölümde ise Banach sabit nokta teoreminin 

gerekli şartlar ve uygun koşullar altında adi diferansiyel denklemlere uygulanışı 

anlatılmıştır.  
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BİRİNCİ BÖLÜM 

 

TEMEL KAVRAMLAR VE KURAMLAR 

 

1.1.Metrik Uzay 

𝑋 boş olmayan bir küme, 𝑑 𝑋 × 𝑋  ℝ metrik ve        𝑋 için 

i. 𝑑        

ii. 𝑑        ise     dir. 

iii. 𝑑      𝑑      simetri özeliği 

iv. 𝑑      𝑑      𝑑      üçgen eşitsizliği 

Özelliklerini sağlayan  𝑋 𝑑  ikilisine metrik uzay denir ve  𝑋 𝑑  ile gösterilir. 

(Kreyszing, 1978). 

1.1.1.Örnek 

Tek boyutlu sayı doğrusu ℝ olsun. 𝑑            şeklinde tanımlanan metrik 

olağan metrik olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.1.2.Örnek 

Öklid düzlemi ℝ  osun. Metrik uzay          ,           ile yazılan sıralı 

reel sayı çiftleri kümesinden oluşsun. 𝑑              
         

   ile gösterilen 

metrik iki boyutlu Öklid metriği olarak ifade edilir. 𝑑                        ile 

gösterilen metrik ise 𝑑  metriği veya taksi metriği olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.1.3.Örnek 

Üç boyutlu Öklid uzayı ℝ  olsun. Bu metrik uzay                                

             gerçek sayıların sıralı üçlüleri kümesinden oluşsun. 𝑑      

                              ile gösterilen metrik üç boyutlu Öklid 

metriğini olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 
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1.1.4.Örnek 

Öklid uzayı ℝ , üniter uzay ℂ , karmaşık düzlem ℂ olsun. Metrik uzay, tüm 

sıralı reel sayıların kümesi               ,                ve  𝑛     

elemanlarından oluşsun, 𝑑                                      ile 

gösterilen metrik, karmaşık Öklid uzayı olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.1.5.Örnek 

𝑋 kümesi karmaşık sayıların tüm sınırlı dizilerinin kümesinden oluşsun. 

             ,          için      𝑐  dir. Burada 𝑐  ,   e bağlı fakat   ye bağlı 

olmayan bir gerçek sayıdır. 𝑑           ℕ        metriği        𝑋 ve 

          için 𝑑      şeklinde ifade edilen 𝑙  metrik uzayı dizi uzayıdır. 

(Kreyszing, 1978). 

1.1.6.Örnek 

𝑋 kümesi, 𝑡 değişkeninin fonksiyonları olan, belirli     𝑎 𝑏  aralığı üzerinde 

tanımlı ve sürekli olan tüm     fonksiyonlarının kümesini oluştursun. 𝑑      

         𝑡    𝑡   ile gösterilen 𝐶 𝑎 𝑏  metrik uzayı sürekli fonksiyonlar uzayı 

olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.1.7.Örnek 

𝑋 kümesi için, 𝑑       , 𝑑       ,       ile gösterilen metrik  𝑋 𝑑  

ayrık metrik uzay olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.1.8.Örnek 

Karmaşık sayıların, tüm sınırlı veya sınırsız dizilerinden ve 𝑑 metriğinden 

oluşan, 

𝑑       
 

  

 

   

 
       

         
 

ile tanımlanan uzay, 𝑙  sıralı uzay olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 
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1.1.9.Örnek 

Her bir   𝐵 𝐴  ve 𝑡  𝐴 için belirli bir 𝐴 kümesi üzerinde tanımlanan 

sınırlanan bir fonksiyondur. 𝑑               𝑡    𝑡   ile gösterilen metrik sınırlı 

fonksiyonlar uzayı 𝐵 𝐴  olarak ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.2.Teorem 

Bir 𝑌  𝑋 kümesini alınsın, 𝑑 metriği 𝑌 × 𝑌 ile kısıtlanırsa  𝑋 𝑑  nin bir alt 

uzayı olan  𝑌 𝑑  elde edilir. 𝑑   𝑑  ×  şeklinde ifade edilen 𝑑  ’ne, 𝑑 tarafından 𝑌 

üzerinde indüklenen metrik adı verilir. (Kreyszing, 1978). 

1.3.Tanım  

 𝑋     ve  𝑌     iki metrik uzay ve 𝑓 𝑋  𝑌 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

      𝑋 için    𝑓    𝑓             oluyorsa 𝑓’ye izometrik veya izomorfi denir.  

 𝑋     ve  𝑌     uzaylarına da izometrik ya da eş yapılı uzaylar denir. (Mustafa, 2016) 

1.4.Açık ve Kapalı Küme 

1.4.1.Tanım 

 𝑋 𝑑  bir metrik uzay olmak üzere    𝑋 ve     alınsın. 

1. 𝐵          𝑋 𝑑          kümesine    merkezli, r yarıçaplı açık yuvar 

denir. 

2. 𝐵          𝑋 𝑑          kümesine    merkezli, r yarıçaplı kapalı yuvar 

denir.  

3. 𝑆          𝑋 𝑑          kümesine    merkezli, r yarıçaplı küre denir. 

Bir metrik uzayda, açık yuvar açık küme ve kapalı yuvar kapalı küme olarak 

ifade edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.4.2.Örnek 

𝑋 in bir 𝐾 alt kümesinin tümleyeni 𝑋 te açıksa, yani  𝐾  𝑋  𝐾 açıksa 𝑋 

kapalı kümedir. (Kreyszing, 1978). 
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1.5.Komşuluk 

1.5.1.Tanım 

Yarıçapı   olan açık bir 𝐵       topuna,     için    ’ın   komşuluğu denir ve 

  ’ın komşuluğu ile 𝑋’in bir   komşuluğunu içeren herhangi bir alt kümesi ile ifade 

edilir. Eğer 𝑀,   ’ın bir komşuluğu ise   ’a,   𝑋 kümesinin bir iç noktası denir 

ve 𝑀  veya  𝑛𝑡 𝑀) ile gösterilir. (Kreyszing, 1978). 

1.5.2.Örnek 

 𝑋 𝑑  diskre (ayrık) metrik uzay,    𝑋 için aşağıdaki kümeleri gösterelim. 
 

1. 𝐵         diskre metrik uzayında, 𝑑           olması ancak      

durumunda gerçeklenir, o zaman 

𝐵            𝑋  𝑑            

           elde edilir. 

2. 𝐵         diskre metrik uzayda 𝑑           olması ancak      

durumunda gerçeklenebilir. O halde 

𝐵            𝑋  𝑑            

          

3. 𝐵       diskre metrik uzayda   𝑋 için 𝑑         olduğundan 𝐵       𝑋 

olur.  

4. 𝑆       diskre metrik uzayda her      için 𝑑         olduğundan 

𝑆       𝑋      elde edilir. (Kreyszing, 1978). 

1.6.Yakınsaklık 

1.6.1.Tanım 

𝑋   𝑋 𝑑  metrik uzayında   𝑋 olacak şekilde bir      dizisi mevcutsa 

yakınsaktır.       𝑑         dır.  ’e      dizisinin limiti denir.            ile 

gösterilir.      yakınsak değilse ıraksak olarak ifade edilir.  
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Yakınsak bir dizinin en önemli özelliği limitinin tek ve sınırlı olmasıdır. Boş 

olmayan bir 𝑀  𝑋 kümesine, çapının sınırlı olması durumunda 𝑀’ye sınırlı küme 

denir.   𝑀          𝑑      sonludur. Eğer karşılık gelen limit nokta kümesi, 𝑋’in 

sınırlı bir alt kümesi ise 𝑋 teki bir      dizisine sınırlı dizi adı verilir. Eğer 𝑀 sınırlıysa, 

o zaman 𝑀  𝐵       dir. Burada    𝑋 herhangi bir noktadır ve   yeterince büyük 

bir reel sayıdır ve bunun tersi de doğrudur. (Kreyszing, 1978). 

1.7.Cauchy Dizileri 

1.7.1.Tanım 

 𝑋 𝑑  bir metrik uzay ve  𝑋 𝑑  metrik uzayında bir      dizisi olsun.     ve 

  pozitif bir tamsayı olmak üzere 𝑑          ve her 𝑝     ise      Cauchy 

dizisidir. (Mustafa, 2016) 

1.7.2.Teorem 

Bir metrik uzayda, her yakınsak dizi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi 

sınırlıdır. (Mustafa, 2016) 

1.8.Cauchy Tam Dizisi 

 𝑋 𝑑  bir metrik uzay        ve     olacak şekilde 𝑋’de bir Cauchy dizisi 

olsun. 𝑓 𝑋  𝑋 ile verilsin.   𝑋 ve 𝑓      olacak şekilde   bir sabit noktasıdır. 

Gerçek ya da karmaşık bir sayı dizisi     , sırasıyla gerçel ℝ doğrusu üzerinde veya 

karmaşık ℂ düzleminde, ancak ve ancak Cauchy yakınsama kriterini karşılıyorsa ve  

    için        mevcut ise           ve tüm   𝑛    dir.        , gerçek 

ℝ doğrusu, ℂ düzlemi üzerinde veya kompleks ise 𝑑       ,    nin   ’e uzaklığını 

ifade eder. Genel uzaylarda yakınsamayan Cauchy dizileri olabilir. Bu uzaylar tamlıktan 

yoksundur. (Frechet 1906)  
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1.9.Sınırlılık 

1.9.1.Önerme 

𝑆, gerçel sayıların boş olmayan bir alt kümesi olsun. ℝ’nin boş olmayan ve 

üstten sınırılı her alt kümesinin en küçük üst sınırı vardır. ℝ’nin boş olmayan ve üstten 

sınırlı herhangi bir alt kümesinin, en küçük üst sınırı belirli ve tek olan tüm   𝑆 için 

    özellikli bir   sayısıdır. En küçük üst sınırını 𝑠𝑢𝑝 𝑆 ile gösterilir.        

(Sutherland, 2008) 

1.9.2.Önerme 

𝑆, gerçel sayıların boş olmayan bir alt kümesi olsun. ℝ’nin boş olmayan ve 

alttan sınırlı bir 𝑆 alt kümesinin en büyük alt sınırı vardır. ℝ’nin boş olmayan ve alttan 

sınırlı her alt kümesinin, en büyük alt sınırı belirli ve tek olan tüm   𝑆 için     

özellikli bir   sayısıdır. En büyük alt sınır 𝑖𝑛𝑓 𝑆 ile gösterilir. (Sutherland, 2008) 

1.9.3.Lemma 

𝑋   𝑋 𝑑  bir metrik uzay olsun 

i. 𝑋’de yakınsak bir dizi sınırlıdır ve limiti tektir. 

ii. 𝑋’de       ve      için 𝑑        𝑑      dir. 

(Kreyszing, 1978). 

1.9.4.Örnek 

1. ℝ gerçel sayılar kümesinin alt ve üst sınırı yoktur.  

2. ℝ  negatif gerçel sayılar kümesinin alt sınırı yoktur, ama 0 bir üst sınırdır. 

3.       yarı açık aralığı üstten ve alttan sınırlıdır.  

(Sutherland, 2008) 

1.9.5.Önerme 

Pozitif tam sayılar kümesi ℕ üstten sınırlı değildir. (Sutherland, 2008) 
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1.9.5.İspat 

ℕ’nin üstten sınırlı olduğunu varsayalım. O zaman, tamlık özelliğine göre 

𝑢  𝑠𝑢𝑝 ℕ olacak şekilde bir 𝑢 gerçel sayısı vardır. Her 𝑛  ℕ için  𝑛     ℕ 

olduğundan 𝑛    𝑢 olur. O zaman 𝑛  𝑢    dir. Böylece her  𝑛  ℕ için            

𝑛  𝑢    olacağından  ℕ için bir üst sınırdır. Bu da 𝑢 nun en küçüklüğü ile çelişir ve 

ℕ’nin üstten sınırlı olmadığını gösterir. (Sutherland, 2008) 

1.9.6.Teorem 

 𝑋     bir metrik uzay, 𝐴 kümesi 𝑋 kümesinin boş olmayan bir alt kümesi ve 𝐴 

kümesi 𝐴 kümesinin kapanış kümesi olsun.  

1.   𝐴 olması için gerekli ve yeter koşul      ve 𝑛  ∞ olacak şekilde 

     𝐴, 𝑛        dizisinin var olmasıdır. 

2. 𝐴 kümesinin kapalı olması için gerekli ve yeterli koşul her      𝐴 için 

𝑛        ve            için   𝐴 olmasıdır.  

(Mustafa, 2016) 

1.10.Tamlık 

 𝑋 𝑑  metrik uzayında her Cauchy dizisi  𝑋 𝑑  metrik uzayının bir elemanına 

yakınsarsa  𝑋 𝑑  metrik uzayına tam metrik uzay denir. (Sutherland, 2008) 

1.10.1.Teorem 

 𝑋    metrik uzayının tam metrik uzay olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑋’de 

her yakınsak dizinin bir Cauchy dizisi olmasıdır. (Mustafa, 2016) 

1.10.2.Teorem  

 𝑋     bir tam metrik uzay ve 𝐴 kümesi 𝑋 kümesinin boş olmayan bir alt uzayı 

olsun. 𝐴 uzayının tam olması için gerekli ve yeterli koşul 𝐴’nın 𝑋’de kapalı bir küme 

olmasıdır. (Mustafa, 2016) 

1.10.3.Tanım  

Eğer, 𝑋 metrik uzayı içinde bir      𝑋, 𝑛        dizisi mevcut ise       

ve    𝑋 için        
    olacak şekilde   𝑛  ℕ sayısının var olmasıdır.  𝑋    bir 

ayrılabilir metrik uzaydır. (Mustafa, 2016) 
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1.10.4.Örnek 

 ℝ sayılar kümesinin alışılmış metriğe göre (mutlak değer metriği) tam olduğunu 

gösterelim. (Kreyszing, 1978). 

1.10.4.Çözüm 

     , ℝ’de bir Cauchy dizisi olsun.      yakınsak alt diziye sahip bir dizi 

olduğundan sınırlıdır. Dolayısıyla ℝ tamdır. (Kreyszing, 1978). 

1.10.5.Örnek 

ℝ  uzayının 𝑑           
   

   
   

 
 

 
    

   

 ile tanımlı metriğe göre tam 

olduğunu gösterelim. (Kreyszing, 1978). 

1.10.5.Çözüm 

            ,             ℝ  verilsin.      dizisi ℝ  uzayında bir 

keyfi Cauchy dizisi olsun. Her   ℕ için    ℝ  olup       
   

     
   

  

şeklinde gösterime sahip olsun.      Cauchy dizisi olduğundan her     için     

𝑛  dir.      
   

   
   

 
 

 
    

   

   olacak şekilde bir 𝑛  vardır. O halde       𝑛 

için    
   

   
   

    sağlanır. Her       𝑛 için    
   

  dizisi ℝ’de bir Cauchy 

dizisidir. ℝ tam olduğundan    
   

     olacak şekilde bir    ℝ mevcuttur.      

          ℝ  olduğunu gösterelim. Her       𝑛 için    
   

     olduğundan 

her     için   𝑛  olduğunda    
   

       𝑛  olacak şekilde bir 𝑛  sayısı 

mevcuttur. Şimdi 𝑛         alırsak, her   𝑛  için      
   

   
 

 
    

   

   

gerçeklenir, dolayısıyla alınan keyfi Cauchy dizisi ℝ ’de bir limite sahip olduğundan 

uzay tamdır. (Kreyszing, 1978). 

1.10.6.Tanım 

𝑎 𝑏 𝑑  ℝ, 𝑎  𝑏 ve 𝑑, 𝑓 𝑎  ile 𝑓 𝑏  arasında olmak üzere 𝑎  𝑐  𝑏 ve 

𝑓 𝑏  𝑑 olacak şekilde en az bir 𝑐 elemanı varsa 𝑓 ℝ  ℝ fonksiyonunun ara değer 

özelliğine sahiptir. (Sutherland, 2008). 
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1.11.Kompaktlık 

1.11.1.Tanım 

𝑋 bir metrik uzay ve 𝑀  𝑋 olmak üzere 𝑀 kümesindeki her dizi, limiti 𝑀 

kümesinde olacak şekilde yakınsak bir alt diziye sahipse 𝑋 metrik uzayına kompakttır 

denir. (Mustafa, 2016) 

1.11.2.Teorem 

Bir metrik uzayın kompakt kümeleri kapalı ve sınırlıdır. (Sutherland, 2008). 

1.11.3.Örnek  

Sonsuz çoklukta, noktadan oluşan bir ayrık (diskre) metrik uzayın kompakt 

olmayacağını gösterelim. 

1.11.4.Çözüm 

Ayrık (diskre) metrik uzaylarda tanım gereği yakınsak diziler, sonlu terim hariç 

çakışan diziler olacağından, tüm terimleri birbirinden farklı diziler aldığımızda bu dizi 

yakınsak alt diziye sahip olamaz. Dolayısıyla sonsuz çoklukta noktadan oluşan bir ayrık 

(diskre) metrik uzay kompakt olamaz.  

1.11.5.Örnek 

𝑋 kompakt bir metrik uzay ve 𝑀  𝑋 kapalı ise 𝑀 de kompakttır.  

1.11.5.Çözüm 

     dizisi 𝑀 kümesinde keyfi bir dizi olsun. Bu durumda 𝑀  𝑋 ve 𝑋 kompakt 

olduğundan      dizisi limiti 𝑋 uzayında olacak biçimde yakınsak bir alt diziye sahiptir. 

Bu diziye     
  dersek    

   olacak şekilde bir   𝑋 mevcuttur. Her   için    
 

𝑀,    
   ve 𝑀 kapalı olduğundan kompakttır. 

1.11.6.Teorem 

𝑋 ve 𝑌 iki metrik uzay ve   𝑋  𝑌 sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑀 

kümesi 𝑋 uzayında kompakt ise   𝑀  kümesi de 𝑌 uzayında kompakttır. (Kreyszing, 

1978). 
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1.11.6.İspat 

𝑀 kompakt ve     ,    𝑀  kümesinde bir dizi olsun. Her 𝑛 için      𝑀   

olduğundan,         olacak şekilde    𝑀 mevcuttur. 𝑀 kompakt olduğundan      

dizisi    
   𝑀 olacak şekilde bir     

  alt dizisine sahiptir.   sürekli ve     
 

   ve   𝑀 olduğundan        𝑀  gerçeklenir. Ayrıca     
  dizisi      

dizisinin bir alt dizisi olup   𝑀 ’de   noktasına yakınsak olduğundan   𝑀  kümesi 

kompakttır. (Kreyszing, 1978). 

1.11.7.Tanım 

Bir metrik uzayda, kapanışı kapalı olan kompakt kümeye, ön kompakt küme 

denir.  𝑋    metrik uzayında boş olmayan 𝑀  𝑋 kümesinin ön kompakt olması, 

𝑀  𝑀  𝑀  kümesinin 𝑋’de kompakt olması anlamına gelir. (Mustafa, 2016). 

1.11.8.Tanım 

Bir metrik uzayın her sonsuz alt kümesi, bu uzayın bir vektörüne yakınsayan bir 

dizi bulunduruyorsa, böyle metrik uzaylara kompakt uzaylar denir. Kompakt uzaylara 

kısaca kompakt denir. (Kreyszing, 1978). 

1.12.Normlu Uzay 

1.12.1.Tanım 

Normlu bir 𝑋 uzayı üzerinde tanımlanmış bir normu olan bir vektör uzayıdır. Bir 

vektör uzayı 𝑋 üzerinde bir norm, 𝑋 üzerinde değeri   𝑋 ile gösterilen gerçek değerli 

bir fonksiyondur. 𝑋 üzerinde gerçek değerli bir fonksiyon     𝑋  ℝ ye 𝑋 üzerinde 

tanımlansın.     𝑋 ve her   𝐾için 

i.       

ii.       ise     

iii.             

iv.                

Özelliklerini sağlayan 𝑑            ifadesine norm,  𝑋      ya da normlu 

uzay denir. Belirli bir normlu uzay 𝑋 ten 𝑌 ye kadar olan tüm sınırlı operatörlerin 

kümesidir. (Kreyszing, 1978). 
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1.13.Normlu Uzaylarda Yakınsaklık 

     normlu 𝑋 uzayında yakınsak bir dizi olsun.                olacak 

şekilde   mevcut olsun.      dir ve   dizinin, limiti olarak ifade edilir. (Kreyszing, 

1978). 

1.14.Güçlü Yakınsama 

Normlu bir 𝑋 uzayında   𝑋 olacak şekilde bir      dizisi varsa, dizinin güçlü 

bir şekilde yakınsak veya normda yakınsak olduğu söylenir.               , 

           ya da      ile ifade edilir.  ’e      nin kuvvetli limiti denir ve      

nin  ’e kuvvetli bir şekilde yaklaştığı söylenir. (Kreyszing, 1978). 

1.15.Zayıf Yakınsama 

Normlu bir 𝑋 uzayındaki bir      dizisinin her 𝑓  𝑋  için öyle bir   𝑋 varsa, 

zayıf yakınsak olduğu söylenir.       𝑓     𝑓   ,   

 
   veya      elemanına 

     nin zayıf limiti denir ve      nin  ’ e zayıf yakınsadığını gösterir. (Kreyszing, 

1978). 

1.16.Banach Uzayı 

i. Tam normlu uzay Banach uzay olarak ifade edilir. (Tam, norm tarafından 

tanımlanan metrikte tamamlanmış anlamına gelir.) 

ii. Normlu uzayda, her Cauchy dizisi yakınsaksa bu normlu uzay Banach uzayı 

olarak ifade edilir.  

Her 𝑋 içerisindeki      dizisi için            ve   𝑛  ∞ ,    𝑋,      

        , 𝑛  ∞ dur. 

1.16.1.Örnek 

Öklid uzayı ℝ   

          
 

 

   

 

   

                      

(Kreyszing, 1978). 
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1.16.2.Örnek 

Üniter uzay ℂ  

𝑑                                          

(Kreyszing, 1978). 

1.16.3.Örnek 

ℝ  Öklid uzayı 

           
    

    
  

(Kreyszing, 1978). 

1.16.4.Örnek 

𝑙  Uzayı 

          
 

 

   

 

   

 

𝑑                     
 

 

   

 

   

 

(Kreyszing, 1978). 

1.16.5.Örnek 

𝑙  Uzayı 

       
 

     

 (Kreyszing, 1978). 

1.16.6.Örnek 

𝐶 𝑎 𝑏  Uzayı 

       
   

   𝑡   

Burada    𝑎 𝑏  tamlık olarak gösterilmektedir. (Kreyszing, 1978). 
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1.17.Operatör Dizilerinin Yakınsaması 

   𝐵 𝑋 𝑌  operatör dizileri için, üç tür yakınsaklığın hem teorik hem de 

pratik değere sahip olduğu ortaya çıkmaktadır. Bunlar, 

1. 𝐵 𝑋 𝑌  normunda yakınsaklık. 

2.       in 𝑌 ye güçlü yakınsaması. 

3.       in 𝑌 ye zayıf yakınsaması. 

Bu yakınsaklıkların açıklaması şu şekildedir.  

1.     , 𝐵 𝑋 𝑌  normunda yakınsaksa, düzgün operatör yakınsaktır. 

2.      , her   𝑋 için 𝑌 de güçlü bir şekilde yakınsarsa operatör güçlü 

yakınsaktır. 

3.      , her   𝑋 için 𝑌 de zayıf bir şekilde yakınsarsa operatör zayıf 

yakınsaktır.  

   𝑋  𝑌 bir operatör olduğuna göre, 

1.          

2.            tüm   𝑋 için  

3.  𝑓      𝑓        tüm   𝑋 için ve 𝑓  𝑌  

 ’ye sırasıyla      nin düzgün, güçlü ve zayıf operatör limiti denir. (Kreyszing, 

1978). 
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İKİNCİ BÖLÜM 

2.BANACH SABİT NOKTA TEOREMİ 

Adını Polonyalı matematikçi Stefan Banach'tan almıştır. Bir metrik uzayda 

belirli koşulları karşılayan bir fonksiyon varsa, fonksiyonu metrik uzaya 

uyguladığımızda hareket etmeyen en az bir sabit noktanın her zaman olacağını söyler. 𝑋 

metrik uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsarsa 𝑋 uzayının tamamlanmış olduğu ifade 

edilir. Banach sabit nokta teoremi, tam bir metrik uzayda fonksiyonun benzersiz bir 

sabit noktaya sahip olması için yeterli koşulu verir. Bir Banach uzayı 𝑋 üzerinde 

tanımlanan her   daralma eşlemesin kendine özgü bir   𝑋 sabit noktası vardır. 

2.1.Sabit Bir Noktanın Varlığı  

Boş olmayan bir 𝑋 kümesinde keyfi bir    𝑋 noktası alalım ve      dizini 

tanımlayalım. 

                                    

             

               

  

  

  

        

  𝑛 olsun,   𝑛  𝑝 diyelim ve  𝑝       alalım, 

                                             

 𝐾                  

  bir daralma eşlemesi olarak bu işlemi 𝑛    kez devam ettirildiğinde, 

                    𝐾                                                   (2.1) 

(2.1) eşitsizliği elde edilir. 𝑛          ve tümü için 𝑝 seçildiğinde, 
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           𝐾           𝐾             𝐾           

            𝐾    𝐾                

                                                      
    

   
                                          (2.2) 

      olduğundan   𝐾    olur. Bu sonucu (2.2) eşitsizliği de kullanarak, 

                                                        
 

   
                                             (2.3) 

(2.3) eşitsizliği elde edilir. (2.3) eşitsizliği yardımıyla, 

                            𝐾                                              (2.4) 

(2.4) eşitsizliği dönüşür. 𝑛  ∞ alındığında   𝑛  𝑝  ∞ olduğundan          

          ∞ olur. Bu da      dizisinin 𝑋’de bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir 

böylece      dizisi yakınsaktır.            olacak şekilde  ’nin sabit noktası 

alındığında,   sürekli olacağından,       

        
   

       
   

       
   

       

dir ve dolayısıyla  ,   nin sabit noktası olur.(Kreyszing, 1978). 

2.2.Sabit Noktanın Benzersizliği 

 ’nin başka sabit noktası   olsun. O zaman      ,   büzülme eşlemesi olarak 

        𝐾      özelliği mevcuttur, ancak               dir. 

      ve      

       𝐾      ,    𝐾. 

  𝐾    olduğundan               ilişkisi yalnızca         olduğunda 

mümkündür. 

           

bu da   nin sabit noktasının tek olduğunun kanıtlar. (Kreyszing, 1978). 
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2.2.1.Örnek  

  ℝ  ℝ,         ile tanımlanan   nin sabit noktasını bulalım. (Soykan, 2012). 

2.2.1.Çözüm 

        ve        sabit nokta olsun.           alındığında, 

      

        

          

     ya da       

      ya da     dir. 

(Soykan, 2012). 

2.2.2.Örnek 

 , ℝ nin        ile tanımlanan kendi eşlemesi olsun.      
 

 
  ile verilen   

daralmasının tek bir sabit nokta olduğunu gösterelim.  

2.2.2.Çözüm 

          
 

 
  

      
 

 
  

              
 

 
  

 

 
         

  bir daralma eşlemesidir. Banach sabit nokta teoremine göre   nin tek bir sabit noktası 

vardır. (Soykan, 2012). 

2.2.3.Örnek 

   nin                   yi sağladığını gösteren herhangi bir sabit 

noktası olmadığını gösterelim. (Soykan, 2012). 
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2.2.3.Çözüm 

  ℝ  ℝ bu şekilde tanımlansın. 

      
  

 

 
               𝑖 𝑖𝑛 

 
 

 
 

 

 
            𝑖 𝑖𝑛 

   

      
  

 

 
              𝑖 𝑖𝑛 

 
 

 
 

 

 
            𝑖 𝑖𝑛 

   

      için  

               
 

 
     

 

 
           

 

 
               

      için 

              
 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
    

 

 
             

  nin sağlandığı görülür.                    dir. Sabit noktanın 

tanımından        elde edilir.     için 

         
 

 
       

 

 
      

 

 
              dir. 

Fakat    olacağından sağlanmaz 

    için 

        
 

 
 

 

 
     

 

 
 

 

 
  

 

 
   

 

 
      

    olduğundan sağlanmaz dolayısıyla 

      
  

 

 
               𝑖 𝑖𝑛 

 
 

 
 

 

 
            𝑖 𝑖𝑛 

   

ile tanımlanan  ’nin verilen koşulu (Banach daralma teoremi) karşılayan sabit noktası 

yoktur.  
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Benzer şekilde         olsun,      için 

         
 

 
       

 

 
      

 

 
               dir. 

    olduğu sağlanamaz. Görülmektedir ki,   

      
  

 

 
              𝑖 𝑖𝑛 

 
 

 
 

 

 
            𝑖 𝑖𝑛 

   

 ’ nin verilen koşulu (Banach daralma teoremi) karşılayan herhangi bir sabit noktası 

olmadığı görülmektedir. (Soykan, 2012). 

2.3.Metrik uzaylarda Büzülme Dönüşümleri 

 𝑋 𝑑  bir metrik uzay ve bir 𝑓 𝑋  𝑋 dönüşümü verilsin. En az bir 𝐾    sabiti 

için     𝑋 olmak üzere 𝑑 𝑓    𝑓     𝐾𝑑      oluyorsa 𝑓’ye 𝑋 metrik uzayının 

bir büzülmesi denir. (Sutherland, 2008). 

2.4.Ön Teorem 

Bir 𝑋 metrik uzayında her büzülmesi dönüşümü düzgün süreklidir. (Sutherland, 

2008). 

2.5.Teorem 

X bir tam metrik uzay ve 𝑓 𝑋  𝑋 bir büzülme olsun. O zaman 𝑓, 𝑋 ‘de bir tek 

𝑝 sabit noktaya sahiptir. (Sutherland, 2008). 

2.6.Banach Uzaylarında Sabit Nokta Teoremi 

  tam metrik 𝑋 uzayında daralma eşlemesi olsun.   nin tek bir sabit noktası 

olduğunu kanıtlayalım. Keyfi bir    𝑋 ve yineleme dizisi      olarak verilsin. 

                                                                                       (2.6) 
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     bir cauchy dizisi ve 𝑛    ise 

𝑑          𝑑            

 𝑑          𝐾𝑑          

 𝑑          𝐾𝑑            

 𝑑          𝐾 𝑑            

bu şekilde   katına kadar devam edildiğinde, 

                                         𝑑          𝐾 𝑑                                          (2.7) 

(2.5) elde edilir.  𝑛    için üçgen eşitsizliği kullanılırsa, 

𝑑        𝑑          𝑑              𝑑          

 

 𝐾 𝑑        𝐾   𝑑          𝐾   𝑑        

 𝐾        𝐾      𝑑        

                                                          

   
𝑑                                                          (2.8) 

  𝐾   , olduğundan          olarak verilsin, 

                                                 𝑑        
  

   
𝑑                                                 (2.9) 

𝑑        sabit ve   𝐾    olduğundan   yi yeterince büyük alarak sağ tarafı 

yeterince küçük yaptığımızda     ’nin bir Cauchy dizisi olduğu görülür. 𝑋 tam 

olduğundan      olacak şekilde   𝑋 mevcut olur. Limit  ’in   nin bir eşlemesi 

olduğunu gösterelim. Üçgen eşitsizliğini kulllanarak 

𝑑       𝑑       𝑑          

 𝑑       𝑑       𝐾𝑑         

Olduğu görülür. 𝑑        olduğundan     olur.      olacağından 

𝑑         ve 𝑑           dır.  𝑑         olduğundan      dir.  ,  ’nin 

sabit noktasıdır. Şimdi  ’in   nin tek sabit noktası olduğunu gösterelim. 
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  ,   nin ikinci bir noktası olarak verilsin.        dir. 𝑑       

𝑑          𝑑       ve     olduğundan  𝑑         dır.      olduğu için 

sabit noktanın tekliği kanıtlanmıştır. (Kreyszing, 1978). 

2.6.1.Örnek 

𝑋  ℝ,       ve  𝑎 𝑏  ℝ olan gerçel sayıların Banach uzayı olsun. 

𝑓  𝑎 𝑏   𝑎 𝑏  türevlenebilir bir fonksiyon olmak üzere  𝑓          olacak 

şekilde 𝑓      denkleminin çözümü bulalım.  (Mustafa, 2016). 

2.6.1.Çözüm 

     𝑎 𝑏  ve       olsun. Lagrange’in ortalama değer teoremine göre  

𝑓    𝑓   

   
 𝑓     

  𝑓    𝑓         𝑓     

  𝑓    𝑓           𝑓      

  𝑓    𝑓           𝑓      

  𝑓    𝑓            

𝑓,  𝑎 𝑏  üzerinde kendi içine eşlenen bir daralmadır.  𝑎 𝑏 , 𝑋  ℝ’nin kapalı bir 

alt kümesi olduğundan, Banach daralma teoremine göre 𝑓        olacak şekilde 

benzersiz bir     𝑎 𝑏  sabit noktası vardır. Dolayısıyla    sabit noktası  𝑓      

denkleminin bir çözümü olur. (Mustafa, 2016). 

2.7.Normlu Uzaylarda Daralma Eşlemesi 

𝑋 bir normlu uzay ve   𝑋  𝑋 olarak verilsin.     pozitif reel sayısı mevcut 

ise her     𝑋 için normlu daralma 

                                                                                                       (2.10) 

ile gösterilir. (Sutherland, 2008). 
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2.8.Lipschitz Koşulunu 

Bir 𝑓   ℝ fonksiyonu ile   ve 𝐾 pozitif gerçel sayıları verilsin. Her        

için 

                                             𝑓    𝑓     𝐾                                              (2.11) 

koşulunu sağlanıyorsa 𝑓 fonksiyonu   üzerinde    mertebeden 𝐾 sabiti Lipschitz 

koşulu sağlanır. (Sutherland, 2008). 

2.9.Önerme 

i. 𝑓 fonksiyonu   üzerinde     mertebeden Lipschitz koşulunu sağlıyorsa   

üzerinde düzgün süreklidir. 

ii. 𝑓   𝑎 𝑏 ’da     mertebeden Lipschitz koşulunu sağlarsa  𝑎 𝑏 ’da sabittir. 

iii. 𝑓   𝑎 𝑏  ℝ,  𝑎 𝑏  da sürekli,  𝑎 𝑏  da türevlenebilir ve her    𝑎 𝑏  için 

 𝑓      𝐾 oluyorsa 𝑓,  𝑎 𝑏 ’da 1. Mertebeden 𝐾 sabibiti Lipschitz koşulunu 

sağlar. (Sutherland, 2008). 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

 

3.BANACH SABİT NOKTA TEOREMİMİN ADİ DİFERANSİYEL 

DENKLEMLERE UYGULAMALARI 

 

Değişkenler ile türev arasındaki ilişkiyi gösteren denklemlere, diferansiyel 

denklem adı verilir. Yaklaşık iki bin yıldan fazla tarihe sahip olan ardışık yaklaşımlar 

yöntemi, ilk defa İtalyan matematikçi Picard tarafından adi diferansiyel denklem 

sistemlerinin çözümleri için, Cauchy probleminin tahmini çözümü araştırılmıştır. Bu 

alandaki ilk tahmini sonuç Polonyalı matematikçi Steven Banach’a aittir. Bu alanda 

yapılan çalışma sonucu ‘’Daralma Dönüşüm Prensibi’’ veya ‘’Banach Sabit Nokta 

Teoremi’’ olarak ifade edilmektedir. Başlangıç koşulları olan bir diferansiyel denklem 

Cauchy problemi olarak ifade edildiğinde, problemlerin çözümünün varlığını garanti 

eden, uygun koşulların bulunması gerekmektedir. Banach sabit nokta teoremi fonksiyon 

uzaylarıyla bağlantılı olarak ortaya çıkmıştır ve diferansiyel ve integral denklemlerin 

çözümleri için, varlık ve teklik teoremlerini verir. Bir diferansiyel denklem için, 

                                                           𝑓   𝑡                                                      (3.1) 

                                                            𝑡                                                          (3.2) 

başlangıç değer problemi (3.2) başlangıç koşulundan oluşur. 𝑡  ve    birer gerçel 

sayıdır. Adi diferansiyel denklemler teorisinde önemli rol oynayan Picard teoremini 

kanıtlamak için Banach daralma teoremini kullanılır. Picard’ın ardışık yaklaşımlar 

yöntemi bir   eşlemesi tanımlayan, integral denklemine dönüştürülerek, Picard 

teoremin koşulları,   nin bir daralma ve sabit nokta problemin çözümü olduğu 

göstererelim. 

3.1.Örnek 

Adi diferansiyel denklemlerde 𝑓 üzerinde uygun koşullar altında,  

                                                    
  

  
 𝑓                                                       (3.3) 

başlangıç değer problemi,        ’ın yeterince küçük bir komşuluğunda bir tek çözüme 

sahip olduğu Cauchy-Picard teoremi ile ifade edilir. (Sutherland, 2008). 
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3.2.Teorem 

𝑓       𝑎    𝑎 ×     𝑏    𝑏  ℝ fonksiyonu her          ve 

en az bir 𝐾    için  𝑓       𝑓        𝐾        lipscihz koşulunu sağlayan 

sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑀,  𝑓       nin   kümesinde bir üst sınırı olmak üzere 

𝑐   𝑖𝑛 𝑎 𝑏 𝑀   olarak verilsin. O zaman       𝑐    𝑐  de, (3.3) denkleminin 

bir tek   çözümü vardır. (Sutherland, 2008) 

3.2.İspat 

Banach sabit nokta teoremine, ardışık yaklaşımlar yöntemi ile düzgün 

yakınsaklık özelliklerini kullanır. Bir   fonksiyonunun  ’da, başlangıç değer 

probleminin bir çözümü olması için   nin  ’da  

                                                        𝑓 𝑡   𝑡  
 

  
𝑑𝑡                                       (3.4) 

(3.4) İntegral denkleminin bir çözümünün mevcut olmasının gerekli ve yeterli şart 

olduğunu gösterelim. Bunun için   nin bu integral denkleminin bir çözümü olduğunu 

varsayalım.   ve 𝑓 sürekli olduğundan 𝑓 𝑡   𝑡  ,  ’da süreklidir. Böyle bir integralin, 

diferansiyeli ile 𝑑 𝑑  𝑓       ve      koyarak          buluruz. Tersine, 

     in başlangıç problemini sağladığını düşünelim. O zaman        üzerinde integral 

alarak her     için  

                                                   𝑡 𝑑𝑡  
 

  
 𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡

 

  
                                      (3.5) 

olduğu görülür. Analizin temel teoreminden denklemin sol tarafı            olur ve 

buradan      (3.4) integral denklemini sağlar. İntegral kuralından     ,  ’da süreklidir. 

İntegral denklemine Banach sabit nokta teoremini uygulanır. Önce Cauchy-picard 

teoreminin, 𝑐   𝑖𝑛 𝑎 𝑏 𝑀  𝐾    olmak üzere asıl ifadesinde   yı (olasılıkla ondan 

daha kısa)        𝑐     𝑐   ile değiştirerek daha zayıf bir biçimini ispatlayalım. 

  ’de tanımlı gerçel değerli ve her      için           𝑏 koşullu sürekli 

fonksiyonların uzayını 𝑋  𝐶   ile gösterelim. 𝑋  𝐶  ’ de kapalıdır. Çünkü eğer bir 

takım      ler için           𝑏 ise aynı ifade, sup metrik cinsinden 𝐶   nün 

    ’e yeterince yakın bütün fonksiyonları için de doğrudur. Bu 𝑋 nün 𝐶   deki 

tümleyenin yine 𝐶   de açık olmasını gerekli kılar. 𝐶   tam olduğu için 𝑋  tamdır. 

   𝑋  𝑋  olacak şekilde 
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                                                              𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  
                              (3.6) 

olarak tanımlansın. Öncelikle,   𝑋  için      𝑋  olur. Çünkü integral gereği     , 

   de süreklidir ve hatta herhangi bir      için  

               𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡

 

  

  𝑐 𝑀  𝑏 

bulunur.   bir büzülmedir. Çünkü       𝑋  ise 

𝑑            
         

   𝑓 𝑡    𝑡   𝑓 𝑡    𝑡   𝑑𝑡

 

  

  

 𝑐 𝐾𝑑         

𝑐 𝐾    elde edilir. O zaman  ’nin tek bir sabit noktaya sahip olduğu görülür ve 

buda başlangıç değer probleminin    de tek sürekli çözümüdür. 𝐶  üzerinde farklı bir 

metrik kullanarak,   nın tamamı üzerinden varlık ve tekliği gösterilebilir.       𝐶  

için 

𝑑           
   

                       

tanımlayalım. Herhangi bir 𝑡    için 

             𝑡     𝑡      
   

                       𝑑        

bulunur ve böylece her 𝑡    için 

    𝑡     𝑡   𝑑        
        

olur. Tüm     ler için                  olduğundan 𝑑 metriği, 𝐶  daki sup 

metriğine Lipschitz denktir. Böylece bu metrikle 𝐶  tamdır. 𝐶 ’da bütün     lar için 

          𝑏 Koşulunu sağlayan,   lerden oluşan küme 𝑋  𝐶  olsun. 𝑋 kümesi 𝐶  

nın kapalı bir alt uzayıdır ve bu yüzden de tamdır.  Tekrar aynı şekilde   𝑋  𝑋 olarak 

tanımlansın ve   𝑋 iken      𝑋 olacağı gösterilsin. Şimdi       𝑋 için 

𝑑                   
   

            𝑓 𝑡    𝑡   𝑓 𝑡    𝑡   𝑑𝑡
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           𝐾    𝑡     𝑡  𝑑𝑡

 

  

  

 𝑑          
   

           𝐾        

 

  

𝑑𝑡  

  𝑑           
   

                       

 𝑑           
   

              

          𝑑        

bulunur. Buradan,          olduğu için   bir büzülmedir. Bu da (3.3) olarak 

verilen başlangıç değer probleminin   üzerinde bir tek çözüme sahip olacağını ispatlar. 

(Sutherland, 2008). 

3.3.Picard Teoremi 

𝑓      bir dikdörtgende iki değişkenli sürekli bir fonksiyon olsun. 

𝐴         𝑎    𝑏 𝑐    𝑑  ikinci değişken   deki lipschitz koşulunu sağlasın. 

        noktası 𝐴 nın herhangi bir iç noktası olsun. O zaman, 

                                                              
  

  
 𝑓                                                        (3.7) 

diferansiyel denkleminin tek bir çözümü vardır.        alındığında denklemin  

        noktasından geçtiğini ifade edelim. (Kreyszing, 1978). 

3.3.İspat 

(3.7) diferansiyel denklemi göre        ve          özelliğini sağladığı 

düşünüldüğünde (3.7) diferansiyel denkleminin    dan  ’e integralini alınırsa,  

                                                          
   𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡

 

  
                                         (3.8) 

(3.8) denklemi elde edilir.  

             𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
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          𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

   

olur. Dolayısıyla (3.7) denkleminin tek çözümünün 

                                                         𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  
                                      (3.9) 

(3.9) denklemine eşdeğer olduğu görülür. 𝑓     ,  ’de Lipsicihtz koşulunu 

sağladığından  𝑓        𝑓                 olacak şekilde     sabiti vardır. 

              𝐴 dır. 𝑓      , ℝ  kompakt bir 𝐴 alt kümesi üzerinde sürekli 

olduğundan sınırlıdır.  𝑓         ve        𝐴 olacak şekilde bir   sabiti vardır. 

𝑝     olduğu varsayılarak pozitif bir 𝑝 sabiti ve dikdörtgeni seçilmiş olsun. 

𝐵            𝑝       𝑝       𝑝       𝑝   ile tanımlanan 𝐴 

kümesinde bulunur.     𝑝    𝑝  üzerinde tanımlanan tüm gerçek değerli sürekli 

fonksiyonlar        kümesi olan 𝑋 olarak verilsin. Öyle ki             𝑝 

olduğu görülür. 𝑋 banach uzayı 𝐶    𝑝    𝑝  nin üst normlu kapalı bir alt 

kümesidir.  

  𝑋  𝑋,       olarak tanımlansın 

         𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

 

         𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

 

            𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

  

             𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

  

             𝑑𝑡
 

  

 

                    𝑝 

      𝑋 dir.   iyi tanımlanmış olup    𝑋 olduğundan, 
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      𝑓 𝑡   𝑡  𝑑𝑡
 

  

     𝑓 𝑡    𝑡  𝑑𝑡
 

  

  

    𝑓 𝑡   𝑡   𝑓 𝑡    𝑡   𝑑𝑡
 

  

  

   𝑓 𝑡   𝑡   𝑓 𝑡    𝑡  
 

  

 𝑑𝑡 

      𝑡     𝑡  
 

  

𝑑𝑡 

               

 𝑝        

                 olacak şekilde     𝑝    olur, dolayısıyla  , 

𝑋 üzerinde bir daralma eşlemesidir. Banach daralma teoremine göre  ’ nin tek bir 

   𝑋 sabit noktası vardır. Bu tek sabit    sabit noktası (3.9) denkleminin bir 

çözümüdür. (Kreyszing, 1978). 

3.3.1.Örnek  

𝐾      fonksiyonu 𝐴 karesel bölge içinde tanımlı ve ölçülebilir olsun. 

𝐴          𝑎    𝑏    𝑎    𝑏  

Ayrıca, 

   𝐾       
 

 

 

 

𝑑 𝑑  ∞ 

olarak verilsin, 

        𝑎 𝑏  

olmak üzere denklem, 

                                         𝑓           𝐾     𝑓   
 

 
𝑑                                 (3.10) 

yeterince küçük olan her   parametre değeri 𝑓       𝑎 𝑏  olacak şekilde integral 

denkleminin benzersiz tek çözümünün var olduğunu gösterelim. (Kreyszing, 1978). 
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3.3.1.Çözüm 

     ve   eşlemesi       𝑎 𝑏     𝑎 𝑏  olsun 

 𝑓    

             𝐾     𝑓   
 

 

𝑑  

Bu tanım her  𝑎 𝑏       için geçerlidir.      𝑎 𝑏  ve   bir skaler olduğundan  

       𝐾     𝑓   
 

 

𝑑     𝑎 𝑏  

Cauchy-Schwartz eşitsizliği düşünüldüğünde 

         𝐾     𝑓   
 

 

𝑑   

          𝐾     𝑓    
 

 

𝑑  

           𝐾       𝑑  
 

 

 

 
 

   𝑓     
 

 

𝑑  

 
 

 

             𝐾       𝑑  
 

 

    𝑓     
 

 

𝑑   

         𝑑      𝐾       𝑑  
 

 

 𝑑     𝑓     
 

 

𝑑  𝑑 
 

 

 

 

 

 

 

      𝐾       𝑑 𝑑  ∞
 

 

 

 

 

 ve 

           𝑓     𝑑 𝑑  ∞
 

 

 

 

 

hipotezine göre, 

         𝑑  ∞
 

 

 

olur. 



 

32 
 

Böylece, 

      𝐾     𝑓     𝑓   
 

 

𝑑     𝑎 𝑏  

dir.    𝑎 𝑏  nin normlu bir Banach uzayı olduğunu bilindiğine göre, 

 𝑓     𝑓     
 

 

𝑑  

 
 

 

dir.  ’nin bir daralma eşlemesi olduğunu gösterelim.   𝑓   𝑓          nin var 

olduğu düşünüldüğünde 

              𝐾     𝑓    
 

 

𝑑  

ancak, 

               𝐾     𝑓   
 

 

𝑑          𝐾     𝑓    
 

 

𝑑   

                         𝐾      𝑓    𝑓      
 

 

𝑑   

                          𝐾      𝑓    𝑓      
 

 

𝑑   

            𝐾      𝑓    𝑓      
 

 

𝑑   

                𝐾      𝑓    𝑓     𝑑 
 

 

  

 

𝑑 
 

 

 

   

 

               𝐾       𝑑 𝑑 
 

 

 

 

 

   

   𝑓    𝑓      𝑑 
 

 

 

   

 

Cauchy –Schwartz-Bunyakowski eşitsizliğini kullanarak 

               𝐾       𝑑 𝑑 
 

 

 

 

 

   

 𝑓  𝑓   

dir. 
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Dolayısıyla, 

  𝑓   𝑓          𝐾       𝑑 𝑑 
 

 

 

 

 

   

 𝑓  𝑓   

eğer, 

    
 

    𝐾       𝑑 𝑑 
 

 

 

 
 

   
 

  𝑓   𝑓   𝐾 𝑓  𝑓   

Burada, 

𝐾         𝐾       𝑑 𝑑 
 

 

 

 

 

   

   

dolayısıyla   bir daralmadır ve benzersiz bir sabit noktadır.  𝑓  𝑓  olacak şekilde 

benzersiz bir 𝑓     𝑎 𝑏  vardır. Bu sabit nokta (3.10) denkleminin benzersiz bir 

çözümüdür. (Kreyszing, 1978). 

3.4.İntegral Denklemlere Uygulaması 

Banach sabit nokta teoremini integral denklemlerin varlık ve teklik teoremlerinin 

kaynağı olarak da gösterelim.  

 𝑡      𝑡       𝑑    𝑡 
 

 
                              (3.11) 

(3.11) İntegral denklemi ikinci türden fredholm denklemi olarak ifade edilir.   

ile ifade edilen  𝑎 𝑏  üzerinde bilinmeyen bir fonksiyondur.   bir parametredir. (3.11) 

Denklemin kernel   si,    𝑎 𝑏 ×  𝑎 𝑏  karesel bölgesi üzerinde ve  ,  𝑎 𝑏  üzerinde 

verilen bir fonksiyondur ve 𝐶 𝑎 𝑏  fonksiyon uzayında olduğu düşünülsün.    𝑎 𝑏  

da tanımlanan tüm sürekli fonksiyonların uzayı, 𝑑 metriği ile verildiğinde 

𝑑         
   

   𝑡    𝑡   

  𝑡  teriminin varlığı teoremde gösterildiği gibi yinelemeyi uygulamamızı sağlar. Bu 

terimi olmayan denklem  

                                                 𝑡   
 

 
    𝑑    𝑡                                         (3.12) 
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(3.12) ile gösterilen ve birinci türden olsun. Banach teoremi için 𝐶 𝑎 𝑏  nin tam 

lduğuna dikkat edildiğinde   fonksiyonu 𝐶 𝑎 𝑏  ve   nin,   üzerinde sınırlı bir 

onksiyonudur. 

   𝑡     𝑐 olarak düşünüldüğünde      de yazıldığında 

                                           𝑡    𝑡      𝑡       𝑑 
 

 
                              (3.13) 

(3.13) haline dönüşür.   ve   sürekli olduğundan   𝐶 𝑎 𝑏  𝐶 𝑎 𝑏  olacak şekilde   

operatörü tanımlansın.   ye   nin bir daralma olmasını sağlayacak şekilde bir sınırlama 

getirildiğinde 

𝑑           
   

    𝑡     𝑡   

       
   

    𝑡              

 

 

𝑑   

       
   

    𝑡               

 

 

𝑑  

   𝑐    
   

            𝑑 

 

 

 

   𝑐 𝑑      𝑏  𝑎  

𝑑         𝑑      olarak yazıldığında      𝑐  𝑏  𝑎  olur.   nin bir daralma 

haline gelmesi        görülmektedir dolayısıyla banach sabit nokta teoremi  

    
 

𝑐  𝑏  𝑎 
 

Sonucunu göstermektedir. Böylece, (3.11) olarak verilen denkleminin   bir çözümüdür. 

(Kreyszing, 1978). 
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TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tez çalışmasında diferansiyel denklem sistemlerinin bir çeşidi olan adi 

diferansiyel denklemlerde Banach sabit nokta teoreminin nasıl kullanıldığı ortaya 

konulmuştur. 

   𝑓      olarak verilen bir adi diferansiyel denklem için, 𝑓 fonksiyonu 

kapalı ve sınırlı bir bölge üzerinde düzgün sürekli ve Banach uzayında sınırlı bir 

fonksiyon olduğu kabul edilmiştir. 

Adi diferansiyel denklemin aranan çözümü, düzgün norm altında sürekli 

fonksiyonlar uzayı üzerinde, uygun bir integral operatörünün sabit noktası olarak ifade 

edilmiştir. 

Bunun için bir diferansiyel denklemin integral denkleme denk olduğu 

gösterilmiştir. Daha sonra Picard teoremi ile ardışık yaklaşımlar sağlanarak bu integral 

operatörünün benzersiz bir sabit noktaya sahip olduğunu göstermek, için Banach sabit 

nokta teoremi kullanılmıştır. 

𝑓 fonksiyonu sabit bir noktası olmayan ancak, kompakt bir uzayda olan bir 

fonksiyon ise sabit bir noktasının var olabileceği, bu noktanın da benzersiz olduğu 

ortaya konulmuştur. Bu sabit noktanın banach daralma olduğu kolayca gösterilmiştir. 

Daralma operatörünün kompaktlık nedeniyle var olduğu ve sabit bir noktaya dönüştüğü, 

herhangi bir yineleme dizisinin sınırı olduğu sonucu ile ispatlanmıştır.  
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