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ÖZET 

Dummy 

Küme Dizilerinin λ – İstatistiksel Sınırlılığı   
 

Ayşe EREN 

 

Yüksek Lisans Tezi 
 

FIRAT ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

      

Temmuz 2024,   Sayfa: viii  + 30 
 

 

Bu tez çalışmasında giriş bölümünde tezin amacı ve konunun gelişimi anlatılmıştır. Çalışmamızın 

daha anlaşılır olması için gerek duyulan bazı temel kavramlar verilmiştir. Reel sayı dizilerinin  

𝜆 −istatistiksek yakınsaklığına değinilmiştir. Küme dizileri için Kuratowski istatistiksel yakınsaklık, 

Wijsman istatistiksel yakınsaklık ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklık kavramları ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler verilmiştir. Ana bölümde ise küme dizilerinin 𝜆 −istatistiksel sınırlılığı tanımlanmış, 

küme dizilerinin 𝜆 −istatistiksel yakınsaklığı ve küme dizilerinin 𝜆 −istatistiksel sınırlılığı arasındaki 

bağıntılar verilmiştir. 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: 𝜆 −İstatistiksel Yakınsaklık, Wijsman 𝜆 −İstatistiksel Yakınsaklık, Wijsman Kuvvetli 

Cesaro Toplanabilirlik, Kuratowski İstatistiksel Yakınsaklık, Hausdorff İstatistiksel Yakınsaklık, Wijsman 

𝜆 −İstatistiksel Sınırlılık. 
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ABSTRACT 

dummy 

λ - Statistical Limitation of Cluster Sequences  
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Department of Mathematics 

      

July 2024,   Pages: viii  + 30 
 

 

          In this thesis study, the purpose of the thesis and the development of the subject are explained in the 

introduction section. Some basic concepts needed to make our study more understandable are given. The λ-

statistical convergence of real number sequences is mentioned. For cluster sequences, the concepts of 

Kuratowski statistical convergence, Wijsman statistical convergence and Hausdorff statistical convergence 

and the relations between these concepts are given. In the main section, the λ-statistical limitation of cluster 

sequences is defined, and the relations between the λ-statistical convergence of cluster sequences and the λ-

statistical limitation of cluster sequences are given. 

 

 

Keywords: 𝜆 −Statistical Convergence, Wijsman Statistical Convergence, Wijsman Strong Cesaro 

Summabilitiy, Kuratowski Statistical Convergence, Hausdorff Statistical Convergence, Wijsman λ-

Statistical Boundedness  
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SİMGELER  

 

𝑑 (𝑦, 𝐴)      : 𝑦  noktasının 𝐴 kümesine uzaklığı 

𝛿(𝐾)          : 𝐾 Kümesinin doğal yoğunluğu 

{𝑊𝑆}          : Wijsman istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 

WS λ(b)      : Wijsman istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi 

 



1. GİRİŞ 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk defa Zygmund [16] nın kendi monografisinin ilk 

baskısında yayınlandı. Klasik yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi olan istatistiksel 

yakınsaklık kavramı fonksiyonel analizde ve toplanabilme teorisinde önemli yere sahiptir. 

İstatistiksel yakınsaklık Fast [12] ve bağımsız olarak Steinhaus [10]  tarafından tanımlandı. 

Schoenberg  [11] istatistiksel yakınsaklığı bir toplanabilme metodu olarak ifade etti. Daha sonra bu 

kavram  Fridy [6], Connor [4], Savaş [15], Mursaleen [9], Rath ve Tripathy [8], Salat [7], Bhardwaj 

[5], Çolak [1]  Buck [3]  gibi birçok bilim insanı tarafından  topolojide, ergodic teoride, fourier 

analiz teorisinde, fonksiyonel analizde, sayılar teorisinde, trigonometrik serilerde, ölçüm teorisinde 

ve Banach uzaylarında çalışılmıştır. İstatistiksel yakınsaklık Fridy ve Orhan [14] ve Mursaleen [9] 

tarafından genelleştirildi. Dizilerin hemem hemen yakınsaklığı fikri Lorentz [17] tarafından 

tanımlandı. Freedman ve Sember [2] ve Maddox [18] tarafından da birbirlerinden ayrı olarak 

dizilerin kuvvetli hemen hemen yakınsaklığı kavramına genelleştirildi. Istatistiksel yakınsaklığın 

bir karakterizasyonu Fridy ve Miller [13] tarafından verilmiş, Mursaleen ve Edely [20] tarafından 

kavram çift indisli dizilere uygulanmıştır. 

Küme dizilerinin limiti Painleve tarafından öğrencisi Zoretti’ nin çalışmasını sunmasıyla 

tanıtılmış, fakat  Kuratowski [36] tarafından literatüre kazandırılmıştır.  Bu sebepte literatürde 

Kuratowski limiti olarak adlandırılır. Reel dizilerin yakınsaklığı kavramı birçok araştırmacı 

tarafından küme dizilerinin yakınsaklığına genişletilmiştir. Bu konudaki çalışmalar başta Beer 

([29], [30], [31],[32],[33]) olmak üzere; Wijsman ([22], [23] ) ve birçok matematikçi tarafından 

günümüze kadar yapılmıştır. Küme dizilerinin istatiksel yakınsaklığı Nuray ve Rhoades [24] 

tarafından tanımlanmış, Et ve arkadaşları ([26,[27])  tarafından genelleştirilmiştir. Bu çalışmada 

reel sayı dizleri için Fridy ve Orhan [21] tarfından verilen istatistiksel sınırlılık kavramı küme 

dizilerine genelleştirilmiş, küme dizilerinin istatiksel yakınsaklığı ile aralarındaki bağıntı 

verilmiştir. 



2. TEMEL KAVRAMLAR 

        Tanım 2.1. 𝑌,𝐻 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

||. || ∶  𝑌 → ℝ,       𝑦 → ||𝑦|| dönüşümü 𝐻𝑒𝑟 𝑥, 𝑦 ∈  𝑌 için aşağıdaki  koşulları sağlıyorsa bu 

dönüşüme bir norm ve ( 𝑌, ||. || ) ikilisine de bir normlu uzay denir.  

𝑁1 ) ||𝑦||  ≥  0, 

𝑁2 ) ||𝛼𝑦|| = |𝛼|. ||𝑦||, 𝛼 ∈  𝐾, 

𝑁3 )||𝑦|| = 0 ⇔  𝑥 =  𝜃, 

𝑁4 ) ||𝑥 + 𝑦|| ≤  ||𝑥|| + ||𝑦||  [19]. 

Tanım 2.2. 𝑌 boş olmayan bir küme olsun. 𝜇: 𝑌 × 𝑌 → ℝ dönüşümü için 

𝑀(1)  𝜇(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ (𝑥 = 𝑦) 

𝑀(2)  𝜇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜇(𝑥, 𝑧) + 𝜇(𝑧, 𝑦) 

𝑀(3)  𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑦, 𝑥) 

koşulları sağlanıyorsa 𝜇 ye 𝑌 üzerinde bir metrik ve ( 𝜇 , 𝑌 ) ikilisine bir  metrik uzay denir ve bu 

durum (𝑌, 𝑝) ile gösterilir [28]. 

Tanım 2.3. (Y,p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir 𝑦 ∈ 𝑌 noktası 𝑌 nin boştan farklı bir 𝐴 

altkümesi için 𝑦 nin 𝐴 ya olan uzaklığı  𝑑(𝑦, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴

𝑝(𝑦, 𝑎) olarak tanımlanır [24]. 

Tanım 2.4. Tanım kümesi  ℕ+ = {1,2,3,4,… }kümesi olan her bir fonksiyona dizi adı verilir. 

Diziler değer kümelerine göre çeşitli isimler alırlar. Örneğin; bir dizinin değer kümesi gerçek 

sayılar kümesi ise gerçek (reel) terimli dizi veya gerçek sayı dizisi denir. Bu dizi 

𝑓:ℕ+  → ℝ 

biçiminde tanımlı bir fonksiyondur. 

Tanım 2.5. (𝑌, ||. || )  normlu uzay ve 𝑦 = (𝑦𝑛) de 𝑌 uzayında bir dizi olsun, her  

𝜀 >  0 için 𝑛 = 𝑛0 iken || 𝑦𝑛 −𝑦|| < 𝜀 olacak şekilde bir  𝑛0 =  𝑛0 (𝜀) ∈  ℕ sayısı varsa  𝑦 =

 𝑦𝑛  dizisine 𝑦 ye yakınsaktır denir. 𝑦 = (𝑦𝑛) dizisi 𝑦 ye yakınsak ise   lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦 veya 𝑦𝑛  =  𝑦 

veya 𝑦𝑛 → 𝑦 biçiminde yazılır [19]. 

 

Tanım 2.6.  Her   𝑛 > 0 sayısı için |𝑦𝑛| ≤ 𝐾 olacak şekilde bir 𝐾 > 0 sayısı bulunabiliyorsa 

(𝑦𝑛) dizisine sınırlı dizi denir. (𝑦𝑛) dizisi yakınsak ise sınırlıdır [18]. 
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Tanım 2.7. ( 𝑌, ||. || ) bir normlu uzay ve 𝑦 =  (𝑦𝑛) de 𝑌 uzayında bir dizi olsun.  her 𝜀 > 0 

için  m,n > 𝑛0 iken  ||𝑦𝑚 − 𝑦𝑛|| < 𝜀 olacak biçimde bir 𝑛0 = 𝑛0  (𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa 𝑦 =  (𝑦𝑛) 

dizisine bir Cauchy dizisi denir  [19] . 

Tanım 2.8. (𝑌, ||. ||) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya tam  

normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir [19]. 

Tanım 2.9. Bir 𝑌 vektör uzayında  𝑋 alt kümesini ele alalım.  𝑥1 , 𝑥2 ∈ 𝑋 olduğunda 

𝑀 = { 𝑥 ∈𝑋: 𝑥=λ𝑥1+(1-λ)𝑥2, 0≤λ≤1} ⊂ 𝑋 oluyorsa 𝑋 alt kümesine konvekstir denir  [19]. 

Tanım 2.10. (𝑌, ||. ||) normlu uzayı verilsin. 𝑌 üzerinde tanımlı sınırlı tüm lineer 

fonksiyonellerin kümesi || 𝑓 || = sup
𝑦∈𝑌

|𝑓(𝑦)|

||𝑦||
= sup

𝑦∈𝑌,||𝑦||=1
|𝑓(𝑦)| 

normu ile  normlu uzay oluşturur. Bu uzaya 𝑌 nin sürekli dual uzayı adı verilir ve 𝑌’ ile gösterilir         

[19]. 

Tanım 2.11. (𝑌, ||. || ) normlu uzay ve  (𝑦𝑛),  𝑌 de tanımlı bir dizi olsun. Her 𝑓 ∈  𝑌’ ve 

𝑛 → ∞ için 𝑓(𝑦𝑛)→𝑓(𝑦) ise (𝑦𝑛) dizisi 𝑦 ye zayıf yakınsaktır denir. (𝑦𝑛)  dizisi 𝑦 ye zayıf 

yakınsak ise  𝑦𝑛
𝑤
→𝑦  biçiminde yazılır. 

Tanım 2.12. Reel terimli tüm dizilerin kümesi 𝑉 ile gösterelim. 𝑧 = (𝑧𝑘), 𝑦 = (𝑦𝑘) ve α bir 

skaler olmak üzere 

𝑦 + 𝑧 = (𝑦𝑘)  + (𝑥𝑘) 

                                                                  𝛼𝑧 =  (𝑎𝑧𝑘) 

biçiminde gösterilen işlemlerin altında lineer uzaydır. 𝑉’nın her bir altvektör uzayına dizi uzayı adı 

verilir. 

𝑙∞ = {𝑧 =  (𝑧𝑘): sup
𝑘
|𝑧𝑘 |  <  ∞}   sınırlı, 

𝑐 =  {𝑧 =  (𝑧𝑘  ) ∶  lim
𝑘
𝑧𝑘  𝑚𝑒𝑣𝑐𝑢𝑡 } yakınsak ve  

𝑐0 = { 𝑧 =  𝑧𝑘 ∶  lim
𝑘
𝑧𝑘 = 0 }  sıfır diziler uzayı  

||𝑧|| = sup
𝑘
| 𝑧𝑘 | normu ile Banach uzayıdır [21]. 

Tanım 2.13.  ℕ doğal sayılar kümesinde 𝐵 alt kümesinin doğal yoğunluğu , | {𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑘 ∈  𝐵} | 

ifadesi 𝑛 den büyük olmayan 𝐵 ⊂ ℕ kümesinin elemanlarının sayısını göstermek üzere 

𝛿(𝐵) =  lim
𝑛

1

𝑛
|  | {𝑘 ≤  𝑛 ∶  𝑘 ∈  𝐵 } | 

biçiminde tanımlanır. ℕ doğal sayılar kümesinin herhangi  sonlu alt kümesinin doğal yoğunluğunun 

sıfır olduğu aşikardır.  𝐵𝑐 = ℕ − 𝐵  olmak üzere   𝛿(𝐵𝑐) = 1 −  𝛿(𝐵) dır [6]. Herhangi bir 
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kümenin doğal yoğunluğunu bir diğer yol ile de şu yolla bulunabilir. (𝑏𝑛) pozitif tam sayıların artan 

dizisi olmak üzere  𝐵 =  { 𝑏𝑛  ∶  𝑛 ∈  ℕ } olsun. 𝐵 ⊂ ℕ kümesinin doğal yoğunluğu var ise 

                                          𝛿 (𝐵) =  lim
𝑛→∞

𝑛

𝑏𝑛
      

 şeklindedir.    

Örneğin 𝐵 =  {𝑛3 ∶  𝑛 𝜀 ℕ}   kümesinin doğal yoğunluğu 𝛿 (𝐵) =  lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛3
= 0  olarak elde 

edilir. Burada doğal yoğunluğu 0 olan kümeler ile çalışacağız.  

Bir özellik doğal yoğunluğu sıfır olan herhangi bir küme hariç her 𝑘 için 𝑝 özelliğini 

sağlıyorsa, bu özellik ℎ𝑒𝑚𝑒𝑛 ℎ𝑒𝑚𝑒𝑛 ℎ𝑒𝑟 𝑘  için sağlanıyor denir ve kısaca ′′ℎ. ℎ. 𝑘. ′′ şeklinde 

yazılır. 

Tanım 2.14. 𝑐, 𝑎𝑐, |𝑎𝑐|𝑣𝑒 𝑙∞ sırasıyla yakınsak, hemen hemen yakınsak, kuvvetli hemen 

hemen yakınsak ve tüm sınırlı dizilerin kümesini göstersin. 

𝑐 ⊂ 𝑎𝑐 ⊂ |𝑎𝑐| ⊂ 𝑙∞ 

ilişkisi vardır. 

 

Tanım 2.15. Eğer her 𝜀 >  0 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
| { 𝑘 ≤  𝑛 ∶  |𝑦𝑘  −  𝐿|  ≥  𝜀 }|  =  0 

yani h.h.k. için |𝑦𝑘  −  𝐿|  <  𝜀 ise 𝑦 =  (𝑦𝑘) dizisi 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durumda 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑘  =  𝐿 yazılır. Eğer 𝐿 =  0 ise, yani 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
| { 𝑘 ≤  𝑛: |𝑦𝑘|  ≥  𝜀 } |  =  0  

ise 𝑦 =  (𝑦𝑘) dizisine istatistiksel sıfır dizisi adı verilir. Bütün istatistiksel yakınsak dizilerin 

kümesi 𝑆 ile, bütün istatistiksel sıfır dizilerin kümesi ise 𝑆0 ile gösterilir  [6]. 

 

 

Örnek 2.1.   𝑦 =  𝑦𝑘    dizisi 

 

                         1,          𝑘 =  𝑏2    𝑖𝑠𝑒 𝑏 =  1,2,3, . . .. 

𝑦𝑘 =  

                         0,          𝑘 ≠  𝑏2    𝑖𝑠𝑒 𝑏 = 1,2,3,…. 
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ile verilsin. 

  | { 𝑘 ≤  𝑛 ∶  𝑦𝑘  ≠  0 }|  ≤  √𝑛  

olduğundan 

lim
𝑛→∞

1 

𝑛
    | { 𝑘 ≤  𝑛 ∶  𝑦𝑙 ≠  0 } |  ≤  lim

𝑛→∞

1

𝑛
. √𝑛 = 0  

sonucuna ulaşılır. Burada görüldüğü gibi 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑘  =  0 olur. Ancak (𝑦𝑘) dizisi yakınsak 

değildir. 

 

Örnek 2.2.   𝑦 =  𝑦𝑘   dizisi 

 

                             1,              𝑘 = 𝑏2                    𝑖𝑠𝑒 𝑏 =  1,2,3, . .. 

          𝑦𝑘 =   

                             4,              𝑘 ≠  𝑏2                     𝑖𝑠𝑒 𝑏 =  1,2,3, . . .. 

 

ile tanımlansın.   

                                             𝛿 ( { 𝑘 ≤  𝑛 ∶  𝑘 =  𝑏2} )  =  0  

olduğundan   𝑦 =  𝑦 𝑘     dizisi hemen hemen her 𝑛 için 4’e yakınsak, yani 𝑆– 𝑙𝑖𝑚 𝑦𝑘  =  4 dir. 

Tanım 2.16. 𝜀 >  0 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
| { 𝑘 ≤  𝑛 ∶  |𝑦𝑘 − 𝑦𝑁  |  ≥  ε }|  =  0 , 

yani hemen hemen her 𝑘 için |𝑦𝑘 − 𝑦𝑁|  <  𝜀 olacak biçiminde bir 𝑁 =  𝑁(𝜀) doğal sayısı varsa 

𝑦 =  (𝑦𝑘)  istatistiksel Cauchy dizisidir [6]. 

 

Tanım 2.17. 𝑦 =  (𝑦𝑘) reel ( ya da kompleks) terimli bir dizi ve 0 <  𝑝 <  ∞ olsun. Eğer 

lim
𝑛
𝑛−1∑  

𝑛

𝑘=1
 | 𝑦𝑘 − 𝐿 |

𝑝 =  0  

olacak şekilde  𝐿 ∈  ℂ  varsa 𝑦 =  (𝑦𝑘)   dizisi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝–Cesàro toplanabilir denir. 

Kuvvetli p–cesàro toplanabilir dizilerin kümesi 𝑤𝑃 ile gösterilir. O halde 𝑝 >  0 için 

𝑤𝑃 = { 𝑦 =  (𝑦𝑘)  : ∃ 𝐿  ∈ ℂ  lim
𝑛
𝑛−1∑  𝑛

𝑘=1  | 𝑦𝑘 − 𝐿 |
𝑝 =  0   şeklindedirr  [4]. 
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Teorem 2.1. 𝑝 ∈  ℝ, 0 <  𝑝 <  ∞ olsun. Eğer bir dizi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝–Cesàro 

toplanabilirse o zaman bu dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsaktır. Eğer sınırlı bir dizi 𝐿’ye istatistiksel 

yakınsak ise o zaman bu dizi 𝐿 ’ye kuvvetli 𝑝–Cesàro toplanabilirdir [4]. 

İspat: Eğer bir dizi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝–Cesàro toplanabilirse, herhangi bir 𝑦 =  (𝑦𝑘) ∈  𝑤 ve 

𝜀 > 0 için 

∑| 𝑦𝑘 − 𝐿 |
𝑝  ≥|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿 | ≥  𝜀 }| . 𝜀

𝑝

𝑛

𝑘=1

  

yazılabilir.  Buradan, eğer 𝑦 =  (𝑦𝑘)     dizisi 𝐿’ye kuvvetli p–Cesàro toplanabilirse   𝑦 =  (𝑦𝑘)    

dizisinin 𝐿’ye istatistiksel yakınsak olduğu ortaya çıkar. 

Şimdi 𝑦 =  (𝑦𝑘)     dizisinin sınırlı ve 𝐿’ye istatistiksel yakınsak olduğunu varsayalım ve 

𝐾 =  ||𝑦||∞ + |𝐿| olsun 𝜀 >  0 ve her 𝑛 >  𝑁𝜀 için 

  𝑛−1| { 𝑘 ≤  𝑛 ∶ |𝑦𝑘  –  𝐿 | ≥  ( 
𝜀

2
 )1 𝑝⁄  } |  <  

𝜀

2
 𝑘𝑝 

ve  

                            𝐿𝑛 =   { 𝑘 ≤  𝑛 ∶ |𝑦𝑘  –  𝐿 | ≥  ( 
𝜀

2
 )1 𝑝⁄  } 

yazalım, Şimdi 𝑛 >  𝑁𝜀 için 

                      
1

𝑛
  ∑ | 𝑦𝑘 − 𝐿 |

𝑝 = 
1

𝑛
𝑛
𝑘=1  ∑ | 𝑦𝑘 − 𝐿 |

𝑝 + 𝑘∈𝐿𝑛
∑ | 𝑦𝑘 − 𝐿 |

𝑝
𝑘∈𝐿𝑛  

                 <  
1

𝑛
 (𝑛 

𝜀

2𝑘𝑝
 ) 𝑘𝑝 + 

1

𝑛
 (𝑛)( 

𝜀

2
 )  

                 = 
𝜀

2
+ 

𝜀

2
=  𝜀  

olup, 𝑦 =  (𝑦𝑘)     dizisi 𝐿’ye kuvvetli 𝑝–Cesàro toplanabilirdir. 



3.  𝝀- İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK  

Bu bölümde, istatistiksel yakınsama kavramını genelleştirmek için (V, 𝜆  ) - toplanabilirlik 

kavramından yararlanacağız. Bu yeni yönteme λ-istatistiksel yakınsama adını vereceğiz. λ-

istatistiksel olarak yakınsak olan tüm dizilerin kümesini 𝑆 ile göstereceğiz. Bu yöntemin 

istatistiksel yakınsama, (𝐶, 1) −toplanabilirlik ve kuvvetli ( V,λ)-toplanabilirlik ile ilişkisini 

vereceğiz.  

λ = (𝜆𝑛), pozitif sayıların  

𝜆𝑛+1  ≤  𝜆𝑛 + 1 , 𝜆1 

şartını sağlayan azalmayan bir dizisi olsun. De la Vallée-Poussin ortalaması  

𝑡𝑛 (𝑦) =  
1

𝜆𝑛
 ∑ 𝑦𝑘
𝑘 ∈ 𝐼𝑛

   

ve 

𝐼𝑛 = [ 𝑛 − 𝜆𝑛 + 1 , 𝑛 ]   

için  

𝑡𝑛 (𝑦) → 𝐿         (𝑛 →  ∞) 

olarak tanımlanır. Bu durumda  𝑦 =  (𝑦𝑘) dizisinin bir 𝐿 sayısına ( V,λ)-toplanabilir olduğu 

söylenir [25]. Eğer her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 = 𝑛 ise (V, λ)-toplanabilirlik, (C, 1)-toplanabilirliğe 

indirgenir.  

Kuvvetli (V, λ)-toplanabilir ve kuvvetli (C, 1)-toplanabilir dizilerin kümesi sırasıyla 

[𝐶, 𝑙] ≔ { 𝑦 = ( 𝑦𝑛 ): ∃ 𝐿 ∈ ℝ ,      lim
𝑛→∞

1 

𝑛
 ∑| 𝑦𝑘 − 𝐿 | = 0 }

𝑛

𝑘=1 

 

[𝑉, 𝜆 ] ≔ { 𝑦 = (𝑦𝑛) ∶  ∃𝐿 ∈ ℝ,      lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
  ∑| 𝑦𝑘 − 𝐿 | = 0 }

𝑘=1 

 

şeklinde tanımlanır ve sırasıyla    𝑦𝑘 → 𝐿 [ 𝐶, 1]  ve 𝑦𝑘   → 𝐿 [𝑉 , 𝜆 ] şeklinde gösterilir.  

λ = (𝜆𝑛), pozitif sayıların yukarıdaki şartları sağlayan bir dizisi olsun. İstatistiksel 

yakınsaklığın bir genelleştirmesi olan λ-istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen [9] tarafından 

aşağıdaki şekilde tanımlandı. 

Tanım 3.1. λ = (𝜆𝑛), pozitif sayıların aşağıdaki şartları sağlasın 𝜀 > 0 için  
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lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

𝑦𝑘  dizisi  λ-istatistiksel yakınsaktır denir ve   𝑆𝜆 − 𝑙𝑖𝑚𝑦 = 𝐿 (𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆))  yazılır. L sayısına    λ-

istatistiksel yakınsak olan tüm dizilerin kümesi 𝑆𝜆   ile gösterilir. 

(i)  𝜆𝑛 = 𝑛 iken 𝑆𝜆 ile 𝑆 aynıdır.  

(ii) 𝜆 − istatistiksel yakınsaklık A-istatistiksel yakınsaklığın bir özel halidir, yani 

𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) matrisi 

                               
1

𝜆𝑛
    𝑘 ∈ 𝐼𝑛, 

                    𝑎𝑛𝑘 =  

                                 0    𝑘 ∉ 𝐼𝑛 

 

olarak tanımlanırsa A-istatistiksel yakınsaklık 𝜆 − istatistiksel yakınsaklığa indirgenir.  

Aşağıdaki teorem 𝜆 − istatistiksel yakınsaklık ile kuvvetli (V, λ)-toplanabilir diziler 

arasındaki önemli bir bağıntıyı verir [20]. 

Teorem 3.1. λ = (𝜆𝑛), pozitif sayıların yukarıdaki şartları sağlayan bir dizisi olsun. Bu 

takdirde 

(i)  𝑦𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] ⟹ 𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆) ve [𝑉, 𝜆] ⊆ 𝑆𝜆 kapsaması kesindir, 

(ii)  𝑦 ∈ 𝑙∞ ve 𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆) ise bu durumda 𝑦𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆],  eğer 𝑦 =  (𝑦𝑘) dizisi sonunda 

sabit ( yani n > 𝑛0 için sabit )  𝑦𝑘 → 𝐿(𝐶, 1) dir. 

(iii) 𝑆𝜆 ∩ 𝑙∞=𝑙∞ ∩ [𝑉, 𝜆] dır [20].  

İspat. 

(i) 𝜀 > 0 ve 𝑦𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝐿] olsun, bu takdirde 

∑ |𝑦𝑘
𝑘∈𝐼𝑛

− 𝐿| ≥ ∑ ≥

𝑘∈𝐼𝑛,|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀

 𝜀|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

olup 𝑦𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] ⟹ 𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆)  dır. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için  𝑦 =  (𝑦𝑘)  

dizisini              

                                       

                                         𝑘          𝑛 − [√𝜆𝑛] + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 

                      𝑦𝑘= 

                                         0         diğer durumlarda 

 

olarak tanımlayalım. Açıkça görüleceği gibi 𝑦 ∉ 𝑙∞ dir, Diğer taraftan 

1

𝜆𝑛
 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| =

[√𝜆𝑛]

𝜆𝑛
 → 0  ( 𝑛 → ∞) 
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olup 𝑦𝑘 → 0(𝑆𝜆)  dır. Fakat  

  
1

𝜆𝑛
∑| 𝑦𝑘 − 𝐿 | → ∞

𝑘=1 

 

olduğundan  𝑥𝑘  ↛ 0[𝑉, 𝜆] dır. 

(ii)  𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆) ve 𝑦 ∈ 𝑙∞  verilsin.  Her 𝑘 ∈ ℕ  için   |𝑦𝑘 − 𝐿| ≤ 𝑀 dir. 𝜀 > 0 için  

1

𝜆𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

=
1

𝜆𝑛
∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀

+ 
1

𝜆𝑛
∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|<𝜀

 

≤
𝑀

𝜆𝑛
 |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 −|𝐿 ≥ 𝜀}| + ℇ 

olduğundan 𝑦𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] elde edilir. 

Ayrıca  𝑦 =  (𝑦𝑘) dizisi  sabit olduğundan 

1

𝑛
∑(𝑦𝑘 − 𝐿) =

1

𝑛

𝑛

𝑘=1

∑ (𝑦𝑘 − 𝐿) +
1

𝑛

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

∑(𝑦𝑘 − 𝐿)

𝑘=1

 

≤
1

𝜆𝑛
∑ |𝑦𝑘 − 𝐿| +

1

𝜆𝑛 

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

∑|𝑦𝑘 − 𝐿|

𝑘=1

 

≤
2

𝜆𝑛
∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|

𝑘∈𝐼𝑛

 

olup 𝑦𝑘 → 𝐿(𝐶, 1) dir. 

Teorem 3.2.    𝑆𝜆 ⊆ 𝑆  ⇔ lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛

𝑛
> 0 [20]. 

İspat.    Verilen  𝜀 > 0 için 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊃ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}. 

olduğundan 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝑛
{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

≥
𝜆𝑛
𝑛
.
1

𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 

yazılabilir.  𝑛 → ∞ için limiti alınırsa 𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆) iken 𝑦𝑘 → 𝐿(𝑆𝜆)  elde edilir. 
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Tersine  lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛

𝑛
= 0 olsun.   

𝜆𝑛(𝑗)

𝑛(𝑗)
<
1

𝑗
  olacak şekilde bir  (𝑛(𝑗))𝑗−1

∞    alt dizi bulunabilir. 

𝑦 = (𝑦𝑖) alt dizisi 

                                           1  ,   𝑖 ∈ 𝐼𝑛(𝑗), 𝑗 = 1,2,3, … 

                            𝑦𝑖    

                                           0,    diğer durumlarda 

 

olarak tanımlansın. Açıkça 𝑥 ∈ [𝐶, 1]  olup ( Teorem 3.1 ) buradan   𝑥 ∈ 𝑆   dir. Diğer yandan 𝑥 ∉

[𝑉, 𝜆]  olup Teorem 3.1 (ii) den 𝑥 ∉ 𝑆𝜆 dir. 
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4. KÜME DİZİLERİNİN İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI 

Reel (ya da kompleks) sayı dizilerinin yakınsaklığı kavramı çeşitli yazarlar tarafından küme 

dizilerinin yakınsaklığına genişletilmiştir. Bu bölümde ele alacağımız üç genişletme Kuratowski 

[35], Wijsman [22] ve Housdorff’a [34] aittir. Küme dizileri için istatistiksel yakınsaklık kavramını 

tanımlayacağız ve bazı temel teoremleri vereceğiz. Böylece sayı dizilerinin istatistiksel 

yakınsamasına karşılık gelen sonuçların genelleştirmesini elde edeceğiz. Bu bölümde verilen 

sonuçlar  Nuray and Rhoades [24] de verilen sonuçlardır. 

Gerçek bir 𝑦 =  (𝑦𝑘)  sayı dizsisinin istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limitleri 

aşağıdaki şekilde tanımlanır [14]. Bir gerçek sayı dizisi 𝑦 =  (𝑦𝑘) için  𝐵𝑦 kümesini  

𝐵𝑦 ≔ {𝑏 ∈ ℝ: lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:  𝑦𝑘 > 𝑏}| ≠ 0 

benzer şekilde 𝐴𝑦 kümesini 

𝐴𝑦 ≔ |{𝛼 ∈ ℝ, lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 < 𝛼}| 

şeklinde tanımlayalım. Eğer 𝑥 bir gerçek sayı dizisi ise,  𝑥′in istatistiksel üst ve alt limitleri, sırasıyla 

                                  

                                        𝑠𝑢𝑝𝐵𝑦,          𝐵𝑦 ≠ ∅ 

𝑠𝑡 − lim 𝑠𝑢𝑝𝑦 ≔ 

                                        −∞,              𝐵𝑦 = ∅             

         

                                         𝑖𝑛𝑓𝐴𝑦,          𝐴𝑦 ≠ ∅ 

𝑠𝑡 − lim 𝑖𝑛𝑓𝑦 ≔ 

                                         ∞,              𝐴𝑦 = ∅ 

 

olarak tanımlanır. 

Küme dizilerinin limiti Kuratowski tarafından ünlü hale getirilmiş ve bu nedenle Kuratowski 

dizi limiti olarak adlandırılmıştır.  

 

Bundan sonra 𝑌 ile  (𝑌, 𝑝) metrik uzayını, 𝐴 ve 𝐴𝑘 ile de Y nin boş olmayan kapalı alt 

kümelerini gözönüne alacağız. 

Tanım 4.1.  (𝑌, 𝑝) bir metrik uzay ve 𝑦 ∈ 𝑌 ve  𝐴 da Y nin boş olmayan herhangi bir kapalı 

alt kümesi olsun. 𝑦   𝑛𝑖𝑛 𝐴 𝑦𝑎 olan uzaklığı 𝑑(𝑦, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴

𝑝(𝑦, 𝑎) ile tanımlanır.  
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{𝐴𝑘} bir metrik (𝑌, 𝑝) uzayında kümelerin bir dizisi olsun. {𝐴𝑘} dizisinin alt ve üst limitini 

tanımlayalım: 

lim 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: ∃(𝑎𝑘) ⊂ (𝐴𝑘), 𝑎𝑘 → 𝑦} 

ve  

lim 𝑠𝑢𝑝𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: ∃(𝑘𝑖)∃(𝑎𝑘𝑖) ⊂ (𝐴𝑘𝑖),   𝑎𝑘𝑖 → 𝑦 

Burada (𝑘𝑖) artan bir doğal sayı dizisini gösterir ve bir alt dizinin indeks kümesini temsil eder. 

    Bir {𝐴𝑘} alt kümeler dizisinin alt sınırı, 𝑎𝑘 ∈ 𝐴𝑘 elemanlarının dizilerinin limitlerinin 

kümesi,  üst sınır ise bu tür dizilerin limit noktalarının kümesidir. Alt ve üst limitlerin kapalı olduğu 

açıktır. Açıkça, lim 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑘 ⊂ lim sup𝐴𝑘 ve 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘̅̅̅̅ ) olduğundan, {𝐴𝑘} alt 

kümelerinin ve bunların kapanışlarının {𝐴𝑘} üst limiti ve alt limiti çakışır.  

Eğer  

𝐴 = lim 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑘 = lim𝑠𝑢𝑝𝐴𝑘 = 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 

ise    {𝐴𝑘} dizisinin limiti  𝑌 in bir 𝐴 alt kümesi olarak tanımlanır. Literatürde bu limit {𝐴𝑘} nın 

Painleve-Kuratowski yakınsaklığı, kapalı yakınsaklık veya topolojik yakınsaklık olarak adlandırılır 

[35]. 

Tanım 4.2. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. 𝑑𝑘 , 𝑑: 𝑌 → ℝ
+,  𝑑(𝑦) ≔ 𝑑(𝑦, 𝐴) ve 𝑑𝑘(𝑦) ≔ 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ile 

tanımlanmak üzere ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 

lim
𝑘→∞

𝑑𝑘(𝑦) = 𝑑(𝑦) 

ise {𝐴𝑘} dizisinin  𝐴 ya Wijsman yakınsak olduğunu söylenir ve  𝑊 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 yazılır. 

Örnek olarak, (𝑥, 𝑦) − düzleminde 𝐴𝑘 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 = 0} dizisini göz önünde 

bulunduralım.  

𝐴𝑘 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 = 0} → 𝐴 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 0},   ( 𝑘 → ∞) olduğundan, dizi  

x- eksenine yakınsar.  

Tanım 4.3. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. 𝑑𝑘(𝑦) bir Cauchy dizisi ise {𝐴𝑘} dizisine Wijsman Cauchy 

dizisi denir. Bu durumda her 𝜀 > 0 ve ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için pozitif bir 𝑘0 tamsayısı vardır, öyle ki tüm 

 𝑚, 𝑛 > 𝑘0 𝑖ç𝑖𝑛  |𝑑𝑛(𝑦) − 𝑑𝑚(𝑦)| < 𝜀 dir  [24]. 

          Tanım 4.4.  𝑌 nin kapalı alt kümelerinden oluşan bir 𝐴𝑘 dizisi için  

lim
𝑘→∞

sup
𝑦∈𝑌
|𝑑𝑘(𝑦) − 𝑑(𝑦)| = 0 
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ise  𝑌 in kapalı bir 𝐴 alt kümesine Hausdorff yakınsak olduğu söylenir. Bu durumda 𝐴 = 𝐻 −

𝑙𝑖𝑚𝐴𝑘 olarak yazılır.  

Tanım 4.5.    (𝑌, 𝑝) bir metrik uzay olsun. 𝑌 nin boş olmayan  kapalı 𝐴𝑘 alt kümelerinin 

{𝐴𝑘} dizisinin istatistiksel alt limiti ve istatistiksel üst limiti aşağıdaki gibi tanımlanır:  

𝑠𝑡 − lim inf 𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: ∃(𝑎𝑘) ⊂ (𝐴𝑘), 𝑠𝑡 − lim𝑎𝑘 = 𝑦} 

𝑠𝑡 − lim sup𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: ∃(𝑘𝑖) ∃(𝑎𝑘𝑖) ⊂ (𝐴𝑘𝑖), 𝑠𝑡 − lim𝑎𝑘𝑖 = 𝑦} 

Tanım 4.6. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. 

𝑠𝑡 − lim sup𝐴𝑘 = 𝑠𝑡 − lim inf 𝐴𝑘 = 𝐴 

ise {𝐴𝑘} dizisinin  𝐴 ya Kuratowski yakınsak olduğunu söyleriz.  Bu durumda 𝑠𝑡 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 

yazarız [24]. 

Tanım 4.7. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. {𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)} istatistiksel olarak 𝑑(𝑦, 𝐴) ya yakınsak ise, yani 

ℎ𝑒𝑟 𝜀 > 0 ve ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ 𝜀}| = 0, 

veya  

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| < 𝜀    (ℎ. ℎ. 𝑘. )        (4.1) 

ise  {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 ya Wijsman istatistiksel yakınsaktır; Bu durumda 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑊𝐴𝑘 = 𝐴 yazılır.  

Wijsman istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini {𝑊𝑆} ile gösterilir. 𝑊 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 

olması durumunda 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑊𝐴𝑘 = 𝐴 dır, ancak aşağıdaki örnekten de anlaşılacağı üzere tersinin 

doğru olduğu söylenemez. 

 𝑌 = ℝ olsun ve {𝐴𝑘} dizisi  

 

 

                                         {𝑦 ∈ ℝ: 2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑘},        𝑘 ≥ 2 𝑣𝑒 𝑘 𝑡𝑎𝑚𝑠𝑎𝑦𝚤 𝑖𝑠𝑒 

                     𝐴𝑘 = 

                                           {1},                                      𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎 

olarak tanımlansın. Bu dizi Wijsman yakınsak değildir, ancak  

1

𝑛
|𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, {1})| ≥ 𝜀}| ≤

√𝑛

𝑛
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olduğundan 𝐴 = {1}  kümesine Wijsman istatistiksel yakınsaktır. 

Bir başka örnek olarak 𝑌 = ℝ2 ve {𝐴𝑘} dizisi aşağıdaki şekilde verilsin: 

                            {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 =
1

𝑘
,               𝑘 𝑡𝑎𝑚 𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑒,          

           𝐴𝑘 ≔ 

                             (0,0),                                                                𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎 

Bu dizi de A={(0,0)} kümesine Wijsman istatistiksel olarak yakınsaktır ancak Wijsman 

yakınsak değildir [24]. 

Tanım 4.8.  𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun, ℎ𝑒𝑟 𝜀 > 0  için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: sup

𝑦∈𝑌
|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ 𝜀}| = 0, 

veya   ℎ. ℎ. 𝑘.  için 

sup
𝑦∈𝑌

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴| < 𝜀 

ise {𝐴𝑘} dizisinin 𝑌 in kapalı bir 𝐴 alt kümesine Hausdorff istatistiksel olarak yakınsaktır denir ve 

ve 𝐴 = 𝑠𝑡𝐻 − lim 𝐴𝑘 ile ifade edilir.  

Birçok yakınsama teorisinde, limit değerini kullanmadan yakınsamayı doğrulamak amacıyla 

kullanılabilecek kritere sahip olmak arzu edilir. Bu amaçla Cauchy yakınsama kriterinin 

istatistiksel benzerini tanıtmaya çalışacağız.  

 

 

Tanım 4.9. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun.  H𝑒𝑟 𝜀 > 0 ve   ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁)| ≥ 𝜀}| = 0. 

eşitliği sağlanacak şekilde bir 𝑁 = (𝑁(𝜀)) sayısı varsa  {𝐴𝑘} dizisine Wijsman istatistiksel 

Cauchy dizisi denir. 

Aşağıdaki teorem Wijsman istatistiksel Cauchy ve Wijsman istatistiksel yakınsaklık 

kavramları arasındaki ilişkiyi veren temel bir teoremdir. 

Teorem 4.1. (𝑌, 𝑝) metrik uzayını alalım. Aşağıdaki ifadeler eşdeğerdir. 

(𝑖) {𝐴𝑘} Wijsman istatistiksel yakınsaktır,  

(𝑖𝑖) {𝐴𝑘}  Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir, 
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 (𝑖𝑖𝑖) ℎ. ℎ. 𝑘   için 𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 olacak şekilde Wijsman yakınsak {𝐵𝑘} dizisi vardır.  

İspat. (𝑖) ⇒ (𝑖𝑖)   𝑠𝑡 − limW𝐴𝑘 = 𝐴 olduğunu varsayalım. (ℎ. ℎ. 𝑘. ) ve 𝜀 > 0 için  

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| <
𝜀

2
 

dir. Eğer 𝑁 sayısı 

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) − 𝐷(𝑦, 𝐴)| <
𝜀

2
 

olarak seçilirse (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁)| ≤ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| + |𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| <
𝜀

2
+
𝜀

2
 

sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla {𝐴𝑘} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 

(𝑖𝑖) ⟹ (𝑖𝑖𝑖). (𝑖𝑖) nin doğru olduğunu kabul edelim ve  

𝐽 = [𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) − 1, 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) + 1] 

aralığı (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı içeren 𝑁 sayısını seçelim.  

Şimdi  

𝐽′ = [𝑑(𝑦, 𝐴𝑁2) −
1

2
 , 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁2) +

1

2
] 

aralığı  (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı içeren 𝑁2 sayısını seçmek için (𝑖𝑖) yi uygulayalım. 

𝐽1 = 𝐽 ∩ 𝐽′ 

aralığı 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı kapsar. Çünkü 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽 ∩ 𝐽
′} = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽} ∪ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽

′} 

yani 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽 ∩ 𝐽

′}| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉  𝐽

′}| = 0 

dır. Bu sebeple 𝐽1, (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı içinde bulunduran ve uzunluğu 1’den küçük veya eşit 

uzunlukta kapalı bir aralıktır.  Şimdi bu işlemi   (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 
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𝐽′′ = [𝑑(𝑦, 𝐴𝑁3) −
1

4
 , 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁3) +

1

4
 ] 

𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı içerecek şekilde bir  𝑁3 sayısını seçmek uygulayalım. 

 𝐽2 = 𝐽1 ∪ 𝐽
′′aralığı (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için  𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) yı içerir ve 𝐽2 aralığının uzunluğu 

1

2
 den küçük 

veya eşittir.  

Bu yöntemle devam ederek tümevarımla, her 𝑚 için 𝐽𝑚+1 ⊂ 𝐽𝑚 olacak biçimde kapalı 

aralıkların bir (𝐽𝑚) dizisini oluştururuz. 𝐽𝑚 nin uzunluğu  21−𝑚 den daha büyük olmadığı görülür 

ve  (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∈ 𝐽𝑚 dir. İç içe aralıklar teoreminden 

⋂ 𝐽𝑚

∞

𝑚=1

 

ifadesine eşit bir 𝜇 sayısı vardır.  (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∈ 𝐽𝑚 olduğu gerçeğini kullanarak 

(𝑛 > 𝑇𝑚)  için  

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉ 𝐽𝑚}| <

1

𝑚
                 (4.2) 

olacak şekilde pozitif tamsayıların artan bir  {𝑇𝑚} dizisini bulunabilir. Şimdi (𝐴𝑘) nın tüm 

terimlerinden oluşan  (𝑘 > 𝑇1)  𝑇𝑚 < 𝑘 ≤ 𝑇𝑚+1 olacak şekilde bir 𝐶 = {𝐶𝑘} alt dizisi tanımlayalım 

bu takdirde 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉ 𝐽𝑚 olur. 

Şimdi {𝐵𝑘} dizisini 

 

                                             {𝑛},          𝐴𝑘   𝑐 𝑛𝑖𝑛 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑖𝑚𝑖 𝑖𝑠𝑒, 

                        𝐵𝑘 ≔ 

                                             𝐴𝑘 ,            𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎 

olarak tanımlayalım. Bu durmada 𝜀 >
1

𝑚
> 0 için  lim𝐵𝑘 = {𝑛}  ve 𝑘 > 𝑇𝑚 ise ya 𝐴𝑘 , yani 𝐵𝑘 =

{𝑛}, ya da 𝐵𝑘 = 𝐴𝑘 ∈ 𝐽𝑚 ve |𝑑(𝑦, 𝐵𝑘) − 𝑑(𝑦, {𝑛}) ≤ |𝐽𝑚| ≤ 2
1−𝑚 dır. Ayrıca 𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 (ℎ. ℎ. 𝑘. ) 

olduğu gösterilecektir. Bunun için 𝑇𝑚 < 𝑘 < 𝑇𝑚+1 iken 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≠ 𝑑(𝑦, 𝐵𝑘)} ⊆ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉ 𝐽𝑚 

olduğu  gösterilmelidir.  (4.2) eşitsizliğinden 

1

𝑛
 |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≠ 𝑑(𝑦, 𝐵𝑘)}| ≤

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ∉ 𝐽𝑚}| <

1

𝑚
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yazılabilir. Bu sebeple  𝑛 → ∞ için limit 0 dır ve 𝐴𝑘 = 𝐵𝑘  (ℎ. ℎ. 𝑘. ) elde edilir.  

(𝑖𝑖𝑖) ⟹ (𝑖). Son olarak (𝑖𝑖𝑖) nin geçerli olduğunu kabul edelim.  Yani (ℎ. ℎ. 𝑘. ) için 𝐴𝑘 =

𝐵𝑘 ve  lim𝐵𝑘 = {𝜇} olsun.  𝜀 > 0 ve her  𝑛 için  

{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, {𝜇})| ≥ 𝜀} 

⊆ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≠ 𝑑(𝑦, 𝐵𝑘) ∪ {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐵𝑘) − 𝑑(𝑦, {𝜇})| > 𝜀} 

olur. lim𝐵𝑘 = {𝜇} olduğundan ikinci küme sabit sayıda eleman bulundurur. Örnek olarak 𝑙 = 𝑙(𝜀)  

olsun. Bu nedenle  𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 (ℎ. ℎ. 𝑘. ) olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, {𝜇}) ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≠ 𝑑(𝑦, 𝐵𝑘)}| + lim

𝑛→∞

𝑙

𝑛
= 0 

 

elde edilir. Dolayısıyla (𝑖) geçerlidir ve ispat tamamlanmıştır. 

Aşağıdaki teoremlerde, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakınsaklık için bir Tauberian 

şartını verilecektir.  

Teorem 4.2.  𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. Eğer {𝐴𝑘} dizisi 

                                𝑠𝑡 − limW𝐴𝑘 = 𝐴 ve  ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için ∆𝑑𝑘(𝑦) = 0(
1

𝑘
) 

koşullarını sağlayan bir diziyse, ∆𝑑𝑘(𝑦) ≔ 𝑑𝑘+1(𝑦) − 𝑑𝑘(𝑦) olmak üzere  𝑊 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 dır. 

İspat.  {𝐴𝑘} nın Wijsman istatistiksel olarak 𝐴  ya yakınsak olduğunu kabul edelim. {𝐴𝑘} 

dizisi A ya Wijsman istatistiksel olduğundan 𝑊 − lim 𝐵𝑘 = 𝐴  ve 𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 (ℎ. ℎ. 𝑘. )  olacak 

şekilde bir 𝐵𝑘  dizisi bulabiliriz.     Her k için  

𝑚(𝑘) = max{𝑖 ≤ 𝑘: 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖}    

olmak üzere 𝑘 = 𝑚(𝑘) + 𝑝(𝑘) yazalım. {𝑖 ≤ 𝑘: 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖} boş küme ise 𝑚(𝑘) = −1 alınır. Bu 

durum en fazla sonlu sayıda 𝑘 için gerçekleşebilir. Şimdi 

lim
𝑘

𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
= 0                (4.3) 

olduğu gösterilecektir. Çünkü 

𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
> 𝜀 > 0 

ise   
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1

𝑘
|{𝑖 ≤ 𝑘: 𝐴𝑖 ≠ 𝐵𝑖}| ≤

1

𝑚(𝑘) + 𝑝(𝑘)
𝑝(𝑘) ≤

𝑝(𝑘)

𝑝(𝑘)
𝜀 + 𝑝(𝑘)

=
𝜀

1 + 𝜀
 

olup, sonsuz sayıda 𝑘 için  
𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
≥ 𝜀 ise (ℎ. ℎ. 𝑘. ) 𝑖ç𝑖𝑛 𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 olması durumunda bir çelişki ortaya 

çıkar. Buradan (4.1) geçerlidir. ∆𝑑𝑘(𝑦) = 𝑂(
1

𝑘
) olduğundan öyle bir 𝐾 sabiti vardır ki her 𝑘 ve  𝑦 ∈

𝑌 𝑖ç𝑖𝑛. 

∆𝑑𝑘(𝑦)| ≤
𝐾

𝑘
                        

olur. Bu yüzden  

|𝑑(𝑦, 𝐵𝑚(𝑘)) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)| = |𝑑(𝑦, 𝐴𝑚(𝑘)) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑚(𝑘)+𝑝(𝑘))| 

≤ ∑ |∆𝑑𝑖

𝑚(𝑘)+𝑝(𝑘)−1

𝑖=𝑚(𝑘)

(𝑦)| ≤
𝑝(𝑘)𝐾

𝑚(𝑘)
 

elde edilir. (4.3) eşitliğinden faydalanarak, son ifade 𝑘 → ∞ limit 0 olur ve 𝑊 − lim𝐵𝑘 = 𝐴 

olduğundan, 𝑊 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 sonucuna ulaşırız.  

Teorem 4.3. (𝑌, 𝑝) bir metrik uzay verilsin. {𝐴𝑘}, 𝑠𝑡 − lim
𝐻
𝐴𝑘 = 𝐴 olacak şekilde bir dizi ve 

sup
𝑦∈𝑌

∆𝑑𝑘(𝑦) = 𝑂(
1

𝑘
) ise  𝐻 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 şeklindedir [20]. 

İspat.  {𝐴𝑘} dizisini 𝐴 kümesine Hausdorff istatistiksel yakınsak olduğunu varsayalım. O 

halde 𝑠𝑡 − lim
𝐻
𝐴𝑘 = 𝐴 ve (ℎ. ℎ. 𝑘. ) 𝑖ç𝑖𝑛 𝐵𝑘 = 𝐴𝑘 , 𝐻 − lim𝐵𝑘 = 𝐴 olacak biçimde bir {𝐵𝑘} dizisi 

seçilebilir. 

𝐻𝑒𝑟 𝑘 𝑖ç𝑖𝑛 𝑚(𝑘) + 𝑝(𝑘) ile gösterelim. {𝑖 ≤ 𝑘: 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖} boş küme ise  𝑚(𝑘) = −1 

alınır.en fazla sonlu sayıdaki 𝑘 sayısı için elde edilebilir. Şimdi   

                                                             lim
𝑘

𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
= 0   (4.4) 

olduğu gösterilecektr. 

𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
> 𝜀 > 0 

ise  
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1

𝑘
|{𝑖 ≤ 𝑘: 𝐵𝑖 ≠ 𝐴𝑖}| ≤

1

𝑚(𝑘) + 𝑝(𝑘)
𝑝(𝑘) ≤

𝑝(𝑘)

𝑝(𝑘)
𝜀 + 𝑝(𝑘)

=
𝜀

1 + 𝜀
, 

olur. Buradan,  sonsuz sayıdaki 𝑘 için 
𝑝(𝑘)

𝑚(𝑘)
≥ 𝜀 ise, (ℎ. ℎ. 𝑘. 𝑖ç𝑖𝑛) 𝐵𝑘 = 𝐴𝑘 olmasıyla bir çelişkiye 

ulaşılır. Bu durumda (4.1) e benzer olarak 

sup
𝑦∈𝑌

∆𝑑𝑘(𝑦) = 𝑂(
1

𝑘
) 

olduğundan 𝑡ü𝑚 𝑘 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑙𝑎𝑟𝚤 𝑖ç𝑖𝑛 aşağıdaki biçimde sabit bir 𝐾 sayısı vardır. 

sup
𝑦∈𝑌

∆𝑑𝑘(𝑦) ≤
𝐾

𝑘
 

Bu nedenle 

sup
𝑦∈𝑌

|𝑑(𝑦, 𝐵𝑚(𝑘)) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)| = sup
𝑦∈𝑌

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑚(𝑘)) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑚(𝑘)+𝑝(𝑘))| 

≤ ∑ sup
𝑦∈𝑌

|∆𝑑𝑖(𝑦)|

𝑚(𝑘)+𝑝(𝑘)−1

𝑖=𝑚(𝑘)

≤
𝑝(𝑘)𝐾

𝑚(𝑘)
 

sonucuna ulaşılır. (4.4) eşitliği yardımıyla 𝑘 → ∞ iken 0’a yakınsar. Buradan da 𝐻 − lim𝐵𝑘 =

𝐴 olduğundan 𝐻 − lim𝐴𝑘 = 𝐴 sonucuna ulaşılır. 

Teorem 4.4. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. Eğer {𝐴𝑘}, Wijsman istatistiksel yakınsak ise   

{𝐴𝑘} Kuratowski istatistiksel yakınsaktır .  

İspat. Sadece  

𝑠𝑡 − lim sup𝐴𝑘 ⊂ 𝑠𝑡 − lim inf 𝐴𝑘 

eşitliğini göstermek yeterlidir. 𝑦 ∈ 𝑠𝑡 − lim sup𝐴𝑘 ve 𝜀 > 0 olsun. Wijsman istatistiksel  yakınsak 

bir dizi Wijsman istatistiksel Cauchy dizisi olduğundan (ℎ. ℎ. 𝑘. )𝑖ç𝑖𝑛 

|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁)| <
𝜀

2
  

ve  

𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) <
𝜀

2
 

olacak şekilde 𝑁 sayısı bulunabilir, buradan 
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𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≤ 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁) + |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑁)| < 𝜀 

 

yazılabilir. Tanıma göre 𝑦 ∈ 𝑠𝑡 − lim inf 𝐴𝑘 elde edilir ve buradan ispat tamamlanır. 

Aşağıda ki Tanım 4.8. ve Tanım 4.9. dan (4.2) ve (4.3) eşitliğini kullanarak ulaşılır.  

Teorem 4.5.  (𝑌, 𝑝) bir metrik uzay ve {𝐴𝑘} nın 𝑌 nin boş olmayan herhangi bir kapalı 

altkümesinde bir dizi olduğunu varsayalım. {𝐴𝑘}  dizisi Hausdorff istatistiksel yakınsak ise aynı 

zamanda Wijsman istatistiksel yakınsaktır [24].  

Bu bölümde küme dizilerinin Kuratowski Cesaro toplanabilme, Wijsman toplanabilme ve 

Wijsman kuvvetli toplanabilme kavramlarını tanıtılacaktır. Wijsman istatistiksel  yakınsaklık  ve 

Wijsman kuvvetli toplanabilir küme dizileri arasındaki ilişki verilecektir. 

𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. {𝐴𝑘} dizisinin alt Cesàro limiti ve üst  Cesàro limiti  

(𝐶, 1) − lim inf 𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) = 0}

𝑛

𝑘=1

 

(𝐶, 1) − lim sup𝐴𝑘 ≔ {𝑦 ∈ 𝑌: lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
∑𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) = 0}

𝑛

𝑘=1

 

olarak tanımlanır. 

Tanım 4.10. 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 olsun. 

(𝐶, 1) − lim inf𝐴𝑘 = (𝐶, 1) − lim sup𝐴𝑘 

 

ise   {𝐴𝑘} dizisi Kuratowski Cesàro toplanabilir denir. 

Tanım 4.11. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı verilsin. Boş olmayan herhangi bir 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 kapalı alt 

kümeleri için {𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)}   kümesi 𝑑(𝑦, 𝐴) ya toplanabilir, yani 𝑦 ∈ 𝑌 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) = 𝑑(𝑦, 𝐴)

𝑛

𝑘=1

 

ise {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴 ya Wijsman Cesàro toplanabilir denir. 

Tanım 4.12. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı verilsin. Boş olmayan 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 kapalı alt kümeleri için 

{𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)}   kümesi  𝑑(𝑦, 𝐴) ya kuvvetli toplanabiliyorsa, yani  ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| = 0

𝑛

𝑘=1
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ise {𝐴𝑘} dizsinin  𝐴 ya  Wijsman kuvvetli Cesàro toplanabilir olduğu söyleriz [24]. 

Tanım 4.12. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı verilsin, boş olmayan 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 kapalı alt kümeleri için 

{𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)}  dizisi 𝑑(𝑦, 𝐴) ya kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise yani  ℎ𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

. 

ise {𝐴𝑘} dizisi  𝐴 ya  Wijsman kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir [24]. 

Teorem 4.6. (𝑌, 𝑝)  metrik uzayı verilsin. 𝑝 ∈ ℝ+ ve  𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌  kapalı olsun.  

(𝑎) {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise, bu dizi 𝐴 kümesine  

Wijsman istatistiksel yakınsaktır. 

(𝑏) {𝐴𝑘} dizisi sınırlı ve  𝐴 ya Wijsman istatistiksel yakınsak ise, {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine 

Wijsman kuvvetli p- Cesàro toplanabilirdir [24].  

İspat.   (𝑎) Herhangi bir {𝐴𝑘} için, bir 𝜀 > 0 alalım.  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑛

𝑘=1

≥ 𝜀|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|
𝑝 ≥ 𝜀}| 

olduğundan  {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴’ya Wijsman istatistiksel yakınsak olduğu sonucuna ulaşılır.  

(𝑏) {𝐴𝑘} sınırlı ve 𝐴 ya Wijsman istatistiksel yakınsak olsun.  {𝐴𝑘} sınırlı bir dizi olduğundan  

sup
𝑘
|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘)| + 𝑑(𝑦, 𝐴) = 𝑀 

olur. 𝜀 > 0 ve,  her 𝑛 > 𝑁𝜀  için 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ (

𝜀

2
)
1
𝑝⁄ }| <

𝜀

2𝑀𝑝
 

olacak biçimde 𝑁𝜀 seçilsin.  

𝐿𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ (
𝜀

2
)
1
𝑝⁄ } 

olmak üzere, 

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑛

𝑘=1

 

=
1

𝑛

(

 ∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|
𝑝 + ∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑘≤𝑛
𝑘∉𝐿𝑛

𝑘∈𝐿𝑛
)
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<
1

𝑛

𝑛𝜀

2𝑀𝑃
𝑀𝑝 +

1

𝑛

𝑛𝜀

2
=
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

yazılabilir. Buradan {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli p-Cesáro toplanabilir olduğu 

sonucuna ulaşılır. 

Reel sayı dizilerinin hemen hemen yakınsaklığı fikri Lorentz [17] tarafından ortaya atıldı. Yıllar 

içerisinde toplanabilme teorisinde birçok alana uygulandı. Son olarak bu kavram Nuray ve Rhoades 

[24] tarafından küme dizilerine uygulandı. Bu bölümde Wijsman hemen hemen yakınsak ve 

Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsak küme dizilerinin ilişkisine değinilecektir.  

Tanım 4.13. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeler verilsin. 

𝐻𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑖 ye göre düzgün olarak   

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖)

𝑛

𝑘=1

= 𝑑(𝑦, 𝐴) 

ise {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴’ya Wijsman  hemen hemen yakınsak olduğunu söylenir [24]. 

Tanım 4.14. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeler verilsin. 

𝐻𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑖 ye göre düzgün olarak   

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖)

𝑛

𝑘=1

− 𝑑(𝑥, 𝐴)| = 0 

ise {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴’ya Wijsman  kuvvetli hemen hemen yakınsak olduğu söylenir. 

𝑙∞, 𝑐, 𝑓 𝑣𝑒 [𝑓] sırasıyla, tüm sınırlı, yakınsak, hemen hemen yakınsak ve kuvvetle hemen 

hemen yakınsak dizilerin kümesini göstersin.  𝑐 ⊂ 𝑓 ⊂ [𝑓] ⊂ 𝑙∞  bağıntısının sağlandığını 

göstermek zor değildir [24]. 

Tanım 4.15. (𝑌, 𝑝) metrik uzayı ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeler verilsin, p 

de pozitif bir reel sayı olsun.  𝐻𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑖 ye göre düzgün olarak   

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑛

𝑘=1

= 0 

ise {𝐴𝑘} dizisi 𝐴’ya Wijsman kuvvetle 𝑝 − hemen hemen yakınsaktır [24]. 

 Tanım 4.16.  (𝑌, 𝑝) metrik uzayı ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeleri verilsin.  

 𝐻𝑒𝑟 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑖 ye göre düzgün olarak   

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝐴𝑘} dizisinin 𝐴 ya Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsak olduğu söylenir. 
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Teorem 4.7.   (𝑌, 𝑝) metrik uzayı ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeler, 𝑦 ∈ 𝑌 ve 

 𝑝  pozitif bir reel sayı olsun. 

(𝑎)  {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakınsak ise, {𝐴𝑘} dizisi 

𝐴 kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsaktır.  

(𝑏)    {𝐴𝑘} sınırlı bir dizi ve 𝐴 kümesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakınsak ise, o 

halde {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli 𝑝 −hemen hemen yakınsaktır.  

İspat. (𝑎) Herhangi {𝐴𝑘} dizisi ve 𝜀 > 0 verilsin. {𝐴𝑘} dizisinin Wijsman kuvvetli 

𝑝 −hemen hemen olarak 𝐴 kümesine istatistiksel yakınsak olduğunu kabul edelim. Her   𝑦 ∈ 𝑌 ve 

𝑝 reel pozitif sayısı için aşağıdaki eşitsizlik dikkate alınırsa {𝐴𝑘} dizisinin 𝐴 kümesine Wijsman 

hemen hemen istatistiksel yakınsak olduğu görülür. 

∑|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|
𝑝

𝑛

𝑘=1

≥ 𝜀 |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|
𝑝 ≥ 𝜀  

        

(𝑏)  {𝐴𝑘} dizisi sınırlı ve Wijsman hemen hemen istatistiksel olarak 𝐴 kümesine yakınsak 

olsun.   

sup
𝑘
|𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖)| + 𝑑(𝑦, 𝐴) = 𝑀 

diyelim. 𝜀 > 0 verilsin ve bütün 𝑛 > 𝑁𝜀  sayıları için 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ (

𝜀

2
)
1
𝑝⁄ }| <

𝜀

2𝑀𝑝
 

olacak biçimde bir 𝑁𝜀 seçelimi 

𝐿𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≥ (
𝜀

2
)
1
𝑝⁄ } 

diyelim.   

1

𝑛
∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑛

𝑘=1

 

=
1

𝑛

(

 ∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|
𝑝 + ∑ |𝑑(𝑦, 𝐴𝑘+𝑖) − 𝑑(𝑦, 𝐴)|

𝑝

𝑘≤𝑛
𝑘∉𝐿𝑛

𝑘∈𝐿𝑛
)

  

<
1

𝑛

𝑛𝜀

2𝑀𝑃
𝑀𝑝 +

1

𝑛

𝑛𝜀

2
=
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 



24 

olduğundan {𝐴𝑘} dizisi 𝐴 kümesine Wijsman kuvvetli 𝑝 − hemen hemen yakınsaktır ve bu ispatı 

tamamlar.  

 

 

 

 



 

5. KÜME DİZİLERİNİN 𝝀 −İSTATİSTİKSEL SINIRLILIĞI 

Bu bölüm çalışmanın orijinal kısmı olup küme dizilerinin λ- istatistiksel sınırlılığı 

tanımlanacak ve küme dizilerinin λ- istatistiksel yakınsaklığı ile ilişkisi araştırılacaktır. İlk olarak 

küme dizilerinin λ- istatistiksel sınırlılığını tanımlayarak başlayalım.    

Tanım 5.1.  (𝑌, 𝑝) metrik uzay, 𝜆 = (𝜆𝑛) ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 boştan farklı kapalı alt kümeleri 

verilsin.  𝐾 > 0 𝑣𝑒 𝑦 ∈ 𝑌 𝑖ç𝑖𝑛 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
(|{𝑘 ∈ 𝐼: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}|) = 0 

ise  {𝐴𝑘}  Wijsman λ- istatistiksel olarak sınırlıdır denir. Tüm Wijsman λ-istatistiksel  sınırlı 

dizilerin kümesi 𝑊𝑆𝜆(𝑏) ile gösterilecektir. 𝜆 = 𝑛 ise   Wijsman λ- istatistiksel sınırlılık ile 

Wijsman istatistiksel sınırlılığı  çakışır.  Tüm Wijsman istatistiksel  sınırlı dizilerin kümesi 𝑊𝑆(𝑏) 

ile gösterilecektir. 

Teorem 5.1.  Her sınırlı küme dizisi Wijsman λ- istatistiksel sınırlıdır, ancak bunun tersi 

doğru değildir. 

İspat.  {𝐴𝑘} sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda ℎ𝑒𝑟 𝑘 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≤ 𝐾   olacak 

şekilde bir  𝐾 > 0 sayısı vardır. Buradan ℎ𝑒𝑟 𝑘 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛   

{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾} = 0, 

olduğundan 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
(|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}|) = 0 

olup {𝐴𝑘} dizisi Wijsman λ- istatistiksel sınırlıdır.  

Tersi için 𝜆 = (𝑛), 𝑌 = ℝ2 ve {𝐴𝑘} dizisini 

 

                                              {(𝑘, 𝑘)},        𝑘 𝑡𝑎𝑚 𝑘𝑎𝑟𝑒 𝑖𝑠𝑒 

                              {𝐴𝑘}= 

                                              {(0,0)},        𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎 

olarak tanımlayalım. {𝐴𝑘} dizisi sınırlı değildir ama Wijsman 𝜆 −istatistiksel sınırlıdır.  
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Teorem 5.2. Her Wijsman 𝜆 − istatistiksel yakınsak dizisi Wijsman 𝜆 − istatistiksel 

sınırlıdır, ancak bunun tersi doğru değildir. 

İspat.  {𝐴𝑘} dizisi  A kümesine  𝜆 − istatistiksel yakınsak olsun. Bu takdirde  

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
(|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝜀}|) = 0 

olacak şekilde bir 𝜀 > 0 sayısı vardır. Ters üçgen eşitsizliği kullanırsak ve 𝜀 = 1 alınırsa 

𝐾 > 0 sayısı için  

{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾 + 1} ⊂ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝜀} 

olduğundan 

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾 + 1}| ≤ |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) − 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝜀}| 

yazılabilir. Son eşitsizlikte 𝑀 = |𝐾| + 1 yazar ve 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
(|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝑀}|) = 0, 

elde edilir.  

Tersi için 𝜆 = (𝑛), 𝑌 = ℝ2 alalım. {𝐴𝑘} dizisini  

 

                                                     {(1,1)},        𝑘 = 2𝑛  

                              {𝐴𝑘}=                                                              𝑘, 𝑛 ∈ ℕ 

                                                     {(−1,−1)},        𝑘 ≠ 2𝑛 

 

olarak tanımlayalım. {𝐴𝑘} Wijsman 𝜆 −istatistiksel sınırlı ama Wijsman 𝜆 −istatistiksel yakınsak 

değildir. 

Teorem 5.3. (𝑌, 𝑝) metrik uzay 𝜆 = (𝜆𝑛) ve 𝐴, 𝐴𝑘 ⊆ 𝑌 (ℎ𝑒𝑟 𝑘 𝑖ç𝑖𝑛) boştan farklı kapalı alt 

kümeleri verilsin. 𝑊𝑆(𝑏) ⊂ 𝑊𝑆𝜆(𝑏) olması için gerek ve yeter koşul 

                                      lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝑛
> 0                        (5.1) 

olmasıdır. 
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İspat. Her  𝜀 > 0 için  

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾} ⊃ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾} 

olup  

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| ≥  

1

𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

=
𝜆𝑛
𝑛

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

yazılabillir. Buradan 𝑊𝑆(𝑏) ⊂ 𝑊𝑆𝜆(𝑏) dir. 

Tersi için   lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝑛
= 0  olduğunu kabul edelim. Bu takdirde  

𝜆𝑛(𝑗)

𝑛(𝑗)
<
1

𝑗
 

olacak şekilde bir  (𝑛(𝑗))𝑗=1
∞  alt dizisi bulunabilir. Şimdi {𝐴𝑘} dizisini 

 

                                                        {(1,1)},       𝑖 ∈ 𝐼𝑛(𝑗),        𝑗 = 1,2,3,… 

                              {𝐴𝑘}=                                                               

                                                        {(0,0)},       𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎, 

olarak tanımlayalım.  {𝐴𝑘} ∈ 𝑊𝑆(𝑏) fakat  {𝐴𝑘} ∉ 𝑊𝑆𝜆(𝑏) olur. 

 

Aşağıdaki teoremde 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] ve 𝐽𝑛 = [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛] olmak üzere ℎ𝑒𝑟  

𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛   𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛  şartını sağlayan 𝜆 = (𝜆𝑛)  ve  𝜇 = (𝜇𝑛) dizileri gözönüne alınaca ve 𝜆 − 

istatistiksel sınırlı diziler ile 𝜇 − istatistiksel sınırlı diziler arasındaki kapsama ilişkisi verilecektir. 

Teorem 5.4.  𝜆 = (𝜆𝑛)  ve  𝜇 = (𝜇𝑛)  dizileri aşağıdaki şartları sağlayan iki dizi olsun. Bu 

takdirde 

(𝑖)             lim
𝑛→∞

inf
𝜆𝑛

𝜇𝑛
> 0                                           (5.2) 

ise 𝑊𝑆𝜇(𝑏) ⊆ 𝑊𝑆𝜆(𝑏), 

(𝑖𝑖)          lim
𝑛→∞

𝜇𝑛

𝜆𝑛
= 1                                      (5.3) 

ise 𝑊𝑆𝜆(𝑏) ⊆ 𝑊𝑆𝜇(𝑏) dir. 
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  İspat.    (𝑖) 𝐻𝑒𝑟 𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛   𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛  olsun ve   (5.2) sağlansın. 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛]  ve  

𝐽𝑛 = [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛] olduğundan 

 {𝑘 ∈ 𝐽𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}  ⊇ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}, 

yazabilir. Buradan 

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| ≥

𝜆𝑛
𝜇𝑛

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}|, 

olup  𝑊𝑆𝜇(𝑏) ⊆ 𝑊𝑆𝜆(𝑏) dir. 

(𝑖𝑖)  {𝐴𝑘} ∈ 𝑊𝑆𝜇(𝑏) ve (5.3) ün sağlandığını kabul edelim. 𝐼𝑛 ⊂ 𝐽𝑛 olduğundan 

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| =

1

𝜇𝑛
{𝑛 − 𝜇𝑛 + 1 < 𝑘 ≤ 𝑛 − 𝜆𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

+
1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

≤ ( 
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛
𝜇𝑛

 ) +
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

≤ (
𝜇𝑛
𝜆𝑛
−
𝜆𝑛
𝜆𝑛
) +

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

≤ (
𝜇𝑛
𝜆𝑛
− 1) +

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑑(𝑦, 𝐴𝑘) ≥ 𝐾}| 

yazılabilir. Buradan 𝑊𝑆𝜆(𝑏) ⊆ 𝑊𝑆𝜇(𝑏) elde edilir.  
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