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OzET

Kiime Dizilerinin A — Istatistiksel Smirlilig1
Ayse EREN
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Temmuz 2024, Sayfa: viii + 30

Bu tez ¢alismasinda giris boliimiinde tezin amaci ve Konunun gelisimi anlatilmigtir. Caligmamizin
daha anlasilir olmast i¢in gerek duyulan bazi temel kavramlar verilmistir. Reel sayir dizilerinin
A —istatistiksek yakinsakligina deginilmistir. Kiime dizileri i¢in Kuratowski istatistiksel yakinsaklik,
Wijsman istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik kavramlari ve bu kavramlar
arasindaki iligkiler verilmistir. Ana bdliimde ise kiime dizilerinin A —istatistiksel sinirliligi tanimlanmis,
kiime dizilerinin A —istatistiksel yakinsakligi ve kiime dizilerinin A —istatistiksel sinirliligi arasindaki

bagmtilar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: A —Istatistiksel Yakinsaklik, Wijsman A —istatistiksel Yakinsaklik, Wijsman Kuvvetli
Cesaro Toplanabilirlik, Kuratowski Istatistiksel Yakinsaklik, Hausdorff Istatistiksel Yakinsaklik, Wijsman
A —Istatistiksel Stmrlilik.
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ABSTRACT

A - Statistical Limitation of Cluster Sequences
Ayse EREN
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

July 2024, Pages: viii + 30

In this thesis study, the purpose of the thesis and the development of the subject are explained in the
introduction section. Some basic concepts needed to make our study more understandable are given. The A-
statistical convergence of real number sequences is mentioned. For cluster sequences, the concepts of
Kuratowski statistical convergence, Wijsman statistical convergence and Hausdorff statistical convergence
and the relations between these concepts are given. In the main section, the A-statistical limitation of cluster
sequences is defined, and the relations between the A-statistical convergence of cluster sequences and the A-
statistical limitation of cluster sequences are given.

Keywords: A —Statistical Convergence, Wijsman Statistical Convergence, Wijsman Strong Cesaro
Summabilitiy, Kuratowski Statistical Convergence, Hausdorff Statistical Convergence, Wijsman A-
Statistical Boundedness
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1. GIRiS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk defa Zygmund [16] min kendi monografisinin ilk
baskisinda yayinlandi. Klasik yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan istatistiksel
yakinsaklik kavrami fonksiyonel analizde ve toplanabilme teorisinde Onemli yere sahiptir.
Istatistiksel yakinsaklik Fast [12] ve bagimsiz olarak Steinhaus [10] tarafindan tanimlandi.
Schoenberg [11] istatistiksel yakinsaklig1 bir toplanabilme metodu olarak ifade etti. Daha sonra bu
kavram Fridy [6], Connor [4], Savas [15], Mursaleen [9], Rath ve Tripathy [8], Salat [7], Bhardwaj
[5], Colak [1] Buck [3] gibi bir¢ok bilim insani tarafindan topolojide, ergodic teoride, fourier
analiz teorisinde, fonksiyonel analizde, sayilar teorisinde, trigonometrik serilerde, 6l¢lim teorisinde
ve Banach uzaylarinda ¢alisilmustir. Istatistiksel yakinsaklik Fridy ve Orhan [14] ve Mursaleen [9]
tarafindan genellestirildi. Dizilerin hemem hemen yakinsakligi fikri Lorentz [17] tarafindan
tanimlandi. Freedman ve Sember [2] ve Maddox [18] tarafindan da birbirlerinden ayri olarak
dizilerin kuvvetli hemen hemen yakinsakligi kavramina genellestirildi. Istatistiksel yakinsakligin
bir karakterizasyonu Fridy ve Miller [13] tarafindan verilmis, Mursaleen ve Edely [20] tarafindan
kavram ¢ift indisli dizilere uygulanmstir.

Kiime dizilerinin limiti Painleve tarafindan 6grencisi Zoretti’ nin ¢alismasini sunmasiyla
tanmitilmig, fakat Kuratowski [36] tarafindan literatiire kazandirilmistir. Bu sebepte literatiirde
Kuratowski limiti olarak adlandirilir. Reel dizilerin yakinsakligi kavrami birgok arastirmaci
tarafindan kiime dizilerinin yakinsakligina genisletilmistir. Bu konudaki calismalar basta Beer
([291, [30], [31],[32],[33]) olmak {izere; Wijsman ([22], [23] ) ve bircok matematik¢i tarafindan
giiniimiize kadar yapilmistir. Kiime dizilerinin istatiksel yakinsakligi Nuray ve Rhoades [24]
tarafindan tanimlanmis, Et ve arkadaglar1 ([26,[27]) tarafindan genellestirilmistir. Bu ¢alismada
reel say1 dizleri i¢in Fridy ve Orhan [21] tarfindan verilen istatistiksel sinirlilik kavrami kiime
dizilerine genellestirilmis, kiime dizilerinin istatiksel yakinsakligi ile aralarindaki baginti

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. Y, H cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
[I-]|: Y >R, y-||yl|donisimi Her x,y € Y icin asagidaki kosullari sagliyorsa bu

doniisiime bir norm ve (Y, ||.]| ) ikilisine de bir normlu uzay denir.
N1) [lyll = 0,
N2) [lay|l = |al.[lylla« € K,
N3)Iyll=0= x =6,
N4) [lx +yl| < [lxl| + [Iyl] [19].
Tanim 2.2. Y bos olmayan bir kiime olsun. u: Y X Y = R doniisiimii i¢in
M) plx,y) =0 (x =y)
M@2) p(x,y) < px,2) +u(z,y)
M@3) u(x,y) = p,x)

kosullar1 saglaniyorsa p ye Y iizerinde bir metrik ve ( u , Y') ikilisine bir metrik uzay denir ve bu
durum (Y, p) ile gosterilir [28].

Tanim 2.3. (¥,p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir y € Y noktas1 Y nin bostan farkl bir A
altkiimesi i¢in y nin A ya olan uzakhigr d(y,A) = ‘irelg p(y, a) olarak tanimlanir [24].

Tamm 2.4. Tanim kiimesi Nt = {1,2,3,4, ... }kiimesi olan her bir fonksiyona dizi ad1 verilir.
Diziler deger kiimelerine gére gesitli isimler alirlar. Ornegin; bir dizinin deger kiimesi gergek

sayilar kiimesi ise gercek (reel) terimli dizi veya gercek sayi1 dizisi denir. Bu dizi
f:N* >R

bigiminde taniml1 bir fonksiyondur.
Tanim 2.5. (Y, ||.|| ) normlu uzay ve y = (y,,) de Y uzayinda bir dizi olsun, her
€ > 0i¢in n = ny iken || ¥, —y|| < € olacak sekilde bir ny = ny(¢) € N sayisi varsa y =

yn dizisine y ye yakinsaktir denir. y = (y,) dizisi y ye yakinsak ise lim y, =y veyay, = y
n—-oo

veya y, — y biciminde yazilir [19].

Tamim 2.6. Her n > 0 sayisiigin |y, | < K olacak sekilde bir K > 0 sayis1 bulunabiliyorsa

(¥, dizisine siurl dizi denir. (y,,) dizisi yakinsak ise sinirlidir [18].



Tanim 2.7. (Y, ||. || ) bir normlu uzay ve y = (y,) de Y uzayinda bir dizi olsun. her € >0
icin m,n > ny iken ||y, — ¥ul| < € olacak bigimde bir ny = n, (¢) € Nsayisivarsay = (y,)
dizisine bir Cauchy dizisi denir [19] .

Tamm 2.8. (Y, ||. ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya tam
normlu uzay veya Banach uzay1 adi verilir [19].

Tamim 2.9. Bir Y vektor uzayinda X alt kiimesini ele alahm. x; , x, € X oldugunda

M = {x €X: x=Ax;+(1-M)x,, 0<A<1} c X oluyorsa X alt kiimesine konvekstir denir [19].

Tanim 2.10. (Y,[].|]) normlu uzay1 verilsin.Y iizerinde tanimli smirli tiim lineer
fonksiyonellerin kiimesi || f || = supZ2 = sup ||
yer I yeyjy|=1

normu ile normlu uzay olusturur. Bu uzaya Y nin siirekli dual uzay1 adi verilir ve Y ile gosterilir
[19].
Tamm 2.11. (Y, ||.|| ) normlu uzay ve (y,,), Y de tanimli bir dizi olsun. Her f € Y’ ve

n — o icin f(y)—f(y) ise () dizisi y ye zayif yakinsaktir denir. (y,,) dizisi y ye zayif

yakinsak ise y, 5 vy biciminde yazilir.
Tanim 2.12. Reel terimli tiim dizilerin kiimesi V ile gosterelim. z = (z),y = (Vi) ve a bir

skaler olmak tizere
y+z=0K) + (xx)
az = (azy)

biciminde gosterilen islemlerin altinda lineer uzaydir. V’nin her bir altvektor uzayina dizi uzay adi

verilir.

lo ={z = (zx): sgp |z | < oo} smurl,

c = {z = (z): lizinzk mevcut}yakmsak ve
co ={z= 2z : lilgn 7, = 0} sifir diziler uzay1

[|z|| = Sllipl Zj, | normu ile Banach uzayidir [21].

Tamim 2.13. N dogal sayilar kiimesinde B alt kiimesinin dogal yogunlugu , |{k <n: k € B}|
ifadesi n den biiyiik olmayan B c N kiimesinin elemanlarinin sayisini gostermek {izere

§(B) = lirrln%| |k < n:k € B}
biciminde tanimlanir. N dogal sayilar kiimesinin herhangi sonlu alt kiimesinin dogal yogunlugunun

sifir oldugu asikardir. B¢ = N — B olmak tizere &(B€) =1— 6(B) dir [6]. Herhangi bir



kiimenin dogal yogunlugunu bir diger yol ile de su yolla bulunabilir. (b,,) pozitif tam sayilarin artan

dizisi olmak tizere B = {b,, : n € N}olsun. B © N kiimesinin dogal yogunlugu var ise

5(B) = lim —

n—oo by
seklindedir.
Ornegin B = {n3: neN} kiimesinin dogal yogunlugu § (B) = lim % = 0 olarak elde
n—oo
edilir. Burada dogal yogunlugu 0 olan kiimeler ile ¢alisacagiz.

Bir 6zellik dogal yogunlugu sifir olan herhangi bir kiime hari¢ her k icin p 6zelligini
sagliyorsa, bu ozellik hemen hemen her k igin saglaniyor denir ve kisaca ""h.h.k."" seklinde
yazilir.

Tanim 2.14. ¢, ac, |ac|ve [, sirasiyla yakinsak, hemen hemen yakinsak, kuvvetli hemen

hemen yakinsak ve tiim sinirl dizilerin kiimesini gostersin.
c CaccClac| cly

iligkisi vardir.
Tamim 2.15. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim—|{k <n:|y, — Ll =€} =0

n-oon

yani h.h.k. i¢in [y, — L| < e ise y = (yi) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durumda S — limy, = L yazilir. Eger L = 0 ise, yani
liml|{k Snlyl =€} =0
n—-oon

ise y = (yp) dizisine istatistiksel sifir dizisi adi1 verilir. Biitiin istatistiksel yakinsak dizilerin

kiimesi S ile, biitiin istatistiksel sifir dizilerin kiimesi ise S ile gosterilir [6].

Ornek 2.1. y = y, dizisi

1, k= b?% iseb = 1,2,3,...

Yk =
0, k += b*> iseb=1,273, ..



ile verilsin.

[{k <n:y #0} <vn

oldugundan

lim & [{k <n:y#0}| < lim%.\/ﬁ=0
n—oo

n-oon
sonucuna ulagilir. Burada goriildigi gibi S — limy, = 0 olur. Ancak (y,) dizisi yakinsak
degildir.

Ornek2.2. y = y, dizisi

1, k = b? iseb = 1,2,3,...

Vi =
4, k #+ b? iseb = 1,2,3,....

ile tanimlansin.
S({k<n:k=0b%)=0

oldugundan y = y, dizisi hemen hemen her n i¢in 4’e yakinsak, yani S-lim y, = 4 dir.

Tamm 2.16. ¢ > 0 igin

L1
lim=[{k <n:|y—yn|l 2e} =0,

n—oon

yani hemen hemen her k icin |y, — yy| < € olacak bi¢iminde bir N = N(¢) dogal sayisi varsa
y = (yy) istatistiksel Cauchy dizisidir [6].

Tamm 2.17.y = (y;) reel ( ya da kompleks) terimli bir dizive 0 < p < oo olsun. Eger

n
limn‘lz lyk —L|P=0

n k=1

olacak sekilde L € C varsay = (y;) dizisi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir denir.

Kuvvetli p—cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi wp ile gosterilir. O halde p > 0 i¢in

wp={y = () :3L €C limn Y7, |vkx—L|P = 0 seklindedirr [4].
n



Teorem 2.1. p € R0 < p < o olsun. Eger bir dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirse 0 zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakinsaktir. Eger sinirli bir dizi L’ye istatistiksel
yakinsak ise o zaman bu dizi L "ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir [4].

Ispat: Eger bir dizi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirse, herhangi biry = (y;) € w ve

e > 0icin
n
Dlve—LP 2k <n:ly—Llz &)
k=1

yazilabilir. Buradan, eger y = (y,)  dizisi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirse y = (y)

dizisinin L’ye istatistiksel yakinsak oldugu ortaya ¢ikar.

Simdi y = (y,) dizisinin sinirh ve L’ye istatistiksel yakinsak oldugunu varsayalim ve

K = ||y||lew + |L| Olsune > 0vehern > N, igin
nH{k <n:ly-L|> (S)I/P}l < Skp
ve
Ly= {k < n:ly-L|z (5)""}

yazalim, Simdin > N; i¢in

1 1
— Yk=1|Ye = L1P =~ Yker, | Yk =L 1P + Xrer, | yie =L [P

n

<2 (n ﬁ)k”+ = )(%)

+-=¢

N | o
N o

olup,y = (y) dizisi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.



3.  A- ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, istatistiksel yakinsama kavramini genellestirmek igin (V, 4 ) - toplanabilirlik
kavramindan yararlanacagiz. Bu yeni yoOnteme A-istatistiksel yakinsama adini verecegiz. A-
istatistiksel olarak yakinsak olan tiim dizilerin kiimesini S ile gosterecegiz. Bu yoOntemin
istatistiksel yakinsama, (C,1) —toplanabilirlik ve kuvvetli ( V,\)-toplanabilirlik ile iliskisini
verecegiz.

A = (4,,), pozitif sayilarin
g1 S 4+ 1,4

sartin1 saglayan azalmayan bir dizisi olsun. De la Vallée-Poussin ortalamasi

tn(y)=% Zyk

k€l
ve
Ih,=[n—-2,+1,n]
i¢cin
ta ) ->L (n- )

olarak tammlanir. Bu durumda y = (y,) dizisinin bir L sayisina ( V,A)-toplanabilir oldugu
soylenir [25]. Eger her n € N i¢in A, =n ise (V, A)-toplanabilirlik, (C, 1)-toplanabilirlige
indirgenir.

Kuvvetli (V, A)-toplanabilir ve kuvvetli (C, 1)-toplanabilir dizilerin kiimesi sirastyla

n
1
(€= {y=(m)IL ER, lim— > |y.—L]=0}
k=1

N

1
V,21={y=0n: 3LER  lm=— > |y—L|=0}
R~

seklinde tamimlanir ve sirasiyla  y, = L[ C,1] vey, — L[V ,A] seklinde gosterilir.
L = (A,), pozitif sayilarin yukaridaki sartlar1 saglayan bir dizisi olsun. Istatistiksel
yakinsakligin bir genellestirmesi olan A-istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen [9] tarafindan

asagidaki sekilde tanimland.

Tanmm 3.1. A = (4,), pozitif sayilarin asagidaki sartlart saglasin &€ >0 igin



Jim = 10 € 1oy~ L] > &3] = 0
vy dizisi A-istatistiksel yakinsaktir denir ve S, — limy = L (y, = L(S;)) yazilir. Lsayisina A-
istatistiksel yakinsak olan tiim dizilerin kiimesi S, ile gosterilir.

(i) A, =niken S, ile S aynidur.

(i) A — istatistiksel yakinsaklik A-istatistiksel yakinsakligin bir 6zel halidir, yani

A = (ayy) matrisi

= kel,

ank =
0 kel,

olarak tamimlanirsa A-istatistiksel yakinsaklik A — istatistiksel yakinsakliga indirgenir.
Asagidaki teorem A — istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli (V, A)-toplanabilir diziler
arasindaki 6nemli bir bagintiy1 verir [20].
Teorem 3.1. A = (4,,), pozitif sayilarin yukaridaki sartlar1 saglayan bir dizisi olsun. Bu
takdirde
(i) yx = L[V, 2] = y = L(S3) ve [V, 1] € S; kapsamasi kesindir,
(i) y € ly ve yi — L(Sy) ise bu durumda y, — L[V, 1], eger y = (yi) dizisi sonunda
sabit (' yani n > n, i¢in sabit ) y, — L(C, 1) dir.
(iii) S3 N L=l N [V, 4] dir [20].
Ispat.
(i) e > 0 ve y;, = L[V, L] olsun, bu takdirde
De-llz ) zelfkelilye— Lz e
K€l kely,|yk—Llze
olup y, = L[V, 1] = yy = L(S;) dir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in vy = (yy)

dizisini

k n—[\//l_n]+1SkSn,
Vi=

0 diger durumlarda

olarak tamimlayalim. A¢ikca goriilecegi gibi y € [, dir, Diger taraftan

[
A

n

1
— e € Iy: Iy =01 2 )] = 528 5 0 (n - o)
n



olup y, — 0(S;) dir. Fakat

=
— ) ly—L|->
A”k=1

oldugundan x; -» 0[V, 2] dur.
(i) yx = L(Sy) vey € Iy, verilsin. Her k € N igin |y, — L| < M dir. € > 0 i¢in

“S L= Y Lt Y Ll
7, Yk - Yk 1, Yk

kel, ke, ke,
|yr—Llze lyr—Ll<e
M
< T {k € I;: |y, —IL = €} + €

n

oldugundan y, — L[V, 1] elde edilir.
Ayrica y = (y;) dizisi sabit oldugundan

n 171_}‘11
> G- =2 Ge=L)+5 > (i D)
k=1 k=1 k=1
n—-1,
<= > Ll Iy L
= Yk — Cul Yk —
n k=1 n k=1
<2 > -1l
= Ve —
AnkEIn

olup y, = L(C,1) dir.
Teorem3.2. S; €S & lim inf%" > 0[20].
n—-oo

Ispat. Verilen £ > 0 igin
1
1—l|{kSn:|yk—L| >e}o{kel,: |y, —L|=e}
oldugundan
1 1
Mk sy — Ll 2 e}l 2 —{k € I: [yx — L| 2 €}

An
o

S

= Kkel,:|ly,—L|l=¢

yazilabilir. n — oo i¢in limiti alinirsa y, = L(S) iken y,, = L(S;) elde edilir.



22 = 0 olsun. 222 <2 olacak sekilde bir (n(/)){2, altdizi bulunabilir.

Tersine lim inf <3

n—oo
y = (y;) alt dizisi
1, i€ly, j=123,..
Vi

0, digerdurumlarda

olarak tanimlansin. Ag¢ik¢a x € [C,1] olup ( Teorem 3.1) buradan x € S dir. Diger yandan x &
[V,A] olup Teorem 3.1 (ii) den x & S, dir.
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4. KUME DiZiLERININ ISTATISTIKSEL Y AKINSAKLIGI

Reel (ya da kompleks) say1 dizilerinin yakinsakligi kavramu ¢esitli yazarlar tarafindan kiime
dizilerinin yakinsakligina genisletilmistir. Bu boliimde ele alacagimiz ii¢ genisletme Kuratowski
[35], Wijsman [22] ve Housdorff’a [34] aittir. Kiime dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimlayacagiz ve bazi temel teoremleri verecegiz. Boylece say1 dizilerinin istatistiksel
yakinsamasina karsilik gelen sonucglarin genellestirmesini elde edecegiz. Bu bdliimde verilen
sonuglar Nuray and Rhoades [24] de verilen sonuglardir.

Gergek bir y = (y,) sayr dizsisinin istatistiksel st limit ve istatistiksel alt limitleri

asagidaki sekilde tammlanir [14]. Bir gergek say1 dizisiy = (yi) i¢in B,, kiimesini
1
B,:={bE€ R:rlll_r)gor—ll{k <ny,>b}|#0
benzer gekilde A,, kiimesini
1
Ay = |{a €R, lim — |tk <n:y, < aj
n-oon

seklinde tanimlayalim. Eger x bir gergek say1 dizisi ise, x'in istatistiksel iist ve alt limitleri, sirastyla

SupBy, B, # 0

st — lim supy =

st —liminfy =

olarak tamimlanir.
Kiime dizilerinin limiti Kuratowski tarafindan iinlii hale getirilmis ve bu nedenle Kuratowski

dizi limiti olarak adlandirilmistir.

Bundan sonra Y ile (Y,p) metrik uzayini, A ve A; ile de Y nin bos olmayan kapali alt
kiimelerini g6zoniine alacagiz.
Tamm 4.1. (Y, p) bir metrik uzay ve y € Y ve A da Y nin bos olmayan herhangi bir kapali

alt kiimesi olsun. y nin A ya olan uzaklhig1 d(y, A) = irellf1 p(y, a) ile tanimlanir.
a

11



{A;} bir metrik (Y, p) uzaymnda kiimelerin bir dizisi olsun. {4} dizisinin alt ve Gst limitini

tanimlayalim:
liminfAy ={y € Y:3(ax) < (4x), ar — ¥}
Ve
lim supAy, = {y € Y:3(k))I(ay,) € (Ax,), ax, ~ ¥

Burada (k;) artan bir dogal say1 dizisini gosterir ve bir alt dizinin indeks kiimesini temsil eder.

Bir {A;} alt kiimeler dizisinin alt sinir1, a; € Ay elemanlarinin dizilerinin limitlerinin
kiimesi, iist sinir ise bu tiir dizilerin limit noktalarinin kiimesidir. Alt ve tist limitlerin kapali oldugu
aciktir. Agikga, liminfA, climsup4, ve d(y,A;) =d(y,A,) oldugundan, {4,} alt
kiimelerinin ve bunlarin kapaniglarinin {4, } tist limiti ve alt limiti ¢akisir.

Eger
A =liminf A, = limsupA, = limA,

ise  {Ag} dizisinin limiti Y in bir A alt kiimesi olarak tanimlanir. Literatiirde bu limit {4, } nin
Painleve-Kuratowski yakinsakligi, kapali yakinsaklik veya topolojik yakinsaklik olarak adlandirilir
[35].

Tamm 4.2. A, A, €Y olsun. dy, d:Y - R*Y, d(y) :=d(y,A) ve di(y) == d(y, Ay) ile

tanimlanmak {izere her y € Y i¢in
lim d; (y) = d(y)

ise {A;} dizisinin A ya Wijsman yakinsak oldugunu sdylenir ve W — lim A;, = A yazilir.

Ornek olarak, (x,y) — diizleminde A, = {(x,y):x% + y? — 2xy = 0} dizisini gz 6niinde
bulunduralim.

A ={(,y):x?+y?—2xy =0} > A= {(x,y):x = 0}, (k - ) oldugundan, dizi

X- eksenine yakinsar.

Tamm 4.3. A, A, €Y olsun. d,(y) bir Cauchy dizisi ise {A;} dizisine Wijsman Cauchy
dizisi denir. Bu durumda her € > 0 ve her y € Y igin pozitif bir k, tamsayist vardir, 6yle ki tim

m,n > kg icin |d,(y) —d,,(y)| < edir [24].

Tanim 4.4. Y nin kapal1 alt kiimelerinden olusan bir Aj, dizisi igin

Jim sup|d,(y) —d(y)| =0
=0 yey

12



ise Y in kapali bir A alt kiimesine Hausdorff yakinsak oldugu sdylenir. Bu durumda A = H —
limA,, olarak yazilir.
Tanim 4.5. (Y, p) bir metrik uzay olsun. Y nin bos olmayan kapali A, alt kiimelerinin

{A}} dizisinin istatistiksel alt limiti ve istatistiksel {ist limiti agsagidaki gibi tanimlanir:
st —liminfAy == {y € Y:3(ay) < (Ay),st —lima; = y}
st —limsup 4y = {y € Y:3(k;) I(ay,) € (A,), st —limay, = y}
Tamim 4.6. 4, A;, € Y olsun.
st —lim sup 4; = st —liminfA4;, = A

ise {A,} dizisinin A ya Kuratowski yakinsak oldugunu soyleriz. Bu durumda st —lim A, = A
yazariz [24].
Tamm 4.7. A, A, €Y olsun. {d(y, Ay)} istatistiksel olarak d(y, A) ya yakinsak ise, yani

her e > 0ve her y €Y icin
1
lim - {k < n:|d(y,Ax) —d(y,A)| =€} =0,
n—oo

veya
|d(y,Ax) —d(y,A)| <e (h.h.k.) (4.1)

ise {A;} dizisi A ya Wijsman istatistiksel yakinsaktir; Bu durumda st — limW A, = A yazlir.
Wijsman istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini {WS} ile gosterilir. W —1limA4, = A

olmasi durumunda st — limW A, = A dir, ancak agagidaki drnekten de anlasilacag: {izere tersinin

dogru oldugu séylenemez.

Y = Rolsun ve {4;} dizisi

{yeR:2<y<k}, k=2vektamsay:ise

e
=
I

{1}, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Bu dizi Wijsman yakinsak degildir, ancak

=5

1
;Ik <n:|d, A) —dy,{1PD| = e}| <

13



oldugundan A = {1} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Bir baska &rnek olarak Y = R? ve {4, } dizisi asagidaki sekilde verilsin:

{(x,y) ER%: (x —1)* +y* = %, k tam kare ise,

(0,0), diger durumlarda

Bu dizi de A={(0,0)} kiimesine Wijsman istatistiksel olarak yakinsaktir ancak Wijsman
yakinsak degildir [24].
Tanim 4.8. 4,4, € Y olsun, her € > 0 igin

1
lim —
n—oo n

=&} =0,

{k < n: sup |d(y,Ak> —d(y,A)
yEY

veya h.h.k. igin

sup [d(y, Ax) —d(y, Al <&
YEY

ise {A,} dizisinin Y in kapali bir A alt kiimesine Hausdorff istatistiksel olarak yakinsaktir denir ve
ve A = sty — lim Ay, ile ifade edilir.

Birgok yakinsama teorisinde, limit degerini kullanmadan yakinsamay1 dogrulamak amaciyla
kullanilabilecek kritere sahip olmak arzu edilir. Bu amagla Cauchy yakinsama kriterinin

istatistiksel benzerini tanitmaya ¢alisacagiz.

Tanim 4.9. A, A;, € Y olsun. Her ¢ > 0ve hery €Y icin

1

T{ijgogl{k <n:|d(y,Ax) — d(y, Ay)| = €}| = 0.

esitligi saglanacak sekilde bir N = (N(¢)) sayist varsa {A;} dizisine Wijsman istatistiksel
Cauchy dizisi denir.

Asagidaki teorem Wijsman istatistiksel Cauchy ve Wijsman istatistiksel yakinsaklik
kavramlari arasindaki iliskiyi veren temel bir teoremdir.

Teorem 4.1. (Y, p) metrik uzayini alalim. Asagidaki ifadeler esdegerdir.
() {Ar} Wijsman istatistiksel yakinsaktir,

(i1) {Ax} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir,
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(iii) h.h.k i¢in A, = By, olacak sekilde Wijsman yakinsak {Bj} dizisi vardir.
Ispat. (i) = (ii) st —limW 4, = A oldugunu varsayalim. (h.h.k.) ve € > 0 i¢in
€
ld(y, Ar) —d(y,A)| < 5

dir. Eger N sayisi

&

olarak segilirse (h. h. k.) i¢in

&

l[d(y, Ax) — Ay, A < |d(y, Ax) —d(y, A)| + |d(y, Ay) — d(y, A)| < ; +5

sonucuna ulasilir. Dolayistyla {4, } Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir.

(it) = (iii). (ii) nin dogru oldugunu kabul edelim ve

] ~ [d(yJAN) - 1Jd(y'AN) + 1]

araligi (h. h.k.) i¢in d(y, Ay) y1 iceren N sayisini secelim.
Simdi

) = (A0 Aw,) ~ 5 (7, A,) +3]
araligi (h.h.k.) i¢cin d(y, Ay) y1iceren N, sayisini segmek i¢in (ii) yi uygulayalim.
Jh=inJ
aralig1 d(y, Ay) y1 kapsar. Ciinkii
tk<nd(y,A) € Jn]'}={k <n:d(y,A) & JJU{k <n:d(y,Ax) € '}

yani
|
Tgl_r)rgoal{k <nd(y,Ay) ¢ Jn]'}

1 1
< lim ;I{k <n:d(y,Ax) € J} +711i$§o£|{k sn:d(y,A) € J'} =0

n—oo

dir. Bu sebeple J;, (h. h.k.) igin d(y, A}) y1 i¢inde bulunduran ve uzunlugu 1’den kiigiik veya esit
uzunlukta kapali bir araliktir. Simdi bu islemi (k. h. k.) igin
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1 1
J" = [d(y'AN3) 2 vd(yrAN3) +z]

d(y, Ay) y1igerecek sekilde bir N3 sayisini segmek uygulayalim.

J, =J1 UJ"aralig1 (h.h.k.) igin d(y, Ay) y1 igerir ve J, araliginin uzunlugu % den kiiciik
veya esittir.

Bu yontemle devam ederek tiimevarimla, her m igin J,,,1 € J,,, olacak bi¢cimde kapali
araliklarin bir (J,,,) dizisini olustururuz. J,, nin uzunlugu 21~™ den daha biiyiik olmadig1 goriiliir

ve (h.h.k.)igin d(y, Ay) € Jp dir. I¢ ige araliklar teoreminden

i
m=1

ifadesine esit bir u sayist vardir. (h.h.k.) i¢in d(y,Ay) € J,, oldugu gergegini kullanarak
(n >T,,) icin

1 1
k< n:d (A € Jndl < — (42)

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {T;,,} dizisini bulunabilir. Simdi (A;) nin tim
terimlerinden olusan (k > T;) T, < k < Tj,41 olacak sekilde bir C = {C},} alt dizisi tamimlayalim
bu takdirde d(y, A;) € J,, olur.

Simdi {B;.} dizisini

{n}, Ay cnin bir terimi ise,

Ag, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu durmada & > % > 0i¢in lim B, = {n} ve k > T, ise ya A, yani B, =

{n},yada By = Ay € J,, ve |d(y,By) —d(y,{n}) < |J;n] < 217™ dir. Ayrica Ay = By (h.h.k.)

oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in T;,, < k < Ty, 41 iken
{k <n:d(y, Ay) # d(y, Bi)} € {k < n:d(y, Ax) € Jm

oldugu gosterilmelidir. (4.2) esitsizliginden

1 1 1
— 1k < n:d(y,A) # A, BOY < < [{k < mid(,4) € Jpl < —
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yazilabilir. Bu sebeple n — oo i¢in limit 0 dir ve A, = By, (h. h.k.) elde edilir.
(iii) = (i). Son olarak (iii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. Yani (h.h.k.) igin A, =
By ve lim B, = {u} olsun. & > 0 ve her nigin

{k <n:|d(y, Ay) —d, {uD| = €}
c {k <n:d(y,Ay) # d(y, Br) U{k < n:|d(y, By) — d(y, {u})| > €}

olur. lim B), = {u} oldugundan ikinci kiime sabit sayida eleman bulundurur. Ornek olarak | = (&)

olsun. Bu nedenle A, = By, (h.h.k.) oldugundan

1
lim = |(k < n: |y, 4) — A0, (1)) 2 €}

1 l
< lim Zl{k <n:d(y,Ay) # d(y,By)}| + lim r— 0
n—-oo

elde edilir. Dolayisiyla (i) gecerlidir ve ispat tamamlanmustir.
Asagidaki teoremlerde, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik i¢in bir Tauberian
sartin1 verilecektir.

Teorem 4.2. A, A, € Y olsun. Eger {A;} dizisi
st —limW A = A ve hery €Y igin Ady(y) = 0(;)

kosullarini saglayan bir diziyse, Ady (V) = dy4+1(y) — di(y) olmak tizere W —lim A, = A dr.

Ispat. {A,} nmin Wijsman istatistiksel olarak A ya yakinsak oldugunu kabul edelim. {4}
dizisi A ya Wijsman istatistiksel oldugundan W —limB, = A ve A, = By (h.h.k.) olacak
sekilde bir B, dizisi bulabiliriz.  Her kigin

m(k) = max{i < k: A; = B;}

olmak tizere k = m(k) + p(k) yazalim. {i < k: A; = B;} bos kiime ise m(k) = —1 alinir. Bu

durum en fazla sonlu sayida k i¢in gerceklesebilir. Simdi

PR _
oldugu gosterilecektir. Clinkii
p(k)
——>e>0
(k)

ise
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plk) ¢
PO sy e

1

1
m(k) + p(k)

i)

olup, sonsuz sayida k igin —= P ) = > gise (h.h.k.) igcin Ay = By, olmasi durumunda bir ¢eligki ortaya

¢ikar. Buradan (4.1) gegerlidir. Ady (y) = 0(%) oldugundan 6yle bir K sabiti vardir ki her k ve y €
Y icin.
Adp(y)| = —-

olur. Bu yiizden

1d(, Bmy) — A0, A = 141, Amy) — A, Ay spi))|

m(k)+p(k)-1

A
i=m(k)

p(k)K
m(k)

elde edilir. (4.3) esitliginden faydalanarak, son ifade k — oo limit O olur ve W —1limB, = A
oldugundan, W — lim A;, = A sonucuna ulasiriz.

Teorem 4.3. (Y, p) bir metrik uzay verilsin. {4, }, st — lipr;n A, = A olacak sekilde bir dizi ve
sup Ady(y) = 0() ise H —1im A, = A seklindedir [20].
yEY

Ispat. {A4,} dizisini A kiimesine Hausdorff istatistiksel yakinsak oldugunu varsayalim. O
halde st — lilgn Ay = Ave (h.h.k.) icin B, = A, H —lim B;, = A olacak bi¢imde bir {B,} dizisi

secilebilir.
Her k icin m(k) + p(k) ile gosterelim. {i < k:B; = A;} bos kiime ise m(k) = —

alinir.en fazla sonlu sayidaki k sayisi i¢in elde edilebilir. Simdi

pk) _
llm ) =0 (4.4)

oldugu gosterilecektr.

PO S es0

m(k)

ise
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(i< kB A < ————p(ly < P

= Kby SIS —<T—<PK)= = )

k m(k) +p(k) p(gk) + (k) 1+¢

olur. Buradan, sonsuz sayidaki k i¢in % > ¢ ise, (h.h.k.igin) B, = Ay olmasiyla bir ¢eligkiye

ulagilir. Bu durumda (4.1) e benzer olarak
1
sup Ad (¥) = 0(3)
yey
oldugundan tiim k sayilart icin asagidaki bigimde sabit bir K sayis1 vardir.
K
sup Ady(y) < -
yey k
Bu nedenle

sup |d(¥, Bimy) — A, Ar)| = sup |d(¥, Amae) — A, Aoy +po)) |
YEY YEY

m(k)+p(k)-1

p(k)K
< Z suglAdi(y)IS—

i=m() 7€ m(k)

sonucuna ulagilir. (4.4) esitligi yardimiyla k — oo iken 0’a yakinsar. Buradan da H — lim By, =
A oldugundan H — lim A;, = A sonucuna ulagilir.

Teorem 4.4. A, A, CYolsun.Eger {4,}, Wijsman istatistiksel yakinsak ise
{A, } Kuratowski istatistiksel yakinsaktir .
Ispat. Sadece

st —limsup A, € st —liminfA,

esitligini gostermek yeterlidir. y € st — lim sup A, ve € > 0 olsun. Wijsman istatistiksel yakinsak

bir dizi Wijsman istatistiksel Cauchy dizisi oldugundan (h. h. k.)icin

&
40, 4) = A, A)] < 5

ve

&
A An) <5

olacak sekilde N sayis1 bulunabilir, buradan
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d(y,Ay) <dy,Ay) +1d(y, Ay) —d(y, Ay)| < ¢

yazilabilir. Tanima gore y € st — lim inf A, elde edilir ve buradan ispat tamamlanur.

Asagida ki Tanim 4.8. ve Tanim 4.9. dan (4.2) ve (4.3) esitligini kullanarak ulagilir.

Teorem 4.5. (Y,p) bir metrik uzay ve {4} nin Y nin bos olmayan herhangi bir kapali
altkiimesinde bir dizi oldugunu varsayalim. {A;} dizisi Hausdorff istatistiksel yakinsak ise ayni
zamanda Wijsman istatistiksel yakinsaktir [24].

Bu boliimde kiime dizilerinin Kuratowski Cesaro toplanabilme, Wijsman toplanabilme ve
Wijsman kuvvetli toplanabilme kavramlarini tanitilacaktir. Wijsman istatistiksel yakinsaklik ve
Wijsman kuvvetli toplanabilir kiime dizileri arasindaki iligki verilecektir.

A, A € Y olsun. {4, } dizisinin alt Cesaro limiti ve iist Cesaro limiti

n
1
(C,1) —liminfAy == {y € Y: lim EZ d(y, Ay) = 0}
n—-oo
k=1

n
1
(C,1) ~limsup 4y := {y € Y:liminf - E d(y, Ax) = 0}
n—oo
k=1

olarak tanimlanir.

Tamim 4.10. 4, A;, € Y olsun.

(€,1) —liminfA, = (C,1) — lim sup 4

ise {Ay} dizisi Kuratowski Cesaro toplanabilir denir.
Tamim 4.11. (Y, p) metrik uzay1 verilsin. Bos olmayan herhangi bir 4,4, € Y kapal alt
kiimeleri i¢in {d(y, Ar)} kiimesi d(y, A) ya toplanabilir, yani y € Y icin

n

1
lim — d(y,Ax) = d(y, A)
]

ise {A,} dizisinin A ya Wijsman Cesaro toplanabilir denir.
Tanim 4.12. (Y, p) metrik uzay1 verilsin. Bos olmayan A, A, € Y kapali alt kiimeleri igin

{d(y,Ax)} kimesi d(y, A) ya kuvvetli toplanabiliyorsa, yani her y € Y igin

n
1
lim — E ld(y,Ay) —d(y,A)| =0
n—>oonk=1

20



ise {A,} dizsinin A ya Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir oldugu sdyleriz [24].
Tamim 4.12. (Y, p) metrik uzay: verilsin, bos olmayan A, A, € Y kapal alt kiimeleri i¢in
{d(y, Ay)} dizisi d(y, A) ya kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise yani her y € Y i¢in

1
lim —
n—-oon

> 14, 40 — A, HP =0,
k=1

ise {A,} dizisi A ya Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir [24].

Teorem 4.6. (Y, p) metrik uzay verilsin. p € R* ve A, A, €Y kapali olsun.

(a) {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise, bu dizi A kiimesine
Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

(b) {Ax} dizisi simirli ve A ya Wijsman istatistiksel yakinsak ise, {4y} dizisi A kiimesine
Wijsman kuvvetli p- Cesaro toplanabilirdir [24].

Ispat. (a) Herhangi bir {4} iin, bir £ > 0 alalim.

n

1

lim =" 1@, 4) = A, AP 2 el{k < n:1d @, 4) - d@, AP = &)]
k=1

oldugundan {A;} dizisinin A’ya Wijsman istatistiksel yakinsak oldugu sonucuna ulasilir.

(b) {Ay} sinirh ve A ya Wijsman istatistiksel yakinsak olsun. {4} sinirli bir dizi oldugundan

sup l[d(, A +d(y,A) =M
olur. e > 0 ve, hern > N; i¢in

Ltk < 1dG, A — d(y, )] = (oY < =
|tk < |d0, 40 — A, )] 2 G) ) < 5

olacak bigimde N, segilsin.
& 1/
L ={k <n:|d(y, 4) —d (. D = ) 7P}

olmak tizere,

n

1
> 140, A0 = d@, AP

k=1

k€ELy k=n
kéL,

- %(Z 40y, 40) A, D + Y 1d(, 4) ~ d(y,A>|p>
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1 ne 1ne

£
< MP + =
n2MP n2 2

yazilabilir. Buradan {A,} dizisinin A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugu
sonucuna ulagilir.
Reel say1 dizilerinin hemen hemen yakinsakligi fikri Lorentz [17] tarafindan ortaya atildi. Yillar
icerisinde toplanabilme teorisinde birgok alana uygulandi. Son olarak bu kavram Nuray ve Rhoades
[24] tarafindan kiime dizilerine uygulandi. Bu boliimde Wijsman hemen hemen yakinsak ve
Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak kiime dizilerinin iligkisine deginilecektir.

Tanim 4.13. (Y, p) metrik uzay1 ve 4, Ay S Y bostan farkli kapali alt kiimeler verilsin.

Her y €Y igin i ye gore diizgiin olarak

n
o1
lim = ) |d(y, Ak+i) = d(y, 4)
n-ocon
k=1
ise {A,} dizisinin A’ya Wijsman hemen hemen yakinsak oldugunu sdylenir [24].

Tamim 4.14. (Y, p) metrik uzay1 ve A, A, S Y bostan farkli kapali alt kiimeler verilsin.
Her y €Y igin i ye gore diizgiin olarak

n
7111_{{}0% A, Ak+i) —d(x, A)| =0
k=1

ise {A,} dizisinin A’ya Wijsman kuvvetli hemen hemen yakinsak oldugu sdylenir.

lo, C, f ve [f] sirastyla, tim sinirh, yakinsak, hemen hemen yakinsak ve kuvvetle hemen
hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin. ¢ C f c [f] € l, bagntisinin saglandigini
gostermek zor degildir [24].

Tamim 4.15. (Y, p) metrik uzay1 ve A, Ay € Y bostan farkli kapal alt kiimeler verilsin, p

de pozitif bir reel say1 olsun. Her y € Y icin i ye gore diizgiin olarak

n

1
Tlll_r){)loa l[d(y, Ag+i) —d(, AP =0
k=1

ise {A,} dizisi A’ya Wijsman kuvvetle p — hemen hemen yakinsaktir [24].
Tamim 4.16. (Y, p) metrik uzay:1 ve 4, A, € Y bostan farkli kapal alt kiimeleri verilsin.

Her y € Y igin i ye gore diizgiin olarak

1
lim —|{k < n:1d(y, Agri) —d(, A 2 e}l =0
ise A} dizisinin A ya Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugu sdylenir.
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Teorem 4.7. (Y,p) metrik uzayi ve A, A, S Y bostan farkli kapali alt kiimeler, y € Y ve
p pozitif bir reel say1 olsun.

(a) {Ay} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-hemen hemen yakinsak ise, {4} dizisi
A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

(b) {Ag} sinirli bir dizi ve A kiimesine Wijsman hemen hemen istatistiksel yakinsak ise, o
halde {A4;} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p —hemen hemen yakinsaktir.

Ispat. (a) Herhangi {4} dizisi ve & > 0 verilsin. {4,} dizisinin Wijsman kuvvetli
p —hemen hemen olarak A kiimesine istatistiksel yakinsak oldugunu kabul edelim. Her y € Y ve
p reel pozitif sayisi igin agagidaki esitsizlik dikkate alinirsa {4, } dizisinin A kiimesine Wijsman

hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

n

D 140, A =A@, DIP = € e < 1 1A Aged) — A0, AP > &
k=1

(b) {Ay} dizisi sinirlhi ve Wijsman hemen hemen istatistiksel olarak A kiimesine yakinsak

olsun.

sgp ld(y, Ak+)| +d(y,A) = M

diyelim. € > 0 verilsin ve biitin n > N, sayilar1 igin

&

1 k < n:|d(y, Ay — d(y, A)| = (5)/pY| <
ke < n:|d (Y, A 2 )P <55

olacak bigimde bir N, secelimi
€1
Ly = (k S n:1dO, Aer) = d, 4| 2 ) /7

diyelim.

n

1

= 140, Axsd) = O, AP
k=1

1
= 2| D140 4k = A DP + D 1A0, Arsd) - d, AP
keELy, k<n
k€L,
1 ne 4 1ne ¢ 4 €
2P TRz T2 2T
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oldugundan {A} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p — hemen hemen yakinsaktir ve bu ispati

tamamlar.
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5. KUME DiZiLERININ A —ISTATISTIiKSEL SINIRLILIGI

Bu bolim calismanin orijinal kismi olup kiime dizilerinin A- istatistiksel simirliligi
tamimlanacak ve kiime dizilerinin A~ istatistiksel yakinsaklig1 ile iliskisi arastirilacaktir. ilk olarak
kiime dizilerinin A- istatistiksel sinirliligini tammlayarak baslayalim.

Tamm 5.1. (Y,p) metrik uzay, 4 = (1,,) ve 4, A, S Y bostan farkli kapali alt kiimeleri

verilsin. K > 0vey €Y icin
1
lim —([{k € I:d(y,Ax) = K}|) =0
n—)ooﬂn

ise {Ax} Wijsman A- istatistiksel olarak sinirlidir denir. Tim Wijsman A-istatistiksel —sinirlt
dizilerin kiimesi WS, (b) ile gosterilecektir. A =nise  Wijsman A- istatistiksel siirhilik ile
Wijsman istatistiksel sinirliligr ¢akisir. Tiim Wijsman istatistiksel smirli dizilerin kiimesi WS (b)
ile gosterilecektir.

Teorem 5.1. Her sinirh kiime dizisi Wijsman A- istatistiksel sinirlidir, ancak bunun tersi
dogru degildir.

Ispat. {A;} smurh bir dizi olsun. Bu durumda her k € Nicin d(y,A;) <K olacak
sekilde bir K > 0 sayisi vardir. Buradan her k € N icin

(kel:dyA) =K} =0,

oldugundan
1
lim — (|{k € I:d(y, Ax) 2 K}|) = 0
n—-oo An

olup {A;} dizisi Wijsman A- istatistiksel sinirlidir.
Tersiicin A = (n),Y = R? ve {4, } dizisini

{(k,k)}, ktamkareise

{Ar}=
{(0,0)}, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. {A4;} dizisi sinirli degildir ama Wijsman A —istatistiksel sinirlidir.



Teorem 5.2. Her Wijsman A — istatistiksel yakinsak dizisi Wijsman A — istatistiksel
stnirlidir, ancak bunun tersi dogru degildir.

Ispat. {A,} dizisi Akiimesine A — istatistiksel yakinsak olsun. Bu takdirde

1
AH{}OA—U{I{ € In:d(y, Ay) —d(y,Ax) = €}]) =0
n

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir. Ters iliggen esitsizligi kullanirsak ve &€ = 1 alinirsa

K > 0 sayist i¢in
{kel,:diy,Ay)=2K+1}c{kel,:d(y,Ay) —d(y,Ay) = €}
oldugundan
I{k € I: d(y, Ar) = K + 1}| < [{k € L: d(y, Ax) — d(y, Ap) = €}

yazilabilir. Son esitsizlikte M = |K| + 1 yazar ve n — oo i¢in limit alinirsa
1
lim — (|{k € I,:d(y,Ay) = M}|) =0,

elde edilir.
Tersiicin A = (n), Y = R? alahm. {4} dizisini

{(1,1D}, k=2n
{Ax}= k,n €N

{((-1,-1)), k#2n

olarak tanimlayalim. {A;} Wijsman A —istatistiksel sinirli ama Wijsman A —istatistiksel yakinsak
degildir.
Teorem 5.3. (Y, p) metrik uzay A = (4,) ve A, A, €Y (her k igin) bostan farkli kapal alt
kiimeleri verilsin. WS(b) € WS, (b) olmasi igin gerek ve yeter kosul
lim inf22 > 0 (5.1)

n—oo n

Olmasidir.
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ispat. Her &£ > 0 i¢in

{k <n:d(y,Ay) =K} o {k € L:d(y,A;) = K}

olup

1 1
;Hk <n:d(y,A4y) =2 K}| = El{k € I,:d(y,Ax) = K}|

_ {k € I,:d(y, Ay) = K}
_n/‘{nl n- y’ k) = |

yazilabillir. Buradan WS(b) c WS, (b) dir.

Tersi igin  lim inf %" = 0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
n—oo

An(j) A

n@y) Jj

olacak sekilde bir (n(j))%; alt dizisi bulunabilir. $imdi {4} dizisini

(ALY, i€l Jj=123.

{Ar}=
{(0,0)}, diger durumlarda,

olarak tamimlayalim. {A,} € WS(b) fakat {4,} & WS,(b) olur.

Asagidaki teoremde I,, = [n — A4, + 1,n] ve J,, = [n — u,, + 1, n] olmak iizere her

n € Nicin A, < pu, sartini saglayan A = (4,,) ve u = (u,) dizileri gozoniine alinaca ve A —

istatistiksel sinirli diziler ile u — istatistiksel sinirli diziler arasindaki kapsama iliskisi verilecektir.

Teorem5.4. 1 = (4,) ve u = (u,) dizileri asagidaki sartlar1 saglayan iki dizi olsun. Bu

takdirde

0 lim inf22 > 0

n—oo HUn

ise WS, (b) € WS;(b),
(i) lim 22 =1
n—oo An

ise WS (b) € WS, (b) dir.
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ispat. (i) Hern € Nigin A, < u, olsunve (5.2)saglansin.l,, = [n— A1, + 1,n] ve

Jn = [n — uy + 1,n] oldugundan
{k €, dyA) =K} 2{kel,:d(y Ay) = K},

yazabilir. Buradan

1 A, 1
#—|{k € Jn:d(y,Ay) = K} = —/1—|{k € Jn:d(y, Ax) = K},

n nn

olup WS, (b) € WS, (b) dir.
(it) {Ax} € WS, (b) ve (5.3) iin saglandigin1 kabul edelim. I, < J, oldugundan

1 1
ﬂ—l{k €EJp:dy,Ay) =K =—n—u,+1<k<n-—-2A,:d(y,A;) = K}|
n

n

1
+H_|{k € I,: d(y, Ay) = K}|

n

-2 1
S(Mn n>+_|{keln:d(y,Ak)2K}|
n /1"

Hn /111) 1
< (S2-2)+ —I{k € Ly d(y,4) = K
< (5T + Mk € b d0va) 2 )

Un 1
< (B2 = 1)+ 1k €y A0y, 4) 2 K|
T 2

yazilabilir. Buradan WS, (b) € WS, (b) elde edilir.

28



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]
[4]

[5]

[6]
[7]

8]

[9]
[10]

[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

Colak, R., On A —statistical convergence, Conference on Summability and Applications, May 12-13,
2011, Istanbul Turkey.

Freedman, A. R., Sember, J. J., 1981. Densities and summability. Paci.c Journal of Mathematics, 5,
293-305.

Buck, R.C. (1953). Generalized asymptotic density. American Journal of Mathematics, 75: 335-46.

Connor, J. S. (1998). The statistical and strong p-Cesaro convergence of sequences. Analysis, 8: 46-
63.

Bhardwaj, V. K., Bala, 1., 2007. On Weak Statistical Convergence, Int. J. Math. and Math. Sci. Vol.
Article ID 38530. Applications, Anamaya Publ. New Delhi, India, 121-129. 47-63.

Fridy, J., 1985. On Statistical Convergence, Analysis 5, 301-313.

Salat, T., 1980. On Statistically Convergent Sequences of Real Numbers, Math. Slovaca, 30, 139-
150

Rath, D. and Tripathy, B. C., 1994. On Statistically Convergent and Statistically Cauchy Sequences,
Indian J. Pure. Appl. Math., 25(4), 381-386.

Mursaleen, 2000. A— Statistical Convergence, Math. Slovaca, 50, No. 1, 111 -115.

Steinhaus, H., 1951. Sur La Convergence Ordinaire Et La Convergence Asymptotique, Colloguium
Mathematicum, 2, 73-74.

Schoenberg, 1. J., 1959. The Integrability of Certain Functions and Related Summability Methods,
Amer. Math. Monthly, 66, 361-375.

Fast, H., 1951. Sur La Convergence Statistique, Collog. Math., 2, 241-244.

Fridy, J. A., Miller, H. I., 1991. A matrix characterization of statistical convergen Analysis, 11, 59-
66.

Fridy, J. and Orhan, C., 1997. Statistical limit superior and limit inferior, Proc. Amer. Math. Soc.,
125(12), 3625-3631.

Savas, E., 2000. Strong Almost Convergence and Almost A-Statisticallyn Convergence, Hokkaido
Math. Jour., 29, 531-536.

Zygmund, A., 1979. Trigonometric Series, Cambridge University Press, Cambridge, UK.

Lorentz, G. G. (1948). A contribution to the theory of divergent sequences. Acta Mathematica, 80:
167-190.

Maddox, 1. J., 1970. Elements of Functional Analysis, Cambridge University Press.

Kreyszig, E., 1978. Introductory Functional Analysis with Applications, John Wiley & Sons, New
York.

Mursaleen, M., Edely, O. H. H., 2003. Statistical convergence of double sequences. J. Math. Anal.
Appl. 288(1) (2003), 223--231.

J. A. Fridy and C. Orhan: Statistical limit superior and limit inferior, Proc. Amer. Math. Soc. 25(12)
(1997) 3625-3631.

Wijsman, R.A. (1964). Convergence of sequences of convex sets, cones and functions. Bulletin of
the American Mathematical Society, 70: 186-188.

Wijsman, R.A. (1966). Convergence of sequences of convex sets, cones and functions 1.
Transactions of the American Mathematical Society, 123: 32-45.

Nuray, F. and Rhoades, B. E. (2012). Statistical convergence of sequences of sets. Fasciculi
Mathematici, 49: 87-99.



[25]

[26]

[27]

[28]
[29]

[30]

[31]
[32]

[33]

[34]

[35]

Leindler L., Uber die de la Vallée-Pousinsche Summierbarkeit allgemeiner Orthogonalreihen, Acta
Math. Acad. Sci. Hungar., 1965, 16: 375-387

M. Et, and M. Arslanoglu, On f — lacunary statistical convergence of order of sequences of sets, AIP
Conference Proceedings 2037, 020009 (2018); doi: 10.1063/1.5078464.

Et, Mikail; Yilmazer, M. Cagri. On deferred statistical convergence of sequences of sets. AIMS
Math. 5 (2020), no. 3, 2143—2152.

Bayraktar, M. (2000). Fonksiyonel Analiz. Uludag Universitesi, Bursa.

Beer, G. (1985). On convergence of closed sets in a metric space and distance functions. Bulletin of
the Australian Mathematical Society, 31: 421-432.

Beer, G. (1987). Metric spaces with nice closed balls and distance functions for closed sets. Bulletin
of the Australian Mathematical Society, 35: 81-96.

Beer, G. (1994). Wijsman Convergence: A survey. Set-Valued and Variational Analysis, 2: 77-94.

Beer, G. (1994). Wijsman convergence of convex sets under renorming. Nonlinear Analysis: Theory,
Methods & Applications, 22: 207-216.

Beer, G. (2002). On the compactness theorem for sequences of closed sets. Mathematica Balkanica,
16: 327-338.

Hausdorff, F. (1914). Grundzugeder Mengenlehre, Verlag von Veit, Leipzig, Preprinted by Chelsea,
New York.

Kuratowski, C. (1966). Topology, Vol. I, Academic Press, New York.

30



OZGECMIS

Ayse EREN

ARASTIRMA DENEYiMi

v' LATEX, WORD, EXCEL, GEOGEBRA





