T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MODULER METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISI VE
BAZI UYGULAMALARI

DOKTORA TEZi

Hami GUNDOGDU

Matematik Anabilim Dal

Uygulamali Matematik Bilim Dah

HAZIRAN 2024






T.C.
SAKARYA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MODULER METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISI VE
BAZI UYGULAMALARI

DOKTORA TEZi

Hami GUNDOGDU

Matematik Anabilim Dal

Uygulamah Matematik Bilim Dah

Tez Damismani: Prof. Dr. Omer Faruk GOZUKIZIL

HAZIRAN 2024






Hami GUNDOGDU tarafindan hazirlanan “Modiiler metrik uzaylarda sabit nokta
teorisi ve bazi uygulamalar1” adli tez ¢alismas1 27.06.2024 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan oy birligi ile Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dali Uygulamali Matematik Bilim Dali’nda Doktora tezi olarak kabul
edilmistir.

Tez Jiirisi

Jiiri Bagkam : Prof. Dr. Omer Faruk GOZUKIZIL(Danisman) ..................
Sakarya Universitesi
Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Mahpeyker OZTURK ~ ....ccccooivieeen,

Sakarya Universitesi

Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Zahir MURADOGLU ..o,
Kocaeli Universitesi

Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Soley ERSOY e,
Sakarya Universitesi

Jiiri Uyesi : Dr. Ogr. Uyesi Ekber GIRGIN ..
Sakarya Uygulamal1 Bilimler Universitesi






ETIiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii  Egitim-Ogretim
Yonetmeligine ve Yiiksekogretim Kurumlart Bilimsel Arastirma ve Yaymn Etigi
Yonergesine uygun olarak hazirlamis  oldugum “MODULER METRIK
UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISI VE BAZI UYGULAMALARI” bashikl
tezin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; calismamin tiim asamalarinda yukarida
belirtilen yonetmelik ve yoOnergeye uygun davrandigimi, tezin igerdigi yenilik ve
sonuglar1 bagka bir yerden almadigimi, tezde kullandigim eserleri usuliine gore kaynak
olarak gosterdigimi, bu tezi baska bir bilim kuruluna akademik amag¢ ve unvan almak
amaciyla vermedigimi ve 20.04.2016 tarihli Resmi Gazete’de yayimlanan Lisansiistii
Egitim ve Ogretim Yonetmeliinin 9/2 ve 22/2 maddeleri geregince Sakarya
Universitesi’nin abonesi oldugu intihal yazilim programi kullanilarak Enstitii
tarafindan belirlenmis 6l¢iitlere uygun rapor alindigini ¢alismamla ilgili yaptigim bu
beyana aykir1 bir durumun ortaya ¢ikmasi halinde dogabilecek her tiirlii hukuki

sorumlulugu kabul ettigimi beyan ederim.

(27/06/2024).

Hami GONDOGDU






Esim Dr. Kiibra Ozata GUNDOGDU’ya ve cocuklarim Muhammed Ali ve Yasin’e

vii






TESEKKUR

Doktora egitimim boyunca degerli bilgi ve deneyimlerinden yararlandigim, her
konuda bilgi ve destegini almaktan ¢ekinmedigim, arastirmanin planlanmasindan
yazilmasina kadar tiim asamalarinda yardimlarini esirgemeyen, tesvik eden, ayni
titizlikte beni yonlendiren degerli danisman hocam Prof. Dr. Omer Faruk
GOZUKIZIL’a tesekkiirlerimi sunarim.

Bu ¢alisma boyunca destegini ve yardimlarini esirgemeyen bilgi ve deneyimlerinden
yararlandigim sayin hocam Prof. Dr. Mahpeyker OZTURK e tesekkiirlerimi ve
saygilarimi sunarim. Degerli katkilarindan dolayi tez jiiri iiyelerine tesekkiir ederim.
Sakarya Universitesi Matematik béliimiinde iizerimde emegi gegen dgretim iiyelerine
tesekkiir ederim.

Hayatim boyunca maddi ve manevi desteklerini her zaman hissettigim basta babam,
annem, ablam, abilerime ve degerli esim Dr. Kiibra OZATA GUNDOGDU’ya
gosterdikleri sabir ve anlayistan otiirii tesekkiir ederim.

Ayrica doktora 6grenimimi Bilim Insam1 Destek Programlari Baskanligi (BIDEB)
2211-A Genel Yurt I¢i Doktora Burs Programi ile destekleyen TUBITAK’a
tesekkiirlerimi sunarim.

Hami Giindogdu






ICINDEKILER

Sayfa

ETiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI ........cccccoov.... Y
TESEKKUR ......oooviiiiiieceeeeee et eses s st s st n st sn e ene s asn s ix
ICINDEKILER .......oooooioioeeeeeeeeeeeeeee ettt Xi
KISALTIMALAR .ottt ettt ettt ettt ettt et et et e et et e et eeen e xiii
SIMGELER .......ooooeeoeeeeeeeeeeee ettt et ettt et ettt et et ettt et et ee e e eeeneeeen XV
SEKIL LISTEST .......ooooiiiiiiieceeceeeeeeee ettt XViii
[0 )72 g AU XiXX
SUMMARY oottt et ettt et et e et et et et et et et et et et ete e et et eeetese et et et eeeteeeeeeeeerenes Xxiii
IR Y AN A AR 1
2. ON BILGILER ......ooooeoeeeee oottt e ettt ettt ettt ettt eee e e eeiens 3
3. MODULER METRIK UZAYLAR ......oooiioteteeeeeoeeeeeeeeeeeee e, 11
3.1. Temel Tanimlar VE TEOTEIMIET . ......ccoveeeeeeeee et e et e e e 11
3.2. Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri..........ccccvcvvivniviiiinninnnn, 14

4. MODULER METRIK UZAYLARDA GENELLESTIRILMIiS C-SARTINI
SAGLAYAN DONUSUMLER IiCiN SABIT NOKTA TEOREMLERIi VE

UYGULAMALARI etiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiisecitietiecteeneeassecnecnsnnn 17
4.1. Modiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sartlart ve Sabit Nokta
TEOTEMIBIT ... 17
4.2, Sinirli Genellestirilmis ¢-Varyasyonlari i¢in Modiiler Metrik Uzaylari ........ 28
4.2.1. Anti-periyodik sinir deger problemi i¢in modiiler metrik uzay yapist..... 28
4.2.2. Baslangi¢ deger problemi i¢in modiiler metrik uzay yapist...........c......... 31
4.3. Genellestirilmis C-Sartlar i¢in Sabit Nokta Teoremlerinin Uygulamalari..... 34
4.3.1. Anti-periyodik sinir deger problemi igin sabit nokta teoremi.................. 34
4.3.2. Baslangi¢ deger problemi i¢in sabit nokta teoremi.........ccccceevrveiiinnnne 40

5. KISMI SIRALI MODULER METRIK UZAYLARDA GENELLESTIRILMIS
C-SARTINI SAGLAYAN DONUSUMLER iCiN SABIiT NOKTA
TEOREMLERI VE UYGULAMALARI ......cuutvuiiiniinireeinerneernernennn 47
5.1. Kismi Sirali Modiiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sartlar1 ve Sabit
(N[0 = R T =T 1 ] T o OO SRR 47
5.2. Kismi Sirali Modiiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sart1 i¢in Sabit
Nokta Teoreminin Integral Denkleme Uygulamast ...........c.cocevevererreerereenennnennn. 54

6. MODULER METRIK UZAYLARDA F «-DARALMA SARTINI SAGLAYAN
DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERIi VE
UYGULAMALARI eeeeiiiiieiiiieeeietteteecnseseecnssassasesascnsssssnssansnn 57
6.1. Modiiler Metrik Uzaylarda F,-Daralma Sartlari ve Sabit Nokta Teoremleri.. 57
6.2. Modiiler Metrik Uzaylarda F,-Daralma Sartlar1 i¢in Sabit Nokta Teoremlerinin

Integral Denklemlere Uygulamalars ............c.ccco.ovocevereieeeeceereeeeeccee e 69
7. TARTISMA VE SONUC ... ..ottt e e e e snnvanen e 73
KAYNAKLAR oottt e e st e e e e e ab e e e e s snbaa e e e s annaeeas 75
OZGECMIS ...ttt sttt enees 79

Xi






KISALTMALAR

C[o,L]
C([a,b])
G(t,s)

GV, ([0, L])
Fix(T)

L

L1[o,L]

: [0,L] araliginda Tanimli Mutlak Siirekli Fonksiyonlarin Kiimesi
: [a,b] araliginda Tanimli Siirekli Fonksiyonlar Kiimesi

: Green Fonksiyonu

: Smirli Genellestirilmis ¢-Varyasyon Dontistimlerinin Uzay1

. T doniistimiiniin Sabit Noktalar1 Kiimesi

: Sifirdan Biiyiik Bir Reel Say1

: [0, L] araliginda Lebesque integrallenebilir Fonksiyonlarin Kiimesi

Xiii






SIMGELER

N : Dogal Sayilar Kiimesi

t : Zaman [Birim]

Tx : x noktasinin T doniisiimi Altindaki Gorlintiisii

X : [0, L] araligindaki Reel Fonksiyonlar Kiimesi

X . [0, L] araligindali Anti-periyodik Reel Fonksiyonlarin Kiimesi
X :[0, L] araligindaki Baglangi¢c Degeri 0 Olan Reel Fonksiyonlar Kiimesi
X, : Modiiler Uzay

Xy, w) : Modiiler Metrik Uzay

X, w,x) :Kismi Sirali Modiiler Metrik Uzay

w;(x,y) : Modiiler Metrik

P : Modiiler

< : Kismi Siralama Bagintisi

XV






SEKIL LISTESI

Sayfa
Sekil 5.1. Ornek 5.1.4'te verilen doniisimiin sabit NOKtASL. ..........c.ccevevevrvereeiiereeenes 51
Sekil 5.2. Ornek 5.1.5'te verilen doniisiimiin sabit NOKtaSI. ...........cccveverevevcrererennn. 53

XVii






MODULER METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISi VE BAZI
UYGULAMALARI

OZET

Bu doktora tezi yedi bolimden olusmaktadir. Alisilmis metrik uzaylarin
genellestirilmis bir hali olan modiiler metrik uzaylar ve bu uzaylardaki sabit nokta
teoremlerini igermektedir. Oncelikle, alisilmis metrik uzaylarda tanimlanmis olan bazi
0zel sartlarin modiiler metrik uzaylarda genellestirilmis halleri bu tezin farkl
boliimlerinde tanimlanmistir. Her bir boliimde tanimlanan bu genellestirilmis sartlar
icin modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri 6nce ifade edilmis sonra da ispati
yapilmistir. Bu boliimlerde ispatlanan teoremlerin sonuglarini pekistirmek i¢in 6zel
ornekler verilmistir. Uygulama olarak da bahsi gegen uzaylarda farkli tip doniistimler
icin sabit nokta teoremlerinin sonuglari kullanilarak genel halde verilen birinci
mertebeden lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemlerin ¢6ziimlerinin varligi
ve tekligi ispatlanmistir.

Giris boliimiinde, sabit nokta kavrami agiklanip ve bu konu hakkinda literatiir 6zeti
verilmistir. Sabit nokta teoremi ve bu teoremin ilk uygulamalar1 hakkinda kisaca
bilgiler verilmistir.

Ikinci kistmda, oncelikle metrik ve metrik uzay kavramlari agiklanmis olup bu
uzaylarda Banach biiziilme prensibine dayanan sabit nokta teoremleri hakkinda 6zet
bilgiler verilmistir. Daha sonra, bu tez c¢alismasinda faydalanilan baz1 6zel
fonksiyonlar ile aligilmis metrik uzaylarda tanimlanan C-sart1 ve F-daralma sartlarinin
tanimlarindan kisaca bahsedilmistir. Metrik uzaylarda bahsi gegen sartlart saglayan
dontigimler i¢in sabit nokta teoremleri ve yapilan caligmalar hakkinda bilgiler
verilmistir.

Ucgiincii béliime modiiler metrik uzay hakkinda literatiir 6zeti verilerek baslanmistir.
Modiiler metrik uzaydan 6nce modiiler ve modiiler uzay kavramlari tanitilmistir. Bu
kavramlarin ne zaman ve kim tarafindan ortaya atildigindan bahsedilmistir. Daha
sonra da Chistyakov tarafindan ortaya atilan modiiler metrigin tanimi verilmistir. Bu
tanimdan yola ¢ikilarak olusturulan modiiler metrik uzay kavrami agiklanmistir.
Modiiler metrik uzaylarda ilk defa daralma doniisiimleri i¢in sabit nokta teoreminin
ifade ve ispat edildigine deginilmistir. Bu gelismeden sonra birgok bilim insani
modiiler metrik uzaylarda farkli tip doniisiimler icin sabit nokta teoremleri iizerinde
caligmaya baslamistir. Bu uzaylarda sabit nokta teoremi ile ilgili bir¢ok sonuglar
ortaya kondugundan bahsedilmistir. Bazi 6zel modiiler metrik uzay yapilan
tanitilmistir. Ayrica, modiiler metrik uzaylarda limit, yakinsaklik, tamlik, Cauchy
dizisi olma gibi bazi 6nemli tanimlar verilmistir. Bununda yaninda, modiiler metrik
uzaylarda daralma sarti kavraminin tanimi verilip bu sart i¢in literatiirde var olan bazi
sabit nokta teoremlerinden bahsedilmistir.

Dérdiinct kisimda metrik uzaylarda verilen genellestirilmis C-sarti modiiler metrik
uzaylara genisletilerek bu uzaylarda ilk defa tanimlanmistir. Oncelikle, bu sart1
saglayan donistimler i¢in modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ifade edilip
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ispatlanmigtir. Burada elde edilen sonuglardan faydalanilarak birinci mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in anti-periyodik siir deger probleminin ve
baslangic deger probleminin ¢oziimiiniin varligt ve tekligi gosterilmistir. Dolayisiyla,
ilk 6nce bu problemler igin ayr1 ayr1 modiiler metrik uzaylar tanimlanmistir. Sonra da
bu boliimiin basinda ispatlanan sabit nokta teoremleri kullanilarak ele alinan
problemler i¢in tanimlanan modiiler metrik uzaylarda bahsedilen problemlerin
¢oziimlerinin varligi ve tekligi gosterilmistir. Ayrica, burada modiiler metrik uzaylarin
alisilmis metrik uzaylardan farkini géstermek i¢in metrik olmayan 6zel bir modiiler
metrik ele alinmistir. Bu teoremlerin modiiler metrik uzaylar ile alisilmis metrik
uzaylar arasindaki fark uzayida gecerli oldugu gosterilmistir.

Besinci boliimde dncelikle < siralama baglantisi tanimlanmigtir. Bu tanim kullanilarak
kismi sirali modiiler metrik uzaylar tanimlanmistir. Bir onceki boliimde modiiler
metrik uzaylarda tanimlanan genellestirilmis C-sartlar1 i¢in kismi sirali modiiler metrik
uzaylarda sabit nokta teoremlerinin ifade ve ispatlar1 verilmistir. Bunun yaninda bu
teoremlerden elde edilen sonuglar1 pekistirmek i¢in bazi 6zel kismi sirali modiiler
metrik uzaylarda ornekler verilmistir. Bu Orneklerde verilen doniistimlerin
¢cozlimlerinin var ve tek oldugu kanitlanmistir. Ayrica, donligiimiin grafigi ile y = x
dogrusunun kesisimden faydalanilarak sabit noktasinin tek oldugu gosterilmistir.
Uygulama olarak 6zel bir kismi siralt modiiler metrik uzayinda bir integral denklem
ele alinmistir. Son olarak da bu béliimde ispat edilen teoremler kullanilarak ele alinan
bu integral denklemin ¢6zliimiiniin bahsedilen modiiler metrik uzayda varligi ve tekligi
ispat edilmistir.

Altinc1 kisimda alisilmis metrik uzaylarda tanimlanan F-daralma sartinin o-kabul
edilebilir dontigiimler kullanilarak genellestirilmis tipi modiiler metrik uzaylarda
tanimlanmustir. Bu ¢alismada ilk defa tanimlanan bu genellestirilmis F-daralma sarti
F,-daralma sart1 olarak gosterilmistir. Burada 1. tip ve 2. tip olmak {izere iki farkli F,-
daralma sartlar1 tanimlanmig olup her biri i¢in ayr1 ayr sabit nokta teoremleri ifade ve
ispat edilmistir. Oncelikle, baz1 sartlar1 saglayan doniisiimler i¢in sabit noktanin varlig
ispatlanmistir. Bununla ilgili 6rnek verilip ornekteki doniisiim sabit noktasinin var
fakat tek olmadigi gosterilmistir. Bunun yaninda farkli sartlar altinda yine bir
doniisiimiin sabit noktasinin varligi ifade ve ispat edilip bir¢ok sonug verilmistir. Daha
sonra burada ispatlanan teoremlerdeki bazi sartlar degistirilerek sabit noktanin tek
oldugu ifade ve ispat edilmistir. Bu teoremlerle ilgili 6rnek verilmis olup drnekteki
doniisiimiin sabit noktasinin var ve tek oldugu gosterilmistir. Ayrica, sabit noktanin
tekligi ile ilgili yine bircok sonug ifade edilmistir. Son olarak genel formda verilmis
bir integral denklemin tanimlanan modiiler metrik uzayda ¢6ziimiiniin var oldugu
gosterilmistir. Bunun uygulamasi olarak ise 6zel halde verilmis bir integral denklemin
¢Oziimiiniin ele alinan modiiler metrik uzayda var oldugu gosterilip bu var olan ¢6ziim
belirtilmistir.

Bu tez calismasinin son boliimiinde modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ile
ilgili baz1 sonuclar verilmistir. Tez kapsaminda alisilmis metrik uzaylarda var olan
baz1 6zel sartlarin modiiler metrik uzaylara genisletilmis halleri tanimlanmis olup bu
sartlar1 saglayan doniigiimler igin ele alinan uzaylarda sabit nokta teoremleri ifade ve
ispat edilmistir. Bunun yaninda burada ispatlanan teoremlerin sonuglarini pekistirmek
icin ayr1 ayr1 ornekler verilmistir. Bu ispatlara dayanarak her boliim énemli sonuglar
igcermektedir. Bu tezin dort, bes ve altinci boliimlerindeki modiiler metrik uzaylarda
tanimlanan genellestirilmis sartlar ilk defa bu tez ¢alismasinda tanimlanmis olup bu
boliimlerde ifade ve ispat edilen sabit nokta teoremleri bu tez ¢alismasinin orijinal
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bulgularidir. Sonug olarak, bu tez ¢alismasi literatiire katki yapacak yeni ve orijinal
sonuclar bulundurmaktadir.
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FIXED POINT THEORY AND SOME APPLICATIONS IN MODULAR
METRIC SPACES

SUMMARY

This doctoral thesis consists of seven chapters. It includes modular metric spaces,
which generalize ordinary metric spaces, and fixed point theorems in these spaces.
First, the generalized versions of some particular conditions defined in ordinary metric
spaces are described in modular metric spaces. For these generalized conditions
defined in each chapter, fixed point theorems are first stated and then proven in
modular metric spaces. Illustrative examples are considered to reinforce the results of
the theorems proven in these chapters. As applications, the existence and uniqueness
of the solutions of first-order nonlinear differential and integral equations given in
general are proven by using the results of fixed point theorems for different types of
mappings in the mentioned spaces.

The introduction section explains the concept of fixed points, and a summary of the
literature on this subject is given. Brief information about the fixed point theorem and
the first applications of this theorem is given.

In the second part, the concepts of metric and metric spaces are first explained, and
brief information about the fixed point theorems based on the Banach contraction
principle in these spaces is given. Then, short descriptions of the C-condition and F-
contraction conditions defined in ordinary metric spaces and some particular functions
utilized in this thesis are provided. Information about the fixed point theorems and the
studies carried out for the mappings that satisfy the mentioned conditions in these
spaces is given.

The third section starts by giving a summary of the literature on modular metric space.
Before the modular metric space, the concepts of modular and modular space are
introduced. It is mentioned when and by whom these concepts were introduced. Then,
the definition of the modular metric, introduced by Chistyakov, is given. Based on this
definition, the structure of modular metric spaces is explained. It is mentioned that the
fixed point theorem was expressed and proved for the first time in modular metric
spaces. After this development, many scientists began to work on fixed point theorems
for different types of mappings in modular metric spaces. It is stated that many results
regarding the fixed point theorem emerged in these spaces. Some specific modular
metric spaces are introduced. In addition, some important definitions such as limit,
convergence, completeness, and being Cauchy series, in modular metric spaces are
given. In addition, the definition of the contraction condition in modular metric spaces
is given, and some fixed point theorems existing in the literature for this condition are
mentioned.

In the fourth part, the generalized C-condition given in metric spaces is extended to
modular metric spaces and defined in these spaces for the first time. First of all, the
fixed point theorems in modular metric spaces for mappings that satisfy this condition
are expressed and proven. Based on the results obtained here, the existence and
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uniqueness of the solution of the anti-periodic boundary value problem and the initial
value problem for first-order nonlinear differential equations are demonstrated.
Therefore, separated modular metric spaces are defined for these problems. By using
the fixed point theorems proven at the beginning of this section, the existence and
uniqueness of the solutions for the problems mentioned in these defined spaces are
demonstrated. Moreover, a non-metric modular metric is considered. It is shown that
these theorems are valid in the difference space between modular metric spaces and
ordinary metric spaces.

In the fifth section, the sort connection < is mentioned. By using this definition,
partially ordered modular metric spaces are defined. Expressions and proofs of the
fixed-point theorems in partially ordered modular metric spaces are presented for the
generalized C-conditions defined in the previous section within modular metric spaces.
In addition, some illustrative examples of partially ordered modular metric spaces are
given to reinforce the results obtained from these theorems. It is proven that the
solutions of the mappings given in these examples exist and are unique. Additionally,
by using the intersection of the mapping’s graph and the line y=x, it is shown that the
fixed point is unique. As an application, an integral equation in a specific partially
ordered modular metric space is considered. Finally, the existence and uniqueness of
the solution of this integral equation in the mentioned modular metric space are proven
by using the theorems proven in this section.

In the sixth part, the generalized type of the F-contraction condition defined in ordinary
metric spaces is defined in modular metric spaces by using a-admissible mappings.
This generalized F-contraction condition, defined for the first time in this study, is
denoted as the F,-contraction condition. Two different F,-contraction conditions, type
1 and type 2, are defined and separate fixed point theorems are expressed and proven
for each of them. First of all, the existence of a fixed point is proven for the mappings
that satisfy certain conditions. An example is given, and it is shown that the fixed point
of the mapping in the example exists but is not unique. In addition, the existence of a
fixed point of a mapping under different conditions is expressed and proven. Many
results are given, as well. Later, by changing some of the conditions in the theorems
proven here, it is stated and proven that the fixed point is unique. An example for this
theorem is given. It is shown that the fixed point of the mapping in the example exists
and is unique. Additionally, many results are expressed regarding the uniqueness of
the fixed point. Finally, the existence of a solution of an integral equation given in a
general form in the defined modular metric space is demonstrated. As an application
of this, it is shown that the solution of the given integral equation exists in the
specifically considered modular metric space. Furthermore, this existing solution is
stated.

In the final section, a summary of this thesis is given. Significant results regarding
fixed point theorems in modular spaces are presented. Within the scope of the thesis,
the extended versions of certain conditions existing in ordinary metric spaces are
defined in modular metric spaces. Fixed point theorems are stated and proven for the
mappings that satisfy these conditions in the considered modular metric spaces. In
addition, separate examples are given to reinforce the results of the theorems proven
here. Based on these proofs, each chapter contains significant conclusions and
outcomes. The generalized conditions defined in modular metric spaces in the fourth,
fifth, and sixth chapters of this thesis are defined for the first time in this thesis work.
The fixed-point theorems expressed and proven in these chapters are the original
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results of this thesis work. As a result, this thesis study contains original results that
do not exist in the literature, and so it contributes to the literature with new results.
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1. GIRIS

Basta matematik, fizik ve kimya olmak iizere miihendisligin bir¢ok alaninda
karsilagilan problemlerin ¢oziimlerinin bulunmasindan 6nce bu tiir problemlerin en
azindan bir ¢Oziimiinlin var olmasi arastirilmaktadir. Bu tiir ¢6zlimlerin varligi, ele
alinan problemlerin ¢6ziimiini bulmak i¢in bir umut vadetmektedir. Hatta var olan bu
¢Oziimlerin tek olmasi da ¢ok biiylik 6nem tasimaktadir. Dolayisiyla bir problemin
¢Oziimiinlin var olmas1 ve bu ¢6ziimiin tekligi her zaman bilim adamlar1 tarafindan
aragtirilan ve ilgi ¢ceken bir konu olarak giiniimiize kadar ulasmistir. Glinlimiizde hala
bu konu iizerinde sabit nokta teoremi ve genellestirmeleri adi altinda calismalar

yapilmaktadir.

Sabit nokta teoreminin amaci, X bostan farkli bir kiime ve T:X — X bir doniislim
olmak tiizere X kiimesinin hangi elemanlar1 i¢in Tx = x esitliginin saglandiginm
arastirmaktadir. Bu sart1 saglayan x € X noktalarina T nin sabit noktalar1 denir. Diger
bir deyisle, sabit nokta teoremleri T ’nin hangi sartlar saglandiginda sabit noktasi veya

noktalar1 vardir sorusuna cevap bulmak i¢in verilen ifadelerdir.

Ilk olarak 1844 yilinda Cauchy ve Euler y' = T(x,y); y(x,) = y, diferansiyel
denklemini ele almis ve bu problemin ¢6ziimiiniin varlig: ve tekligini ispatlayarak bu
alanda oncii olmuslardir. 1877 yilinda R. Lipschitz bu ispat1 daha sade hale getirmistir.
Daha sonraki yillarda Peano sadece siireklilik sartin1 kullanarak bahsi gegen problemin

¢Oziimiiniin varhigini ve tekligini ispatlamistir.

Topolojik olarak Sabit nokta teoremi iizerine ilk calismalar 1912 yilinda Brouwer
tarafindan yapilmistir [1]. Metrik uzaylarda sabit nokta teoremi S. Banach tarafindan
1922 yilinda ifade ve ispat edilmistir [2]. Integral denklem tipindeki bir problemin
¢Ozlimiiniin var oldugunu ispatlamak icin kullandig1 bu ifade Banach sabit nokta

teoremi veya Banach biizlilme prensibi olarak literatiire ge¢mistir.

Banach'in bu teoremi ifade ve ispat etmesiyle birlikte birgok matematik¢i bahsi gegen
prensibi ¢esitli tiplerde genellestirerek farkl farkli bulgulara ulagsmislardir. Elde edilen
bulgulardan faydalanarak basta adi ve kismi diferansiyel denklemler, integral

denklemler olmak iizere lineer denklem sistemleri, baslangic ve smir deger



problemleri gibi matematik ve miihendisligin bir¢ok alaninda karsilasilan 6zel
problemlerin  ¢ozliimlerinin  varhiginin  ve tekliginin hakkinda bilgi elde

edilebilmektedir.

Bu doktora tezinin amaci yukarida bahsedilen genellestirilmis C-sartin1 saglayan
dontistimlerini ve a-kabul edilebilir ile degistirilmis F-daralma doniisiimlerini
modiiler metrik uzaylarda tanimlayip bu doniisiimler i¢in metrik uzaylarda elde edilen
sabit nokta teoremlerini ve sonuglarini modiiler metrik uzaylara genisletmektir.
Burada elde edilen sonuglar yardimiyla farkli tiirde verilen diferansiyel ve integral
denklemlerin ¢dziimlerinin varligi ve tekligi ele alinan modiiler metrik uzaylarda

gosterilecektir.



2. ON BILGILER

Tezin bu kismi genel olarak sonraki boliimlerde faydalanilacak olan bazi temel
tanimlar1 ve teoremleri icermektedir. Ayrica, alisilmis metrik uzaylarda tanimlanmis
bazi 6zel donlisimler hakkinda bilgiler sunmaktadir. Bunun yaninda, bu o6zel
dontistimler ile ilgili literatiirde var olan alisilmis metrik uzaylardaki sabit nokta

teoremleri ve sonuclar1 verilecektir.

Tamim 2.1. X bostan farkli bir kiime ve d: X X X - R* seklinde tanimli reel degerli

ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun. d fonksiyonu her ¥ x,y,z € X igin
Dd(xy) =0,
idxy) =0 x=y,
iii) d(x,y) = d(y, x),
iv)d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

sartlarini saglarsa X uzayinda bir metrik adini alir. (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.
Tanim 2.2. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X i¢in

d(fx fy) = yd(x,y) (2.1)

esitsizligini saglayan bir y > 0 reel sayis1 var ise f doniisiimii X lizerinde Lipschitzian
dontisiim olarak adlandirilir. Burada (2.1) ifadesine Lipschitz sartt ve bu sarti

gercekleyen en kiiciik y sayisina da Lipschitz sabiti ad1 verilir [3].
Tanim 2.3. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X i¢in

d(fx, fy) < yd(x,y) (2.2)

esitsizligini saglayan bir y € [0,1) sayisi var ise f donilisiimii daralma doniistimii adini

alir [4].

Metrik uzaylarda 1922 yilinda Banach tarafindan ortaya konulan biiziilme prensibi ve

bu prensibin genellestirilmesi lizerine bir¢ok ¢alismalar yapilmastir.



Teorem 2.4. (X, d) tam metrik uzay ve f: X — X daralma doniisiimii olsun. O zaman

f doniistimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir [2].

Teorem 2.4 ifadesi literatiirde Banach biiziilme prensibi olarak gegmektedir.

Tamim 2.5. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X igin
d(fx, fy) <d(x,y) (2.3)

olursa f dontisiimii kesin daralma olarak adlandirilir [4].

Tanmim 2.6. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X igin
d(fx,fy) <d(x,y) (2.4)

saglanirsa f doniisiimiine genislemeyen doniisiim adi verilir [4].

(2.1) esitsizliginden her daralma doniisiimiiniin siirekli oldugu kolaylikla goriiliir.
Burada siirekli olmayan doniisiimler i¢in sabit noktanin var olup olmadgi sorusu akla
gelebilir. 1969 yilinda Kannan ortaya koydugu doniisiimle siirekli olmayan

doniistimler igin de sabit nokta teoremini ispatlamistir [5].

Tamim 2.7. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X igin
d(fx, fy) < yld(x, fx) +d(y, fy)] (2.5)

esitsizligini saglayan bir y € [0, %) sayist var ise f doniistimiinii Kannan dontistimii

admi alir [5].

Kannan’in ortaya koydugu bu tanimdan sonra stireklilik sart1 olmaksizin farkl tiirlerde

daralma doniisiimleri literatiire kazandirilmastir.

1972 yilinda Chatterjea (2.5)’teki ifadesinden yola c¢ikarak asagidaki teoremi

ispatlamistir.

Teorem 2.8. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniistim olsun. V x,y € X igin
d(fx, fy) <yld(x, fy) + d(y, fx)] (2.6)

esitsizligini saglayan bir y € [0, %) say1s1 var ise f donilisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir [6].

Tanmim 2.9. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X igin

d(fx, fy) < ad(x,y) + 6d(x, fx) + cd(y, fy) 2.7)



esitsizligini saglayan a + & + ¢ < 1 sabitleri var ise f, Ciric-Reich-Rus doniisimii
adim alir [7].

Tamm 2.10. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X igin
d(fx,fy) < ad(x,y) + &d(x, fx) + cd(y, fy) (2.8)

+dd(x, fy) +ed(y, fx)

esitsizligini saglayan a + & + ¢ + d + e < 1 sabitleri var ise f doniisiimii Hardy-

Rogers doniistimii adin1 alir [8].

2003 yilinda Berinde doniisiimler i¢in zay1f daralma sartinin tanimlamastir [19]. Ayrica

bu tiir doniisim i¢in sabit nokta teoremini ispatlamistir.
Tamm 2.11. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. V x,y € X i¢in

d(fx, fy) < vd(x,y) + 9d(y, fx) (2.9)

esitsizligini saglayan y € [0,1) ve 9 > 0 sabitleri var ise f doniisimii zay1f daralma
adim alir [9].

(2.9)’daki sart Babu ve ark. tarafindan genellestirilerek asagidaki gibi tanimlanmistir.
Tamm 2.12. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniistim olsun. V x,y € X igin
d(fx, fy) < yd(x,y) + 9min{d(x, fx), d(y,fy),d(x, fy),d(y, fx)} (2.10)

esitsizligini saglayan y € [0,1) ve 9 > 0 sabitleri var ise f doniisiimi genellestirilmis

zayif daralma adimi alir [10].

2008 yilinda Suzuki metrik uzaylarda asagidaki sabit nokta teoremini ifade edip

ispatlamistir [11].

Teorem 2.13. (X, d) kompakt bir metrik uzay ve f de bu uzayda tanimli bir doniisiim

olsun.V x,y € X igin

%d(x,fx) <d(xy)=>d(fxfy) <d(Xxy) (2.11)

ifadesi saglansin. Bu durumda f’nin sabit noktas1 vardir [12].

Popescu [12]’deki c¢alismasinda (2.11)’de verilen ifadeyi metrik uzaylarda

tanimlanmis doniisiimler i¢in C-sart1 olarak ifade etmistir.

Tanim 2.14. f, (X, d) metrik uzaymda tanimli bir doniisiim olsun. Eger bu doniisiim

V x,y € X icin (2.1)’1 saglarsa f dontisiimii C-sartin1 saglar [12].
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Popescu (2.11)’deki ifadenin ikinci kismini degistirerek bu sart1 saglayan dontisiimler

icin tam metrik uzaylarda agagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Teorem 2.15. (X, d) tam metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Eger a > 0,

b,c >0 vea+ 2b+ 2c =1 olmak iizere V x,y € X icin
%d(x,fx) <d(x,y) > (2.12)

d(fx, fy) < ad(x,y) + b[d(x, fx) + d(y, fy)] + c[d(x, fy) + d(y, fx)]
ifadesi gerceklenirse, bu durumda f’nin bir tek sabit noktasi vardir [12].

Tammm 2.16. ¥, asagidaki sartlar1 saglayan :[0,00) — [0, 00) fonksiyonlarinin

kiimesi olsun:
1) ¥ azalmayandir, yani V t;,t, € Rt icint; < t,ise ¥ (t1) < ¥ (ty),
2) Her t > 0 igin ;2 " (t) < oo,

Yukaridaki sartlar1 saglayan i fonksiyonuna c-kiyaslama fonksiyonu denir [13].
Burada her t > 0 i¢in ¥ (t) < t olur. Y fonkisyonu 0 noktasinda siirekli oldugundan
Y(0) = 0 olur.

Berinde, c-kiyaslama fonksiyonunu kullanarak asagidaki sabit nokta teoremi

ispatlamistir.

Teorem 2.17. (X, d) tam metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. i, c-kiyaslama

fonksiyonu ve y > 0 olmak iizere V x,y € X i¢in
d(fx, fy) < p(d(x,y)) +vd(x, fy) (2.13)
esitsizligini saglanirsa, f’nin bir sabit noktas1 vardir [14].

2017 yilinda Gupta ve ark. (2.11)’de tanimlanan C-sartin1 agsagidaki gibi tanimlamistir.

Ayni ¢alismada bu sart igin sabit nokta teoremi ifade ve ispat edilmistir [15].

Tamim 2.18. f, (X, d) metrik uzaymda tanimli bir doniisiim olsun. Eger f doniisimii

Vx,y € X igin
Sd(x, fx) < d(xy) = p(d(fx, f) < B(d(x ) (2.14)

sartin1 saglarsa, f doniistimi C;f -sartin1 saglar. Burada i € ¥ ve f:[0,00) — [0, o)

stirekli bir fonksiyondur [15].



Teorem 2.19. (X,d) tam metrik uzay olsun. f:X — X doniisimi de Cg’-sartlm

saglasin. P € ¥ ve (:[0,00) — [0, 00) siirekli bir fonksiyon olmak iizere her t > 0
icin Y (t) > B(t) saglansin. Bu durumda f’nin bir tek sabit noktast vardir [15].

2019 yilinda Gupta ve ark. (2.14)’te verilen C;f) -sartinin bir genellestirmesini

tanimlamis ve bu sart1 saglayan dontisiimler i¢in sabit nokta teoremi ispatlanmistir

[16].
Tamim 2.20. (X, d) metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Eger V x,y € X i¢in
~d(x, fx) <d(x,y) = (2.15)
Y(d(fx, fy)) < B(max {d(x, y),

1 1

5 (@G, fx) +d, f¥)),5 (@0, fy) +d, f))))
ifadesi saglanirsa, f donitisiimii genellestirilmis C ;)}p -sartin1 saglar. Burada, ¥ € W and
B:]0,00) = [0, 00) siirekli bir fonksiyondur [16].
Teorem 2.21. (X, d, <) kismi sirali tam metrik uzay olsun. f: X — X genellestirilmis
C;?p -sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. i € ¥ ve (:[0,00) — [0, 00) siirekli bir
fonksiyon olmak tizere V t > 0, Y (t) > [(t) saglansin. Her bir x,y € X igin x, y ile

karsilastirilabilir bir z € X var olsun. Dahasi, x, < fx, olacak sekilde bir x, € X var

ise f, X tizerinde tek bir sabit noktaya sahiptir [16].
Wardowski, agsagidaki gibi belli sartlari saglayan fonksiyon ailesini tanimlamistir [17].
Tamm 2.22. F: R* - R asagida verilen sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
F,) F kesin artandir, yani V x,y € R* igin x < y ise F(x) < F(y) olur.
F,) Pozitif reel sayilarda tanimli bir «a,, dizisi i¢in 111_{‘210 a, = 0 i¢in gerek ve
yeter sart 7111—{?0 F(a,) = —co olmasidir.

F3) (}i_)r(r)1+ a®F(a) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) say1s1 vardir.

Yukarida verilen sartlar1 saglayan fonksiyonlarin kiimesi F ile gosterilmektedir [17].



Ornek 2.23. K,H,M,Y:R* - R olmak iizere K(a) = In (a), H(b) = In(b) + b,

M(c) = — %, ve Y(d) = In (d? + d) seklinde tanimlanmis fonksiyonlar (F;) — (F3)
sartlarini saglamaktadir, yani K, H, M,Y € F’tir.

Wardowski yukaridaki fonksiyon ailesini kullanarak yeni bir daralma yapisi

tanimlamugtir [17].

Tamim 2.24. (X, d) metrik uzay ve T: X — X de bu uzay iizerinde taniml1 bir doniisiim

olsun. Eger F € F olmak iizere V x,y € X ve t > 0 i¢in
d(Tx,Ty) >0= 1+ F(d(Tx, Ty)) < F(d(x, y)) (2.16)
ifadesi saglanirsa, T doniisiimiine F-daralama denir.

[17]’deki galismada (2.16)’da verilen daralma sart1 igin sabit nokta teoremi ifade edilip

ispat1 verilmistir.

Teorem 2.25. (X, d) tam metrik uzay olsun. T: X — X doéniisiimii de F-daralama olsun.
Bu durumda T tek bir sabit noktaya sahiptir [17].

Metrik uzaylarda F-daralama dontisiimleri ve bu sarti saglayan donisiimlerin sabit

nokta teoremleri ile ilgili ¢aligmalar igin bkz. [18-25].
Samet ve ark. ¢alismalarinda a-kabul edilebilir doniistimleri tanimlamigtir [25].
Tanim 2.26. X # @ olmak iizere a: X X X — [0, 00) bir doniisiim olsun. Eger V x,y €
X 1¢in

a(x,y)=21= a(Tx,Ty) =21 (2.17)
ifadesi saglanirsa, T: X — X doniisiimiine a-kabul edilebilir doniisiim denir [26].

Aydi ve ark. calismalarinda F-daralama doniisiimiinii a-kabul edilebilir doniisiim ile

birlestirerek asagidaki sart1 tanimlamstir.

Tamm 2.27. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. F € F ve p € ¥

olmak iizere her x,y € X i¢in dyle bir T > 0 vardir dyle ki
d(Tx,Ty) > 0= 7+ F(a(x,y)d(Tx,Ty)) < F((d(x,y))) (2.18)

ifadesi saglanir. Bu durumda T: X — X doniisiimiine a-kabul edilebilir doniisiim ile

gelistirilmis F-daralama denir [27].

Eger (2.16) ifadesinde F (x) = Inx € F alinirsa Tx # Ty olmak iizere V x,y € X i¢in



a(x,y)d(Tx, Ty) < e” "Pp(d(x,y) <y(d(x,y) (2.19)

elde edilir. (2.19)’deki ifade Samet ve ark. tarafindan a-i-daralma sart1 olarak

tanimlanmustir [26].

Aydi ve ark. (2.18) ifadesindeki sart1 saglayan dontisiimler i¢in tam metrik uzaylarda

sabit nokta teoremi ve onemli birka¢ sonu¢ daha vermistir.

Teorem 2.28. (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X doniisimii de a-kabul edilebilir

dontistim ile gelistirilmis F-daralama olsun. Asagidaki sartlar saglansin:

i) T donistimii a-kabul edilebilir,

ii) Oyle bir x, € X vardir ki a(x,, Tx,) = 1 olur,
iii) T streklidir.
Bu durumda T’nin sabit noktas1 vardir [27].

Yukaridaki teoremde bahsi gecen doniigiimiin sabit noktasmnin var oldugunu
belirtilmektedir. Fakat sabit noktanin tekligi hakkinda bilgi vermektedir. Aydi ve ark.

ayni ¢calismada Teorem 2.26°daki sartlara ilave olarak asagidaki

iv) T nin sabit noktalarinin kiimesi Fix(T) olmak iizere, Vx,y € Fix(T) igin

a(x,y) = 1 olsun,
sart1 ekleyerek sabit noktanin tekligini garantilemislerdir.

Teorem 2.29. (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X doniisimii de a-kabul edilebilir
doniigiim ile gelistirilmis F-daralama olsun. Teorem 2.126’daki sartlara ek olarak (iv)

sart1 da saglansin. Bu durumda T’nin bir tek sabit noktas1 vardir [27].






3. MODULER METRIK UZAYLAR

1950 yilinda Nakano modiiler ifadesinin tanimlayip daha sonra modiiler uzay yapisini
olusturmustur [28]. Daha sonra bu alandaki ¢alismalar Musielak ve Orlicz tarafindan
genisletilmistir [29, 30]. Ilerleyen yillarda modiiler uzaylar iizerinde sabit nokta

sonuglart Khamsi ve ark. tarafindan verilmistir [31].

Chistyakov modiiler metrik ifadesini ilk kez tanimlamustir [32, 33]. Bundan sonra da
standart metrik uzaylarin genellemeleri olan modiiler metrik uzaylarin yapisini
olusturmustur. Bununla birlikte Chistyakov modiiler metrik uzaylarda daralma
dontisiimleri i¢in sabit nokta teoremini ifade ve ispat etmistir [34]. Daha sonra modiiler
metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri bir¢ok kisi tarafindan ele alinmis ve farklh

sonuglar ortaya konulmustur [35-48].

Bu boliimde o6ncelikle modiiler ifadesinin tanimi verilecektir. Bu tanimdan yola
cikarak modiiler uzay yapisi incelecektir. Bunun yaninda modiiler metrik kavraminin
tanimi verilecektir. Daha sonra metrik uzaylarin genellenmesi olan modiiler metrik
uzaylarin yapist anlatilacaktir. Son olarak da bu uzaylarla ilgili temel tanimlar ve

teoremler verilecektir.

3.1. Temel Tamimlar ve Teoremler
Nakano modiiler kavramini agagidaki gibi tanilamisgtir.

Tamim 3.1.1. X, reel vektor uzayi ve p: X — [0, o) bir fonksiyonel olsun. Herhangi

x,y € X igin

Dpx) =0 x=0,

ii) a bir skaler olmak tizere |a| = 1 ise p(ax) = p(x),

iii) a,b > 0 ve a + b = 1 olmak iizere p(ax + by) < p(x) + p(y)
sartlar1 saglanirsa p’ya bir modiiler denir [28].
(iii) sart1 yerine

iv)a,b>0,r€(0,1]vea” +b" = 1igin p(ax + by) < a"p(x) + b"p(y)



sart1 saglanirsa p fonksiyoneli » —konvekstir. Burada r = 1 ise p konveks modiiler

olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.2. X bir vektor uzay ve p da X iizerinde bir modiiler olsun.
X, = {x € X: %1_{23 p(Ax) = 0} (3.1.1)

seklinde tanimlanan kiimeye modiiler uzay denir.

Simdi modiiler metrik uzaylarla ilgili temel bilgiler verilecektir. Chistyakov standart
metrik fonksiyonunu kiimedeki herhangi iki nokta arasindaki sonlu uzaklik olarak ele
almistir. Buna karsin modiiler fonksiyonunun ise negatif olmayan hatta sonsuz degerli
olabilen hizlar1 ifade ettigini kabul etmistir. Modiiler metrik kavramini ise iki nokta
arasinda ortalama hiz olarak tanimlamistir. Chistyakov buradaki durumu su sekilde
aciklamistir. wy(x,y) ifadesi x noktasindan y noktasina dogru hareket boyunca A
zamanindaki ortalama hizi géstermektedir. Bu durumu da x ile y arasindaki uzaklik

d(x,y) olmak iizere matematiksel olarak
d(x,
w(x,y) = &2 (3.1.2)

seklinde ifade etmistir. Burada, w; (x, y) ifadesi x ile y arasindaki uzaklig1 A zamanda

gecmesi i¢in gereken ortalama hizi gostermektedir.

(3.1.2)°de verilen ifadeyi incelenecektir. X bostan farkli bir kiime ve 1 > 0 igin w
fonksiyonu w: (0,00) X X X X — [0, o] seklinde tanimlansin. Burada w fonksiyonu
her >0 ve x,y € X igin wy: X X X — [0, 0] olmak lizere w(A,x,y) = wy(x,y)
seklinde yazilabilir.

Tanim 3.1.3. X # @ vew: (0,0) X X X X — [0, o] bir fonksiyon olsun. vV x,y,z € X
i¢cin
my) VA > 0igcinw,(x,y) =0 x =1y, (3.1.3)
my) VA > 0 igin wy(x,y) = wy(y, x),
m3) VA, u > 0igin wy,(x,2) < wi(x,y) + w,(y,2)
sartlar1 saglanirsa w fonksiyonuna X iizerinde bir modiiler metrik denir [32].

w fonksiyonu (m,) sart1 yerine sadece asagidaki sart1 saglarsa w’ya sdzde modiiler

metrik denir:
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wi(x,x) =0, VA > 0. (3.1.4)

Eger w, (3.1.4)’teki ifadeyi saglar ve keyfi segilen x,y € X noktalar1 i¢in x ve y’ye
bagli bir A > 0 sayis1 vardir yle ki wy(x,y) = 0 = x = y saglanirsa w’ya X iizerinde
kesin modiiler metrik denir. Ornek olarak, d(x,y) metrik olmak iizere w,(x,y) =

d(x,y) kesin modiiler metriktir.
Tamm 3.1.4. w fonksiyonu X’de bir modiiler olsun. (3.1.3)’teki sartlardan (ms)
yerine her A, u > 0 igin

A
Wi (6, 2) < 7w y) + 7w, (9,2) (3.1.5)

ifadesini saglanirsa, w’ya konveks modiiler metrik denir. Ornek olarak, d (x, y) metrik

olmak tizere wy(x,y) = @ kesin konveks modiiler metriktir.

Chistyakov [32]’deki ¢alismasinda V x,y € X ve 0 < u < A olmak iizere w konveks

modiiler metrigi
Wz(x,}’) = %Wu(x,)’) = W/L(x' )’) (316)

esitsizligini sagladigini gostermistir. Herhangi bir w modiiler metrigin (ms) sarti

kullanilarak V x,y € X ve 4; < 4, i¢in
Wi, (6) < Wy, (6, 9). (3.L7)

esitsizligi sagladig1 elde edilir. Chistyakov tarafindan ele alinan modiiler metrik

uzaylarin tanimlari ve 6zelliklerinden bahsedilecekdir.
Tamim 3.1.5. w fonksiyonu X tizerinde bir (s6zde) modiiler olsun. Herhangi bir x, €
X i¢in
Xy =X,(xo) ={x € X: }1_1)‘{)10 wy(x, x9) = 0}, (3.1.8)
X, =Xp(xo) ={xeX:31=2x) > 0,w;(x,x,) < oo} (3.1.9)
seklinde verilen kiimeler modiiler metrik uzaylardir.
Yukaridaki (3.1.8) ve (3.1.9) tanimlarindan X,,, € X, saglandigi goriiliir.

X #@ vew da X lizerinde modiiler metrik ise X,, modiiler metrik uzay1 herhangi

x,y € X, icin asagidaki w ile liretilmis bir metrik ile donatilabilir:

d,(x,y) =inf{A> 0:wy(x,y) < 1}. (3.1.10)
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Eger w modiiler metrigi konveks ise bu durumda X,, = X, olur ve bu uzaylar

asagidaki metrik ile donatilabilir:
d*,(x,y) =inf{A > 0:w(x,y) < 1}. (3.1.11)
Tamm 3.1.6. X, ve X, modiiler metrik uzaylar olsun.

e X, veya X, lizerinde bir {x,} dizisi x € X noktasina w-yakinsaktir ancak ve

ancak herhangi bir 4 > 0 igin Al_r)go w;(x,,x) = 0 dir. Burada x modiiler
limittir.

e Eger herhangi bir 1> 0 i¢in ngriloo wi (X, X)) = 0 ise {x,} dizisi X,
uzayinda w-Cauchy dizisidir.

e Eger bu uzaydaki herhangi bir w-Cauchy dizisi w-yakinsak ise X,, veya X, w-

tamdir.

Teorem 3.1.7. w s6zde modiiler metrik ise X,, ve X;, modiiler metrik uzaylart w-
yakinsakliga gore kapahdir, yani {x,} dizisi X,, (veya X,,) tizerinde bir dizi ve x € X

olmak tizere lim w,(x,,x) = 0 ise x € X,, (veya x € X,,) olur. Bunun yaninda, eger
n—-oo
w kesin modiiler metrik ise modiiler limit varsa tektir [34].
Teorem 3.1.8. Baz1 A > 0 igin lim w;(x,,,x) = 0 ise 0 zaman her 0 < A < u i¢in
n—-oo

rlll_r)lc}o w,, (x5, x) = 0 olur [34].

3.2. Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisim modiller metrik uzaylarda ifade edilmis sabit nokta teoremlerini
icermektedir. Ayrica Banach daralma sartinin modiler metrik uzaylardaki

uyarlamalar ifade edilecektir.

Tamm 3.2.1. X # @ ve w da X iizerinde modiiler metrik olmak iizere T: X,, = X,, bir

doniisiim olsun. Her x,y € X, ve 15 > A > 0 i¢in
wia(Tx, Ty) < w(x,y) (3.2.1)

olacak sekilde 0 < k < 1 sayis1 ve k’yabagli 1, > 0 varsa T doniisiimiine w-daralma
denir [14].
Tamm 3.2.2. X # @ ve w da X tizerinde modiiler metrik olmak tizere T: X,, = X, bir

doniisiim olsun. Her x,y € X, ve 15 > A > 0 i¢in
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Wk)l(Txr TY) < kW/l(x' }’) (322)

olacak sekilde 0 < k < 1 sayis1 ve k’ya bagli A, > 0 varsa T doniisiimiine kuvvetli

w-daralma denir [34].
Modiiler metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri ifadeleri verilecektir.

Teorem 3.2.3. X # @ ve w, X lizerinde modiiler metrik ve X,, da w-tam modiiler
metrik uzay olmak tizere T: X,, — X,, doniisimii w-daralma olsun. Her A > 0 i¢in
w;(x, Tx) < oo olacak sekilde x € X,, varsa T nin bir tek sabit noktas1 vardir. Bunun
yaninda x € X,, olmak {izere {T™x} iterasyon dizisi T’nin sabit noktasina yakinsar
[36].

Teorem 3.2.4. X + @ ve w, X tizerinde kesin konveks modiiler metrik olsun. X,,, w-
tam modiiler metrik uzay olmak iizere T: X, — X, dontisiimii w-daralma olsun. Her
bir 2> 0 i¢in wy(x,Tx) < o olacak sekilde x = x(4) € X*,, varsa T’nin sabit
noktast vardir. Bunun yaninda eger her A >0 ve x,y € X*,, i¢in w;(x,y) < o

saglanirsa T’nin sabit noktasi tektir [34].

Teorem 3.2.5. X # @ ve w, X lizerinde kesin konveks modiiler metrik olsun. X,,,, w-
tam modiiler metrik uzay olmak tizere T: X;;, = X, doniistimii giiglii w-daralma olsun.
Her bir 2 > 0 i¢in w;(x, Tx) < o olacak sekilde x = x(4) € X, varsa T’nin sabit
noktast vardir. Bunun yaninda eger her A >0 ve x,y € X*,, i¢in w;(x,y) < o

saglanirsa T’nin sabit noktasi tektir [34].

Teorem 3.2.6. w, X iizerinde modiiler metrik ve X,, da w-tam modiiler metrik uzay
olmak iizere T:X,, — X,, doniisiimii olsun. N pozitif tam say1 olmak iizere TV

dontisiimii w-daralma ise T’nin X,, tizerinde bir tek sabit noktasi1 vardir [36].
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4. MODULER METRIK UZAYLARDA  GENELLESTIRILMIS C-
SARTLARINI SAGLAYAN DONUSUMLER IiCIN SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE UYGULAMARI

Bu bolimde metrik uzaylarda tanimlanan C-sarttnin modiiler metrik uzaylara
uyarlamasi yapilip bu uzaylarda genellestirilmis C-sartlarinin tanimlar1 verilecektir.
Daha sonra bu tanimlardan yola c¢ikarak genellestirilmis C-sartini saglayan
doniistimler i¢in sabit nokta teoremlerinin ifadesi verilecek ve ispati1 yapilacaktir. Daha
sonraki boliimde ele alinacak olan problemler i¢in modiiler metrik uzaylar yapilari
olusturulacaktir. Son olarak teoremlerde elde edilen sonuglardan yararlanarak birinci
mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemler icin anti-periyodik sinir deger
probleminin ve baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi tanimlanan

modiiler metrik uzaylarda gosterilecektir.
4.1. Modiiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sartlann ve Sabit Nokta
Teoremleri

IIk olarak modiiler metrik uzaylarda tanimli déniisiimler icin C-sartinin taninmi

verilecektir.

Tamm 4.1.1. X # @ ve w, X lizerinde modiiler metrik olsun. T doniisiimii de X,
modiiler metrik uzayinda tanimli bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii her x,y € X

i¢cin
“wa(x, Tx) S wa(x,y ) = p(wa(Tx, Ty)) < B(wa(x, ) (4.1.1)

sartin1 saglarsa, T°ye C-sartini saglayan doniisiim denir. Burada, ) € ¥ ve 8: [0, 00) —

[0, o) siirekli bir fonksiyondur.

Simdi de bu tanimdan faydalanilarak modiiler metrik uzaylarda birinci ve ikinci tip

genellestirilmis C-sartlarinin tanimlart verilecektir.

Tamm 4.1.2. X # @ ve w, X lizerinde modiiler metrik ve X,, modiiler metrik uzay

olsun. T: X;;, = X,, seklinde bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii her x, y € X i¢in

%wl(x, Tx) <w(x,y) = 4.1.2)



wy (x, Tx)(l +w,(y, Ty ))

Wl(x)y)' '
1+ wy(x,y)
p(wa(Tx,Ty)) < B | max wa(y, T) (1 +wy (y, Tx))
1+ W/’[(x' y)

sartin1 saglarsa T dontisiimii 1. tip genellestirilmis C-sartin1 saglar. Burada, ) € ¥ ve
B:[0,00) — [0, o) siirekli bir fonksiyondur.

Tamm 4.1.3. X # @ ve w, X ilizerinde modiiler metrik ve X,, modiiler metrik uzay

olsun. T: X;;, = X,, seklinde bir doniisiim olsun. Eger T doniisiimii her x,y € X igin

%W;L(x, Tx) < wy(x,y) = (4.1.3)

w; (x, Tx) (1 + wy(y, Ty))
1+wy(x,y)

Pp(wa(Tx, Ty)) < p(max {wi(x,4),

)

wi(y, Ty)wy(x, Tx) wi(y, Ty)w,(y, Tx)
14+wy(Tx, Ty) '1+w(yg,Tx) +wy(x, Ty)

)

sartin1 saglarsa T doniisiimii 2. tip genellestirilmis C-sartin1 saglar. Burada, i € ¥ ve
B:[0,00) — [0, ) siirekli bir fonksiyondur.
Yukarida verilen sartlar i¢in modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerini ifade

ve ispat edilecektir.

Teorem 4.1.4. wy modiiler metrigi X tizerinde kesin ve konveks olsun. X, lizerinde
w-tam modiiler metrik uzay olsun. T: X,, — X, doniisiimii V t > 0 i¢in ¥ (t) > B(t)
olmak tizere 1. tip genellestirilmis C-sartin1 saglasin. Eger her A > 0 i¢in wy(x, Tx) <
oo olacak sekilde bir x € X, varsa T doniisiimiiniin sabit noktast vardir. Buna ek
olarak, egerher A > 0veV x,y € X;, icin w;(x,y) < oo saglanirsa T’nin sabit noktasi
tektir.

Ispat. w;(x,, Tx,) < o olacak sekilde bir x, € X;, verilsin. Her n € N i¢in x,, =
T™x, olacak sekilde iterasyon {x,} € X, dizisi tanimlansin. Eger herhangi bir 1, > 0
and ng € Niginw (xno, xn0+1) = 0 olursa x,,, elemani1 T"nin sabit noktas1 olurdu. O

zaman her A > 0 ve n € N i¢in w; (x,,, X,4+1) > 0 olsun.

(4.1.2) de x = x,, Ve y = x,, 41 Yazilsin. Bu durumda

1 1
EWA(xnr Txn) = Ewl(xn: xn+1) < W/l(xn' xn+1) (4-1-4)
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saglandig1 goriiliir ve bu da
lp(WA(Txn» Txn+1)) = l/)(W/l(xn+1fxn+2)) (4-1-5)

Wy (Xn, Txn)(l + W) (xn+1: Txn+1))
1+ W/l(xn'xn+1)

Wi (X1, Txn)(l + wy (X1, Txn))
1+ W/’l(xnr xn+1)
W/’L(xnrxn+1)(1 + wi (Xp41, xn+2))

( |
< ,B {max Wl(xn’xn-l-l)’ 1+ W)l(xn'xn+1) ’ }
\ ))

w) (xnr xn+1)r

)

< B | max

Wl(xn+1: xn+1)(1 + Wl(xn+1'xn+1))
1+ Wl(xn' xn+1)

gerektirir. (4.1.5)’teki ifade diizenlenirse

Wil G el}) (4.1,6)

1/)(W)l(xn+1r xn+2)) < B (max {Wl(xn: xn+1)' 14w (0 Xns1)

elde edilir. Burada wj(x,41, Xna2) > Wi (X, Xpe1) > 0 oldugu kabul edilsin. Bu

durumda 1+wi (Xnt1.Xn+2) W (Xn+1,Xn+2)

olur. Bunun yardimiyla (4.1.6) tekrar

1+wy (xp,Xn+1) w(xnXn+1)
diizenlenirse
lp(W/l(xn+1' xn+2)) < ﬁ(max{wl(xn' xn+1)' Wy (xn+1' xn+2)}) (4-1-7)

bulunur. wy (%41, Xn+2) > Wi (X, Xn41) oldugundan (4.1.7) esitsizligi

lnb(W)L(xn+1:xn+2)) < .B(Wl(xn+1'xn+2)) (4-1-8)

esitsizligine indirgenir. Bu ise Y (t) > B(t),V t > 0 ifadesiyle ¢elisir. Dolayisiyla
Wi (1) Xnaz) S Wy (X, xn41) elde edilir. wy(x,, x,41) =0 alttan smirhi ve

artmayan oldugu i¢in limiti vardir. Bu limit € olsun, yani lim w;(x,, xp41) =€ =0
n—->oo

saglanir. (4.1.6)’da her iki taraftan limit alinirsa

Tlli_r)gow(wl(xn+1’xn+2)) =y (Tlli_{rgowl(xn+1'xn+2)) =) (4.1.9)

wi (X, xn+1)(1 + Wl(xn+1'xn+2))}>

i
< lim f (max {Wl(xn' Turs) 14wy (xn, Xp41)

wi (X, xn+1)(1 + Wl(xn+1'xn+2))}>

< max- limw; (x,, x , lim
ﬁ( {n_)oo /1( " n+1) n—e 1+ Wl(xn' xn+1)
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£(1+ %)

1+7 ):3(4)

e

olupy(¥) < B(¥) elde edilir ki bu da bir geliskidir. Bu ylizden lim w;(x,,, xp41) = 0
n—->oo
olmalidir.

{x,} € X, dizisinin w-Cauchy oldugu gosterilecektir. Tersine, {x,} dizisi w-Cauchy
olmadigi kabul edilsin. Bu durumda herhangi bir € > 0 ve n;, > m;, > k olmak iizere

{xn} dizisinin iki altdizisi {x;, } V& {x;,, } bulunabilir dyle ki her 4 > 0 i¢in

Wi (Xmp Xn,) =& Wa(Xmy Xn—1) < € (4.1.10)
saglanir. Buradan

€< WM(xmk,xnk) (4.1.11)

< WZl(xmki xmk+1) + Wl(xmk+1'xnk+1) + Wl(xnk+1ﬁxnk)
yazilabilir. (4.1.11)’de her iki taraftan limit alinirsa lim w;y (xmk+1,xnk+1) > ¢ elde
n—oo

edilir. Diger yandan
Wi (X Xny,) < Wa(Xm Xnp—1) + wa(Xn—1, Xn, ) (4.1.12)
2 2

yazilabilir. (4.1.12)’de limit alinirsa lim wy (%, Xy, ) < € bulunur. Benzer bir
n—->o0o

sekilde

W;L(xmk,xnkﬂ) < W%(xmk’xnk_l) + W%(xnk_l,xnk) + W%(xnk,xnkﬂ) (4.1.13)
yazilip limit alinirsa rlll_l)‘rc}o W;L(xmk, xnk+1) < ¢ elde edilir.
(4.1.2)de x = x,, V& y = Xy, Yazilsin.

%Wl(xnk, Txp,) = %wl(xnk,xnkﬂ) < wi (o Xm,) (4.1.14)

ifadesi saglanir. Bu da

Y (WA(Txnk, Txmk)) =Y (wl(xnkﬂ,xmkﬂ)) (4.1.15)
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wi (%, Txn, ) (1 + wy (Xm,» Txmk))
< 5| max 14+ wi (2 Xm,)
\ Wi (% TXn,) (1 + wy (Xm,» Txnk))

1+ wi (2 Xm, )

[Wl (xnk’ xmk)’

)

esitsizligini gerektirir. (4.1.15)’in her iki tarafinda k — oo i¢in limit alinirsa

Y(e) < lll_{gol/) (Wl(Txnk, Txmk)) <p (max {e, 0, £(1+8)}) < B(¢), (4.1.16)

1+¢

olup ¥(e) < B(¢e) olur. Bu da bir geliski oldugundan bastaki kabul yanlistir, yani
{x,} € X, dizisi w-Cauchy olur. X;;, uzay1 w-tam oldugundan {x,} dizisi bu uzayda

w-yakinsaktir, yani x € X*,,, olmak tizere lim w;(x,,x) = 0 dir. w kesin modiiler
n—oo
metrik oldugundan bu limit tektir.

Bu limit noktasinin Tx = x esitligini sagladigi, yani T’nin sabit noktast oldugu

gosterilecektir. Bu amagla (4.1.2)’de x yerine x = x,, Ve y yerine y = x yazilsin.
1 1
EWA(xnfon) = EWl(xnferl) < wy (%, X), (4.1.17)

ifadesi saglanir ve bu da

V(Wi (Txn, Tx)) = P(wy(xpsr, TX)) (4.1.18)
w; (X, T (1 + wy(x, Tx))
wa (%, X), 1+ w;(xp,, %) ’
< [ | max
w; (x, Txn)(l + w; (x, Txn))
14+ wy(xy,, x)
olmasini gerektirir.

(4.1.18)’de limit alinirsa

Y(wa(x, 7)) < B0) < $(0) (4.1.19)

bulunur. Burada w;(x,Tx) < o oldugundan w;(x,Tx) = 0 sonucuna ulasilir. w

kesin modiiler metrik oldugundan Tx = x olur.

T’nin sabit noktasinin tek oldugu gosterilecektir. Bunun igin T°nin x ve y birbirinden
farkli (x # y) iki tane sabit noktasi olsun. x,y € X;, elemanlar1 T nin sabit noktasi

oldugundan Tx = x ve Ty = y olur.

21



(4.1.2) ifadesinden
0= %wl(x, Tx) < w(x,y), (4.1.20)

saglandig1 goriliir. Bu da gerektirir ki;

Y(wa(Tx, Ty)) = p(wa(x,y)) (4.1.21)
( (1139 22T 7)) )
< B | max Wty } ,
w; (y, Tx)(l +w,(y, Tx))
1+ w(x,y) /

( wa (%, ) (1 +wa () )
[ fronestizaen)

=F kmax w3, 0) (1 + w, (3, %)) )
L 1+ W)L(X,y) J

= B(maX{Wl(x, }’), 0, W)L(yﬂ .X')}) = ﬁ(WA(x, 3’))

Bu esitsizlikten P (w; (x,¥)) < B(w(x,¥)) elde edilir. Her ¢ > 0 igin (¢) > B(t)
ve her x,y € X, i¢in w;(x,y) < oo oldugundan dolay1 w;(x, y) = 0 oldugu bulunur.

Buradan da x = y elde edilir, yani T’nin sabit noktasi tektir.

Simdi de 2. tip genellestirilmis C-sartin1 saglayan dontisiimler i¢in asagidaki sabit
nokta teoremi ifade edilecektir.

Teorem 4.1.5. w; modiiler metrigi X iizerinde kesin konveks olsun. X, ’da w-tam
modiiler metrik uzay olsun. T: X;,, — X,,, diintisimii y(t) > B(t),V t > 0 olmak iizere
2. tip genellestirilmis C-sartin1 saglasin. Eger her A > 0 i¢in w;(x, Tx) < oo olacak
sekilde bir x € X, varsa T doniisiimiiniin sabit noktasi vardir. Buna ek olarak, eger her

A>0veVxy€ X, icin wy(x,y) < oo saglanirsa T’nin sabit noktas tektir.

Ispat. w;(x,, Tx,) < o olacak sekilde bir x, € X;, verilsin. Her n € N i¢in x,, =

T™x, olacak sekilde iterasyon {x,} € X,, dizisi tanimlansin.

Eger herhangi bir ny € N i¢in x,, ) = X, 41 olursa x, , T 'nin sabit noktasi olurdu. O

zaman her n€N i¢in x, # x4, olsun. Bu durumda w Kkesin oldugundan

wy (X, Xpe1) > 0 Olur.
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(4.1.3)’de x = x, ve y = x,, 41 Yazilirsa
~ w7 (2, Tn) = S W2 (o, Xna1) < Wy Oy Xn1) (4.1.22)

saglandigi goriiliir. Bu durumda

l/)(W)L(Txn; Txn+1)) = lp(w/'l(xn+1' xn+2)) (4123)
( Wy (Xn, Txn)(l + W) (xn+1: Txn+1)) ]
W/’L(x‘m x‘n+1)' )
< ,3 max 1+ W/l(xnﬂxn+1)
Wl(xn+1' Txn+1)W/1 (xn; Txn) w) (xn+1' Txn+1)W/'l (xn+1r Txn)
1+ W)L(Txn: Txn+1) ’ 1+ Wl(xn+1: Txn) + W/l(xn' Txn+1))
( wj (xnf xn+1)(1 + W) (xn+1' xn+2)) ]
Wl(xn’ le+1)' 1 + ( ) )
< ’8 max WalXn, Xn+1
\ Wi (X1, Xn42)Wa (X, X g1) Wi (X1, Xn+2)Wa (Xt 1, Xn41) /
1+ Wl(xn+1fxn+2) , 1+ Wl(xn+1' xn+1) + W)l(xn: xn+2)}

olur. (4.1.23)’teki ifade diizenlenirse

Wi (Xn Xng1),
1/)(W)l(xn+1txn+2)) =< B max wl(xn,xnﬂ)(1+w1(xn+1,xn+2)) (4-1-24)

14wy (XnXn+1)

elde edilir. Burada Teorem 4.1.4°teki (4.1.6) ile (4.1.8) arasindaki bilgilerden yola
cikarak W (Xp41, Xnt2) < wi(xp, Xn41) elde edilir. wy (x,,, x,41) = 0 alttan sinirli ve
artmayan bir dizi oldugu igin limiti vardir. Bu limit ¢ ile gosterilmek {tizere

lim w; (x,, Xp41) =€ = 0 yazilabilir. (4.1.24)’te her iki taraftan limit alinirsa
n—->oo

Y(£) < B(#) elde edilir. Her t > 0 i¢in ¥(t) > L(t) oldugundan bu bir geligkidir.

Bu yiizden lim w,(x,, x,4+1) = 0 olur.
n—-oo

{x,} € X;, dizisinin w-Cauchy oldugu gosterilecektir. Tersine, {x,,} dizisi w-Cauchy

olmadigi kabul edilsin. Bu durumda herhangi bir € > 0 ve n;, > m;, > k olmak iizere

{xn} dizisinin iki altdizisi {x,, } V& {x;,, } bulunabilir dyle ki her A > 0 i¢in
w,l(xmk,xnk) > &, w,'l(xmk,xnk_l) <e¢ (4.1.25)

saglanir. Buradan

& < Wy (Xmyr Xy ) (4.1.26)
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< WZﬂ(xmk’ xmk+1) + Wl(xmk+1) lek+1) + Wﬂ.(xnk+ll xnk)
yazilabilir. (4.1.26)’da her iki taraftan limit alinirsa lim Wl(xmkﬂ,xnkﬂ) > ¢ elde
n—oo

edilir. Diger yandan

Wl(xmk,xnk) < w%(xmk,xnk_l) + W%(xnk_l,xnk) (4.1.27)
yazilabilir. (4.1.27)’de limit alinirsa Tlll_)Tzlo W;L(xmk,xnk) < ¢ bulunur.
(4.1.3)’te x = xp, V&Y = Xpp, Yazilsin.

%Wl(xnk, Txnk) = %Wl(xnk,xnkﬂ) < Wl(xnk,xmk) (4.1.28)

ifadesi saglanir. Bu da

P (WA(Txnk, Txmk)) =) (w,l(xnkﬂ,xmkﬂ)) (4.1.29)

W,‘L(xnk, Txnk) (1 + WA(xmk, Txmk)) \
1+ Wl(xnk, xmk) ’

Wi (xmk’ Txmk)wl (xnk' Txnk) L (xmk’ Txmk)wﬂ (xmk’ Txnk) |

L 1+ W,‘L(Txnk, Txmk) "1+ Wl(xmk, xn+1) + W,l(xnk, Txmk)J

/ Wl(xnk; xmk )
< f | max

esitsizligini gerektirir. (4.1.29)’un her iki tarafinda k — oo iken limit alinirsa
P(e) < limy (wWa(T e Txm,) ) < B(max(e,0,0,0) < f(e)  (4.1.30)

olup Y (&) < B(e) bulunur. Bu da bir geliski oldugundan bastaki kabul yanlistir, yani
{x,} € X,, dizisi w-Cauchy olur. X}, uzayr w-tam oldugundan {x,,} dizisi bu uzayda

w-yakinsaktir. x € X, olmak iizere lim w;(x,,x) = 0 elde edilir. w modiiler metrigi
n—oo

kesin oldugundan bu limit tektir.

Bu limit noktast x’in Tx = x esitligini sagladigini, yani T nin sabit noktas1 oldugu

gosterilecektir. Bu amagla (4.1.3)’de x yerine x = x,, ve y yerine y = x yazilirsa

1 1

2 W/l(xm Txn) = 2 Wi (xn' xn+1) = W/l(xn' x) (4-1-31)
ifadesi saglanir. Buradan

Y(Wa(Txn, Tx)) = P(wy(xnsq, TX)) (4.1.32)
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w; (%, Txn) (1 4+ wy(x, Tx))
14+ wy(xy,, x)
wy (x, Tx,)wy (%, Tx) wy (x, Tx)wy (x, Tx,,)
14+ wy(Tx,,Tx) "1+ wy(x,Tx,) + wy(x,, Tx)

W)L(xn) x)l

)

< [ | max

yazilir. (4.1.32)’de limit alinirsa

Y(wa(x,Tx)) < B(0) < (0) (4.1.33)

bulunur. Burada w;(x,Tx) < o oldugundan w;(x,Tx) = 0 sonucuna ulasilir. w

modiiler metrigi kesin oldugundan Tx = x elde edilir.

T’nin sabit noktasmin tek oldugu gosterilecektir. x # y olmak tlizere x,y € X,
elemanlar1 T nin birbirinden farkli iki sabit noktasi oldugu kabul edilsin. Bu durumda

Tx = x ve Ty = y saglanir.
(4.1.3)’den

0= %W;L(x, Tx) < wy(x,y) (4.1.34)
saglandig1 gorliir. Buradan

P(wa(Tx, Ty)) = P(walx, »)) (4.1.35)

wy (x, TX) (1 + wy (v, Ty))
Wi (X, y);
1+ wy(x,y)
w7, Ty)wa(x, Tx)  wi(y, Ty)wa(y, Tx)
14+wy(Tx, Ty) "1+ wy(y,Tx) + wy(x, Ty)

)

< B | max

wy (%, ) (1 +wi (3, )
1+wy(x,y)
wi(, yIwp(x,x)  wa(y, y)wa(y, x)
1+wi(x, ) "1+ w(,x) + walx,y)

W)L(X, J’):

)

< B | max

< ﬁ(max{w,l(x, )’)» 0,0,0}) = ﬁ(wl(x' }’))
yazilir. Bu esitsizlikten lp(w,l(x, y)) < ﬁ(WA (x, y)) elde edilir. Her t > 0 i¢in Y (t) >
B(t) oldugundan lp(w,l(x, y)) < ,B(WA(x, y)) < w(w,l(x, y)) olur. Her x,y € X,

icin w; (x,y) < oo oldugundan dolay1 w;(x,y) = 0 oldugu bulunur. Buradan da x =

y elde edilir, yani T’nin sabit noktas1 tektir.

Metrik olmayan bir modiiler metrik 6rnegi verilerek bulunan sonuglar1 pekistirmek
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Ornek 4.1.6. X = [—1,1] iizerinde tamimli bir Tx = —x déniisiimii verilsin. Burada
modiiler metrik uzayi olarak X;;, = {x € X: 31 = A(x) > 0, wy(x,x,) < oo} verilsin.
Ayrica, metrik olmayan w; (x,y) = e *|x — y| + |x| + |y| kesin ve konveks modiiler

metrigi verilsin. Burada T: X;;, = X,, bir doniisiim oldugu goriilmektedir.

Oncelikle T’nin Y(t) > B(t),V t > 0 olmak iizere 1. tip genellestirilmis C-sartim

sagladigi gosterilecektir. Her A > 0 igin
%Wl(x, Tx) = %wl(x, —X) (4.1.36)
=~ (elx = (=) + x| + |—x])
= e x| + |x|
<eHx—y+yl+lx|

<e Mx—yl+ x|+ |yl = wilx,y)

elde edilir. (4.1.2) sartinin ikinci kismindaki ifadeler ayri ayri hesaplanacaktir.

w; (Tx, Ty) ifadesi
wa(Tx, Ty) = wa(=x,—y) = e |—x + y| + |-x| + |-y| (4.1.37)
=ex—yl+ x|+ Iyl
seklinde yazilir. Burada A > 0 i¢in e™* < 1 ve x,y € [—1,1] oldugu kullanilirsa
wi(Tx, Ty) < |x —y|+ |x| + |yl < 2(|x| + |y]) < 4 (4.1.38)
elde edilir.

(4.1.2)’nin ikinci kismindaki diger ifade de

wy(x, Tx)(l +wy(y, Ty))

max waley) 1+w(x,y) ’
Wl(yth)(l + Wl(lex))
1+w(x,y)

2(e™ x| + [xD(1 + 2(e Ayl + yD)
T+eHMx—yl+ x|+ [yl
(e Mx—yl+ Iyl + IxD(1 + e~ Hx =yl + |yl + |x])
1+e x—yl+ x|+ |yl

e~ x =yl + |x| + |y,

)

= max

bi¢ciminde yazilabilir.
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BuradaA > Oi¢cine ™ < 1vel+ e *x —y|+ |x| + |y| > 1 oldugu kullanilirsa

wi(x, TxX)(1+wy(y,Ty))

T A T B
W)l(y ,TX)(l + W)l(y ITx))
1+w(x,y)

- max{ 2(1x[ + |yD, 4lx[(1 + 4lyD), }
- 2(1x] + lyD(L + 2(x] + lyD) )’

bulunup x,y € [-1,1] igin

, Tx)(1 , T
(@@yl”“lﬁazﬁg ) )
max 2y } <20
W;L(y,Tx)(l +Wl(y,Tx))
1+wy(x,y)

elde edilir.

vVt > 0iginy(t) > L(t) olacak sekilde Y (t) =t ve B(t) = % fonksiyonlar1 verilsin.

Burada y(t) e ¥ ve pB(t) fonksiyonunun [0,00) araliginda siirekli oldugu
goriilmektedir. Boylece (4) = 4 < (20) = 10 elde edilir. Dolyisiyla T’nin 1. tip

genellestirilmis C-sartin1 sagladig1 goriilmektedir.

Eger wy(xo, Tx, ) < oo olacak sekilde bir x, € X;; var oldugunu gésterilirse T’nin en

az bir sabit noktasinin var oldugunu garanti edilir.
Her 0 € [—1,1] igin

w; (%0, Txo) = w;(0,0) = e |0+ 0| +]0] + 0] =0 < o0 (4.1.39)
olup T’nin en az bir sabit noktas1 vardir.
Sabit noktanin tekligi i¢in de her x, y € X, i¢in w;(x,y ) < oo oldugu gosterilmelidir.
Gergekten, her x,y € X, icin

wa(x,y) = e Mx—yl+ x| + 1yl =2(lx| + [yl S 4 < (4.1.40)
elde edilir.

Boylece, Teorem 4.1.4’teki biitiin sartlar saglanmis olur. Dolayisiyla, 7°nin bir tek

sabit noktas1 vardir, o da x = 0 dur.

27



4.2, Sinirh Genellestirilmis ¢-Varyasyonlari icin Modiiler Metrik Uzaylar:

Bu kisimda bir sonraki boliimde ele alinacak anti-periyodik siir deger ve baslangic
deger problemlerin galisilacagi modiiler metrik uzaylar tanimlanacaktir. Chistyakov
tarafindan ele alinan 6rneklerden yola ¢ikilarak bu uzaylarin yapist olusturulacaktir.

4.2.1. Anti-periyodik sinir deger problemi icin modiiler metrik uzay yapisi

Bir sonraki boliimde uygulama olarak ele alinacak ilk problem Vt € [0, L] olmak tizere

{u’(t) = f(t,u®)), (4.2.1.1)
u(0) = —u(L), o

seklinde tamimlanan birinci mertebeden lineer olmayan anti-periyodik sinir deger
problemi olacaktir. Bu kisimda bu problem ig¢in modiiler metrik uzay yapisi

olusturalacaktir.

Oncelikle ¢: Rt —» R* fonksiyonu ¢(x) = 0 olmas1 igin x = 0 gerek ve yeter sartin

saglayan siirekli, konveks, azalmayan ve sinirli olmayan bir fonksiyon olsun.

L > 0 olmak iizere [0, L] kapali araliginda tanimli reel degerli fonksiyonlar kiimesi X

ile gosterilsin. Bu durumda
X:={ulu:[0,L] » R}, (4.2.1.2)
seklinde gosterilebilir.

Her A > 0 veu,v € X igin w: (0,0) x X x X — [0, o] modiiler metrigi

[[u(E)+v(ti—)]-[ulti—1)+v(E)]l
wy(w, v) = sup X, go( A(lti_ti 3 L )(ti —ti1) (4.2.13)
o _

seklinde tanimlansin. Burada supremum [0, L] araligimin biitiin pargalart ¢ = {t;}i=,
tizerinde alinmistir. Diger bir deyisle, 0 = t, < t; < --- < t,, = L saglanmaktadir.

Burada w; (u, v) modiiler metrigi X {izerinde sozde konveks modiilerdir [49].
uy(t) = uy € X olmak iizere agasidaki modiiler metrik uzayi
Xo=X(ug) ={ueX:31=21w) >0, wy(u,uy) < oo} (4.2.1.4)

verilsin. Bu uzay ayni zamanda GV, ([0,L]) ile de gosterilmektedir ve sinirh

genellestirilmis ¢-varyasyon doniisiimlerinin uzayi olarak da adlandirilmaktadir [38].
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Bu durumda u € X;, = GV,,([0, L]) i¢in gerek ve yeter sart u: [0, L] = R olmak iizere

[ut)—uti—q1)|
wa(at ) = sup Tl @ (TS (i~ i) <0 (42.15)
o L -

saglayacak sekilde oyle bir A = A(u) > 0 var olmasidir. Burada w; (u, uy)’1n u,’dan

bagimsiz oldugu goriilmektedir.

[0, L] kapal1 araliginda taniml1 anti-periyodik reel degerli fonksiyonlarin kiimesi
X:={ulu:[0,L] » R, u(0) = —u(L)} c X. (4.2.1.6)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (4.2.1.3)’te tanimlanan w; (u, v) modiiler metrigi X

tizerinde konveks s6zde modiiler metriktir [32, 34].

Onerme 4.2.1.1. (4.2.1.3)’te tammlanan w; (u, v) modiiler metrigi X iizerinde kesin

konvekstir.

Ispat. Bunun ispatlamak icin w;(u, v) = 0 oldugunda V u,v € X ve t € [0, L] igin
u(t) = v(t) oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi t # s olmak iizere s,t € [0, L]

i¢in

o (l[u(t)+v(;)(]t—_[;(s)+v(t)]|) It —s| < wy(wv) (4.2.1.7)

oldugu agiktir.

@’nin tersi var oldugundan (4.2.1.7)’den

[ut) + v(s) — u(s) — v(t)| < A|t — s|o~1 (M) (4.2.1.8)

|t—s|

yazilabilir. Burada (4.2.1.8) de w;(u,v) = 0 oldugu ve ¢ fonksiyonun 6zelliklerini

kullanilirsa
lu(®) + v(s) —u(s) —v()| <At —s|le~1(0) =0 (4.2.1.9)
elde edilir. Buradan da
u(t) —v(t) = u(s) —v(s) (4.2.1.10)
bulunur. (4.2.1.10)’daki denklemde sirasiyla s = 0 ve s = L yazilirsa
u(t) —v(t) = u(0) — v(0), (4.2.1.11)

u(t) —v(t) =u(l) —v(L)
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denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde anti-periyodik kosullar olan u(0) = —u(L)
ve v(0) = —v(L) yerlerine yazilirsa her t € [0, L] i¢in u(t) — v(t) = 0 olup ispat

tamamlanir.
Simdi X;, = GV, ([0, L]) olmak iizere

Xo=KnX={uex,

u:[0,L] » R, u(0) = —u(L)} (4.2.1.12)
kiimesi tanimlansin.
Onerme 4.2.1.2. (4.2.1.12)’de tanimlanan

Xp={ueX:32=2) >0, wy(u,up) < »} (4.2.1.13)
modiiler metrik uzay1r w-tamdir.

Ispat. Bunu gostermek icin X, iizerinde alinan herhangi bir w-Cauhcy dizisinin
yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. O zaman {u,} € X,, bir w-Cauhcy dizisi

olsun. Bu durumda bazi 2 = A(u,,) > 0 igin n,m — 00 iken w; (tty, Up) = 0 dir.
vn,m e Nve t € [0,L] igin

2[un(8) — um (O] = 12[uy (8) — um (©)] — un(0) + u (0) — up (L) + up (L)
< [un () + upr (0)] = [un (0) + wup (O] + [[un (8) + um (L)] — [un (L) + un (8]l

< 2lt = Olg~t (R2md) 4 2|1, — gl (Hpte)

yazilabilir. Burada n, m — oo igin limit alinirsa  lim  |u,,(t) — w,,(t)| = 0 bulunur.
n,m-co

R reel sayilar kiimesi tam oldugundan {u,} dizisi u:[0,L] = R ve u(0) = —u(L)

olacak sekilde bir elemana yakinsar. Diger bir deyisle, Tlll_r>r010 |u, (t) —u(t)| = 0 olur.
Geriye Al_r){)lo wi (U, (), u(t)) =0 oldugunu gostermek kalir. w; alt yari siirekli
oldugundan vn € N i¢in w, (u,, u) < lmgf w; (Up, Uyy,) yazilir.
{u,,} w-Cauhcy oldugundan asagidaki ifade yazilabilir:

Ve > 0,3N(e) € N oylekiVn,m = N(e) = wy(u,, up) < €. (4.2.1.14)
Buradan vn = N(¢) i¢in limsup wy(up, uy,) < sup wi (U, uy) < € yazilabilir.

m—oo m=N(e

Sonug olarak her bir € > 0, IN(¢) € N dyle ki
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w;i (U, w) < liminfw, (uy,, u,y,) < limsup wy (U, uy,) < € (4.2.1.15)
m-—0o

m—oo

bulunur. Bu da {u,,} dizisinin X}, lizerinde w-yakinsak oldugunu gosterir. X,, uzayi da

modiiler yakinsaklik altinda kapali oldugundan u,, = u olacak sekilde bir u € X,
w
vardir. Sonug olarak X}, uzayin w-tam oldugu elde edilir.

¢ fonksiyonu, ek olarak y — o iken % — oo geklinde tanimlanan sonsuzlukta

Orlicz sartiz1 da saglarsa w;(u,0) seklindeki modiiler metrige u:[0,L] » R
fonksiyonunun ¢-varyasyonu denir. Bunun yaninda w;(u,0) <o ise u

fonksiyonunun [0, L] araliginda sinirl ¢-varyasyonu vardir, denir ve

wi(u,v) =wy(u—v,0) =w, (%, 0) (4.2.1.16)

seklinde gosterilir.
Xuw = GV, ([0, L]) uzaymndaki u: [0, L] = R seklindeki fonksiyonlar igin

u € GV, ([0, L]) (4.2.1.17)

& bazi 1= A(u) > 0igin wy(u,0) = wy GO) <

& u€ AC[0,L],u € L0, L] ve w;(u,0) = [ ¢ ('”—f)') dt < oo

ifadeleri gegerlidir [34]. Burada AC[O0, L] ile [0, L] araliginda tanimli tim reel degerli

mutlak siirekli fonksiyonlarm uzay1 temsil edilirken L[0, L] ifadesi ile de [0, L]

araliginda Lebesque integrallenebilir fonksiyonlarin uzay: gosterilmektedir.

4.2.2. Baslangi¢ deger problemi i¢in modiiler metrik uzay yapisi

Uygulama boliimiinde incelenecek ikinci problem Vt € [0, L] olmak tizere

{u’(t) = f(t,u(®) (4.2.2.1)
‘- 2.2,

seklinde tanimlanan birinci mertebeden lineer olmayan homojen baslangic deger
problemidir. Burada (4.2.1.1)’de verilen problem i¢in modiiler metrik uzay yapisi

olusturulacaktir.

Kisim (4.2.1) sayfa (28-29)’daki (4.2.1.1)-(4.2.1.5) arasindaki ifadeler ayni1 olarak

alinacaktir.
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[0, L] kapali araliginda tanimli baslangi¢c degeri sifir olan reel degerli fonksiyonlarin

kiimesi
X:={ulw[0,L] >R, u(0) =0} c X (4.2.2.2)
seklinde tanimlansin.

Onerme 4.2.2.1. (4.2.1.3)’de tanimlanan w; (u, v) modiiler metrigi X iizerinde kesin

konvekstir.

Ispat. Bunun ispatlamak i¢in wy(u,v) = 0 = u(t) = v(t),Yu,v € X ve t € [0, L]

oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi t # s olmak iizere s,t € [0, L] i¢in

0 (l[u(t)+v(;)(]t—_[:)(s)+v(t)]I) It —s| < wy(u,v) (4.2.2.3)

oldugu aciktir.

@’ nin tersi var oldugundan (4.2.2.3) den

lut) + v(s) — u(s) — v(t)| < Alt — s|o~1 (M) (4.2.2.4)

[t—s|

yazilabilir. Burada (4.2.2.4)’te w;(u,v) = 0 yazilsin. ¢ fonksiyonun ozellikleri

kullanilarak
lu(t) + v(s) —u(s) —v(t)| < Alt —s|le~1(0) =0 (4.2.2.5)
elde edilir. Buradan da
u(t) —v(t) = u(s) —v(s) (4.2.2.6)
bulunur. (4.2.2.6)’daki denklemde s = 0 yazilirsa
u(t) —v(t) = u(0) —v(0) (4.2.2.7)

esitligi elde edilir. Burada baslangi¢ kosullar1 olan u(0) = 0 ve v(0) = 0 yerlerine
yazilirsa her t € [0, L] i¢in u(t) = v(t) elde edilip ispat biter.

X = GV, ([0, L]) olmak iizere

X, =X:nX={uelX;

u:[0,L] » R, u(0) =0} (4.2.2.8)
kiimesi tanimlansin.

Onerme 4.2.2.2. (4.2.2.8)’de tanimlanan
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Xp={ueX:32=2w) >0, wy(u,uy) < o} (4.2.2.9)
modiiler metrik uzay1r w-tamdir.

Ispat. Bunu gostermek icin X;, iizerinde alinan herhangi bir w-Cauhcy dizisinin
yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. O zaman {u,} c X, bir w-Cauhcy dizisi

olsun. Bu durumda baz1 A = A(u,) > 0 i¢in n,m — o iken w; (u,, u,,) — 0 olur.
vn,m e Nvet € [0,L] icin
|un (£) — up ()| = lup (t) — up(0) — up, (1) + uyy, (0)] (4.2.2.10)
< [[un(®) + um (0)] = [un (0) + up (D]

_1 (Walug, um)
<At-0]p | =———
yazilabilir. Burada n, m — oo igin limit alinirsa  lim  |u,,(t) — u,,(t)| = 0 bulunur.

n,m—oo

R reel sayilar kiimesi tam oldugundan {u,} dizisi u:[0,L] - R, u(0) = 0 olacak

sekilde bir elemana yakisar. Diger bir deyisle, lim |u,(t) — u(t)| = 0 saglanir.
n—-oo
Geriye lim w;y(u,(t),u(t)) = 0 oldugunu goéstermek kalir. w; alt yart siirekli
n—oo

oldugundan Vn € N i¢in w; (u,, u) < liminfw, (u,, u,,) yazilabilir.
m—oo

Simdi {u, } w-Cauhcy oldugundan asagidaki ifade yazilabilir:
Ve > 0,3IN(¢e) € N dyle ki Vn,m = N(e) = wy(uy, uy) < €. (4.2.2.11)

Buradan vn = N(¢) i¢in limsupw;(u,, upy) < sup wy(uy, uy,) < € yazilabilir.
m-oo m=N(g)

Sonug olarak her bir € > 0, IN(¢) € N oyle ki

wy (U, u) < liminfw; (u,, uy,) < limsup wy (u,, u,) < € (4.2.2.12)
m-oo

m-—oo
bulunur. Bu da {u, } dizisinin X;, de w-yakinsak oldugunu gosterir.
X;, uzay1 da modiiler yakisaklik altinda kapal1 oldugundan u,, — u olacak sekilde bir
w
u € X;, vardir. Sonug olarak X;, uzayin w-tam oldugu sonucuna ulasilir.

Bir onceki kisimdaki sayfa (31)’deki (4.2.1.16) ile (4.2.1.17) arasindaki ifadeler bu
uzayda da gegerlidir.
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4.3. Genellestirilmis C-Sartlar i¢in Sabit Nokta Teoremlerinin Uygulamalari

Bu boliimde birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in anti-periyodik sinir
deger problemi ve baslangi¢ deger problemi ele alinacaktir. Yukaridaki boliimlerde
tanimlanan modiiler metrik uzaylarda bu problemlerin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi

incelenecektir.

Bu amagla yukarida ispatlanan sabit nokta teoremlerinde bulunan sonuglardan
faydalanilacaktir.

4.3.1. Anti-periyodik sinir deger problemi icin sabit nokta teoremi

Bu kisimda asagidaki birinci mertebeden lineer olmayan anti-periyodik deger

problemi vVt € [0, L] olmak lizere

u'(t) = f(t,u®) (4.3.1.1)
u(0) = —u(L)

ele almacaktir. Oncelikle (4.3.1.1)’de verilen ifade Vt € [0, L] olmak {izere

{u%ﬂ-ku@)=11tu00)+lﬂﬂ' (4.3.1.2)
u(0) = —u(L) o

seklinde yazilsin. (4.3.1.2)’deki problem

u(t) = fOL G(t, 9)|f(s,uls)) + u(s)]ds. (4.3.1.3)

integral denklemine denktir. Burada G(t,s) fonksiyonu Green fonksiyonu olarak
adlandirilir ve

eL+S—t
W,OSSStSL

_es—t

G(t,s) =

—,0<t<s<L
el+1

seklinde tanimlanmaktadir. u € GV, ([0, L]) olmak iizere eger u fonksiyonu (4.3.1.1)’i

veya denk olarak (4.3.1.3)’i saglarsa u fonksiyonuna (4.3.1.1)’de verilen problemin

¢Ozlimiidiir denir.

(4.3.1.1)’de verilen problemi (4.2.1.3)’te tanimlanmis modiiler metrikle donatilmig ve

(4.2.1.12)’de olusturulan w-tam modiiler metrik uzay X, tizerinde c¢aligilacaktir.
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(4.3.1.1)’de verilen problemin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi yine bu X}, uzay iizerinde

incelenecektir.

u € X,, ve t € [0, L] olmak lizere

Tu(t) = fOL G(t,9)[f(s,uls)) + u(s)]ds (4.3.1.4)

dontisiimii tanimlansin. Burada G(t,s) fonksiyonu (4.3.1.4)’te verilen ilgili Green

fonksiyonudur.

Eger u € X, fonksiyonu (4.3.1.5)’te tanimlana T doniistimiiniin bir sabit noktasi ise
(4.3.1.3)’teki integral denklemin ¢oziimii olur, ayn1 zamanda (4.3.1.1)’teki problemin

de ¢Ozlimii olmus olur.

Burada T donisiimiiniin sabit noktasinin var ve tek oldugunu gostermek

amagclanmaktadir. Oncelikle teoremde kullanilacak hipotezler verilecektir.

H1) Vu € R i¢in f(.,u) Lebesque Olgiilebilirdir ve dyle bir u* € R var ki baz1 1 =
* Lo (IfEuN)

A(fC,u)) > 0igin [ o (T) dt < oo olur.

H2) vu,v € R ve t € [0, L] igin 6yle bir M > 0 sabiti var ki |f(t,u) — f(t,v)| <

M|u — v| esitsizligi saglanir.

Onerme 4.3.1.1. Eger f(t,u) fonksiyonu (H1) ve (H2)’de verilen sartlar1 saglarsa bu
durumda T doniisiimii X;, {izerinde tamimli bir déniisimdiir, yani T:X;, - X;,

seklindedir. Ayrica, T doniisiimii i¢in (Tu)" = f(t,u) + u — Tu esitligi saglanir [34].

Teorem 4.3.1.2. u,v € X;, fonksiyonlar1 her t € [0,L] i¢in u(t) < v(t) ve
f(t,u(t)) < v'(t) esitsizlikleri saglasin. Bunun yaninda f(t,u) fonksiyonu (H1) ve
(H2)’deki sartlar saglarsa bu durumda (4.3.1.1) te tanimlanan problemin X;, {izerinde

bir tek ¢6zlimii vardir.

Ispat. Oncelikle u(t) < v(t) ve f(t,u(t)) < v'(t) oldugundan u(t) + f(t,u(t)) <
v(t) + v'(t) yazilabilir. Burada her iki taraftan [0, L] araliginda integral alinirsa

Tu(t) = [ G(t,$)[f(s,u(s)) + u(s)]ds < v(t) (4.3.1.5)

elde edilir.
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(4.1.2)) sartinin ilk kismimin saglandigi, yani %Wl(u, Tu) < wy(u,v) oldugu

gosterilecektir. Modiiler metrigin 6zelliginden

wy(u, Tu) = wy(u — Ty, 0) = f0L<p (l(u(t)_/l—m(t))’l) dt < o (4.3.1.6)
yazilir. (Tu)' = f(t,u) + u —Tu ve u’ = f(t,u) oldugundan
|(u(@®) = Tu(®)'| = W' () = Tw/(©)] = Ju — Tul (43.1.7)

elde edilir. Buradan (4.3.1.7) deki esitlik (4.3.1.6)’da yerine konulursa (4.3.1.6) ifadesi

wy(u, Tu) = fOL ) ('u_;u') dt (4.3.1.8)

esitligine indirgenir. (4.3.1.5)’te Tu(t) < v(t) bulundugundan |u — Tu| < |u — v|

olur.

Buradan yola ¢ikilarak

lu —Tu| < |lu—v| (4.3.1.9)
< |f0L G(t,s) [[f(s,u(s)) +u(s)] - [f(s,v(s)) + v(s)]] ds|

< fOLIG(t, DIF(s,uls)) +u)] = [f(s,v(s)) + v(s)]|ds
< I[f(s,u(s)) +u(s)] - [f(s,v(s)) + v(s)]| fOLIG(t, s)|ds

L_
yazilabilir. Burada | fOLlG(t, s)lds = Z L+1 < 1 oldugu ve (H2) kullanilirsa
lu —Tul| < |[f(s,u(s)) +u(s)] - [f(s, v(s)) + v(s)]| (4.3.1.10)

< |f(s,u(®) = f(s,v())| + luls) — v(s)|
< Mlu(s) — v(s)| + [u(s) —v(s)|
= (M + Dlu(s) —v(s)|
elde edilir. Burada her s € [0, L] igin [u(s) — v(s)| < [1(u(s) — v(s))’|ds oldugu

kullanilirsa

lu—Tul < (M + 1) |u(s) — v(s)] (4.3.1.11)
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L
<M+ 1)f |(u(s) = v()) | ds
0
elde edilir. | (u(t) - Tu(t))'| = |u — Tu| oldugundan (4.3.1.11)'den

|(u@®) = Tu®) | < M + 1) [ |(u(s) = v(s)) | ds (4.3.1.12)
olur. ¢ fonksiyonu monoton azalmayan oldugundan

|(u(t)-Tu(t))'| L |(u(s)-v(s))'|
o (D) < (1 + 1) [ 122D g (4.3.1.13)

yazilir. Burada k < 1 olacak sekilde L(M + 1) = g %oldugu kabul edilsin.

@ konveks ve L(M + 1) < 1 oldugundan

® (L(M+1) fL [(u(s)

()"l L |(u(s)-v(s))'|
2D ds) < LM + Do (f%d) (4.3.1.14)

bulunur. Simdi Jensen esitsizligini kullanilirsa (4.3.1.14)’ten

LM + 1) (21O g45) < (1 + 1) [ o (LX) g5 (4.3.1.15)

olup (4.3.1.13)’ten

|u(®-Tu()'| L (las)-vs)]
o (=) < (M 4 1) [ o (22D ) g (4.3.1.16)

elde edilir. (4.3.1.16) da her iki tarafinin [0, L] araliginda integrali alinirsa

L p (1@@-Tue)’| L (L ©)-v(s))’
Lo (I(u t Au(t)) I) ds<M+1D) [/ [ o (M) dsdt  (43.1.17)

olup
wi(u, Tu) < LM + Dw;(u — v,0) (4.3.1.18)
=L(M+ Dw,(u,v) < wy(u,v)
bulunur. Boylece

%Wl(u, Tu) < wy(u,v) (4.3.1.19)

esitsizligi saglanir. (4.3.1.19)’un 1. tip genellestirilmis C-sartinin ikinci kismin

gerektirdigi gosterilecektir.

wy(Tu, Tv) = wy(Tu — Tv,0) = f ) (w)d (4.3.1.20)

37



yazilir ve (Tw)' tanimi kullanilirsa

WA(TU,, Tv) — fOL (p (|f(t,u(t))+u(t)—Tu(t);f(t,v(t))—v(t)+Tv(t)|) dt (43121)

elde edilir. Burada

|Tu — Tv| = |f0L G(t,s) [[f(s,u(s)) +u(s)] — [f(s, v(s)) + v(s)]] ds| (4.3.1.22)

< f G, )I|f (s, uls)) +uls) — [f(s,v(s)) + v(s)]|ds
0

L
< |f(s,u(s)) +u(s) — [f(s,v(s)) + v(s)]|f |G(t,s)|ds
0

olur. fOLlG(t, s)|ds < 1 oldugu kullanilirsa

ITu — Tv| < |f(s,u(s)) = f(s,v())| + luls) = v(s)| (4.3.1.23)
< Mlu(s) = v(s)| + [u(s) — v(s)|

= M + Dluls) —v(s)|
bulunur. |£(t, u(t)) + u(t) — Tu(t) — f(t, v(t)) — v(t) + Tv(t)| ifadesi i¢in
I (6, u@®) +u(®) — Tu@®) — (6, v(®) —v(t) + Tv(D)| (4.3.1.24)
< |f(5,u(®) = £(s,v()] + luls) = v()| + [Tu(s) = Tv(s)]
< Mlu(s) = v(s)| + |u(s) = v($)| + (M + Dlu(s) — v(s)|
< 2(M + Dfus) — v(&)| < 2(M + 1) f; | (u(s) - v(s)) | ds

esitsizligi yazilir. Bu sonuglardan ve ¢’nin monoton azalmayan, konveks bir

fonksiyon oldugundan yararlanilarak

W/‘L(Tu, Tv) — J‘OL (p (|f(t’u(t))+u(t)_Tu(t);f(t:U(t))_v(t)'l'TU(t)|) dt (43125)

L Lu(s)-v(s)']
< fy o (2m + 1) [y gs) ar
ifadesi bulunur. Burada da Jensen esitsizligi kullanilirsa

wa(Tu, Tv) < 2(M + 1) [} fi o (L2 0) gs g (4.3.1.26)

<2(M+1) fOL wy(u, v)dt = 2L(M + D)w, (u, v)
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elde edilir. Yukaridaki L(M + 1) =

N | =

< %kabulﬁnden k=2L(M+ 1) <1olurve

(4.3.1.26)"dan
w;(Tu, Tv) < kw;(u, v) (4.3.1.27)

yazilabilir. Burada k < 1 olmak tizere (t) > B(t),V t > 0 sartin1 saglayacak sekilde
Y(t) =t ve B(t) = kt segilebilir. Dolayisiyla T doniisiimii 1. tip genellestirilmis C-
sartin1 saglamaktadir. (4.3.1.7)’den de gortldigi tizere wy (u, Tu) < oo olacak sekilde
bir u € X3, = GV,,([0, L]) vardir. Dolayisiyla T’nin en az bir sabit noktas: vardir.

T’nin sabit noktasinin tek oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in de Vu, v € X, ve 1 > 0

icin wy (u, v) < oo oldugunu gostermek yeterlidir. Vu, v € X, igin

wy(uw,v) =wy(u—v,0) (4.3.1.28)

_fL(p |(u@®) = v(®) | N
0

A
- ¢<|f(t.u)—f(t,v)l> .
0 A
esitligi bulunur. Buradan u* € R igin
|f(t! U.) - f(t' U)l = |f(t: u) - f(t'u*) - f(t; 17) + f(t'u*)l (43129)

< |f(t,u) _f(t'u*)l + |f(t,'l7) _f(t'u*)l

elde edilir. u(0) = —u(L) oldugundan u(t) =f0tu’(s)ds—u(L) yazilabilir.

Buradan

lf(t,w) — f(t,v)| < Mlu—u*|+ M|v —u”| (4.3.1.30)
t t

< Mf |u'(s)|ds + Mf |[v'(s)|ds + 2M|u* + u(L)|,
0 0

bulunur.

Her u, v € X;, oldugundan 6yle 1; = 1, (u) > 0 ve 1, = A,(v) > 0 sayilar vardir ki

wa, (,0) = [ o ('”Aﬂ) dt < oo, (4.3.1.31)
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w,@,0) = [y o (52 dt < oo

MLA, | MLA, , 1

+ +/1—=1 olur.

0 AO 0

olur. Burada Ay = MLA; + MLA, + 1 verilsin oyle ki

Buradan

o (=M f3 (s + M [[1v'()lds + 2Mlu” +u@)])  (431.32)

L (LI, ) M (1O,
< ( ) ( ) b2 +u(L)|>

yazilir. ¢ konveks oldugundan ve Jensen esitsizliginden

w,(u,v) = f ) (lf(tu)l#) dt (4.3.1.33)

MLA, (X [u'(t MLA, (L [|v'(t
p 1f(p<l ()|>dt+ Zf‘/’<| ()I>
/10 0 /11 /10 0 /12
1
/1 —oMlu* +u(l)]) =A<
0
elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.1.3’teki biitiin sartlar saglanmis olur, yani T’nin bir
tek sabit noktas1 vardir.
4.3.2. Baslangis deger problemi i¢in sabit nokta teoremi

Bu kisimda Vt € [0,1] olmak {izere birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel

denklemler i¢in
u'(t) = g(t,u(t)) (4.3.2.1)
u(0) =0

seklinde tanimlanan baglangi¢ deger problemi ele alinacaktir. (4.3.2.1)’te verilen bu

problem asagidaki

u®) = [ Y(t,$)g(t, u(®))dt (4.3.2.2)
integral denklem seklinde yazilabilir. Burada Y (¢t, s) fonksiyonu

1,0<s<t<1

Y(t,s)z{o’o siooz1 (4.3.2.3)
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seklinde tammlanmaktadir. u € GV, ([0,L]) olmak iizere eger u fonksiyonu

(4.3.2.2)’de tanimlanan integral denkleminin ¢Oziimii ise aymi sekilde (4.3.2.1)’de

verilen probleminin de ¢6ziimiidiir.

Oncelikle
Tu(t) = fol Y(t,$)g(t,u(®))dt (4.3.2.4)

doniistimii tanimlansin. u fonksiyonu T’nin sabit noktasi ise (4.3.2.2)’deki integral
denkleminin ayn1 zamanda da (4.3.2.1) probleminin ¢dziimiidiir. Simdi ana teoremde

ve onermede kullanilacak sartlar verilecektir:
K1) Vu € R i¢in g(.,u) Lebesque 6l¢iilebilirdir ve 6yle bir u* € R var ki baz1 1 =
A(g(.,u")) > 0igin foLgo (@) dt < oo,

K2) Yu,v € R ve t € [0, L] igin 6yle bir M > 0 sabiti var ki |g(t,u) — g(t,v)| <

M|u — v| esitsizligi saglanir.

Oncelikli amag (4.3.2.4)’te tammlanan T doniisiimiin T: X}, — X;, seklinde taniml

oldugunu gostermektir.

Onerme 4.3.2.1. Eger g(t,u(t)) fonksiyonu (K1) ve (K2) sartlarini saglarsa T

doniisiimii X, lizerinde tanimli bir doniisiimdiir, yani T: X, — X;, seklindedir.

Ispat. Oncelikle herhangi bir u € X;, verilsin. Tu € X;, oldugu gosterilecektir. X;, =

X, n X oldugundan Tu € X;, ve Tu € X oldugu gosterilecektir.

u € X}, oldugundan u € X dir, yani u(0) = 0 olur. Tu(t) déniisiimiiniin (4.3.2.4) teki

ifadesinden

Tu(t) = [, Y(t,9)g(t u®)dt = [, g(t, u(®))dt (4.3.2.5)

olup burada t = 0 yazilirsa Tu(0) = 0 olur, yani Tu € X elde edilir. Dolayisiyla Tu €

X oldugunu gostermek yeterlidir.
lg(t, W] =gt w) — gt u) + g(t,u)l (4.3.2.6)
<lgtw) — gt u)+1f (¢ u)l

< Mlu—u*| + |f(t,u")|
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bulunur. u(0) = 0 oldugundan u(t) = fot u'(t)dt yazilir. Bu esitlik kullanilarak
(4.3.2.6)’dan

g Wl < M [ ' @©lde + | + £t u)] (4.3.2.7)

elde edilir. Simdi u € X}, oldugundan u € X}, olur. Bundan dolay1 &yle bir 13 =
Az(u) > 0 vardir 6yle ki

wa,(,0) = [l ¢ ('“ “)') dt < o (4.3.2.8)

saglanir. Ayn1 zamanda (H1)’den dolay1 A, = A, (u*) > 0 igin

1 |f (")
Jy o (L) de < 0 (43.2.9)
olur. IV;AB + ;11_4 + ,% = 1 olacak sekilde As = M5 + 1, + 1 verilsin. ¢’nin konvekslik
5 5 5
ozelliginden
(tw) MAs ct|u'(s) A IF(Eu®) .
o (Iglsu ) < g (2 4y o /(s |d 4Rl vl L 5 — M| ) (4.3.2.10)

MA tu'(s)] |f(tu”)l
8 (00 2 (£2) 2 ey

yazilir. (4.3.2.10)’nun her iki tarafinin [0,1] araliginda integrali alinip Jensen

esitsizligi kullanilirsa

fo o (2 ar <222 7y (1 Mas+2 7o (L) a5 @43210)

5

+oM[u]) =B < oo

elde edilir.

Tekrar Jensen esitsizliginden faydalanilarak

o (xLlgwlde) < [ o (L) de < B (4.3.2.12)

bulunur. Buradan da ¢’nin tersi var oldugu kullanilarak

[Hg(twldt < A5~ (B) < oo (4.3.2.13)
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elde edilir. Buradan (Tw)'(t) = g(t,u) € L*[0,1] olur. Bunun yaninda (4.3.2.5)’ten
Tu(t) = [, g(t,wdt oldugundan Tu(t) € AC[0,1] oldugu goriilir. Son olarak

w;(Tu, 0) < oo oldugunu gostermek yeterlidir. (4.2.1.17)’den

wa(Tw,0) = [ (19 90) gy (4.3.2.14)

yazilabilir. (4.3.2.12)den g (¢, u) igin [, @ (@) dt < o olacak sekilde bir 15 > 0
5

vardir. (4.3.2.14)’te (Tu)'(t) = g(t, u) oldugu kullanilirsa

wa(Tw,0) = [} ¢ (252 dt < oo (4.3.2.15)

saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla Tu(t) € X;, elde edilir. Sonug olarak Tu € X ve
Tu(t) € X}, ise Tu € X;, olup T: X}, — X;, olur.
Simdi bu boliimdeki ana teoremin ifadesi verilip ispat1 yapilacaktir.

Teorem 4.3.2.2. T:X;, —» X;, doniisimii (4.3.2.4)’teki gibi verilsin. Eger g(t,u)
fonksiyonu (K1) ve (K2)’deki sartlar1 saglarsa bu durumda (4.3.2.1)’te verilen
problemin X;, iizerinde bir tek ¢oziimii vardir.

Ispat. Oncelikle T’nin 2. tip genlestirilmis C-sartin1 sagladig1 gosterilecektir. Bunun

icin de ilk is u, v € X}, icin %Wl (u, Tu) < w,(u, v) oldugunu gostermektir.

wy(u, Tu) = wy(u — Tu,0) = fol 7 (m) dt (4.3.2.16)
_ J ’ <|u'(t) - (Tu)'(t)|>dt
0 A

oldugundan 0 = %Wl (u, Tu) < wy(u, v) saglanir.

wa(Tu, Tv) = wy(Tu = Tv,0) = f} g (L2200 gy (4.3.2.17)

v gt u@®) - g(t,v(t))|>
< fo <p< 7 dt

1 Mlu(t)-v(t)|
< Jyo ()t
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1 1)) -v(0)]
<, <p(MfO %dt) dt

bulunur.

M < 1 olarak verilsin. ¢ konveks oldugundan ¢ (Mx) < M@ (x) yazilabilir. Bundan
dolay1

wa(Tu, Tv) < M [ o foll(u(t);ﬂdt) dt (4.3.2.18)

yazilip Jensen esitsizligi kullanilirsa
wa (T, Tv) < M f o (220 ar < Mwy (u,v) (4.3.2.19)

elde edilir. Burada y(x) ve [(x) fonksiyonlar1 Vx > 0 i¢in (x) > B(x) sarti
saglanacak sekilde ¥ (x) = x ve f(x) = Mx olarak tanimlansin. Bu durumda T

dontisiimii 2. tip genlestirilmis C-sartin1 saglar.

Simdi ¢6ziim varligi ve tekligi icin gerekli sartlarin saglanip saglanmadigi
arastiralacaktir. (4.3.2.16)’dan 0 = w,(u, Tu) < oo olacak sekilde bir u € X;, var

oldugu goriiliir. Bu da ¢6ziimiin varligini garanti eder.

vu, v € X}, i¢in wy (u, v) < oo saglandigr gosterilecektir. u, v € X;, oldugundan

wi, (w,0) = [l g (%) dt < o, (4.3.2.20)
wy, (v,0) = fol ) (Iv;g) dt < oo,

olacak sekilde A = A¢(u) > 0 ve 1, = A,(u) > 0 sayilar1 vardir. Ayrlcai—6 + % =1
8 8

esitligi saglanacak bicimde Ag = A4 + 4, > 0 sayis1 tanimlansin.

@’nin konvekslik ozelligi ve [(u — v)'(t)| < [u' ()] + |v'(t)] esitsizligi kullanilirsa

1 (u-v)(0)l 1 (A W' ()] |, 27 (9]
fo‘P(—As )dss f0<p(ﬁ 2 )ds (4.3.2.21)

Ae 1) A7 1"
SZ"D(fo A6 ds)+Zq)(f0 A7 ds)
=(C < o0

bulunup
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wy(u,v) =wy(u—v,0) = f01<p (l(u+;'(t)l) ds < o (4.3.2.22)

elde edilir. Boylelikle (4.3.2.1)’de verilen problemin bir tek ¢oziimiiniin oldugunu

sonucuna ulagilir.
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5. KISMi SIRALI MODULER METRIK UZAYLARDA GENELLESTIRILMIS
C-SARTLARINI SAGLAYAN DONUSUMLER iCiN SABIT NOKTA
TEOREMLERI VE UYGULAMALARI

Bu boliimde kismi sirali modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ele
alinacaktir. < siralama baglantis1 ve X, da modiiler metrik uzay1 gostermek lizere
(X, <) ikilisine veya (X, w, <) tgliisiine kismi sirali modiiler metrik uzay denir.
(4.1.2) ve (4.1.3) te ifade edilen 1. tip ve 2. tip genellestirilmis C-sartlarin1 saglayan
dontistimler igin (X;,w,<) kismi sirali modiiler metrik uzayinda sabit nokta
teoremleri verilecektir. Bunun yaninda bazi 6zel 6rnekler verilerek bu teoremlerden
elde edilen sonuglar pekistirilecektir. Son olarak bu béliimde ispatlanan teoremler
kullanilarak ele almman bir integral denklemin c¢éziimiinin varhigr ve tekligi

gosterilecektir.

5.1. Kismi Sirali Modiiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sartlar: ve Sabit
Nokta Teoremleri

Bu kisimda 1. tip ve 2. tip genellestirilmis C-sartlar1 i¢in (X, w, <) kismi sirali
modiiler metrik uzayinda sabit nokta teoremleri verilecektir. Ayrica bazi 6rneklerle bu

sonuglar pekistirilecektir.

Tamm 5.1.1. < siralama baglantis1 olmak {izere herhangi x,y € X i¢in x < y veya

Yy < x ise x ve y karsilagtirilabilirdir denir.
Simdi bu bdliimdeki ana teoremin ifadesi verilip ispat1 yapilacaktir.

Teorem 5.1.2. w, X {izerinde tanimli kesin modiiler metrik olsun. (X;,, w, <) uzay1 da
kismi sirali w-tam modiiler metrik uzay olsun. T: X}, = X,, doniisiimii V t > 0 i¢in
Y(t) > B(t) olacak sekilde 1. tip genellestirilmis C-sartin1 saglasin. Herhangi x,y €
X,, i¢cin x ve y ile karsilastirilabilir bir z € X;;, var olsun. Ayrica x, < Tx, olacak

sekilde herhangi bir x, € X elemani var ise T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat. x, < Tx, olacak sekilde herhangi bir x, € X verilsin. {x,,} € X;, ve Yn € N

olmak tizere x,, = T™x, iterasyon dizisini tanimlansin.



Eger herhangi bir n € N igin x,, = x,,,;esitligi saglanirsa x,,, T’nin sabit noktas1 olur.
O yiizden Vn € Nigin x,, # x,41 Olsun. x, < Tx, = x; ve T azalamayan oldugundan

Xg S - X xp, elde edilir.

Sabit noktanin varligi Teorem 4.1.4 (veya Teorem 4.1.5)’teki yol takip edilerek elde
edilir. Benzer sekilde {x,} dizisinin X, iizerinde T’nin sabit noktasina yakinsadigi

elde edilir, yani {x,} - x € X, i¢in Tx = x saglanir.

Burada sabit noktanin tekliginin ispati farklilik gosterecektir. Kabul edilsin ki x # y
olmak tizere x,y € X,,, T nin birbirinden farkli iki sabit noktast olsun. Burada x ve y

noktalarinin karsilastirilabilir olmasi ve olmamasi seklinde iki durum vardir.

Ik olarak, x ve y karsilastirilabilir olsun. Genellemeyi bozmayacak sekilde x < y

verilsin.

(4.1.2)’den
0= %wl(x, Tx) = %WA(X, x) < w(x,y) (5.1.1)

saglanir. Bu durumda

Y(wa(Tx, Ty)) = p(wax, y)) (5.1.2)
wy (x, Tx)(l + w; (y, Ty))
< B | max e 1+ w;(x,7) ’
- w (v, Tx)(1 + wy (3, Tx))
1+ w(x,y)
wi (6, ) (1 + wa(y,9))
< B | max W) 1+ w;(x,y) ’
B W/l(ylx)(l +Wl(y'x))
1+w(x,y)

< ﬂ(max{wl(x, y)» 0, WA(J’» X)}) = IB(WA(XI 3’))

saglanir. Bu esitsizlikten ¥(w;(x,y)) < B(wa(x,y)) elde edilir. Her t> 0 icin
Y(t) > B(t) ve her x,y € X, igin wy(x,y) < o oldugundan dolay1 w,;(x,y) = 0

oldugu bulunur. w; kesin modiiler metrik oldugundan x = y elde edilir.

Diger durum ise x ve y karsilastirilabilir olmamasi durumudur. x ve y karsilastirilabilir
degilse teoremin hipotezinden x Ve y ile karsilastirilabilir bir z € X, vardir, yani x <

z Ve y < z saglanir.
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vneN icin z, =2z ve z,,, =Tz, olmak lizere {z,} dizisini tanimlansin. T
azalmayan ve x <z oldugundan x =Tx <Tz=2, Tz, =2 .. Tzp_1 =2,

olup x < z, elde edilir.

Eger herhangi bir Ny € Nicinx = zy ise x = Tx < Tzy, = zy, olupher N = N i¢in

x = TNz = zy bulunur. Buradan {z,} - x olur. Aym zamanda Al]im wi(x,z,) =0
—00
yazilir.

Her n € N igin x # z, olsun. Bu durumda vn € N i¢in
0= %Wl(x, Tx) < wy(x, z,) (5.1.3)

saglanir. Buradan

Y(wa(Tx, T2,)) = Yp(Wa(x, zns1)) (5.14)

( W)L(xf Tx)(]- + W/l(Zn'Zn+1)) )
/ J walx.zn), 14 wy(x, z,) L\

< B | max w3 (Zn, TX) (1 + wy(zy, Tx)) )
L 14+ wy(x, z,)

( Wl(x: x)(]- + W/l(Zn'Zn+1)) )

<p /max a2 L+ wa(x,zp) \

- k w; (zn, ) (1 4+ wy (2, X)) )
1+ WA(X, Zn)

= ﬁ(maX{Wl (x, Zn): 0, W)L(yl Zn)}) = ﬁ(Wl (x, Zn))

yazilip  Yp(wy(x, 2u41)) < B(wa(x, z,)) < (wy(x, z,)) elde edilir. 1 azalmayan
oldugundan w;(x, z,,+1) < w;(x, z,) olur. Burada w;, (x, z,,) artmayan pozitif bir dizi
oldugundan w;(x,z,) yakimsak oldugu elde edilir. Boylece, [ = 0 olmak {izere

il_r)go wi(x, z,) = | yazilabilir. (5.1.2)’de her iki tarafin n — oo iken limiti alirsa
Y(l) < B(D) bulunur. Buradan da I = 0 elde edilir, yani 1113}0 wy(x, z,) = 0olur. Ayni
yol izlenerek Tlll_{go w; (v, z,) = 0 elde edilir. Dolayisiyla gl_r)glo w(x,y) =0o0lup x =
y elde edilir. Nihayet T nin sabit noktasinin tek oldugu sonucuna ulasilir.

2. tip genellestirilmis C-sart1 i¢in sabit nokta teoremi ifade edilecek, fakat ispati

verilmeyecek.
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Teorem 5.1.3. w, X iizerinde tanimli kesin modiiler metrik olsun. (X, w, <) da kismi
siralt w-tam modiler metrik uzay olsun. T: X;;, = X;, dontisimii V t > 0 i¢in Y (t) >
B (t) olacak sekilde 2. tip genellestirilmis C-sartin1 saglasin. Herhangi x,y € X, igin
x ve y ile karsilastirilabilir bir z € X}, var olsun. Ayrica x, < Tx, Olacak sekilde

herhangi bir x, € X eleman1 var ise T ’nin bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat. Teorem 5.1.2 ile benzer sekilde ispatlanr.

Yukarida verilen teoremlerde elde edilen sonuglari pekistrimek i¢in bazi 6zel drnekler

verilecektir.

Ornek 5.1.4. Tx = —[In(x? + 10) + x] doniisiimiiniin X = [0,1] kapal1 arahiginda

1
10
sabit noktasinin varligini ve tekligini arastiralim.

X =1[0,1] ve w modiler metrigi w(x,y) = d(x,y) seklinde verilsin. d(x,y) =

né%(l] |x — y| olarak alinirsa X;, uzayr w-tam olur. [0,1] € N oldugundan <’e gore
x,y€0,

kismi siralidir. Bu durumda (X, w, <) uzay1 <’e gore kismi sirali w-tam modiiler
metrik uzay olur. Ayrica Vx € [0,1] igin Tx € [0,1] oldugu goriiliir, yani T: X, — X,
seklindedir.

[lk olarak T’nin 1. tip genellestirilmis C-sartim sagladig1 gosterilecektir. (4.1.2)’den

“wa(x, Tx) = 2d(x, Tx) (5.1.5)

=2 max |x — 2 [In(x? + 10) + x]| =0.1151
2 x,y€l0,1] 10

bulunur. w(x,y) =d(x,y) = max |x—y|=1 olup lW,1(x, Tx) < w(x,y)
x,y€[0,1] 2
saglandig1 goriiliir. (4.1.2)’nin diger tarafi igin de

wy(Tx,Ty) = d(Tx,Ty) = x;%?g(u |Tx — Ty| (5.1.6)

1
In(y? +10) + ]|

1
- 2 _
10 [In(x* + 10) + x] 10

= max
x,y€[0,1]

<x2 +10

g 10)‘ + |x —yl} < 0.1095

1
<— 1
= 10x.§ré?351]{ !

olur. wy(x,y) = 1, wy(x,Tx) = wy(y, Tx) = w;(y,Ty) = 0.66 oldugundan
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w6 Tx)(1+w (v, Ty))
Wi (x, y)’ 1+w (x,y)

wi (7, Tx) (14w, (y,Tx))
1+wy ()

)

max =1 (5.1.7)

elde edilir. Burada Vx > 0 i¢in ¥ (x) > B(x) olacak sekilde Y(x) =e* —1 ve
f(x) = x? fonksiyonlar1 alinsin. Burada ¥ € ¥ ve pB:[0,00) — [0, 0) siirekli

fonksiyon oldugu agiktir.
(5.1.6) ve (5.1.7)’den sirasiyla
Y(wy(Tx, Ty)) = ¥(0.1095) = ¢%19%5 — 1 = 0.116

ve

wy (x, Tx) (1 + wi(y, Ty)) \

)L(x; y); )
1+wy(x,y) _
f| max w; (y, Tx)(l + w, (y, Tx)) } <p=1

1+ wy(x,y)

olup ¥(0.1095) < B(1) olur. Sonug olarak T doniisiimii 1. tip genellestirilmis C-

sartin1 saglar.

X =[0,1] € R* oldugundan karsilagtirilabilirdir, yani 6yle bir z € [0,1] elemani
bulunabilir ki vx, y € [0,1] igin x ve y ile kiyaslabilirdir.

_| T T T T I_
1.0} 1.
08l ]
0.6 g

i 0.2566 _
0.4L h ]

- \ T Tx
02| 5
0.0 |- .

L | N ! ! | ! ! N | ! " 1 | N N 1 1 N 1 ! L4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 5.1. Ornek 5.1.4°te verilen doniisiimiin sabit noktas1

Son olarak x, < Tx, olacak sekilde bir x, € [0,1] oldugunun gosterilmesi kalir.

Gergekten xo = 0.2 € [0,1] i¢in Txy = 0.2507 olup bu sartta saglanir. Dolayisiyla
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Teorem 5.1.2°deki biitiin sartlar saglanmaktadir. Boylece Teorem 5.1.2’den T’nin

[0,1] araliginda bir tek sabit noktas1 oldugu sonucuna ulasilir.

Sekil 5.1.1°de Tx = % [In(x? + 10) + x] fonksiyonu ile y = x dogrusunun kesisim

noktas1 gosterilmistir. Buradan da goriildigii gibi T(0.2566) = 0.2566 € [0,1] olup
T’nin tek sabit noktasi x = 0.2566’dr.

Ornek 5.1.5. Tx = ~[sinx + x? — 1] doniisiimiiniin [0,1] kapali araliginda sabit

NN

noktasinin varligini ve tekligini aragtiralim.

(x y)

X kiimesi X =[0,1] ve w modiiler metrigi de wy(x,y) = olsun. d(x,y) =

1 *
max |x — y| olarak alinirsa modiiler metrik w;(x,y) == max |x — y| olup Xy,
x,y€[0,1] A x,y€[0,1]

uzayr w-tam olur. [0,1] € N oldugundan <’e gore kismi siraladir. Bu durumda
(X, w, <) uzayr <’e gore kismi sirali w-tam modiiler metrik uzaydir. Ayrica Vx €

[0,1] igin Tx € [0,1] oldugu goriiliir, yani T: X, — X,, olur.
Oncelikle T’nin 2. tip genellestirilmis C-sartin1 sagladig1 gosterilecektir. (4.1.3)ten

%Wl(x, Tx) = %d(x, Tx) (5.1.8)

1, .
== max |x — = [sinx + x? — 1]|
24 x,y€l0,1] 4
_0.1448
)

bulunur. wy(x,y) = —d(x y) = 2 mc[lox1 |x —y| = % olup %Wl(x, Tx) < wy(x,y)

saglandig1 goriilir. wy (Tx, Ty) i¢in

1 1
wi(Tx, Ty) = Zd(Tx, Ty) = ngr/ré%(q |Tx — Ty]| (5.1.9)

1
_ng}é?g(l] [smx+x —1]——[smy+y —1]

< — max {Ismx —siny| + |x —y||lx + y|} < 0.5
4lx E[

bulunur. x,y € [0,1] olmak {izere (4.1.3)’lin diger kismi igin de

w (x, Tx) (1 + wy (3, Ty))

wy(x,y),

max 14+ wy(x,y) —1
w; (y, Ty)w; (x, Tx) wi(y, Ty)wa(y, Tx)

14+ wy(Tx, Ty) "1+ wy(y, Tx) + wi(x, Ty)

)
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elde edilir. Burada Vx > 0 i¢in Y (x) > f(x) sartin1 saglayacak sekilde y(x) = x ve
B(x) =§ fonksiyonlar1 alinsin. Burada ¢ € ¥ ve B:[0,00) — [0,00) siirekli

fonksiyon oldugu agiktir. Bu fonksiyonlar diisiiniildiiglinde

Y(wy(Tx, Ty)) = ¢(0.5) = 0.5

ve

wi(x, Tx) (1 + wy (3, Ty))
1+ w(x,y)

w (7, Tx) (1 + wy (v, Tx))

1+ w(x,y)

WA(X, }’),

)

pB | max

1
<B(1)===05

2
bulunup ¥(0.5) < B(1) olur. Yani, T doniisiimii 2. tip genellestirilmis C-sartini
saglar. X = [0,1] € R* oldugundan kiyaslanabilirdir, yani 6yle bir z € [0,1] eleman1

bulunabilir ki Vx,y € [0,1] i¢in x ve y ile karsilagtirilabilirdir.

08| ]

B - Tx
0.6 i 0.378 ]

0.4} ]

| L ! 1 1 1 L L | ! 1 1 | L ! ! | 1 1 1 1 d

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Sekil 5.2. Ornek 5.1.5’teki déniisiimiin sabit noktasi

Son olarak x, = 0.1 € [0,1] igin Tx, = 0.2775 olup x, < Tx, sart1 da saglanir.
Dolayisiyla Teorem 5.1.3teki biitiin sartlar saglanmis olup T’nin [0,1] araliginda bir

tek sabit noktas1 oldugu sonucuna ulagilir.
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Sekil 5.1.2°de Tx = =[sinx + x? — 1] fonksiyonu ile y = x dogrusunun kesisim

PN

noktast gosterilmistir. Buradan da goriildiigi gibi T(0.378) = 0.378 € [0,1] olup
T’nin tek sabit noktas1 x = 0.378°dir.

5.2. Kismi Siralh Modiiler Metrik Uzaylarda Genellestirilmis C-Sart1 icin Sabit
Nokta Teoreminin Integral Denkleme Uygulamasi

Bu kisimda yukarida ispatlanan sabit nokta teoremlerinden elde edilen sonuglar
kullanilarak ele alinan integral denkleminin ¢Oziimiiniin varligt ve tekligi

arastirilacaktir.

Uygulama olarak asagidaki
u(t) = H(t) + [, M(t, )Y (s, u(s)) ds (5.2.1)

integral denklemi ele alinacaktir. Burada H:[0,T] - R, M:[0,T] x [0,T] » R*
fonksiyonlar1 siirekli ve Y:[0,T] x R* - R fonksiyonu da azalmayan siirekli bir

fonksiyondur.

Bu uygulamada ele alinan integral denklemi [0, T] araliginda siirekli fonksiyonlar

uzay1r olan X = C([0,T]) tizerinde disiiniilecektir. Dolayisiyla (5.2.1) integral

denklemi agagidaki
X, = X, (1) = {u € C([0,T]): lim wy(u,uo) = o} (5.2.2)
modiiler metrik uzayinda ele alinacaktir. Modiiler metrik olarak wy(u,v) = @

alinacaktir. Burada d(u(t),v(t)) = tr&p[g)T(] |u(t) — v(t)| olarak almirsa (5.2.2)’deki

X,, modiiler metrik uzay1 w-tam olur. Yine bu uzayda kismi siralama u, v € C([0,T])
ve Vt € [0, T] olmak tizere u < v = u(t) < v(t) seklinde tanimlanirsa (X,,, <) uzay1

kismi siralt w-tam modiiler metrik uzay olur.
T doniistimii
Tu(t) = H(t) + [, M(t,5)Y(s,u(s)) ds, t € [0,T] (5.2.3)

seklinde tamimlansin. u(t) fonksiyonun (5.2.3)’deki Tu(t) dontisiimiiniin sabit noktasi
olmas1 bu fonksiyonun (5.2.1)’deki integral denkleminin de ¢6ziimii oldugu anlamina

gelmektedir. Dolayisiyla Tu(t) doniisiimiiniin Teorem 5.1.2°deki sartlar1 sagladigi
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gosterilirse sabit noktasinin varligi ve tekligi yani (5.2.1)’deki integral denkleminin

¢ozlimiiniin varlig1 ve tekligi garantilenmis olur.
Simdi bu kisimdaki ana teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 5.2.1. Vu,v € C([0,T]) ve Vs € [0, T] olmak tizere Y (s, u(s)) fonksiyonu

[Y(s,u(s)) =Y (s, v(s))| < \/ [(w + 1] (5.2.4)

esitsizligini saglasin. Ayrica M(t,s) fonksiyonu igin trlg[%XT] fOT IM(t,s)|ds < %
S€[0,
olsun. Bu durumda (5.2.1)’deki integral denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir.

Ispat. Genelligi bozmayacak sekilde Vu, v € C([0,T]) i¢inu < v olsun. Bu durumda
Y (s,u(s)) azalmayan fonksiyon oldugundan Tu < Tv olur, yani T doniisimii de

azalmayandir. Ayrica Vt, s € [0,T] i¢in

v=H(t) + [, M(t,5)Y(s,v(s)) ds (5.2.5)

T
< H(t) + j M(t,s)Y(s,u(s)) ds = Tu
0
oldugu goriiliir. Oncelikle T’nin 1. tip genellestirilmis C-sartini  sagladig
gosterilecektir.

Wl(u,Tu)=/l1d(u,Tu)= rr% X |lu — Tul| (5.2.6)

1
A

< [ax lu —v| =wy(u,v)

1
At
olup %Wl(u, Tu) < wy(u, v) elde edilir. Diger kisim i¢in de w, (Tu, Tv) ile w,(u, v)
incelenecektir.

wy(Tu, Tv) = —d(Tu Tv) = Ztrenax |Tu(t) — Tv(t)| (5.2.7)

= %Srer%oa}] {Jo IM(t, )Y (s,u(s)) = Y(s,v(s))| ds}

5
j M, )] j [(—'”“E”“”) +1]ds

T4 [u(s)-v(s)\°
max IM(t, )| J, \/ln [( ~ ) + 1] ds

>JI>—\

<

Sk
1%,)
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1 (T4 |[u(s)—v(s)| 5
< ;fo Jln [(T) + 1] ds

olur. Ayrica

fOT i/ln [(“‘(S)Aﬂ)s + 1] ds < fOT 4\/1n i(%srer%oaj)li]lu(s) - v(s)l)5 + 1] ds (5.2.8)

<[ i/ln :(WA(u, ) + 1] ds

< T“\/ln [(wa(,v))” +1]
yazilabilir. (5.2.7) ve (5.2.8)’den
w(Tu, Tv) < i/ln (w2 1)) + 1] (5.2.9)
yazilip
w; (T, Tv)* < Infwy (w,v)5 + 1] (5.2.10)

elde edilir. Vt > 0 icin (t) > B(t) olacak sekilde (t) = t* ve f(x) = In (t° + 1)
fonksiyonlar alinsin. Burada i € ¥ ve B:[0, ) — [0, o) siirekli fonksiyon oldugu
agiktir. Dolayistyla (5.2.10)’dan 1 (w;(Tu, Tv)) < B(wy(uw,v)) bulunur, yani T
dontigiimii 1. tip genlestirilmis C-sartin1 saglar. Sonug olarak Teorem 5.1.2°deki biitiin

sartlar saglanmis olur ve dolayisiyla (5.2.1)’deki integral problemin bir tek u €
C([0,T]) ¢oziimii vardir.
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6. MODULER ME-‘:TR'iK“ UZAYLARDA F_,-DARALMA SARTLARINI
SAGLAYAN DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERI VE
UYGULAMALARI

Bu boliimde alisilmis metrik uzaylarda ele alinan F-daralma sartindan ilham alinarak
modiler metrik uzaylarda F-daralma sart1 ve genellestirilmis halleri tanimlanacaktir.
Ayrica a-kabul edilebilir doniisiimler kullanilarak genellestirilmis F-daralma sartlari
ortaya konulacaktir. Bu ¢alismada yukarida bahsedilen sartlar F,-daralma sart1 olarak
adlandirilacaktir. Genel olarak 1. tip ve 2. tip F,-daralma sarti olmak iizere iki farkli

sart tanimlanacaktir.

1. tip ve 2. tip F,-daralma sartlarinin her biri igin sabit nokta teoremleri ifade edilip
ispatlar1 yapilacaktir. Ik olarak bu teoremlerden elde edilen bilgiler kullanilarak ele
alian dontistimlerin ¢ézlimlerinin varlig1 ve tekligi gosterilecektir. Daha sonra genel
formda verilmis bir integral denklemin ¢dziimiiniin varliginin ve tekliginin ispati
yapilacaktir. Son olarak ise 6zel halde verilmis integral denklemin bir ¢dziimii oldugu

gosterilip bu var olan ¢oztiim belirtilecektir.

6.1. Modiiler Metrik Uzaylarda F,-Daralma Sartlari ve Sabit Nokta Teoremleri

Oncelikle Tanim 2.1.15 ve 2.1.16°daki tanimlardan yola ¢ikilarak modiiler metrik

uzaylarda 1. tip ve 2. tip F,-daralma sartlarinin tanimlar1 verilecektir.

Tamm 6.1.1. w, X {izerinde tanimli modiiler metrik olsun. T: X, — X,,, bir dontisiim

olmak tizere her x, ¢ € X,, igin
wi(Tx,Ty) > 0= (6.1.1)
K+ F(a(x, y)w, (Tx, Ty)) < F(Y(max {w,(x, %),

wy(x, Tx)(1+ wy(y, Ty)) wily, Tx)(1+ wy(y, Tx))
1+ wy(x,¢) ’ 14+ wy(x,¢)

D)

olacak sekilde x > 0 varsa T ye ‘1. tip F,-daralma sartin1 sagliyordur’ denir. Burada
YeWveF €F dir



Tamm 6.1.2. w, X ilizerinde tanimli modiiler metrik olsun. T: X, — X, bir doniisiim

olmak iizere her x, ¢ € X, icin

w(Tx, Ty) > 0= (6.1.2)
ik + F(aCe, 9)wa(Tx, Ty)) < F(p(max {w, (x,4),

w(x, Tx) (1 + wy(y, Ty)) wily, TyIw,(x, Tx)
14+ wy(x,¢) " 14+ wy(Tx, Ty)

)

wj (’y'; T/y')wl (/y" T.’)C) }))
1+wy(y, Tx) +wy(x, Ty)

olacak sekilde x > 0 varsa T ye 2. tip F,-daralma sartin1 saglar denir. Burada iy € ¥
ve F € F’dir.

Eger (6.1.1) ve (6.1.2)’de F(x) = Inx € F aliirsa Tx # Ty olmak {izere V x,¢4 €
X, igin
a(x,y )W, (Tx, Ty ) < e” “P(max{w,(x, 4 ), ... }} (6.1.3)
< Y(max{w,(x,% ), ...})
elde edilir.

(6.1.1) ve (6.1.2)’de tanimlanan 1. ve 2. tip F,-daralma sartlarin1 saglayan dontisiimler

icin sabit nokta teoremleri ve bazi sonuglar1 verilecektir.

Teorem 6.1.3. w kesin modiiler metrik ve X, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.

T: X,, = X,, doniistimii 1. tip F,-daralma sartin1 saglasin. Ayrica
(T1) Herhangi bir x, € X}, i¢in a(xq, Txg) = 1,
(T2) T dontisiimii a-kabul edilebilir,
(T3) T siirekli

olsun. Bu durumda T’nin sabit noktas1 vardir.

Ispat. Oncelikle a(x,, Tx,) = 1 olacak sekilde x, € X;, noktasi verilsin. {x,,} € X;,

olmak tizere x,, = T™x, olacak sekilde {x,} dizisi tanimlasin.
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Herhangi bir n € N i¢in x,, = x,,,; olursa 0 zaman x,, elemani1 T’nin sabit noktasi olur.
O zaman Vn € N igin x,, # x,4+, olsun. Bu durumda w;,(x,, x,4+1) > 0 olur. Ayni

zamanda w; (x,,, X 4+1) = W3 (Tx,—1, Tx,) > 0 yazilir.

a(xg, Txg) = a(xg,x) =1 ve T doniigimi o-kabul edilebilir oldugundan
a(Txy, Tx;) = a(xq,x;) = 1 olur. Benzer sekilde vn > 0 i¢in a(x,,_1, x,) = 1 elde

edilir.

(6.1.1)’de x = x,,_; Ve ¢ = x,, yazilirsa wy (Tx,_1, Tx,) = wy (X, Xpeq) > 0 Olur,

Ayrica
K+ F(a(xn_l,xn)WA(Txn_l, Txn)) (6.1.4)
(W (x ” ) W/’L(xn—l' Txn—l)(l + Wl(xn' Txn)) ]
<F| Y| max ‘@ 14 wy(xn_1, %) ’ }
B wy (xnf Txn—l)(]- T wy (xnf Txn—l)) /
1 + Wl(xn—l’xn) )

yazilabilir. Burada w kesin modiler oldugundan wj(x,, Tx,_1) = wy(xp, X,) =

0’dir. Dolayisiyla (6.1.4)’ten

K+ F(a(xn—lfxn)wl(xn'xn+1)) (6-1-5)

1+ W/l(xn—lf xn)

<Fl|Y <max {Wl(xn-l,xn), W)L(xn—l;xn)(l + wy (xp, xn+1))}>

yazilabilir. Burada w; (x,,, xp4+1) > wy(x,_1, X,,) oldugu kabul edilsin. Bu durumda
(6.1.5)’ten
K+ F(a(xn_1, X)Wa(Xn, Xny1)) (6.1.6)
< F( (max{wy (¥, %), W G, X4 1)) < F ($(wa Ctny 1))
elde edilir. (F;)’den dolay1 F kesin artandir ve a(x,,_1,x,) > 1 oldugundan
F(Wl(xn, xn+1)) <K+ F(Wl(xn, xn+1)) (6.1.7)

<K+ F(a(xn—lfxn)w/l(xn’xn+1))

olur.
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1 fonksiyonunun dzelliginden 1 (wy (X, Xp41)) < Wi (%, Xn41) OlUr. Yine (Fy)’den
dolayr F (lp(wl(xn, xn+1))) < F(wy(xp, Xn41)) yazilir. Bu esitsizlikler (6.1.6)’da

yetlerine yazilirsa F(wy (X, Xp41)) < F(w3(%n, %n41)) elde edilir ki bu bir geliskidir.

Dolayisiyla wy (x,, Xp41) > wy(xp—q, x,) kabulii yanlistir, yani
Wi (Xn, Xni1) < wa(Xp-1,%n) (6.1.8)
olur. (6.1.8)’deki esitsizlik (6.1.5)’te kullanilirsa Vn > 1 igin
K+ F(wy (tn, %41)) < F(wa (-1, %)) (6.1.9)
elde edilir.
YV Ao > A > 0igin a,, = wy(xy, Xp41) dizisi tanimlasin. O zaman (6.1.9)’dan Vn > 1
i¢in
k+ F(a,) <F(a,_1) (6.1.10)
yazilabilir. Buradan yola ¢ikarak Vn = 1 igin
F(a,) < F(a,-1) —k < F(ay) —nk (6.1.11)
yazilabilir. (6.1.11)’de n — oo igin limit alinirsa Tlll—l;lgo F(a,) = —o elde edilir.
(F,)’den YV A, > A > 0 igin rlll_r)lgo a, = rlll_r)lgo wi (X, Xpteq) = 0 bulunur. Ayrica (F3)
ozelliginden de k € (0,1) icin 111_1)‘{)10 a,* F(a,) = 0 yazlabilir.
(6.1.11) kullanilarak
0 < a,*F(a,) — a,*F(a,) (6.1.12)
< a,"(F(ao) — nK) — a,"F(ap)
< —nka,* <0
bulunur. (6.1.12)’de limit alinirsa lim nka,*® = 0 elde edilir. Limit tanimindan 6yle

n—-oo

bir ny € N bulunabilir ki ¥ ny, > n > 0 igin

@ = w;Cn, ) S =1 (6.1.13)
n '’k

yazilabilir. Ayrica modiiler metrigin 3. 6zelliginden A, = A, + A,41 + -+ Ay

olmak iizere m > n > n, icin
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W/’L(xn' xm) = W/’Ln(xn» xn+1) + Wit (xn+1' xn+2) (6-1-14)
+Wln+2 (xn+2:xn+3) + -t W1 (xm—ll xm)

yazilir. (6.1.14)’te (6.1.13)’teki esitlik kullanilirsa

1 1 1
Wl(xn; xm) = nl/k + (n+1)1/k + (m—l)l/k

(6.1.15)

m-1 o
< ,zn < Zl P
bulunur. Z;’;lj%/k dizisi yakinsak oldugundan n,lriLII)loo wy (X, xm) = 0 olup x,, dizisi
w-Cauhcy’dir. X}, tam oldugundan {x,,} dizisi X,, tizerinde yakinsaktir, yani « € X,
olmak tizere Tlll_r)lgo w; (x,, 1) = 0 olur. Son olarak T’nin siirekliligi kullanilirsa

wy(u, Tu) = 7111330 wy(xp,, Txy,) = Tlll_r)rc}o wy(xp, Xpe1) =0 (6.1.16)
elde edilir. w; modiiler metrigi kesin oldugundan T« =« olur. Boylece {x,}

dizisinin limit noktas1 olan « elaman1 T nin sabit noktas1 olup ispat biter.

(6.1.2)’de tanilanan 2. tip F,-daralma sart1 i¢in de asagidaki teorem benzer sekilde

ispat edilir.

Teorem 6.1.4. w kesin modiiler metrik ve X, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.

T: X,, — X,, doniistimii 2. tip F,-daralma sartin1 saglasin. Ayrica
(T1) Herhangi bir x, € X;, i¢in a(xy, Txg) = 1,
(T2) T dontisimii a-kabul edilebilir,
(T3) T siirekli

olsun. Bu durumda T’nin sabit noktasi vardir.

Ispat. Teorem 6.1.3’iin ispatindaki yol izlenerek yapilir.

Simdi Teorem 6.1.3’teki elde edilen sonugtan faydalanarak asagida verilen

doniisiimiin sabit noktas1 oldugu gosterilecektir.

Ornek 6.1.5. X = [0, o0) verilsin. Her x, y € X i¢in w, modiiler metrigi de w; (x,y) =

[x—=y|

— seklinde tanimlansin. T fonksiyonu
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x+3
Tx = {T' Osx=<1 (6.1.17)
2 ,x>1
seklinde verilsin. Ayrica
(1, x,y € [0,1]
a(x,y) = {0, .y € [0A] (6.1.18)

olsun.

Xo = 0 € [0,1] eleman i¢in Tx, = = € [0,1] olup a@’nin tanimindan a(x,, Txy) = 1

A lw

olup (T1) sart1 saglanur.

T’nin a-kabul edilebilir oldugunu gostermek i¢in 6ncelikle a(x,y) = 1 verilsin. Bu
durumda (6.1.18)’den x,y € [0,1] olmahdir. (6.1.17)’den x,y € [0,1] igin de
Tx,Ty € [0,1] oldugu goriliir. Tekrar @’nin tanimindan a(Tx,Ty) =1 olup T a-
kabul edilebilir olur, yani (T2) sart1 saglanir. Yine (6.1.17)’den T siirekli olup (T3)

sart1 da saglanir.

T’nin (6.1.1)’deki 1. tip F,-daralma sartin1 sagladigini gostermek yeterlidir. Burada
F(t) =Int € Fve Y(t) = %t € ¥ alinacaktir. Oncelikle x veya y & [0,1] olsun. Bu

durumda a(x,y) = 0 olup (6.1.1) sart1 saglanir. Simdi x,y € [0,1] ve Tx # Ty olsun.

Bu durumda

Tx—T
a(x;J’)W,l(Tx; T)’) = 1| = y|

A

= 6_0'6%WA(X', y) = 6_0'6¢(Wl(xl y))

1 - _ 1 -
IR TSI CED

< e *YP(max {wy (x,y),

wi(x,Tx) (14w, (y,Ty)) WA(y,TX)(1+WA(y,TX))})
1+w(xy) ’ 1+w (Tx,Ty)

yazilabilir. Dolayisiyla Vx,y € [0,1] olmak {lizere k = 0.6 > 0, F(t) = Int € F ve
Y(t) = %t € ¥ i¢in T, 1. tip F,-daralma sartin1 saglar. Teorem 6.1.3°ten T’nin sabit

noktasinin var oldugu garanti edilir. Gergekten T1 = 1 ve T2 = 2 esitlikleri saglanip

x = 1 ve x = 2 noktalar1 T’nin sabit noktalaridir.

Teorem 6.1.3 ve 6.1.4°teki (T3) kosulu
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(T3*) u € X, olmak tizere lim w;(x,, «) = 0ve a(x,, X,+1) = 1 sartlarin1 saglayan
n—o0o
{xy} dizisinin her p igin a (xy,, 1) > 1 olacak sekilde bir {x,} altdizisi var olsun,

sart1 ile degistirildiginde yine T nin sabit noktas1 vardir.

Teorem 6.1.5. w kesin modiiler metrik ve X, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.
T:X,, — X,, donlisiimii 1. tip F,-daralma olsun. Ayrica (T1), (T2) ve (T3*) sartlari

saglansin. Bu durumda T ’nin sabit noktas1 vardir.

Ispat. Teorem 6.1.3’te insa edilen {x,,} € X, dizisini ele alinsin. Teorem 6.1.3’tin

ispatinda {x,, } dizisinin w-Cauchy ve « € X}, noktasina w-yakinsak oldugu gosterildi.

Xn, =Tu oldugu kabul edelsin. Bu durumda limitin tekliginden 2« = T« olup ispat

biter. Dolayisiyla Vp = py i¢in x,,, # Tu olacak sekilde po € N var olsun. Buradan

her p > p, i¢in Txn, , #Tu olup wy (Txnp_l,Tu) > 0 olur.

(6.1.1)’den
K+ F (a(xnp—pu)wa (Txnp_l, Tu)) (6.1.20)
( N _ o o
w; (xnp_l‘u)’wll (an 117:(1:: 1()x(l + :3 w, Tu )
< F| ¢y | maxH« 2\ Xnp_ys >
w; (u Txnp—l) (1 + w; (u Txnp_l))
\ 1+w, (Txnp_1, T/LL) J
yazilabilir.

a (xnp_ o u) > 1 ve F artan oldugundan

w; (T, _, Tte) < (6.1.21)
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( W, (xnp_l, Txnp_l) (1+wy(u, Tw)) )

wj (xn _ u)
p-1 1+wy (xnp_l,u)

wW; (u, Txnp_l) (1 +w, (u, Txnp_l))

\ L 1+ wy (Txnp_l, Tu) )

)

Y| max-<

elde edilir. (6.1.21)’de limit alinirsa lim w; (xnp, Tu) = 0 sonucuna ulasilir. Limitin
n—-oo

tekliginden T = 4« bulunur.

Benzer yol izlenerek asagidaki teorem de ispatlanir.

Teorem 6.1.6. w kesin modiiler metrik ve X;, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.
T: X, = X,, donlstimii 2. tip F,-daralma olsun. Ayrica (T1), (T2) ve (T3*) sartlar

saglansin. Bu durumda T ’nin sabit noktasi1 vardir.

Simdiye kadar verilen teoremlerde sabit noktanin var oldugu gosterilmistir. Asagidaki

teoremler sabit noktanin tekligini garanti etmektedir.

Teorem 6.1.7. w kesin modiiler metrik ve X, uzay1 da w-tam modiiler metrik uzay
olsun. T: X;, = X, donlisiimii 1. tip F,-daralma olsun. Ayrica (T1), (T2) ve (T3)
sartlar1 saglansin. Ayrica Fix(T), T nin sabit noktalarinin kiimesi olmak iizere eger

Vu,v € Fix(T) i¢in a(u, 1) = 1 ise T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat. « ve v noktalar1 T nin birbirinden farkl: iki sabit noktas1 olsun. Bu durumda
Tu = u ve Ty = v yazilabilir. « # v oldugundan Tu # Tv ve wy(Tw, Tv) > 0

olur. (6.1.1)’de « ve v yazilirsa

K+ F(a(u, v)wy(Tu, Tv)) < (6.1.22)

w; (u, Tfu)(l + w, (v, T/U’))
1+ wy(u,v)

wy (v, Tu)(l + wy (v, Tu))

1+ w(Tu, Tv)

Wy (’lL, ’U’),

)

F| Y| max

)

elde edilir. (6.1.22) ifadesi diizenlenirse
Kk + F(a(u,v)w(Tu,Tv)) < F (lp(w,l(u,/tr ))) (6.1.23)

< F(WA(’I/L,/U’ ))
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bulunur. w,v € Fix(T) oldugundan a(w,v) =1 olur. F artan oldugundan
(6.1.23)’ten

K+ F(W,l(u,/tr )) <k+ F(a(u, v)wy (Tu, T’U’)) (6.1.24)
yazilir. (6.1.23) ve (6.1.24)’ten
K+ F(wy(u,v)) < F(wy(u,v)) (6.1.25)
olup bu bir ¢eliskisidir. Dolayisiyla T nin sabit noktasi tektir.

Teorem 6.1.8. w kesin modiiler metrik ve X, uzay:r da w-tam modiiler metrik uzay
olsun. T: X;, = X;, donlisiimii 2. tip F,-daralma olsun. Ayrica (T1), (T2) ve (T3)
sartlar1 saglansin. Ayrica Fix(T), T nin sabit noktalarinin kiimesi olmak iizere eger

Vu,v € Fix(T) i¢in a(u,v) = 1 ise bu durumda T nin bir tek sabit noktas: vardir.

Ispat. Teorem 6.1.7’nin ispatindaki yol izlenerek ispat yapilir.

Ornek 6.1.9. X = [0,00) verilsin. Her x,y € X icin w;(x,y) =@ seklinde

tamimlansin. T fonksiyonu

x%+x

,0<x<1
Tx = 14 (6.1.26)
- ,x>1
2
seklinde verilsin. Ayrica
(1, x,y €[0,1]

olsun.
Xg = % € [0,1] elemani i¢in Tx, = 116 € [0,1] olur. @’nin tanimindan a(x,, Txy) = 1
elde edilir.

T’nin a-kabul edilebilir oldugunu gostermek i¢in 6ncelikle a(x,y) = 1 verilsin. Bu
durumda a’nin tanimindan x,y € [0,1] olmalidir. (6.1.26)’dan x,y € [0,1] i¢in de
Tx,Ty € [0,1] oldugu goriiliir. Tekrar (6.1.27)’den a(Tx,Ty) =1 olup T a-kabul
edilebilirdir . Yine (6.1.26)’dan T’nin siirekli oldugu goriilmektedir.
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F(t)=Int e F ve Y(t) = ;t € ¥ olmak tizere T’nin 1. tip F,-daralma sartim

sagladig1 gosterilecektir.

Oncelikle x & [0,1] veya y ¢ [0,1] olsun. Bu durumda a(x,y) = 0 olup (6.1.1)
saglanir. Simdi x,y € [0,1] ve Tx # Ty olsun. Bu durumda

aCe, y)wy (T, Ty) = [P = 1l 0m) (6.1.28)
<1 |(x2—y2)+(x—y)|
4 A

< (G =M+ P+ x =)

<= (x—yllx+yl+1x=yD
1

< —lx = yl(x +yl+1)

3x—y —0.63
222 < 2
_4| A |_e zwl(x’y)

A

< e *yP(wi(x, )
yazilabilir. Dolayisiyla Vx,y € [0,1] olmak iizere k = 0.6 > 0, F(t) = Int € F ve

Yt) = %t € ¥ i¢in T donisiimii 1. tip F,-daralma sartin1 saglar.

Vu,v € Fix(T) igin a(u,v) = 1 oldugunu gosterilecektir. u«,v € Fix(T) olsun.
Burada x > 1 igin Tx =% oldugundan T’nin x > 1 i¢in sabit noktasi olamaz.

Dolayisiyla «, v € [0,1] olmalidir. Bu durumda a’nin tanimindan a(u«,v) > 1 elde
edilir. Teorem 6.1.7°den T’nin bir tek sabit noktasinin var oldugu sonucuna ulasilir.
Sonug olarak T’nin tek bir sabit noktasi vardir. Ger¢ekten T0 = 0 olup T’nir tek sabit

noktasi x = 0 noktasidir.
Yukaridaki teoremlerden yararlanarak bazi sonuglar verilecektir.

Teorem 6.1.10. w kesin modiiler metrik ve X;,, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.

T:X,, = X,, donlisimii € ¥, F € F ve k > 0 olmak lizere her x, ¢ € X, i¢in

wy(Tx, Ty) > 0= (6.1.29)

K+ F (w,l (Tx, T/y)) < F(Y(max {w;(x, %),
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wy («x, Tx)(l + w; (%, Ty)) w;y (¢, Tx)(l + w; (%, Tx))
1+w(x,¢) ’ 1+ wy(x, o)

D)

sartin1 saglasin. Bu durumda T ’nin bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat. Teorem 6.1.7°de a(x, ) = 1 aliirsa ispat biter.

Teorem 6.1.11. w kesin modiiler metrik ve X;;, de w-tam modiiler metrik uzay olsun.

T:X,, = X, doniisimii y € ¥, F € F ve k > 0 olmak lizere her x, ¢ € X}, igin
wy(Tx, Ty) > 0= (6.1.30)
K+ F(a(x, y)w, (Tx, Ty)) < F(Y(max {w, (x, %),

W)l(x; Tx)(l + WA(%: T/y')) W/l(’ya T’y’)WA(x, Tx)
14+ wy(x,») " 14+ wy(Tx, Ty)

)

wi(y, Ty)w, (g, Tx)
14+ wy(y, Tx) + wy(x, Ty

) D)

sartin1 saglasin. Bu durumda T ’nin bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat. Teorem 6.1.8’de a(x,4) = 1 alinirsa ispat biter.

Simdi yukaridaki sonuglar kullanilarak kismi sirali modiiler metrik uzaylarda sabit

nokta teoremleri ifade ve ispat edilecektir. Oncelikle asagidaki tanimlar verilecektir.

Tanmm 6.1.12. (X,,,w,<) kismi sirali modiiler metrik uzay olsun. T:X;, — X,
dontigiimii her x4, x, € X, i¢in x; < x, = Tx; < Tx, sartim1 saglarsa < siralama
bagintisina gore azalmayandir denir. Ayrica Xy, lizerinde tanimli herhangi bir {x,,}

dizisi x,, < x4 sartin1 saglarsa < siralama bagintisina gore azalmayandir denir.

Tanmim 6.1.13. (X, w, <) kismi sirali modiiler metrik uzay olsun. X}, iizerinde taniml

{x,} dizisi i¢in il_r)go w; (%, ,x) = 0 olsun. Eger {x,} dizisinin her k > 0 i¢in x,, < x
olacak sekilde bir {xy, } alt dizisi varsa (Xy,, <) uzayina diizenlidir denir.

Teorem 6.1.14. w kesin modiiler metrik olmak iizere (X,,, w, <) kismi sirali w-tam
modiler metrik uzay olsun. T:X;, — X, donisiimii < siralama bagintisina gore
azalmayan olsun. Ayrica x < y olmak iizere (6.1.29) sart1 saglansin. Eger asagidaki

sartlar

(K1) Herhangi bir x, € X}, i¢in x, < Tx,
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(K2) Ya T siireklidir,
(K3) Yada (X, <) diizenlidir
saglanirsa bu durumda T ’nin sabit noktas1 vardir.

Ispat. Oncelikle

1, x <y veyay < x

0, diger durumlarda (6.1.30)

ax,y) = {
seklinde tanimlansin. x < y oldugundan a(x,y) =1 olur. w;(Tx,Ty) # 0 olmak
tizere (6.1.29) sart1 saglandigindan T doniisiimii 1. tip F,-daralma sartini saglar.

Xo < Txy oldugundan a(xg, Txy) =1 olur. Bunun yaninda her x,y € X, igin
a(x,y) = 1olsun. (6.1.30)’danx < yveyay < xolup Tx < Ty veya Ty < Tx olur.
Buradan da a(Tx, Ty ) = 1 elde edilip T a-kabul edilebilirdir.

T siirekli olsun. Bu durumda Teorem 6.1.3’ten T’nin sabit noktasinin varlig1 garanti

edilir.

(X, =) diizenli olsun. X, uzayinda lim w;(x,,x) = 0 olacak sekilde azalmayan
n—oo

{x,} dizisi verilsin. Her n > 0 i¢in x,, < X, 41 oldugundan a(xy,x,41) = 1 olur.
(Xw, X) diizenli oldugundan her k > 0 igin x,, < x olacak sekilde {x,} dizisinin bir
{xn, } alt dizisi vardir. x,, < x ise a(xy,,x) = 1 olur. Burada Teorem 6.1.5’ten T"’nin

sabit noktasinin var oldugu sonucuna ulagilir.
Teorem 6.1.14’iin ispatindaki yol izlenerek asagidaki teorem ispatlanir.

Teorem 6.1.15. w kesin modiiler metrik olmak iizere (X;,, w, <) kismi sirali w-tam
modiler metrik uzay olsun. T:X;, — X, donisiimii < siralama bagintisina gore
azalmayan olsun. Ayrica x < y olmak lizere (6.1.25) sart1 saglansin. Eger asagidaki

sartlar
(K1) Herhangi bir x, € X}, i¢in x¢ < Tx,,
(K2) Ya T siireklidir,
(K3) Yada (Xyy, <) diizenlidir

saglanirsa bu durumda T ’nin sabit noktasi vardir.
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6.2. Modiiler Metrik Uzaylarda F,-Daralma Sartlarni icin Sabit Nokta
Teoremlerinin Integral Denklemlere Uygulamalar

Bu béliimde F,-daralma sart1 igin verilen sabit nokta sonuglarindan faydalanilarak ele

alian bir integral denkleminin ¢6ziimiiniin var ve tek oldugu gosterilecektir.

Asagaki gibi tanimlanan

9(®) = K(® + [[ MY (G, 9(8) dS, t € [a,b] (6:2.)
integral denklemi ele almsm. Burada Y:[a,b] X Rt > R fonksiyonu siirekli ve

azalmayan, K: [a, b] » R ve M:[a, b] X [a, b] = R* siirekli fonksiyonlardir.

Burada (6.2.1)’de tanimlanan integral denklemi [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar
kiimesi olan X = C([a, b]) tlizerinde ele alinacaktir. Dolayisiyla asagidaki modiiler

metrik uzay iizerinde calisilacaktir:

X = Xu(g0) = {g € (2, b): lim w;(g,90) = 0} (62.2)

a(9.f)

Bu uzayda kesin konveks olan w, (g, f) = 7

modiiler metrigi alinacaktir. Burada

d(g(t), f(t)) = trerEaﬁ] |g(t) — f(t)| olarak alinirsa (6.2.2)’de verilen X,, modiiler
a,

metrik uzayr w-tam olur. Yine bu uzayda kismi siralama g, f € C([a, b]) ve Vt €
[a, b] olmak iizere g < f = g(t) < f(t) seklinde tanimlanirsa (X, <) uzayr <

siralama bagntisina gore kismi sirali w-tam modiiler metrik uzay olur.

H:C([a,b]) = C([a, b]) doniisiimii

Hg(t) = KO + [] M(t,0)Y({,g({) di, t € [a,b], (6.2.3)

seklinde tanimlansim. g (t) fonksiyonu (6.2.3)’deki Hg(t) doniisiimiiniin sabit noktasi
ise (6.2.1)’deki integral denklemin ¢6ziimii oldugu agiktir. Dolayisiyla H
dontisiimiintin Teorem 6.1.14’teki sartlar1 sagladig gosterilirse (6.2.1)’de tanimlanan

integral denklemin ¢zlimiiniin var oldugu ispatlanmais olur.
Teorem 6.2.1. Asagida verilen

(T1) Y({, g(Q)) ikinci degiskene gére azalmayandir.
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(T2) k>0 ve A€ (0,1) olsun. Ayrica a:X X X = [0,00) ve z:X X X — [0, )
fonksiyonlart verilsin. Bu durumda her g, f € Xi¢in a(g, f) = 1 olmak {izere her { €

[a,b] icin
Y(¢9() =Y fD)l < 2(9.)lg — fl, (6.2.4)
max [T M(t,0)z(g, f)d < Ae™" (6.2.5)
olsun.
(T3) go(t) < K () + [, M(£,0)Y((,9(0)) d{ sartm saglayacak sekilde bir gy € X
vardir.

sartlar1 saglansin. Bu durumda H’nin X = C([a, b]) lizerinde sabit noktas1 vardir.

Ispat. Oncelikle a: X x X — [0, 00) fonksiyonu

a(g,f) = { 9=t (6.2.6)

0, diger durumda
seklinde tanimlansin.

g = f olacak sekilde g, f € C([a, b]) verilsin. g < fiseVt € [a, b]icin g(t) < f(t)
olur. Y (¢, g(¢)) ikinci degiskene gore azalmayan oldugundan Hg < Hf olur. Buradan
H doniisiimiiniin azalmayan oldugu elde edilir. Ayrica, Hg # Hf oldugundan
w;(Hg,Hf) > 0 saglanir.

g = f oldugundan a(g, f) = 1 olur. Bu durumda (T2)’deki (6.2.4) sartindan

wi(Hg, Hf) = S50 = 2 max [Hg(t) — HF (1) (6.2.7)

1

< max f MDY (L 9(@) = Y(S, ()| dg
1 b

<3 max Jy M, Dz(g, g — fldg
% |g fl maxf M(t,$)z(g, f) dg

< wa(g, ) max [ M(t,)z(g, f) d¢

olur. Burada da (6.2.5)’ten
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wy(Hg,Hf) < wy(g, f)Ae™™ (6.2.8)

elde edilir. Boylece g < f ve Hg # Hf olacak sekilde her g, f € C([a, b]) i¢in A €
(0,1) ve Y(x) = Ax olmak tizere

a(g'f)WA(Hg' Hf) < e_Kl/)(W/I(g'f)) (629)

wy («x, Tx)(l + wy (y, Ty))
1+wy(x, %)

w, (¢, Tx)(l + w;y (%, Tx))

1+wy(Tx, Ty)

WA(.’XJ, /y’))

)

< e *YP | max

saglanir. Dolayisiyla H dontisimii F(x) = Inx olmak tizere 1. tip F,-daralma sartini

saglar. Ayrica, (6.2.3)’den H siirekli oldugu goriiliir.

g = fise Hg < Hf oldugundan a(Hg,Hf) = 1 olur. Yani, H doniisimi a-kabul
edilebilirdir.

(T3)’ten go(t) < K(t) + fab M(t,{)Y({, g({)) d{ olacak sekilde bir g, € X var olugu

biliniyor. Dolayisiyla Teorem 6.1.14’teki biitiin sartlar saglanir. Sonug olarak H’nin

sabit noktas1 vardir, yani g € C([a, b]) olmak {izere (6.2.1)’deki integral denkleminin

¢Oziimiidiir.
O _ _ g®-f@
rnek 6.2.2. X = C([0,1]) ve w,(g,f) = trerfaﬁ] =1 olsun. Her t € [0,1]
a,
olmak iizere
t 1t )
g =1++ [ a%dc (6.2.10)

seklinde tanimlanan integral denklemi ele alinacaktir. Burada K(t) =1 +§,

M(t, Q) = (Tt1 ve Y(C ,9(C )) = @ seklinde verilmis fonksiyonlardir.

H operatorii t € [0,1] olmak tizere

Hg() =1+2+5 [ =—g(Qd¢ (6.2.11)

0 ¢+1

seklinde tanimlansin. @ doniisimii de (6.2.6)’daki gibi verilsin.
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Teorem 6.2.1°deki sartlarin saglandigi gosterilecektir. g < f icin Y ({,g({)) <
Y(¢, () olup Y(¢,g(0)) ikinci degiskene gdre azalmayan oldugu kolaylikla

goriiliir. Yani, (T1) sart1 saglanir.

g=fisea(g,f)=1olur. Ayricahert € [0,1] i¢in z(g, f) = %olmak lizere

Y2 9@)-Y(C @) <3lg-fl=20.Hlg—fl  (6212)

saglanir. Dahast

) Em di <= max{ }fo T d{ < —an < e %6n2 (6.2.13)

2 telo

elde edilir. Diger bir deyisle, k = 0.6 > 0, A = In2 € (0,1) i¢in (T2) sart1 saglanur.

go(t) =0 € C([0,1]) vardir dyle ki go(t) =0<1 +3 ‘& fol zi1g(zo d{ olup (T3)

sart1 da saglanir. Dolayisiyla Teorem 6.2.1°deki biitiin sartlar saglanmis olur, yani
(6.2.11)’de tanimlanan H doniisiimiinin C([0,1]) uzayinda sabit noktas1 vardir.
Gergekten, g(t) =t + 1 fonksiyonu H’nin sabit noktasidir, yani g(t) =t+ 1€

C([0,1]) fonksiyonu (6.2.9)’da verilen integral denkleminin ¢6ziimiidiir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu boliim tezde ele alinan konular1 ve bulunan sonuglar1 6zetlemektedir. Tezin birinci
ve ikinci boliimiinde metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri hakkinda literatiir 6zeti
verilmistir. Ugiincii boliimde ise modiiler metrik uzaylarla ilgili bilgiler verilmis ve

ayrica modiiler metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde metrik uzaylarda verilen genellestirilmis C-sartt modiiler metrik
uzaylara genisletilerek bu uzaylarda bu tarz doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri
ifade edilip ispatlanmistir. Burada elde edilen sonuglarla birinci mertebeden lineer
olmayan diferansiyel denklemler icin anti-periyodik sinir deger probleminin ve

baslangi¢ deger probleminin ¢ézliimiiniin varlig1 ve tekligi ispatlanmistir.

Besinci boliimde bir modiiller metrik uzaylarda tanimlanan 1. tip ve 2. tip
genellestirilmis C-sartlar1 igin kismi sirali modiiler metrik uzaylarda sabit nokta
teoremleri ispatlanmistir. Bunun yaninda bu teoremlerden elde edilen sonuglar
pekistirmek icin baz1 6zel 6rnekler verilmistir. Bu orneklerde verilen doniistimlerin
sabit noktasilarmin varligi ve tekligi ispatlanarak grafik tizerinde gorsel olarak
gosterilmistir. Son olarak da buradaki teoremlerden elde edilen bulgular kullanilarak

ele alinan bir integral denklemin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi ispatlamistir.

Altinc1 bolimde metrik uzaylarda tanimlanan F-daralma sartt modiiler metrik uzaylara
a-kabul edilebilir doniistimler kullanilarak genellestirilmistir. Bu c¢alismada
tanimlanan F,-daralma sartlar1 1. tip ve 2. tip F,-daralma sart1 olarak adlandirilmistir.
1. tip ve 2. tip F,-daralma sartlarin her biri i¢in sabit nokta teoremleri ifade edilip
ispatlar1 yapilmistir. Bunun yaninda birgok sonug elde edilmistir. Ornek olarak ele
alinan doniistimlerin ¢ozlimlerinin varligr ve tekligi gosterilmistir. Daha sonra genel
formda verilmis bir integral denklemin ¢6ziimiinlin varligmmin ispatlanmistir. Son
olarak ise 6zel halde verilmis integral denklemin ¢6ziimiiniin var oldugu gosterilip bu

var olan ¢oziim belirtilmistir.

Bu tezde alisilmis metrik uzaylarda tanimlanmig C-sart1 ve F-daralma sart1 gibi bazi
0zel sartlar modiiler metrik uzaylara genisletilmis hallerini tanimlanamistir. Bu sartlari

saglayan dontisiimler i¢in bahsi gegen uzaylarda sabit nokta teoremleri ve bazi



sonuclar1 icermektedir. Bu tezin dort, bes ve altinct boliimiinde ifade ve ispat edilen
teoremler bu tez ¢alismasinda ilk kez kullanilmis olup bu tez g¢alismasi orijinal

sonuclar barindirmaktadir.

Ileriye déniik calisma olarak, burada verilen tanimlardan yararlanilarak alisilmis
metrik uzaylarda var olan farkl sartlar modiiler metrik uzaylara genisletilebilir. Bu tip
sartlar1 saglayan doniisiimler i¢in modiiler metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri
verilip bazi sonuglar ortaya konulabilir. Bu sonuglar kullanilarak bazi uygulamalar

verilebilir.
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