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ÖZET 

Bu tezde Cheney Sharma ve Cheney Sharma Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım 

özellikleri incelenmiştir. Birinci bölümü giriş olmak üzere, tez toplam altı bölümden 

oluşmaktadır. İkinci bölümde tez içerisinde kullanılan bazı temel tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde bir ve iki değişkenli Cheney Sharma operatörleri üzerinde 

durulmuş, nasıl oluşturuldukları verilerek bazı yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Dördüncü 

bölümde ağırlıklı uzaylarda Cheney Sharma Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım 

özellikleri incelenmiştir. Dördüncü bölümde ayrıca iki değişkenli Cheney Sharma 

Chlodowsky operatörleri oluşturularak yaklaşım özelliklerine bakılmıştır. Beşinci bölümde 

ise üçüncü ve dördüncü bölümde bahsi geçen operatörlerin bazı örnek fonksiyonlara 

yaklaşımları bilgisayar programına çizdirilen grafikler yardımıyla gösterilmiştir. Son olarak 

altıncı bölüm sonuç kısmına ayrılmıştır.   
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In this thesis, the properties of Cheney Sharma and Cheney Sharma Chlodowsky operators 

are discussed. The thesis consists of six chapters in total, the first part of which is the 

introduction. In the second chapter, some basic definitions and theorems used in the thesis 
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how they were created is given and some approach features are examined. In the fourth 

chapter, the properties of Cheney Sharma Chlodowsky operators are examined in weighted 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur.  

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

𝑪(𝑨)     A kümesinde sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝑳𝒊𝒑𝒎
𝜶      Lipschitz sınıfı  

𝑳𝒏(𝒇) ⇉ 𝒇    Lineer operatörün fonksiyona düzgün yakınsaması 

𝑷𝒏(𝒇, 𝒙)    1. tip CS operatörü 

𝑷𝒏
𝜷(𝒇; 𝒙, 𝒚)    1. tip iki değişkenli CS operatörü 

𝑷𝒏
∗ (𝒇, 𝒙)    1. tip CSC operatörü 

𝑷𝒏
𝜷∗(𝒇; 𝒙, 𝒚)     1. tip iki değişkenli CSC operatörü 

𝑸𝒏(𝒇, 𝒙)    2. tip CS operatörü 

𝑸𝒏
𝜷(𝒇; 𝒙, 𝒚)    2. tip iki değişkenli CS operatörü 

𝑸𝒏
𝜷∗(𝒇; 𝒙, 𝒚)    2. tip iki değişkenli CSC operatörü 

𝑸𝒏
∗ (𝒇, 𝒙)    2. tip CSC operatörü 

𝝆(𝒙)     Ağırlık fonksiyonu 

𝚪(𝒌)     Gamma fonksiyonu 

𝝎(𝒇; 𝒙)    Süreklilik modülü 

 

Kısaltmalar     Açıklamalar  

 

CS     Cheney Sharma 

CSC     Cheney Sharma Chlodowsky 
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1. GİRİŞ 

Yaklaşım teorisi gerek matematiğin kendi iç problemlerinde gerekse fizikten mühendisliğe 

pek çok farklı disiplinde kendine uygulama alanı bulmuştur. Bu nedenle giderek daha fazla 

dikkat çekmiş ve daha çok çalışılmıştır.  

Günümüzde bu denli popüler olan yaklaşım teorisiyle ilgili ilk önemli çalışmayı Karl 

Weierstrass yapmıştır. Weierstrass 1885 yılında kapalı aralıkta sürekli fonksiyonlara 

yakınsayan bir polinom bulunabileceğini söylemiştir [1]. Sonraki yıllarda pek çok 

matematikçi buna farklı ispatlar yapmış ve bazı örnekler sunmuşlardır. Fakat Sergey 

Natanovich Bernstein'ın 1912 yılında verdiği polinom örneği ve yaptığı ispat diğerlerinden 

daha farklı ve kullanışlı bulunmuştur. Bu nedenle üzerinden geçen yüz yılı aşkın süreye 

rağmen sıklıkla kullanılmaya ve araştırılmaya devam etmektedir. 

𝑥 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] olmak üzere Bernstein polinomu, 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) =  ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
) (

𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde tanımlanmaktadır [2]. Bernstein, bu polinomun [0,1] aralığında sürekli bir 

fonksiyona yakınsadığını göstermiştir.   1951`de Bohman [3], 1953`te Korovkin [4] sınırlı 

aralıklarda bir lineer pozitif operatörler dizisinin bir fonksiyona yakınsama koşullarını ortaya 

koymuşlardır. Sonraki dönemlerde Bernstein polinomu matematikçiler tarafından çok farklı 

biçimlerde genelleştirilmiştir. Bu genelleştirmelerden biri de Cheney ve Sharma tarafından 

yapılmıştır. 

Cheney ve Sharma [5] 1964 yılında, Jensen eşitliğinden [6] yola çıkarak aşağıdaki 

operatörleri tanımlamışlardır.  

𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑛𝛽)−𝑛 ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

(
𝑛

𝑘
) 𝑥(𝑥 + 𝑘𝛽)𝑘−1[1 − 𝑥 + (𝑛 − 𝑘)𝛽]𝑛−𝑘 ,  

𝑄𝑛(𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑛𝛽)1−𝑛 ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=0

(
𝑛

𝑘
) 𝑥(𝑥 + 𝑘𝛽)𝑘−1(1 − 𝑥)[1 − 𝑥 + (𝑛 − 𝑘)𝛽]𝑛−𝑘−1. 
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Bunlar sırasıyla birinci tip ve ikinci tip Cheney Sharma operatörleri olarak adlandırılmıştır. 

Mevcut tezde çalışılacak olan Cheney Sharma operatörleri hakkında pek çok araştırma 

yapılmıştır. [7-11] bunlardan bazılarıdır.  

Buraya kadar bahsi geçen çalışmalar sınırlı aralıklar üzerinde yapılan çalışmalardır. 

Chlodowsky lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = ∞, lim
𝑛→∞

 
𝑏𝑛

𝑛
= 0, 𝑥 ∈ [0, ∞) olmak üzere  

𝐶𝑛(𝑓; 𝑥) = {
∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛) (

𝑛
𝑘

) (
𝑥

𝑏𝑛
)

𝑘

(1 −
𝑥

𝑏𝑛
)

𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 , 𝑥 ∈ [0, 𝑏𝑛)  

𝑓(𝑥)                                                           , 𝑥 > 𝑏𝑛        

 

Bernstein-Chlodowsky polinomunu tanımlamıştır [12]. Böylelikle sınırsız bir aralıkta 

çalışma imkânı doğmuştur. Ancak Korovkin koşulları sınırsız aralıklarda geçerli değildir. 

Ağırlıklı uzaylarda yakınsaklık koşulları üzerine Gadjiev çalışmalar yapmıştır [13-15].  

[16] da Cheney Sharma Chlodowsky operatörünü tanımlamışlar ve yakınsaklık özelliklerini 

ve yakınsama oranını incelemişlerdir. Tanımlanan operatör ikinci tip Cheney Sharma 

operatörünün bir genelleştirmesi olup 

𝑄𝑛
∗ (𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑛𝛽)1−𝑛 ∑ (

𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

𝑥

𝑏𝑛
(

𝑥

𝑏𝑛
+ 𝑘𝛽)

𝑘−1

× (1 −
𝑥

𝑏𝑛
) [1 −

𝑥

𝑏𝑛
+ (𝑛 − 𝑘)𝛽]

𝑛−𝑘−1

 

biçiminde gösterilmiştir. [17] de ise bu operatörün bazı koruma özellikleri gösterilmiştir.  

Bu tez için yapılan alanyazın taramasında görülmüştür ki Cheney Sharma operatörleri 

hakkında yapılan çalışmalar genellikle ikinci tip üzerinde yoğunlaşmış olup birinci tip pek 

çalışılmamıştır. Bu nedenle mevcut tezde [10,11,16,17] gibi çalışmalardan esinlenilerek iki 

değişkenli Cheney Sharma, bir ve iki değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörlerinin yaklaşım özellikleri üzerinde durulmuştur. Ayrıca iki değişkenli 

operatörlerin hem tensör çarpımla hem de non-tensör çarpımla elde edilen versiyonları ayrı 

ayrı incelenmiştir. Son olarak bu operatörlerin seçilen bazı fonksiyonlara yaklaşımları 

verilen grafikler yardımıyla örneklendirilmiştir. 
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2. TANIM VE TEOREMLER 

Bu kısımda tez içerisinde kullanılacak tanımlar ve teoremler yer almaktadır. Yazılmış olan 

tanım ve teoremler, [13-15, 18-23] gibi kaynaklardan aktarılmıştır. 

2.1. Temel Kavramlar 

2.1.1. Tanım   

𝑓: 𝐴 ⊆ ℝ → ℝ olmak üzere (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi ve 𝜀 > 0 sayısı verilmiş olsun. ∀n ≥ 𝑛0 

ve ∀𝑥 ∈ 𝐴 için |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 olacak şekilde  ∃𝑛0(𝜀) ise (𝑓𝑛), 𝐴 kümesi üzerinde 𝑓 

fonksiyonuna  düzgün yakınsaktır denir [18].  

2.1.2. Tanım  

L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F üzerinde 

lineer uzay denir [21]. 

A) L, + işlemine göre değişmeli gruptur. Yani, 

G1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿 dir. 

G2) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) dir. 

G3) ∀𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝜆 = 𝜆 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜆 ∈ 𝐿 vardır. 

G4)  ∀𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜆 olacak şekilde  𝜆 ∈ 𝐿 vardır. 

G5)  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 dir. 

B) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 olmak üzere aşağıdaki koşullar sağlanır: 

L1) 𝛼𝑥 ∈ 𝐿 dir 

L2) 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

L3) (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 

L4) (𝛼𝛽)𝑥 = 𝛼(𝛽𝑥) 

L5) 1𝑥 = 𝑥(1, F nin birim elemanıdır.) 

2.1.3. Tanım  

L, bir lineer uzay olsun. ‖. ‖: 𝐿 → ℝ fonksiyonunun 𝑥 deki değeri ‖𝑥‖ ile gösterilsin. Bu 

fonksiyon için aşağıdaki şartlar sağlanırsa ‖. ‖ fonksiyonuna L üzerinde norm denir [21].  
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N1) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

N2) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖(𝛼 ∈ 𝐹) 

N3) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Ayrıca L bir normlu uzaydır denir. Normlu uzaylar genellikle (L, ‖𝑥‖) ile gösterilir.   

2.1.1. Teorem  

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, (𝑥 ≔ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 … 𝑥𝑛), 𝑦: = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … 𝑦𝑛)) için Cauchy-Schwartz 

eşitsizliği olarak bilinen aşağıdaki eşitsizlik sağlanır [21]: 

∑ |𝑥𝑘𝑦𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤ (∑|𝑥𝑘|2

𝑛

𝑘=1

)

1
2

(∑|𝑦𝑘|2

𝑛

𝑘=1

)

1
2

. 

2.1.2.Teorem  

𝑝, 𝑞, 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 koşullarını sağlayan iki sayı olmak üzere ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 için Hölder 

eşitsizliği olarak bilinen aşağıdaki eşitsizlik sağlanır [20]:  

∑|𝑥𝑘𝑦𝑘|

𝑛

𝑘=1

≤ (∑|𝑥𝑘|𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝

(∑|𝑦𝑘|𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞

. 

2.1.5. Tanım  

Γ(𝑥) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,  

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

genelleştirilmiş integrali ile tanımlanır. Γ(𝑥 + 1) = 𝑥! olduğundan gamma fonksiyonuna 

genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir [22].  
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2.2. Lineer Pozitif Operatörler 

2.2.1. Tanım  

X ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olsun. X uzayından alınmış her bir 𝑓 fonksiyonu 𝑌 de bir 𝑔 

fonksiyonuna karşılık getiren L kuralına operatör denir[15]. 𝑔(𝑥) = 𝐿(𝑓; 𝑥) ile gösterilir.  

2.2.2. Tanım 

X bir lineer uzay, 𝑓1, 𝑓2 ∈ X ve 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ olsun.  

𝐿(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥) = 𝑎1𝐿(𝑓1; 𝑥) + 𝑎2𝐿(𝑓2; 𝑥)  

özelliğini sağlayan 𝐿 operatörüne lineer operatör denir [15].  

2.2.3. Tanım 

L bir lineer operatör, X+ = {𝑓 ∈ X: 𝑓(𝑥) ≥ 0}, Y+ = {𝑔 ∈ Y: 𝑔(𝑥) ≥ 0} olsun. L, X+teki bir 

fonksiyonu Y+ deki bir fonksiyona dönüştürüyorsa L`ye lineer pozitif operatör denir [15]. 

2.2.1. Lemma  

Lineer pozitif operatörler monotondur. Yani her 𝑓1, 𝑓2 ∈ X için 𝑓1(𝑡) ≤ 𝑓2(𝑡) olduğunda 

𝐿(𝑓1; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑓2; 𝑥) olur.  

2.2.2. Lemma 

L bir lineer pozitif operatör olmak üzere aşağıdaki özelliği sağlar: 

|𝐿(𝑓; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥). 

2.2.1. Teorem 

 (𝐿𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi [𝑎, 𝑏] sınırlı aralığında 𝑛 → ∞ için  

i) 𝐿𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1 
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ii) 𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥 

iii) 𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) ⇉ 𝑥2 

şartları sağlanıyorsa 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  ve tüm reel eksende sınırlı fonksiyonu için  

𝐿𝑛(𝑓) ⇉ 𝑓 

olur [4]. Bu teorem Korovkin teoremi olarak bilinmektedir.  

2.2.2. Teorem 

(𝐿𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi ve D, ℝ2  de sınırlı bir bölge olsun. Eğer (𝐿𝑛), D 

bölgesinin kompakt bir alt kümesi olan κ üzerinde 

i) 𝐿𝑛(1; 𝑥, 𝑦) ⇉ 1 

ii) 𝐿𝑛(𝑡; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑥 

iii)𝐿𝑛(𝑟; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑦 

iv) 𝐿𝑛(𝑡2 + 𝑟2; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑥2 + 𝑦2 

şartları sağlanıyorsa,  

𝑓 ∈ 𝐶(κ), 𝑛 → ∞ için 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥, 𝑦) ⇉ 𝑓 

olur [24]. Bu teorem Volkov teoremi olarak bilinmektedir. 

2.2.4. Tanım  

𝑓 ∈ 𝐶[a, b] ve 𝑥, 𝑡 ∈ [a, b] olsun. 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü 𝛿 > 0için 

𝜔(𝑓; 𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[a,b]
𝛿≥|𝑡−𝑥|

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

biçiminde tanımlanır.  
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2.2.5. Teorem 

Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

i. 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0, 

ii. 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2), 

iii. lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0, 

iv. |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|), 

v. 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿), 

vi. 𝑚 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓; 𝑚𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓; 𝛿). 

2.2.5. Tanım  

𝑓 reel değerli, sürekli bir fonksiyon ve 𝛼 ∈(0,1] olsun.  ∀𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼 

olacak şekilde 𝑀 > 0 sayısı varsa 𝑓 fonksiyonuna Lipschitz sınıfındandır denir. Bu 

fonksiyon sınıfı 𝐿𝑖𝑝𝑚
𝛼  ile gösterilir.  
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3. CHENEY SHARMA OPERATÖRLERİ 

Tezin bu bölümünde Cheney ve Sharma operatörlerinin nasıl elde edildiği ve yaklaşım 

özellikleri hakkında bilgi verilecektir. Bu operatörlerin bir ve iki değişkenli halleri ayrı 

başlıklar altında incelenmiştir.  

3.1. Tek değişkenli Cheney Sharma Operatörleri 

Cheney ve Sharma [5] 1964 yılında Bernstein polinomunun bir genelleştirmesini yaptılar. 

Bunun için Jensen eşitliği [6] olarak bilinen aşağıdaki açılımları kullandılar: 

(𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝛽)𝑚 = ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[𝑦 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

𝑚

𝜈=0

                                         (3.1) 

(𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝛽)𝑚−1 = ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1𝑦[𝑦 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

               (3.2) 

Eş. 3.1 eşitliğinde y yerine 1 − 𝑥 yazıldığında  

(1 + 𝑚𝛽)𝑚 = ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

𝑚

𝜈=0

                                         (3.3) 

elde edilir.  

(1 + 𝑚𝛽)𝑚(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 = 1 

olacağından  

(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

𝑚

𝜈=0

= 1                                    (3.4) 

yazılabilir.  

Buradan hareketle birinci tip Cheney Sharma operatörü 
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𝑃𝑚(𝑓; 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈          (3.5) 

elde edilmiştir.  

Benzer şekilde Eş. 3.2’de 𝑦 yerine 1 − 𝑥 yazıldığında  

(1 + 𝑚𝛽)𝑚−1 = ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)[(1 − 𝑥) + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

 

elde edilir.  

Eşitliğin her iki tarafı (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ile çarpılırsa  

(1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)[(1 − 𝑥) + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

= 1            (3.6) 

bulunur.  

Buradan ikinci tip Cheney Sharma operatörü olarak bilinen 

𝑄𝑚(𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1                                                                                 (3.7) 

elde edilir.  

Her iki tip operatörde 𝑥 ∈ [0,1] ve ∀𝑚 ∈ ℕ için 𝛽, 𝑚`e bağlı bir pozitif reel sayıdır. Şayet 

𝛽 = 0 olarak alınırsa her iki operatörden de Bernstein polinomu elde edilmektedir.  

3.1.1. Lemma 

Eş. 3.5 ile verilen ikinci tip Cheney Sharma operatörü 𝑃𝑚 lineer pozitif operatördür. 
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İspat 

𝑓1, 𝑓2 birer fonksiyon ve 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℝ olsun. 

𝑃𝑚(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥)

= (1+mβ)−𝑚 ∑(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2) (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈 

                     = (1+mβ)−𝑚 [∑ 𝑎1𝑓1 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

+ ∑ 𝑎2𝑓2 (
𝜈

𝑚
)

𝑛

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈] 

                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ 𝑎1𝑓1 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

+ (1+mβ)−𝑚 ∑ 𝑎2𝑓2 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈 

                     = 𝑎1(1+mβ)−𝑚 ∑ 𝑓1 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

+ 𝑎2(1+mβ)−𝑚 ∑ 𝑓2 (
𝜈

𝑚
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈 

                     = 𝑎1𝑃𝑚(𝑓1; 𝑥)+𝑎2𝑃𝑚(𝑓2; 𝑥) 

olup, bu 𝑃𝑚 operatörlerinin lineerliğini kanıtlar.  

Ayrıca 𝑥 ∈ [0,1] için 𝑓 ≥ 0 alındığında 𝑃𝑚(𝑓; 𝑥) ≥ 0  olacağından 𝑃𝑚 lineer pozitif 

operatörlerin bir dizisidir. 

3.1.2. Lemma  

Eş. 3.7 ile verilen ve 𝑄𝑚 ile gösterilen ikinci tip Cheney Sharma operatörü lineer pozitif 

operatörler dizisidir [9]. 



12 

 

Cheney Sharma operatörlerinin yakınsaklık özelliklerini incelerken hesaplamalarda kolaylık 

sağlaması amacıyla [5]’te aşağıda Eş. 3.8 ile gösterilen yardımcı fonksiyon verilmiştir:  

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑚

𝜈
) (𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈+𝑗−1[𝑦 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈

𝑚

𝜈=0

.                                              (3.8) 

Bu yardımcı fonksiyona ait bazı özellikler [8]’de verilmiştir. Çalışmanın ilerleyen 

kısımlarında kullanılacak lemmalar aşağıda sunulmuştur. 

3.1.3. Lemma 

(3.1.8) ile verilen 𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑆(𝑗 − 1, 𝑚, 𝑥, 𝑦) + 𝑚𝛽𝑆(𝑗, 𝑚 − 1, 𝑥 + 𝛽, 𝑦).                                            (3.9) 

3.1.4. Lemma 

𝑆(𝑗, 𝑛, 𝑥, 𝑦) ifadesi için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑥𝑆(0, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝛽)𝑚.                                                                                            (3.10) 

3.1.5. Lemma 

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) ifadesi için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑆(1, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝜈! 𝛽𝜈[𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝛽]𝑚−𝜈

𝑚

𝜈=0

.                                                                (3.11) 

3.1.6. Lemma 

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) ifadesi için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑆(2, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = ∑ (
𝑚

𝜈
) (𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈! 𝛽𝜈𝑆(1, 𝑚 − 𝜈, 𝑥 + 𝜈𝛽, 𝑦)

𝑚

𝜈=0

.                                       (3.12) 
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3.1.7. Lemma  

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑆(1, 𝑚, 𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑒−𝑡(𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚𝑑𝑡
∞

0

.                                                                 (3.13) 

3.1.8. Lemma  

𝑆(𝑗, 𝑚, 𝑥, 𝑦) için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

𝑆(2, 𝑚, 𝑥, 𝑦)= ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡[𝑥(𝑥 + 𝑦 + (𝑚 + 𝑡 + 𝑠)𝛽)𝑚

∞

0

∞

0

+ 𝑚𝑡𝛽2(𝑥 + 𝑦 + (𝑚 + 𝑡 + 𝑠)𝛽)𝑚−1]𝑑𝑡𝑑𝑠 .                                                   (3.14) 

3.1.9. Lemma 

𝑒𝑖 = 𝑡𝑖  olmak üzere Eş. 3.5 ile verilen birinci tip Cheney Sharma operatörü için 

𝑃𝑚(𝑒0, 𝑥) ≤ 1                                                                                                                                (3.15) 

𝑃𝑚(𝑒1, 𝑥) ≤
𝑥

1 + 𝛽
                                                                                                                       (3.16) 

𝑃𝑚(𝑒2, 𝑥) ≤
(𝑚 − 1)𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑛𝛽)2

𝑚
+

𝑥(𝑚 − 1)(1 + 𝑛𝛽)2𝛽2 

(1 + 𝛽)3

+
𝑥

𝑚(1 + 𝑚𝛽)
                                                                                                        (3.17) 

özellikleri sağlanır.  

3.1.1. Teorem 

𝑚 ∈ ℕ için 𝛽, 𝑚’ye bağlı bir pozitif reel sayı dizisi, lim
𝑚→∞

𝛽𝑚 = 0 ve lim
𝑚→∞

𝑚𝛽𝑚 = 0 olsun. 

∀𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) için Eş. 3.5 ile verilen birinci tip Cheney Sharma operatörler dizisi, 𝑓 

fonksiyonuna [0,1] de düzgün yakınsaktır [5].  
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3.1.10. Lemma 

𝑒𝑖 = 𝑡𝑖  olmak üzere Eş. 3.7’ de verilen ikinci tip Cheney Sharma operatörü için 

𝑄𝑚(𝑒0, 𝑥) = 1                                                                                                                               (3.18) 

𝑄𝑚(𝑒1, 𝑥) = 𝑥                                                                                                                               (3.19) 

𝑄𝑚(𝑒2, 𝑥) ≤ 𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥𝑚(1 + 𝑚𝛽)𝛽2 + 𝑥(𝑥 + 2𝛽)𝑚𝛽

+ 𝑥𝑚2𝛽3 +
𝑥

𝑚
                                                                                                        (3.20) 

özellikleri sağlanır [9]. 

3.1.2. Teorem 

 𝑚 ∈ ℕ için 𝛽, 𝑚 ye bağlı bir pozitif reel sayı dizisi, lim
𝑚→∞

𝛽𝑚 = 0 ve lim
𝑚→∞

𝑚𝛽𝑚 = 0 olsun. 

∀𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) için Eş. 3.7 ile verilen ikinci tip Cheney Sharma operatörler dizisi, 𝑓 

fonksiyonuna [0,1] de düzgün yakınsaktır [5].  

3.1.3. Teorem  

 𝑥 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve  𝛽 = (𝛽𝑚) bir pozitif reel sayı dizisi olsun. 𝑃𝑚 operatörler dizisi 

için 

|𝑃𝑚 − 𝑓| ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛿) 

olur.  

Burada 𝛿 ile verilen moment 

𝛿 = 𝛿𝑚 = (
(𝑚 − 1)𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑛𝛽)2

𝑚
+

(𝑚 − 1)(1 + 𝑛𝛽)2𝑥

𝑚(1 + 2𝛽)3
−

2𝑥2

1 + 𝑚𝛽
+ 𝑥2)

1
2

 

dir [8].  
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3.1.4. Teorem   

𝑥 ∈ [0,1], 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve  𝛽 = (𝛽𝑚) bir pozitif reel sayı dizisi olsun. 𝑄𝑚 operatörler dizisi 

için 

|𝑄𝑚 − 𝑓| ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛿𝑚) 

olur. 

Burada 𝛿𝑚 ile verilen moment 

𝛿𝑚 = (𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥𝑚(1 + 𝑚𝛽)𝛽2 + 𝑥(𝑥 + 2𝛽)𝑚𝛽 + 𝑥𝑚2𝛽3 +
𝑥

𝑚
− 𝑥2)

1
2
 

olarak alınacaktır. 

İspat 

𝑄𝑚 operatörü için  

𝑄𝑚 (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)=(1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑚
) (

𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1 − 𝑓(𝑥) 

                     = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ 𝑓 (
𝜈

𝑚
) (

𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

− (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ 𝑓(𝑥) (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1 

                     = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (𝑓 (
𝜈

𝑚
) − 𝑓(𝑥)) (

𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑛

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1 

olur. Her iki tarafın mutlak değeri alınırsa 
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|𝑄𝑚 (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|=|(1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (𝑓 (
𝜈

𝑚
) − 𝑓(𝑥)) (

𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1| 

                    ≤ (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1 |𝑓 (
𝜈

𝑚
) − 𝑓(𝑥)| 

bulunur.  

Süreklilik modülünün tanımından ve |
𝜈

𝑚
− 𝑥| < 𝛿 için 

|𝑄𝑚 (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|=(1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1𝜔 (𝑓, |
𝜈

𝑚
− 𝑥|) 

yazılabilir. 𝜔(𝑓, 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆𝛿)𝜔(𝑓, 𝛿) olduğundan  

|𝑄𝑚 (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)|=(1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1𝜔 (𝑓, |
𝜈

𝑚
− 𝑥|) 

                     ≤ (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

× 𝜔(𝑓, 𝛿) (1 +
1

𝛿
|

𝜈

𝑚
− 𝑥|) 

                     = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

× 𝜔(𝑓, 𝛿)

+  (1 + 𝑚𝛽)1−𝑛 ∑ (
𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)[1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1

𝑚

𝜈=0

× 𝜔(𝑓, 𝛿)
1

𝛿
|

𝜈

𝑚
− 𝑥| 
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                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
(1 + 𝑚𝛽)1−𝑛 ∑ (

𝑚

𝜈
) 𝑥(𝑥 + 𝜈𝛽)𝜈−1(1 − 𝑥)

𝑚

𝜈=0

× [1 − 𝑥 + (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈−1 |
𝜈

𝑚
− 𝑥|] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
𝑄𝑚 (|

𝜈

𝑚
− 𝑥| ; 𝑥)] 

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafına Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 

𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑄𝑚 (|

𝜈

𝑚
− 𝑥| ; 𝑥)] ≤  𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +

1

𝛿
𝑄𝑚 ((

𝜈

𝑚
− 𝑥)

2

; 𝑥)

1
2

𝑄𝑚(12; 𝑥)
1
2] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑄𝑚 ((

𝜈

𝑚
)

2

−
2𝜈𝑥

𝑚
+ 𝑥2; 𝑥)

1
2

] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
(𝑄𝑚 ((

𝜈

𝑚
)

2

; 𝑥) + 𝑄𝑚 (−2𝑥
𝜈

𝑚
; 𝑥) + 𝑄𝑚(𝑥2; 𝑥))

1
2

] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
(𝑄𝑚(𝑒2; 𝑥) − 2𝑥𝑄𝑚(𝑒1; 𝑥) + 𝑥2𝑄𝑚(𝑒0; 𝑥))

1
2]               (3.21) 

elde edilir. Eş. 3.18, 3.19 ve 3.20 Eş. 3.21’de yerine yazılırsa 

𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑄𝑚 (|

𝜈

𝑚
− 𝑥| ; 𝑥)]

≤ 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
(𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥𝑚(1 + 𝑚𝛽)𝛽2 + 𝑥(𝑥 + 2𝛽)𝑚𝛽

+ 𝑥𝑚2𝛽3 +
𝑥

𝑚
− 𝑥2)

1
2

] 

elde edilir. Burada 𝛿 ile verilen moment 

𝛿𝑚 = (𝑥(𝑥 + 2𝛽)(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥𝑚(1 + 𝑚𝛽)𝛽2 + 𝑥(𝑥 + 2𝛽)𝑚𝛽 + 𝑥𝑚2𝛽3 +
𝑥

𝑚
− 𝑥2)

1
2
 

olarak seçilirse 
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|𝑄𝑚 (𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛿𝑚) 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

3.2. İki Değişkenli Cheney Sharma Operatörleri 

Bu kısımda Cheney Sharma operatörlerinin iki değişkenli genelleştirmelerine yer 

verilmiştir. İki değişkenli Cheney Sharma operatörleri iki bölümde incelenebilir. Bunlardan 

ilki non-tensör çarpım kullanılan operatörler iken ikincisi tensör çarpım kullanılan 

operatörlerdir. Burada yine birinci ve ikinci tip Cheney Sharma operatörleri ayrı ayrı 

incelenecektir. 

 3.2.1. Non-tensör çarpım iki değişkenli Cheney Sharma operatörleri 

Burada incelenecek olan iki değişkenli operatörlerden ikinci tip Cheney Sharma operatörü 

[10]’da tanımlanmıştır. Aynı çalışmada yazarlar bu operatörün süreklilik modülü 

fonksiyonu özelliklerini ve Lipschitz sürekli fonksiyonlar sınıfından fonksiyonları 

koruduğunu göstermişlerdir.  

İkinci tip operatör [10] çalışmasından alıntılanarak aşağıdaki şekliyle verilmiştir:  

𝑄𝑚
𝛽 (𝑓; 𝐱) = (1+𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐤

𝑚
) (

𝑚

𝐱
) 𝐱𝐞(𝐱 + 𝐤𝛽)𝐤−𝐞

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× (1 − |𝐱|)[1 − |𝐱| + (𝑚 − |𝐤|)𝛽]𝑚−|𝐤|−1 .                                                    (3.22) 

Burada notasyon olarak;  

𝐱 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2, 𝐤 = (𝑘1, 𝑘2) ∈ ℕ2, 𝐞 = (1,1), 𝟎 = (0,0), 0 < β𝑚 ∈ ℕ, 𝛽x≔(𝛽𝑥1, 𝛽𝑥2), 

|x| ≔ 𝑥1 + 𝑥2, 𝐱𝐤 ≔ 𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2 , 𝐤! ≔ 𝑘1! 𝑘2! kullanılmıştır. Ayrıca 

(
𝑚

𝐤
) ≔

𝑚!

𝐤! (𝑚 − |𝐤|)!
, ∑ :

|𝐤|≤𝑚

= ∑ ∑ .

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

 

olarak alınmıştır. Buradan esinlenerek birinci tip Cheney Sharma operatörünün iki 

değişkenli bir genelleştirmesi aşağıdaki şekilde yazılmıştır.  
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Eş. 3.1’de 𝑥 yerine 𝑥1,  𝑦 yerine 1 − 𝑥1 yazıldığında  

(1+𝑚𝛽)𝑚 = ∑ (
𝑚

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘1𝛽)𝑘1−1[1 − 𝑥1 + (𝑚 − 𝑘1)𝛽]𝑚−𝑘1

𝑚

𝑘1=0

                         (3.23) 

elde edilir. Eş. 3.1’de 𝑥 yerine 𝑥2,  𝑦 yerine 1 − 𝑥1 − 𝑥2 ve 𝑚 yerine 𝑚 − 𝑘1 yazıldığında  

[1 − 𝑥1 + (𝑚 − 𝑘1)𝛽]𝑚−𝑘1

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1

𝑘2
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1[1 − 𝑥1 − 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2)𝛽]𝑚−𝑘1−𝑘2

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

 

bulunur. Son eşitlik Eş. 3.23’te yerine yazılırsa 

(1+𝑚𝛽)𝑚 = ∑ (
𝑚

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1+𝑘1𝛽)𝑘1−1 ∑ (

𝑚 − 𝑘1

𝑘2
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − 𝑥1 − 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2)𝛽]𝑚−𝑘1−𝑘2 

bulunur. Eşitliğin her iki tarafı (1+𝑚𝛽)−𝑚 ile çarpılırsa 

1 = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ (
𝑚

𝑘1
) (

𝑚 − 𝑘1

𝑘2
) 𝑥1𝑥2(𝑥1+𝑘1𝛽)𝑘1−1(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − 𝑥1 − 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2)𝛽]𝑚−𝑘1−𝑘2   

elde edilir. Burada 𝐗 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2, 𝐊 = (𝑘1, 𝑘2) ∈ ℕ2, 𝐄 = (1,1), 𝟎 = (0,0),

0<β𝑚, m ∈ ℕ, β𝑚 ∈ ℝ, 𝛽X≔(𝛽𝑥1, 𝛽𝑥2), |X| ≔ 𝑥1 + 𝑥2, 𝐗𝐊 ≔ 𝑥1
𝑘1𝑥2

𝑘2 , 𝐊! ≔ 𝑘1! 𝑘2!   

(𝑚
𝑘1

) (𝑚−𝑘1
𝑘2

) =
𝑚!

𝑘1!𝑘2!(𝑚−𝑘1−𝑘2)!
 için (𝑚

𝐤
) ≔

𝑚!

𝐊!(𝑚−|𝐊|)!
 , 

∑ :
|𝐊|≤𝑚

= ∑ ∑ .

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

 

olarak alınıp yerine yazılırsa  
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1 = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝐊
) 𝐗𝐄(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄[1 − |𝐗| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊|

|𝐊|≤𝑚

                  (3.24) 

elde edilir. 𝑆 = {𝑿 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2: (𝑥1, 𝑥2) ≥ 0, |X| ≤ 1 } bölgesinde tanımlı sürekli bir 𝑓 

fonksiyonu olmak üzere Eş. 3.24’den  

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐗) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
) (

𝑚

𝐊
) 𝐗𝐄(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − |𝐗| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊|                                                                          (3.25) 

yazılır. Eş. 3.25 eşitliği tensör çarpım iki değişkenli birinci tip Cheney Sharma operatörüdür.  

Yukarıda yazılan birinci tip iki değişkenli Cheney Sharma operatörünün yine [10] 

çalışmasından hareketle süreklilik modülü fonksiyonu özelliklerini ve Lipschitz sürekli 

sınıfından fonksiyonları koruduğu gösterilecektir. İkinci bölümde verilen süreklilik modülü 

fonksiyonu ve Lipschitz sürekli fonksiyon tanımları bu kez iki değişkenli olarak [10,27,28] 

çalışmalarından alıntılanarak aşağıda verilmiştir.  

3.2.1. Tanım 

𝑓, 𝐴 ⊆ ℝ2de tanımlı, reel değerli, sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑀 > 0, 𝜇 ∈ 𝐴 ve 0 < 𝜇 ≤ 1 

olacak şekilde  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀 ∑ |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|
𝜇

2

𝑖=1

 

koşulu sağlanırsa 𝑓 fonksiyonuna Lipschitz sürekli denir. 

3.2.2.Tanım 

𝜔(𝑢), iki değişkenli, negatif olmayan bir sürekli fonksiyon olsun. Şayet 𝜔(𝑢) fonksiyonu; 

i) 𝜔(0) = 0, 

ii) Tüm  𝑢1 ≤ 𝑢2  için 𝜔(𝑢1) ≤ 𝜔(𝑢2), 
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iii) 𝜔(𝑢1 + 𝑢2) ≤ 𝜔(𝑢2) + 𝜔(𝑢2), 

şartlarını sağlarsa bir süreklilik modülü fonksiyonudur denir. 

3.2.1. Teorem 

𝑓, Lipschitz sürekli bir fonksiyon ise tüm n doğal sayıları için 𝑃𝑚
𝛽(𝑓) fonksiyonu da 

Lipschitz sürekli bir fonksiyondur.  

İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ 𝑇, 𝐗 ≤ 𝐘  yani 𝑥1 ≤ 𝑦1 𝑣𝑒 𝑥2 ≤ 𝑦2 olsun. Eş. 3.25 için; 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
) (

𝑚

𝐋
) 𝐘𝐄(𝐘 + 𝐋𝛽)𝐊−𝐄[1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

 

                 = (1+𝑚𝛽)−𝑛 ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
) (

𝑚

𝐋
) 𝑦1(𝑦1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1𝑦2(𝑦2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|                                                                           (3.26) 

Eş. 3.2 ile verilen Jensen eşitliğinde 𝑥 → 𝑥1, 𝑦 → 𝑦1 − 𝑥1, 𝑚 → 𝑙1yerine yazılırsa; 

𝑦1(𝑦1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1= ∑ (
𝑙1

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘1𝛽)𝑘1−1(𝑦1 − 𝑥1)

𝑙1

𝑘1

× [𝑦1 − 𝑥1 + (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]𝑙1−𝑘1−1                                                                       (3.27) 

Aynı şekilde 𝑥 → 𝑦1, 𝑦 → 𝑦2 − 𝑥2, 𝑚 → 𝑙2yerine yazılırsa; 

𝑦2(𝑦2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1= ∑ (
𝑙2

𝑘2
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1(𝑦2 − 𝑥2)

𝑙2

𝑘2

× [𝑦2 − 𝑥2 + (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]𝑙2−𝑘2−1                                                                      (3.28) 

elde edilir.  
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Eş. 3.27 ve Eş. 3.28, Eş. 3.26’da kullanılırsa; 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘)  = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
) (

𝑚

𝐋
) 𝑦1(𝑦1 + 𝑖1𝛽)𝑙1−1𝑦2(𝑦2 + 𝑖2𝛽)𝑙2−1

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑛−|𝐋| 

                   = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
) (

𝑚

𝐋
) ∑ (

𝑙1

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘1𝛽)𝑘1−1(𝑦1 − 𝑥1)

𝑙1

𝑘1

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [𝑦1 − 𝑥1 + (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]𝑙1−𝑘1−1 

× ∑ (
𝑙2

𝑘2
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1(𝑦2 − 𝑥2) × [𝑦2 − 𝑥2 + (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]𝑙2−𝑘2−1 

𝑙2

𝑘2

× [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋| 

                   = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
)

𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝑳|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!
 

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑛−𝑙1

𝑙2=0

𝑛

𝑙1=0

× 𝑿𝑬(𝑿 + 𝑲𝛽)𝑲−𝑬(𝒀 − 𝑿)𝑬[𝒀 − 𝑿 + (𝑳 − 𝑲)𝛽]𝑳−𝑲−𝑬

×  [1 − |𝐘| + (𝑛 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|  

                   = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
)

𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝑳|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!
 

𝑙2

𝑘2

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚

𝑙1=0

× 𝑿𝑬(𝑿 + 𝑲𝛽)𝑲−𝑬(𝒀 − 𝑿)𝑬[𝒀 − 𝑿 + (𝑳 − 𝑲)𝛽]𝑳−𝑲−𝑬

×  [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|  

                   = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
)

𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝑳|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!
 

𝑚−𝑙1

𝑙2=𝑘2

𝑚−𝑙1

𝑘2=0

𝑙1

𝑙1=𝑘1

𝑚

𝑘1=0

× 𝑿𝑬(𝑿 + 𝑲𝛽)𝑲−𝑬(𝒀 − 𝑿)𝑬[𝒀 − 𝑿 + (𝑳 − 𝑲)𝛽]𝑳−𝑲−𝑬

×  [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|  

𝐋 →  𝐊 + 𝐋 yazılırsa 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘)  = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊 + 𝐋

𝑚
)

𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
 

𝑚−|𝑲|−𝑙1

𝑖2=𝑘2

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

× 𝑿𝑬(𝑿 + 𝑲𝛽)𝑲−𝑬(𝐘 − 𝐗)𝑬[𝒀 − 𝑿 + 𝐋𝛽]𝐋−𝑬

×  [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|                                                       (3.29) 
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𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐗) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
) (

𝑚

𝐊
) 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − |𝐗| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊| 

Eş. 3.1 ile verilen Jensen eşitliğinde 𝑥 → 𝑦1 − 𝑥1, 𝑦 → 1 − 𝑦1 − 𝑥2, 𝑚 → 𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2 

yerine yazılırsa; 

[1 − |𝐗| + (𝑛 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊|

= ∑ (
𝑚 − |𝑲|

𝑙1
)

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

(𝑦1 − 𝑥1)(𝑦1 − 𝑥1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1

× [1 − 𝑦1 − 𝑥2 + (𝑚 − |𝐊|−𝑙1)𝛽]𝑚−|𝐊|−𝑙1                                                     (3.30) 

elde edilir. 

Eş. 3.1’de 𝑥 → 𝑦2 − 𝑥2, 𝑦 → 1 − 𝑦1 − 𝑦2, 𝑚 → 𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1 yerine yazılırsa; 

[1 − 𝑦1 − 𝑥2 + (𝑚 − |𝐊|−𝑙1)𝛽]𝑚−|𝐊|−𝑙1

= ∑ (
𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

(𝑦2 − 𝑥2)(𝑦2 − 𝑥2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

× [1 − 𝑦2 − 𝑦1 + (𝑛 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|                                                 (3.31) 

bulunur. 

Eş. 3.31, Eş. 3.30’da yerine yazılırsa  

[1 − |𝐗| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊|

= ∑ (
𝑚 − |𝑲|

𝑙1
)

𝑛−|𝐊|

𝑙1=0

(𝑦1 − 𝑥1)(𝑦1 − 𝑥1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1

× ∑ (
𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

(𝑦2 − 𝑥2)(𝑦2 − 𝑥2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

× [1 − 𝑦2 − 𝑦1 + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 
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                     = ∑ ∑ (
𝑚 − |𝑲|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

(𝑦1 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑥2)

× (𝑦1 − 𝑥1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1(𝑦2 − 𝑥2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

× [1 − 𝑦2 − 𝑦1 + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

[1 − |𝐗| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]𝑚−|𝐊|

= ∑ ∑ (
𝑚 − |𝑲|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑛 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑛−|𝐊|−|𝐋|                                                           (3.32) 

Eş. 3.32, Eş.3.25’te yerine yazıldığında  

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐗) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
) (

𝑚

𝐊
) 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× ∑ ∑ (
𝑚 − |𝑲|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

                  = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐊

𝑚
) (

𝑚

𝐊
) (

𝑚 − |𝑲|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|  

                  = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐊

𝑚
) (

𝑚

𝐊
) (

𝑚 − |𝑲|

𝑙1
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

× (
𝑚 − |𝑲| − 𝑙1

𝑙2
) 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄[1 − |𝐲|

+ (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

                  = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐊

𝑚
)

𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|                                                         (3.33) 
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Eş. 3.29 ve Eş. 3.33 kullanılarak 𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗) hesaplanırsa 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)

= (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)]

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

×
𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑙1

𝑘1=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝑲! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋| 

Son eşitlikte yer alan 
𝑚!

𝑲!(𝑚−|𝐊|−|𝐋|)!𝐋!
 ifadesi için 

𝑚!

𝑲!(𝑚−|𝐊|−|𝐋|)!𝐋!
=  (𝑚

𝑳
) (𝑚−|𝑳|

𝑘1
) (𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2
) eşitliği kullanılırsa, 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)

= (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) (

𝑚 − |𝑳|

𝑘1
) (

𝑚 − 𝑘1 − |𝑳|

𝑘2
)

× 𝐗𝑬(𝐗 + 𝐊𝛽)𝐊−𝐄(𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|  
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                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)] (

𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1+𝑘1𝛽)𝑘1−1

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

× [1 − |𝐲| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|                                                         (3.34) 

bulunur. Eş. 3.1’de 𝑥 → 𝑥2, 𝑦 → 1 − 𝑦1 − 𝑦2, 𝑚 → 𝑚 − 𝑘1 − 𝑙2 − 𝑙1 yerine yazılırsa; 

[1 − |𝐘| + 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]𝑚−𝑘1−|𝐋|

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝑳|

𝑘2
)

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑥2(𝑥2 + 𝑘2𝛽)𝑘2−1

× [1 − |𝐘| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐊|−|𝐋|                                                        (3.35) 

olur. Eş. 3.34, Eş. 3.35’te yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)]

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄 ∑ (

𝑚 − |𝐋|

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘1𝛽)𝑘1−1

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× [1 − |𝐘| + 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]𝑚−𝑘1−|𝐋|                                                 (3.36) 

Eş. 3.1’de 𝑥 → 𝑥1, 𝑦 → 1 + 𝑥2 − 𝑦1 − 𝑦2, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙2 − 𝑙1 yerine yazılırsa; 

[1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|

= ∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘1𝛽)𝑘1−1

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× [1 − |𝐘| + 𝑥2 + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]𝑚−𝑘1−|𝐋|                                                 (3.37) 

Eş. 3.36, Eş.3.37’de yerine yazılırsa 
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𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)

= (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
)] (

𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|                                                               (3.38) 

bulunur. Ayrıca 𝑓, Lipschitz sürekli olduğundan 

|𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)|

≤ 𝑀(1+nβ)-n ∑ ∑ [(
𝑙1

𝑚
)

𝜇

− (
𝑙1

𝑚
)

𝜇

] (
𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋| 

        = 𝑀[𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗) − 𝑃𝑚
𝛽

(𝑡2
𝜇

; 𝒀 − 𝐗)]                                                             (3.39) 

elde edilir. 

𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)-m ∑ ∑ (
𝑙1

𝑚
)

𝜇

(
𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋| 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑙1

𝑛
)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (𝑦1 − 𝑥1)(𝑦1 − 𝑥1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1

𝑚

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (𝑦2 − 𝑥2)(𝑦2 − 𝑥2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|                                                               (3.40) 

Eş. 3.1’de 𝑥 → 𝑦2 − 𝑥2, 𝑦 → 1 + 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑦1 − 𝑦2, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙1 yerine yazılırsa; 

[1 − 𝑦1 + 𝑥1 + (𝑚 − 𝑙1)𝛽]𝑚−𝑙1

= ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (𝑦2 − 𝑥2)(𝑦2 − 𝑥2 + 𝑙2𝛽)𝑙2−1

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋|                                                               (3.41) 
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bulunur. Eş. 3.41, Eş. 3.40’ta yerine yazılırsa; 

𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)=(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑙1

𝑚
)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (𝑦1 − 𝑥1)(𝑦1 − 𝑥1 + 𝑙1𝛽)𝑙1−1

𝑚

𝑙1=0

× [1 − 𝑦1 + 𝑥1 + (𝑚 − 𝑙1)𝛽]𝑚−𝑙1 

         = 𝑃𝑚(𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1) 

bulunur. Son eşitlikte 𝑝 =
1

𝜇
, 𝑞 =

1

1−𝜇
 olacak şekilde Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗) = 𝑃𝑚(𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1) ≤ [𝑃𝑚(𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1)]
𝜇

[𝑃𝑚(𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1)]
1−𝜇

 

ve Eş. 3.16’dan 

𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗) ≤ (𝑦1 − 𝑥1)𝜇                                                                                                    (3.42)  

olur. Benzer yöntemle  

𝑃𝑚
𝛽

(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗) ≤ (𝑦2 − 𝑥2)𝜇                                                                                                    (3.43) 

olduğu görülebilir. 

Eş. 3.39, Eş. 3.42 ve Eş. 3.43 ifadelerinden 

|𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)| ≤ 𝑀[𝑃𝑚
𝛽

(𝑡1
𝜇

; 𝐘 − 𝐗) − 𝑃𝑚
𝛽

(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)]

≤ 𝑀[(𝑦1 − 𝑥1)𝜇 + (𝑦2 − 𝑥2)𝜇] 

elde edilir. Aynı şekilde 𝐘 ≤ 𝐗 yani 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑦2 ≤ 𝑥2 için yukarıdaki ifade aynı sonuca 

ulaşılabilir. Ayrıca 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑥2 ≤ 𝑦2olduğunda ise  

|𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)|

≤ |𝑃𝑚
𝛽

(𝑓; (𝑥1, 𝑥2)) − 𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝑦1, 𝑥2)| + |𝑃𝑚

𝛽(𝑓; (𝑦1, 𝑦2)) − 𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝑦1, 𝑥2)|

≤ 𝑀[(𝑦1 − 𝑥1)𝜇 + (𝑦2 − 𝑥2)𝜇] 
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sağlanır. 

Son olarak 𝑥1 ≤ 𝑦1 ve  𝑦2 ≤ 𝑥2 olduğunda da yukarıdaki biçimde sonuç elde edilir. 

Dolayısıyla  

|𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)| ≤ 𝑀[|𝑦1 − 𝑥1|𝜇 + |𝑦2 − 𝑥2|𝜇] 

yazılabilir. Bu ise Tanım 3.2.1’i sağladığından ispat tamamlanır. 

3.2.2. Teorem 

 𝜔, bir süreklilik modülü fonksiyonu ise ∀𝑚 ∈ ℕ; 𝑃𝑚
𝛽(𝜔) da süreklilik modülü 

fonksiyonudur.  

İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ 𝑇, 𝐗 ≤ 𝐘 yani 𝑥1 ≤ 𝑦1 𝑣𝑒 𝑥2 ≤ 𝑦2 olsun. 𝜔, Eş. 3.38’de f yerine yazılırsa  

𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝜔; 𝐗)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ [𝜔 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
) − 𝜔 (

𝐊

𝑚
)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄[1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋| 

olur. Bu ise 𝐘 ≥ 𝐗 olduğunda 𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝐘) ≥ 𝑃𝑚

𝛽(𝜔; 𝐗) olmasını gerektirir. Yani Tanım 3.2.2  

ii) koşulu sağlanır.  Ayrıca Tanım 3.2.2  iii) den 

𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝜔; 𝐗)≤(1+mβ)-m ∑ ∑ 𝜔 (
𝐋

𝑚
) (

𝑚

𝐋
) (𝐘 − 𝐗)𝑬(𝐘 − 𝐗 + 𝐋𝛽)𝐋−𝐄

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |𝐘| + |𝐗| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]𝑚−|𝐋| 

                      = 𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝐘 − 𝐗) 
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yazılır. Bu da 𝑃𝑚
𝛽(𝜔)’nın iii)’yi sağladığını gösterir. Ayrıca Cheney Sharma operatörünün 

özelliğinden 𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝟎) = 0 olduğu biliniyor. Öyleyse 𝑃𝑚

𝛽(𝜔; 𝟎) = 𝜔(𝟎) = 0 denilebilir. Bu 

durum da  i) nin sağlandığını gösterir. O halde i), ii), iii) sağlandığından ispat tamamlanır.  

3.2.2. Tensör çarpım iki değişkenli Cheney Sharma operatörleri 

İki değişkenli operatörler için ikinci bir alternatif ise tensör çarpım kullanmaktır. İki 

değişkenli tensör çarpım ikinci tip Cheney Sharma operatörü [11, 28] çalışmalarında 

sunulmuştur:  

𝑄𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑙

𝑚
) 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

, 

𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) = (1 + 𝑛𝛽)1−𝑛 (
𝑛

𝑘
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘𝛽)𝑘−1(1 − 𝑥1)[1 − 𝑥 + (𝑛 − 𝑘)𝛽]𝑛−𝑘−1, 

𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) = (1 + 𝑚𝛼)1−𝑚 (
𝑚

𝑙
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑙𝛼)𝑙−1(1 − 𝑥2)[1 − 𝑥2 + (𝑚 − 𝑙)𝛼]𝑚−𝑙−1. 

Buradan hareketle birinci tip Cheney Sharma operatör dizisi için iki değişkenli bir 

genelleştirmesi aşağıda verilmiştir: 

𝒜 =  [0,1] × [0,1]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝒜) olmak üzere  𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝛼, 𝛽, sırasıyla  𝑛 ve 𝑚’ye bağlı 

birer pozitif reel sayı dizisi; lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0, lim
𝑚→∞

𝛼𝑚 = 0 lim
𝑛→∞

𝑛𝛽𝑛 = 0 ve  lim
𝑚→∞

𝑚𝛼𝑚 = 0 

olsun. 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑦; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑙

𝑚
) 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑦; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

. 

ifadesi iki değişkenli tensör çarpım birinci tip Cheney Sharma operatörüdür. Burada 

𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) = (1 + 𝑛𝛽)−𝑛 (
𝑛

𝑘
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘𝛽)𝑘−1[1 − 𝑥1 + (𝑛 − 𝑘)𝛽]𝑛−𝑘. 

𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) = (1 + 𝑚𝛼)−𝑚 (
𝑚

𝑙
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑙𝛼)𝑙−1[1 − 𝑥2(𝑛 − 𝑙)𝛼]𝑚−𝑙. 
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3.2.5.Teorem 

𝒜 =  [0,1] × [0,1]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝒜) olmak üzere   

𝑃𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑙

𝑚
) 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

ile verilen iki değişkenli birinci tip Cheney Sharma operatörler dizisi için  

𝑃𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑓, (𝑛, 𝑚 → ∞) olur. 

İspat 

Teorem 2.2.2’de verilen Volkov teoremi gereğince 

𝑃𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 1 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥1 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥2 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥1
2 + 𝑥2

2  

ifadelerinin sağlandığını göstermek ispat için yeterlidir.  

𝑃𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = ∑ 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                   = 1                                                                                                                             (3.44) 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑
𝑘

𝑛
𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑
𝑘

𝑛
𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑃𝑛(𝑒1;𝑥1)                                                                                                  (3.45) 
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𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑
𝑙

𝑚
𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑
𝑙

𝑚
𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                    = 𝑃𝑚(𝑒1;𝑥2)                                                                                                            (3.46) 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ [(
𝑘

𝑛
)

2

+ (
𝑙

𝑚
)

2

] 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑ (
𝑘

𝑛
)

2

𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) + ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
)

2

𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ (
𝑘

𝑛
)

2

𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) + ∑ 𝑡𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ (
𝑙

𝑚
)

2

𝑢𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = 𝑃𝑛(𝑒2;𝑥1) + 𝑃𝑚(𝑒2;𝑥2)                                                                                     (3.47) 

‖𝑃𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1| 

Eş. 3.44 yerine yazılırsa 

‖𝑃𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1‖
𝐶(𝒜)

 

                     = |1 − 1| 

                      = 0                                                                                                                            (3.48) 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1| 

Eş. 3.45 yerine yazılırsa 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛(𝑒1; 𝑥1) − 𝑥1| 

olur. Burada limit alınıp sonrasında Eş. 3.16 kullanılırsa  

lim
𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

≤ lim
𝑛→∞

|𝑃𝑛(𝑒1; 𝑥1) − 𝑥1| 

                     = |𝑥1 − 𝑥1| 
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                     = 0                                                                                                                             (3.49) 

bulunur. Benzer şekilde 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2|  

Eş. 3.46 yerine yazılırsa 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑚(𝑒1; 𝑥2) − 𝑥2| 

olur. Son eşitlikte limit alınıp sonrasında Eş. 3.16 kullanılırsa 

lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

≤ lim
𝑚→∞

|𝑃𝑚(𝑒2; 𝑥2) − 𝑥2| 

                     = |𝑥2 − 𝑥2| 

                     = 0                                                                                                                             (3.50) 

elde edilir. 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)| 

Eş. 3.47 yerine yazılırsa 

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛(𝑒2;𝑥1) + 𝑃𝑚(𝑒2;𝑥2) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)| 

                      = max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑃𝑛(𝑒2;𝑥1) − 𝑥1
2 + 𝑃𝑚(𝑒2;𝑥2) − 𝑥2

2| 

olur. Burada limit alınırsa  

lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

                     

≤ lim
𝑛→∞

|𝑃𝑛(𝑒2;𝑥1) − 𝑥1
2| + lim

𝑚→∞
|𝑃𝑚(𝑒2;𝑥2) − 𝑥2

2| 
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elde edilir. Eş. 3.17’den  

lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑃𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

 

                     ≤ |𝑥1
2 − 𝑥1

2| + |𝑥2
2 − 𝑥2

2| 

                     = 0.                                                                                                                            (3.51) 

bulunur. Eş. 3.48, Eş. 3.49, Eş. 3.50, Eş. 3.51 ifadelerinden Volkov teoremi sağlanır ve 

𝑃𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑓 olduğu ispatlanmış olur.  

3.2.6.Teorem 

 𝒜 =  [0,1] × [0,1]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶(𝒜) olmak üzere   

𝑄𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑓 (
𝑘

𝑛
,

𝑙

𝑚
) 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) = (1 + 𝑛𝛽)1−𝑛 (
𝑛

𝑘
) 𝑥1(𝑥1 + 𝑘𝛽)𝑘−1(1 − 𝑥1)[1 − 𝑥1 + (𝑛 − 𝑘)𝛽]𝑛−𝑘−1 

𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) = (1 + 𝑚𝛼)1−𝑚 (
𝑚

𝑙
) 𝑥2(𝑥2 + 𝑙𝛼)𝑙−1(1 − 𝑥2)[1 − 𝑥2 + (𝑛 − 𝑙)𝛼]𝑚−𝑙−1 

ile verilen iki değişkenli ikinci tip Cheney Sharma operatörler dizisi için  

𝑄𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑓, (𝑛, 𝑚 → ∞)  

olur. 

İspat 

Teorem 2.2.2 ile verilen Volkov teoremi gereğince 

𝑄𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 1 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥1 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥2 
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𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑥1
2 + 𝑥2

2  

ifadelerinin sağlandığını göstermek ispat için yeterlidir.  

𝑄𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 1                                                                                                                             (3.52) 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑
𝑘

𝑛
𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑
𝑘

𝑛
𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑄𝑛(𝑒1;𝑥1)                                                                                                             (3.53) 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑
𝑙

𝑚
𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑
𝑙

𝑚
𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                    = 𝑄𝑚(𝑒1;𝑥2)                                                                                                             (3.54) 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) = ∑ ∑ [(
𝑘

𝑛
)

2

+ (
𝑙

𝑚
)

2

] 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑ (
𝑘

𝑛
)

2

𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) + ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
)

2

𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ (
𝑘

𝑛
)

2

𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼) + ∑ 𝑝𝑛,𝑘(𝑥1; 𝛽) ∑ (
𝑙

𝑚
)

2

𝑞𝑚,𝑙(𝑥2; 𝛼)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑄𝑚(𝑒2;𝑥1) + 𝑄𝑛(𝑒2;𝑥2)                                                                                    (3.55) 

elde edilir. 
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‖𝑄𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1| 

olup Eş. 3.52 yerine yazılırsa 

‖𝑄𝑛,𝑚(1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 1‖
𝐶(𝒜)

 

                      = |1 − 1| 

                      = 0                                                                                                                            (3.56) 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1| 

Eş. 3.53 yerine yazılırsa 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛(𝑒1; 𝑥1) − 𝑥1| 

olur. Eş. 3.19 dan 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥1‖
𝐶(𝒜)

 

                     = |𝑥1 − 𝑥1| 

                     = 0                                                                                                                             (3.57) 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2|  

Eş. 3.54 yerine yazılırsa 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑚(𝑒1; 𝑥2) − 𝑥2| 

olur. Eş. 3.19’dan 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − 𝑥2‖
𝐶(𝒜)

 

                     = |𝑥2 − 𝑥2| 

                     = 0                                                                                                                             (3.58) 
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‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)| 

Eş. 3.55 yerine yazılırsa 

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

= max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛(𝑒2;𝑥1) + 𝑄𝑚(𝑒2;𝑥2) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)| 

                     = max
(𝑥1,𝑥2)∈𝒜

|𝑄𝑛(𝑒2;𝑥1) − 𝑥1
2 + 𝑄𝑚(𝑒2;𝑥2) − 𝑥2

2| 

elde edilir. Her iki tarafın limiti alınır ve sonra Eş. 3.20 kullanılırsa 

lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚(𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) − (𝑥1
2 + 𝑥2

2)‖
𝐶(𝒜)

                     

≤ lim
𝑛→∞

|𝑄𝑛(𝑒2;𝑥1) − 𝑥1
2| + lim

𝑚→∞
|𝑄𝑚(𝑒2;𝑥2) − 𝑥2

2| 

                      = |𝑥1
2 − 𝑥1

2| + |𝑥2
2 − 𝑥2

2| 

                     = 0                                                                                                                             (3.59) 

Eş. 3.56, Eş. 3.57 Eş. 3.58, Eş. 3.59’den Volkov Teoremi sağlanır ve böylece 

𝑄𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝛼) ⇉ 𝑓 olduğu ispatlanmış olur.  
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4. CHENEY SHARMA CHLODOVSKY OPERATÖRLERİ 

Bu bölümde daha önce özellikleri incelenmiş olan Cheney Sharma operatörlerinin 

Chlodowsky tip genelleştirmeleri üzerinde durulacaktır.  

4.1. Tek Değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatörleri 

Bilindiği gibi Cheney Sharma operatörlerinin sınırlı bir aralık üzerinde yaklaşım özellikleri 

incelenebilmektedir. Söylemez ve Taşdelen [16] çalışmalarında ikinci tip Cheney Sharma 

operatörünün Chlodowsky tip genelleştirmesini ortaya koymuşlardır. Böylelikle ağırlıklı 

uzaylarda çalışılabilme imkânı doğmuştur. İkinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörü 

için yapılan tanımlama aşağıdaki gibidir.  

4.1.1. Tanım 

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏𝑚 için  

𝑄𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

(1 −
𝑥

𝑏𝑚
)

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈−1

                                                                             (4.1) 

𝑏𝑚 < 𝑥 için 𝑄𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) = 𝑓(𝑥) şeklinde tanımlı dönüşüm, Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörler dizisidir. Buradan hareketle bu tezde birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörler dizisi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olmak üzere, 

𝑃𝑚
∗ (𝑓; 𝑥)

= {
(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑣𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

, 𝑥 ≤ 𝑏𝑚

𝑓(𝑥)                                                                                                                                     , 𝑥 > 𝑏𝑚

 

                                                                                                                                                            (4.2) 
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biçiminde tanımlı dönüşüm birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörler dizisidir. 

[16,17] çalışmalarında ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörünün yaklaşım 

özellikleri verilmiştir. Benzer şekilde mevcut tezde de birinci tip Cheney Sharma 

Chlodowsky operatörü için yaklaşım özellikleri incelenecektir.  

Teorem 2.2.1 ile verilen Korovkin teoremi sınırlı aralıklar için verilmiştir. Gadjiev [13,14], 

Hacısalihoğlu ve Hacıyev [15] çalışmalarında ağırlıklı uzaylarda Korovkin teoreminin 

geçerli olmadığını göstermiş ve yaklaşım koşullarının neler olması gerektiğini ortaya 

koymuşlardır. Bununla ilgili teoremler aşağıdaki verilmiştir.  

4.1.1. Teorem  

𝐴𝑛 lineer pozitif operatör dizilerinin 𝐶𝜌 uzayından 𝐵𝜌 uzayına bir dönüşüm olması için gerek 

ve yeter şart,  

𝐴𝑛(𝜌; 𝑥) ≤ 𝐾𝑛𝜌(𝑥) 

olacak şekilde 𝐾𝑛 pozitif sayısının var olmasıdır. 

4.1.2. Teorem  

𝑛 ≥ 1, 𝑛 ∈ ℕ için 𝐴𝑛 lineer pozitif operatörler dizisi 𝐶𝜌 uzayından 𝐵𝜌 uzayına bir dönüşüm 

olsun. 

Eğer 𝐴𝑛 dizisi 

lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛(𝑡𝜗; 𝑥) − 𝑥𝜗‖
𝜌

= 0, (𝜗 = 0,1,2)  

koşulu sağlanırsa ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ+) için  

lim
𝑛→∞

‖𝐴𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝜌 = 0 

olur. 
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4.1.1. Lemma   

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖 , (𝑖 = 0,1,2) olmak üzere 𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥)operatörü için aşağıdaki koşullar sağlanır. 

i)    𝑃𝑚
∗ (𝑒0, 𝑥) = 1 

ii)   
𝑥

1+𝛽
− 𝑥(𝑚 − 1)

2𝛽2

(1+𝛽)3 ≤ 𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) ≤

𝑥

1+𝛽
 

iii) 𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥)

𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚−1)

𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1

1+2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚−2)𝛽2

(1+2𝛽)2 )] ≤ 𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) ≤

𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥)

𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚−1)

𝑚
{(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (

1

1+2𝛽
)

2

+
(𝑚−2)𝛽2

(1+3𝛽)3 } 

İspat   

i) 𝑖 = 0, 𝑒0 = 1 için 

𝑃𝑚
∗ (𝑒0, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

                = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚(1 + 𝑚𝛽)𝑚 

                   = 1                                                                                                                                  (4.3) 

ii) 𝑖 = 1, 𝑒1 = 𝑡 için 

𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=1

(
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

                 = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚𝑥 ∑
(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 𝜈)! (𝜈 − 1)!

𝑚

𝜈=1

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

𝜈 → 𝜈 + 1 

𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚𝑥 ∑

(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 1 − 𝜈)! 𝜈!

𝑚

𝜈=0

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 1 − 𝜈)𝛽]

𝑚−1−𝜈

 

                  = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚𝑥 ∑ (
𝑚 − 1

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 1 − 𝜈)𝛽]

𝑚−1−𝜈

                                                                     (4.4) 

olup üçüncü bölümde kullanılan yardımcı fonksiyon Eş. 3.11 düzenlenip Eş. 4.4’te yerine 

yazılırsa 
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𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚𝑥𝑆∗ (1, 𝑚 − 1,

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽, 1 −

𝑥

𝑏𝑚
) 

                  = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚𝑥 ∫ 𝑒−𝑡(1 + 𝑚𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−1𝑑𝑡

∞

0

 

                  = (1 + 𝑚𝛽)−1𝑥 ∫ 𝑒−𝑡 (1 +
𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

𝑚−1

𝑑𝑡

∞

0

                                                      (4.5) 

bulunur. 𝑡 = 𝑢
1+𝑚𝛽

𝛽
 dönüşümü yapılıp 𝑒𝑚𝑢(1 − 𝑚𝑢2) ≤ (1 + 𝑢)𝑚 ≤ 𝑒𝑚𝑢 eşitsizliği 

düzenlenirse  

𝑒(𝑚−1)𝑢(1 − (𝑚 − 1)𝑢2) ≤ (1 + 𝑢)𝑚−1 ≤ 𝑒(𝑚−1)𝑢 

elde edilir. Buradan 

𝑥

𝛽
∫ 𝑒(𝑚−1)𝑢(1 − (𝑚 − 1)𝑢2)𝑒

−𝑢(1+𝑚𝛽)
𝛽 𝑑𝑢 ≤

∞

0

𝑥

𝛽
∫ 𝑒

−𝑢(1+𝑚𝛽)
𝛽 (1 + 𝑢)𝑚−1𝑑𝑢 

∞

0

≤
𝑥

𝛽
∫ 𝑒(𝑚−1)𝑢𝑒

−𝑢(1+𝑚𝛽)
𝛽 𝑑𝑢 

∞

0

 

𝑥

𝛽
∫ 𝑒

−𝑢(1+𝛽)
𝛽 (1 − (𝑚 − 1)𝑢2)𝑑𝑢 ≤

∞

0

𝑥

𝛽
∫ 𝑒

−𝑢(1+𝑚𝛽)
𝛽 (1 + 𝑢)𝑚−1𝑑𝑢 ≤

𝑥

𝛽
∫ 𝑒

−𝑢(1+𝛽)
𝛽 𝑑𝑢 

∞

0

∞

0

 

𝑥

1 + 𝛽
− 𝑥(𝑚 − 1)

2𝛽2

(1 + 𝛽)3
≤ 𝑃𝑚

∗ (𝑒1, 𝑥) ≤
𝑥

1 + 𝛽
                                                                (4.6) 

iii) 𝑖 = 2, 𝑒2 = 𝑡2 için 

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝑣
)

𝑚

𝑣=1

(
𝑣

𝑚
𝑏𝑚)

2 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

                  = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑
(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 𝑣)! (𝜈 − 1)!

𝜈

𝑚

𝑚

𝜈=1

𝑥(𝑏𝑚)2

𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

olup 𝜈 yerine 𝜈 + 1 yazılırsa 
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𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚

𝑥𝑏𝑚

𝑚
∑

(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 1 − 𝜈)! 𝜈!
(𝑣 + 1)

𝑚−1

𝜈=0

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 1 − 𝜈)𝛽]

𝑚−1−𝜈

 

                 = (1+𝑚𝛽)−𝑚
𝑥𝑏𝑚

𝑚
∑ (

𝑚 − 1

𝜈
) (

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈
𝑚−1

𝜈=0

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 1 − 𝜈)𝛽]

𝑚−1−𝜈

+ (1+mβ)-m
𝑥𝑏𝑚

𝑚
 ∑

(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 1 − 𝜈)! (𝜈 − 1)!
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈
𝑚−1

𝑣=1

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 1 − 𝜈)𝛽]

𝑚−1−𝜈

                                                                     (4.7) 

bulunur. Eş. 4.4, Eş. 4.7’de yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) = 𝑃𝑚

∗ (𝑒1,𝑥)
𝑏𝑚

𝑚
+(1+mβ)-m

𝑥𝑏𝑚

𝑚
∑

(𝑚 − 1)!

(𝑚 − 2 − 𝜈)! 𝜈!
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈+2−1
𝑚−2

𝜈=0

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 2 − 𝜈)𝛽]

𝑚−2−𝜈

 

                = 𝑃𝑚
∗ (𝑒1,𝑥)

𝑏𝑚

𝑚
+(1+mβ)-m

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
∑ (

𝑚 − 2

𝜈
) (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽 + 𝜈𝛽)

𝜈+2−1
𝑚−2

𝜈=0

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 2 − 𝜈)𝛽]

𝑚−2−𝜈

 

Eş. 3.12 uygun koşullarda yazılırsa  

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) = 𝑃𝑚

∗ (𝑒1,𝑥)
𝑏𝑚

𝑚
+ (1 + 𝑚𝛽)−𝑚

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
𝑆∗ (2, 𝑚 − 2,

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽, 1 −

𝑥

𝑏𝑚
) 

elde edilir. Eş. 3.14 son denklemde yerine yazılırsa  

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥)  = 𝑃𝑚

∗ (𝑒1,𝑥)
𝑏𝑚

𝑚
+(1+mβ)-m

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽)

× (1 + 𝑚𝛽 + 𝑠𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−2𝑑𝑡𝑑𝑠

+ (1 + 𝑚𝛽)−𝑚(𝑚-2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑠(1 + 𝑚𝛽 + 𝑠𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−3𝑑𝑡𝑑𝑠]       (4.8) 

bulunur. Kolaylık sağlaması açısından son eşitlikteki toplamlar ayrı ayrı incelenebilir.  
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𝜓1
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (1 + 𝑚𝛽 + 𝑠𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−2𝑑𝑡𝑑𝑠 

𝜓2
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡𝑠(1 + 𝑚𝛽 + 𝑠𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−3𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

 

olarak yazılsın. 

𝜓1
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−2 (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

(1 +
𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

𝑚−2

𝑑𝑡𝑑𝑠. 

elde edilir. Son eşitlik için 𝑒𝑚𝑢(1 − 𝑚𝑢2) ≤ (1 + 𝑢)𝑚 ≤ 𝑒𝑚𝑢 eşitsizliği düzenlenirse 

𝑒(𝑚−2)𝑢(1 − (𝑚 − 2)𝑢2) ≤ (1 + 𝑢)𝑚−2 ≤ 𝑒(𝑚−2)𝑢 

elde edilir. Buna göre  

(1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)
(1 − (𝑚 − 2) (

𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

) 𝑑𝑡𝑑𝑠

≤ 𝜓1
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
)

≤  (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡𝑑𝑠                           (4.9) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada eşitsizliğin sol ve sağ tarafları ayrı ayrı hesaplanabilir.  

𝜓1
1∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−2 (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡𝑑𝑠 

𝜓1
2∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) =(1 + 𝑚𝛽)−2 (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)

× (1 − (𝑚 − 2) (
𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

) 𝑑𝑡𝑑𝑠 

olarak yazılsın. 

𝜓1
1∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−2 (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡𝑑𝑠 
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                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ 𝑒

(
−𝑠(1+2𝛽)

1+𝑚𝛽
)
𝑑𝑠

∞

0

∫ 𝑒
(

−𝑡(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡

∞

0

 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

 

                     = (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (

1

1 + 2𝛽
)

2

.                                                                                     (4.10) 

𝜓1
2∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) =(1 + 𝑚𝛽)−2 (

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡

∞

0

∞

0

𝑒
(𝑚−2)(

𝑠𝛽+𝑡𝛽
1+𝑚𝛽

)

× (1 − (𝑚 − 2) (
𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

) 𝑑𝑡𝑑𝑠 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [∫ ∫ 𝑒

(
−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)

1+𝑚𝛽
)
𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

− (𝑚 − 2) ∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
(

𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

] 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [∫ ∫ 𝑒

(
−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)

1+𝑚𝛽
)
𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

− (𝑚 − 2) ∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
(

𝛽(𝑠 + 𝑡)

1 + 𝑚𝛽
)

2

𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

] 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

− (𝑚 − 2) (
𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
(𝑠2 + 2𝑠𝑡 + 𝑡2)𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

] 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

− (𝑚 − 2) (
𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

[∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑠2𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

+ 2 ∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑠𝑡𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

+ ∫ ∫ 𝑒
(

−(𝑠+𝑡)(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑡2𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

]] 
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                    = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

− (𝑚 − 2) (
𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

[∫ 𝑒
(

−𝑠(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑠2𝑑𝑠

∞

0

∫ 𝑒
(

−𝑡(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡

∞

0

+ 2 ∫ 𝑒
(

−𝑠(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑠𝑑𝑠

∞

0

∫ 𝑒
(

−𝑡(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑡𝑑𝑡

∞

0

+ ∫ 𝑒
(

−𝑠(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑠

∞

0

∫ 𝑒
(

−𝑡(1+2𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑡2𝑑𝑡

∞

0

]]    

                     = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

− (𝑚 − 2) (
𝛽

1+𝑚𝛽
)

2

[2 (
1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

4

+ 2 (
1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

4

+ 2 (
1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

4

]] 

                    = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

− (𝑚 − 2) (
𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

2

6 (
1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

4

] 

                   = (1 + 𝑚𝛽)−2 (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1 + 𝑚𝛽

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)] 

                    = (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)]                                             (4.11) 

olup Eş. 4.10 ve Eş. 4.11 ifadeleri Eş. 4.9 eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

(
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)] ≤ 𝜓1

∗ (𝑚,
𝑥

𝑏𝑚
)

≤ (
𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (

1

1 + 2𝛽
)

2

                                                                                     (4.12) 

elde edilir. 

𝜓2
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡𝑠(1 + 𝑚𝛽 + 𝑠𝛽 + 𝑡𝛽)𝑚−3𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0
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                      = (1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡𝑠 (1 +
𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

𝑚−3

𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

              (4.13) 

(1 + 𝑢)𝑚 ≤ 𝑒𝑚𝑢 eşitsizliği Eş. 4.13’e göre düzenlenirse  

(1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡𝑠 (1 +
𝑠𝛽 + 𝑡𝛽

1 + 𝑚𝛽
)

𝑚−3

𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

≤ (1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ ∫ 𝑒−𝑠−𝑡𝑠𝑒
(𝑚−3)(

𝑠𝛽+𝑚𝛽
1+𝑚𝛽

)
𝑑𝑡𝑑𝑠

∞

0

∞

0

                       (4.14) 

eşitsizliğine ulaşılır. Eşitsizliğin sağ tarafı hesaplanırsa 

𝜓2
1∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) = (1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 ∬ 𝑒

(
−(𝑠+𝑡)(1+3𝛽)

1+𝑚𝛽
)
𝑠

∞

0

𝑑𝑡𝑑𝑠 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 ∫ 𝑒
(

−𝑠(1+3𝛽)
1+𝑚𝛽

)
𝑠

∞

0

𝑑𝑠 ∫ 𝑒
(

−𝑡(1+3𝛽)
1+𝑚𝛽

)

∞

0

𝑑𝑡 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−3(𝑚 − 2)𝛽2 (
1 + 𝑚𝛽

1 + 3𝛽
)

3

 

                     =
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
 

Bu ifade Eş. 4.14’de yerine yazılırsa 

𝜓2
∗ (𝑚,

𝑥

𝑏𝑚
) ≤

(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
                                                                                                         (4.15) 

elde edilir. Eş. 4.12 ve Eş. 4.15 ifadeleri Eş. 4.8 de yazılırsa 

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) = 𝑃𝑚

∗ (𝑒1,𝑥)
𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[𝜓1

∗ (𝑚,
𝑥

𝑏𝑚
) + 𝜓2

∗ (𝑚,
𝑥

𝑚
)] 

olur. Buradan  
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𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥)

𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)] ≤𝑃𝑚

∗ (𝑒2, 𝑥)

≤ 𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥)

𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
{(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) (

1

1 + 2𝛽
)

2

+
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
} (4.16) 

olur. Eş. 4.3, Eş. 4.6 ve Eş. 4.16’dan ispat tamamlanır. 

4.1.2. Lemma  

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. (𝑃𝑚
∗ ) lineer pozitif operatör dizisi 𝐶𝜌 uzayından 𝐵𝜌 

uzayına dönüşüm yapar.  

İspat 

Ağırlık fonksiyonu olarak 𝜌(𝑥) = 1 + 𝑥2 alınsın. Eş. 4.3 ve Eş. 4.16 göz önünde 

bulundurulursa 

|𝑃𝑚
∗ (𝜌; 𝑥)| ≤ (1 + 𝑥2)𝐾𝑚 

koşulunu sağlayan 𝐾𝑚 pozitif sayısı bulunabileceği açıktır. Bu ise Teorem 4.1.1 gereğince 

ispatı tamamlar. 

4.1.3. Teorem  

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. Ayrıca ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ+) olacak şekilde 

𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

operatörler dizisi için 

lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓‖𝜌 = 0 olur. 
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İspat 

Lemma 4.1.1 ile (𝑃𝑚
∗ )’ın 𝐶𝜌 uzayından 𝐵𝜌 uzayına bir dönüşüm olduğu gösterildi. Bundan 

sonra Teorem 4.1.2 ile verilen üç koşulu göstermek ispatı tamamlayacaktır. Yani; 

i)   lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒0, 𝑥) − 1‖𝜌 = 0 

ii)  lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) − 𝑥‖𝜌 = 0 

iii) lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2‖𝜌 = 0 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır.  

i) lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒0, 𝑥) − 1‖𝜌 = 0                                                                                                    (4.17) 

ii) Eş. 4.6 kullanılarak aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir. 

sup
[0,∞)

{|
𝑥

1 + 𝛽

1

1 + 𝑥2
−

𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝑥2)(1 + 𝛽)3
−

𝑥

1 + 𝑥2
|} ≤ ‖𝑃𝑚

∗ (𝑒1) − 𝑥‖𝜌

≤ sup
[0,∞)

{|
𝑥

1 + 𝛽

1

1 + 𝑥2
−

𝑥

1 + 𝑥2
|} 

sup
[0,∞)

{|
𝑥𝛽(1 + 𝛽)2 + 𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝑥2)(1 + 𝛽)3
|} ≤ ‖𝑃𝑚

∗ (𝑒1) − 𝑥‖𝜌 ≤ sup
[0,∞)

{|
−𝑥𝛽

(1 + 𝛽)(1 + 𝑥2)
|} 

olup iki tarafın da limiti alınırsa 

lim
𝑚→∞

sup
[0,∞)

{|
𝑥𝛽(1 + 𝛽)2 + 𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝑥2)(1 + 𝛽)3
|} ≤ lim

𝑚→∞
‖𝑃𝑚

∗ (𝑒1, 𝑥) − 𝑥‖𝜌

≤ lim
𝑚→∞

sup
[0,∞)

{|
−𝑥𝛽

(1 + 𝛽)(1 + 𝑥2)
|} 

bulunur. Sıkıştırma teoreminden, 

lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) − 𝑥‖𝜌 = 0.                                                                                                       (4.18) 

iii) Eş. 4.16 kullanılarak aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir. 
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sup
[0,∞)

{|(
𝑥

1 + 𝛽
−

𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝛽)3
)

𝑏𝑚

𝑚

1

1 + 𝑥2

+ (
𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 2𝛽) [(

1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)])

1

1 + 𝑥2

−
𝑥2

1 + 𝑥2
|} ≤ ‖𝑃𝑚

∗ (𝑒2) − 𝑥2‖𝜌

≤ sup
[0,∞)

{|
𝑥𝑏𝑚

(1 + 𝛽)𝑚

1

1 + 𝑥2

+
𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[

𝑥+2𝛽𝑏𝑚

(1 + 2𝛽)2𝑏𝑚
+

(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
]

1

1 + 𝑥2
−

𝑥2

1 + 𝑥2
|} 

sup
[0,∞)

{|(
𝑥

1 + 𝛽
−

𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝛽)3
)

𝑏𝑚

𝑚

1

1 + 𝑥2

+ (
𝑥2(𝑚 − 1) + 2𝑥𝛽𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[(

1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)])

1

1 + 𝑥2

−
𝑥2

1 + 𝑥2
|} ≤ ‖𝑃𝑚

∗ (𝑒2) − 𝑥2‖𝜌

≤ sup
[0,∞)

{|
𝑥𝑏𝑚

(1 + 𝛽)𝑚

1

1 + 𝑥2
|+ |

𝑥2(𝑚 − 1) − 𝑚(1 + 2𝛽)2𝑥2

𝑚(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥2)
|

+ |
2𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)𝛽

𝑚(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥2)
| +|

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)𝛽2

𝑚(1 + 3𝛽)3(1 + 𝑥2)
|} 

eşitsizliği elde edilir. Her taraf için limit alınırsa 

lim
𝑚→∞

sup
[0,∞)

{|(
𝑥

1 + 𝛽
-

𝑥(𝑚 − 1)2𝛽2

(1 + 𝛽)3
)

𝑏𝑚

𝑚

1

1 + 𝑥2
+ ((

𝑥2(𝑚 − 1)

𝑚
+

2𝑥𝛽𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
)

× [(
1

1 + 2𝛽
)

2

(1 − 6
(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 2𝛽)2
)])

1

1 + 𝑥2
−

𝑥2

1 + 𝑥2
|}

≤ lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒2) − 𝑥2‖𝜌

≤ lim
𝑚→∞

sup
[0,∞)

{|
𝑥𝑏𝑚

(1 + 𝛽)𝑚(1 + 𝑥2)
|+ |

𝑥2(𝑚 − 1)

𝑚(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥2)
−

𝑥2

1 + 𝑥2
|

+ |
2𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)𝛽

𝑚(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥2)
| +|

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)𝛽2

𝑚(1 + 3𝛽)3(1 + 𝑥2)
|}. 
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lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2‖𝜌 = 0                                                                                                   (4.19) 

olur. Eş. 4.17, Eş. 4.18 ve Eş. 4.19’dan  

lim
𝑚→∞

‖𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓‖𝜌 = 0  

olur. Bu da ispatı tamamlar. 

4.1.4. Teorem 

𝐸: = {𝑓: 𝑥 ∈ [0, ∞), 𝑥 → ∞ 𝑖𝑘𝑒𝑛 
𝑓(𝑥)

1+𝑥2
 𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘} kompakt kümesi verilsin. 𝑓 ∈

𝐶[0, ∞) ∩ 𝐸 özelliğini sağlayan fonksiyon ve 𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) operatörler dizisi için 

lim
𝑚→∞

𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) = 𝑓(𝑥) düzgün olarak sağlanır.  

İspat 

Teoremde istenilen düzgün yakınsaklık için [23,24] çalışmalarında yer alan genel Korovkin 

teoremi gereğince [0, ∞) aralığının kompakt bir altkümesinde  

lim
𝑚→∞

𝑃𝑚
∗ (𝑒𝑖; 𝑥) = 𝑥𝑖  (𝑖 = 0,1,2)                                                                                               (4.20) 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Lemma 4.1.1 de bulunan Eş. 4.3, Eş. 4.6 ve Eş. 4.16 

ifadeleri Eş. 4.20’yi doğruladığından ispat tamamlanır. 

4.1.5. Teorem 

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. Ayrıca ∀𝑓 ∈ 𝐶[0, ∞) ∩ 𝐸 olacak şekilde 

𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝑣=0

𝑓(
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑣𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

 

operatörler dizisi için 
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|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓; 𝛿) olur.  

Burada 𝛿 = 𝛿𝑚(𝑥) =
𝑥(𝑚−1)(𝑥+2𝑏𝑚𝛽)

𝑚(1+2𝛽)
+

𝑥(𝑚−1)(𝑚−2)𝑏𝑚𝛽
2

𝑚(1+3𝛽)3 +
𝑥𝑏𝑚

𝑚(1+𝛽)
−

2𝑥2

(1+𝛽)
+ 𝑥2 dir. 

İspat 

𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)=(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑣𝛽)

𝜈−1

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

− 𝑓(𝑥) 

                     = (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝑣−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

× (𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓(𝑥)) 

Eşitliğin her tarafında mutlak değer alınırsa, 

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)|= |(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝑣=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑣)𝛽]

𝑚−𝜈

× (𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓(𝑥))| 

                     ≤ 𝑠𝑢𝑝 |(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑣)𝛽]

𝑚−𝜈

× (𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓(𝑥))| 

                     ≤ (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

× 𝑠𝑢𝑝 |(𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓(𝑥))| 

|
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|  < 𝛿 için 
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(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

× 𝑠𝑢𝑝 |(𝑓 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓(𝑥))|

= (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝑘=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

× 𝜔 (𝑓, |
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|) 

𝜔(𝑓, 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆𝛿)𝜔(𝑓, 𝛿) olduğundan  

(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

𝜔 (𝑓, |
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|) 

                     ≤ (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

× 𝜔(𝑓, 𝛿) (1 +
1

𝛿
|

𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|) 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

+ (1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

×
1

𝛿
|

𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|]  

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿(𝑥)) [1 +
1

𝛿𝑚(𝑥)
(1 + 𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (

𝑚

𝜈
)

𝑚

𝜈=0

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]

𝑚−𝜈

|
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥|]  

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑃𝑚

∗ (|
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥| , 𝑥)] 

bulunur. 

Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden; 



54 

 

𝑃𝑚
∗ (𝑓𝑔, 𝑥) ≤ (𝑃𝑚

∗ (𝑓2; 𝑥))
1

2(𝑃𝑚
∗ (𝑔2; 𝑥))

1

2 olarak yazılabileceğinden 

𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑃𝑚

∗ (|
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥| ; 𝑥)]

≤  𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑃𝑚

∗ ((
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥)

2

; 𝑥)

1
2

𝑃𝑚
∗ (12; 𝑥)

1
2] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑃𝑚

∗ ((
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

2

− 2𝑥
𝜈

𝑚
𝑏𝑚 + 𝑥2; 𝑥)

1
2

] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
(𝑃𝑚

∗ ((
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

2

; 𝑥) + 𝑃𝑚
∗ (−2𝑥

𝜈

𝑚
𝑏𝑚; 𝑥) + 𝑃𝑚

∗ (𝑥2; 𝑥))

1
2

] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
(𝑃𝑚

∗ (𝑒2; 𝑥) − 2𝑥𝑃𝑚
∗ (𝑒1; 𝑥) + 𝑥2𝑃𝑚

∗ (𝑒0; 𝑥))
1
2] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
(𝑃𝑚

∗ (𝑒1; 𝑥)
𝑏𝑚

𝑚
+

𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[𝐴𝑚 + 𝐵𝑚] − 2𝑥𝑃𝑚

∗ (𝑒1; 𝑥)

+ 𝑥2)

1
2

] 

                     ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
((

𝑏𝑚

𝑚
− 2𝑥)

𝑥

1 + 𝛽

+
𝑥𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚
[

𝑥 + 2𝑏𝑚𝛽

𝑏𝑚(1 + 2𝛽)
+

(𝑚 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
] + 𝑥2)

1
2

] 

                     = 𝜔(𝑓, 𝛿) [1+
1

𝛿
(

𝑥(𝑚 − 1)(𝑥 + 2𝑏𝑚𝛽)

𝑚(1 + 2𝛽)
+

𝑥(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)𝑏𝑚𝛽2

𝑚(1 + 3𝛽)3

+
𝑥𝑏𝑚

𝑚(1 + 𝛽)
−

2𝑥2

(1 + 𝛽)
+ 𝑥2)

1
2

] 

𝛿𝑚(𝑥) =  
𝑥(𝑚−1)(𝑥+2𝑏𝑚𝛽)

𝑚(1+2𝛽)
+

𝑥(𝑚−1)(𝑚−2)𝑏𝑚𝛽
2

𝑚(1+3𝛽)3 +
𝑥𝑏𝑚

𝑚(1+𝛽)
−

2𝑥2

(1+𝛽)
+ 𝑥2 olarak seçilirse 
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𝜔(𝑓, 𝛿) [1 +
1

𝛿
𝑃𝑚

∗ (|
𝑘

𝑚
𝑏𝑚 − 𝑥| ; 𝑥)] ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿𝑚(𝑥)) (1 +

1

𝛿
) 

elde edilir. Dolayısıyla  

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)|  ≤ 2𝜔(𝑓, 𝛿) olur. 

4.1.6. Teorem  

𝜔 eğer bir süreklilik modülü fonksiyonu ise 𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑥) de bir süreklilik modülü 

fonksiyonudur. 

İspat 

𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑏𝑚), 𝑥 ≤ 𝑦 olsun. 𝑃𝑚
∗ (𝑦, 𝑥) aşağıdaki gibi yazılabilir.  

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
)

𝑦

𝑏𝑚
(

𝑦

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚

𝑙=0

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝑙                                                                                 (4.21) 

Eş. 3.2 ile verilen Jensen eşitliğinde 𝑥 →
𝑥

𝑏𝑚
, 𝑦 →

𝑦−𝑥

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑙 yazılırsa; 

𝑦

𝑏𝑚
(

𝑦

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

= ∑ (
𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
[
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑙 − 𝜈)𝛽]

𝑙−𝜈−1
𝑙

𝜈=0

          (4.22) 

elde edilir.  

Eş. 4.22, Eş. 4.21’de yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
) [1 −

𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝑙

𝑚

𝑙=0

× ∑ (
𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
[
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑙 − 𝜈)𝛽]𝑙−𝜈−1

𝑙

𝜈=0
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                 =(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
) (

𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚

𝑙=0

𝑙

𝜈=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
[
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑙 − 𝜈)𝛽]𝑙−𝜈−1[1 −

𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝑙 

                 =(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

(𝑚 − 𝑙)! (𝑙 − 𝜈)! 𝜈!

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚

𝑙=𝜈

𝑚

𝜈=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
[
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑙 − 𝜈)𝛽]𝑙−𝜈−1[1 −

𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝑙 

elde edilir. 

Son ifadede 𝑙 → 𝜈 + 𝑙 yazılırsa  

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (

𝜈 + 𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

(𝑚 − 𝜈 − 𝑙)! 𝑙! 𝜈!

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
[
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽]

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

                          (4.23) 

elde edilir.  

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑥)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (

𝜈

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑘𝛽)

𝜈−1
𝑚

𝜈=0

× [1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽]𝑚−𝜈                                                                                (4.24) 

Eş. 3.1 eşitliğinde 𝑥 →
𝑦−𝑥

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝜈 yazılırsa; 

(1 −
𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈)𝛽)

𝑚−𝜈

= ∑ (
𝑚 − 𝜈

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚−𝜈

𝑙=0

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

                                                                   (4.25) 

bulunur. 

 Eş. 4.25, Eş. 4.24’de yerine yazılırsa; 
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𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑥)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (

𝜈

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚

𝜈=0

× ∑ (
𝑚 − 𝜈

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙

𝑚−𝜈

𝑙=0

 

                =(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝜈
) (

𝑚 − 𝑣

𝑙
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙 

                =(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝜈

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙                           (4.26) 

Eş. 4.23 ve Eş. 4.26’dan 

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝜔, 𝑥)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ (𝜔 (
𝜈 + 𝑙

𝑚
𝑏𝑚) -𝜔 (

𝜈

𝑚
𝑏𝑚))

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+(𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

                                                                     (4.27) 

𝜔 (
𝜈+𝑙

𝑚
𝑏𝑚) − 𝜔 (

𝜈

𝑚
𝑏𝑚) ≤ 𝜔 (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) olduğundan; 

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝜔, 𝑥)≤(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙 

                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

𝑙! (𝑚 − 𝑙)!

(𝑚 − 𝑙)!

𝜈! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚−𝑙

𝜈=0

𝑚

𝑙=0

×
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙 
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                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚

𝑙=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙

𝑚−𝑙

𝜈=0

          (4.28) 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙 yazılırsa 

(1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽)

𝑚−𝑙

= ∑ (
𝑚 − 𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1
𝑚−𝑙

𝜈=0

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝜈−𝑙                                                                     (4.29) 

bulunur.  

Eş. 4.29, Eş. 4.28’de yerine yazılırsa  

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝜔, 𝑥)≤(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ 𝜔 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚

𝑙=0

× [1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽]𝑚−𝑙 

                     = 𝑃𝑚
∗ (𝜔, (𝑦 − 𝑥)) 

Böylece Tanım 3.2.2 ile verilen iii) koşulu sağlanır. Eş. 4.27’den ii) sağlandığı açıktır. 

Ayrıca lim
𝑥→0

𝑃𝑚
∗ (𝜔, 𝑥) = 0 olacağından ispat tamamlanır.  

4.1.7. Teorem  

Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
𝛼  ise 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥) ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
𝛼  olur. 

İspat 

𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑏𝑚), 𝑥 ≤ 𝑦 olsun. Eş. 4.27 eşitliğinde 𝜔 fonksiyonu yerine 𝑓 fonksiyonu yazılırsa  

aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 
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𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ (𝑓 (
𝜈 + 𝑙

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝜈

𝑚
𝑏𝑚))

𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

. 

Eşitliğin iki tarafın mutlak değeri alınırsa 

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)|= (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ |𝑓 (
𝜈 + 𝑙

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝑣

𝑚
𝑏𝑚)|

𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑣𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

                                                                    (4.30) 

eşitliği elde edilir. 

 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
𝛼olduğundan son eşitlik yerine  

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)|≤ (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑀 (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝛼 𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

 

                     = 𝑀(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝛼 𝑚!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

× [1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙

                                                                    (4.31) 

yazılabilir. 

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)|≤𝑀 (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝛼 𝑚! (𝑚 − 𝑙)!

𝜈! 𝑙! (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)! (𝑚 − 𝑙)!

𝑚−𝜈

𝑙=0

𝑚

𝜈=0

×
𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1 𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙
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                     = 𝑀 (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝛼

(
𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚

𝑙=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙
𝑚−𝑙

𝜈=0

          (4.32) 

Eş. 3.1’de 𝑚 → 𝑚 − 𝑙, 𝑦 → 1 −
𝑦

𝑏𝑚
, 𝑥 →

𝑥

𝑏𝑚
 yazılırsa 

(1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽)

𝑚−𝑙

= ∑ (
𝑚 − 𝑙

𝜈
)

𝑥

𝑏𝑚
(

𝑥

𝑏𝑚
+ 𝜈𝛽)

𝜈−1

[1 −
𝑦

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝜈 − 𝑙)𝛽]

𝑚−𝜈−𝑙
𝑚−𝑙

𝜈=0

          (4.33) 

elde edilir. 

Eş. 4.33, Eş. 4.32 de yerine yazılırsa  

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)|≤ 𝑀 (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

𝛼

(
𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1
𝑚

𝑙=0

× (1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝛽)

𝑚−𝑙

                                                                          (4.34) 

Eş. 4.34’e 𝑝 =
1

𝛼
, 𝑞 =

1

1−𝛼
 için Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)| 

                    ≤ 𝑀 { (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

(1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚

𝑚

𝑙=0

+ (𝑚 − 𝑙)𝛽)
𝑚−𝑙

}

𝛼

{ (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ (
𝑚

𝑙
)

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
(

𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚
+ 𝑙𝛽)

𝑙−1

(1 −
𝑦 − 𝑥

𝑏𝑚

𝑚

𝑙=0

+ (𝑚 − 𝑙)𝛽)
𝑚−𝑙

}

1−𝛼

 

                     = 𝑀{ 𝑃𝑚
∗ (𝑒1; 𝑦 − 𝑥)}𝛼{ 𝑃𝑚

∗ (𝑒0; 𝑦 − 𝑥)}1−𝛼 

                     = 𝑀{ 𝑃𝑚
∗ (𝑒1; 𝑦 − 𝑥)}𝛼 
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olur.  

Eş. 4.6 eşitsizliğinin sağ tarafı kullanılırsa  

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)| ≤ 𝑀{ 𝑃𝑚
∗ (𝑒1; 𝑦 − 𝑥)}𝛼 ≤ 𝑀 (

𝑦 − 𝑥

1 + 𝛽
)

𝛼

 

elde edilir. 

 Ω = 𝑀 (
1

1+𝛽
)

𝛼

seçilirse  

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑦) − 𝑃𝑚

∗ (𝑓, 𝑥)| ≤ Ω|𝑦 − 𝑥|𝛼 

olur. Bu da ispatı tamamlar.   

Aşağıda yazılı teorem ve lemmalar [16,17]’de verilmiştir. 

4.1.2. Lemma   

𝑒𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖 , (𝑖 = 0,1,2) olmak üzere 𝑄𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) operatörü için aşağıdaki koşullar sağlanır: 

i)    𝑄𝑚
∗ (𝑒0, 𝑥) = 1, 

ii)   𝑄𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) = 𝑥, 

iii) 𝑄𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥) ≤ 𝑥(𝑥 + 2𝑏𝑚𝛽)(1 + 𝑚𝛽) +

𝑥𝑏𝑚

𝑚
(𝑚𝛽)2(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥(𝑥 + 2𝑏𝑚𝛽)𝑚𝛽 +

𝑥𝑏𝑚

𝑚
(𝑚𝛽)3 +

𝑥𝑏𝑚

𝑚
. 

4.1.8. Teorem  

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. Ayrıca ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌
𝑘(ℝ+) olacak şekilde 𝑄𝑚

∗ (𝑓, 𝑥) 

operatörü için 

lim
𝑚→∞

‖𝑄𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓‖𝜌 = 0 olur. 
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4.1.9. Teorem  

𝑚 ∈ ℕ, (𝑏𝑚) ve (𝛽𝑚) dizileri lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ , lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0, lim

𝑚→∞
𝑚𝛽𝑚 = 0 özelliklerini 

sağlayan birer pozitif sayı dizisi olsun. Ayrıca ∀𝑓 ∈ 𝐶[0, ∞) ∩ 𝐸 olacak şekilde 𝑄𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) 

operatörü için 

|𝑃𝑚
∗ (𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝜔(𝑓; 𝛿𝑚(𝑥)) olur.  

Burada 𝛿 = 𝛿𝑚(𝑥) = 𝑥2(2𝑏𝑚𝛽) + 2𝑥𝑏𝑚𝛽(1 + 𝑚𝛽) + 𝑥
𝑏𝑚

𝑚
(𝑚𝛽)2(1 + 2𝑚𝛽) + 𝑥

𝑏𝑚

𝑚
 

dir. 

4.1.10. Teorem  

𝜔 eğer bir süreklilik modülü fonksiyonu ise 𝑄𝑚
∗ (𝜔, 𝑥) de bir süreklilik modülü 

fonksiyonudur. 

4.1.11. Teorem  

Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
𝛼  ise 𝑄𝑚

∗ (𝑓, 𝑥) ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀
𝛼  olur. 

4.2. İki Değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatörleri 

Bu kısımda dördüncü bölümde verilen Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri ve üçüncü 

bölümde verilen iki değişkenli Cheney Sharma operatörleri yardımıyla iki değişkenli 

Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri tanımlanacaktır. Üçüncü bölümde olduğu gibi 

tensör çarpımla ve non-tensör çarpımla elde edilen iki değişkenli operatörler ayrı ayrı 

incelenecektir.  

4.2.1. Tensör çarpım Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri 

ℝ++ =  [0, ∞] × [0, ∞]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌(ℝ++) olmak üzere 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝛼, 𝛽, sırasıyla  𝑛 ve 𝑚 ye 

bağlı birer pozitif reel sayı dizisi olsun. lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0, lim
𝑚→∞

𝜎𝑚 = 0, lim
𝑛→∞

𝑛𝛽𝑛 = 0, 

lim
𝑚→∞

𝑚𝜎𝑚 = 0, lim
𝑚→∞

𝑏𝑚 = ∞ ve lim
𝑚→∞

𝑏𝑚

𝑚
= 0 sağlansın. 



63 

 

 

𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛,

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑡𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑦; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

                              (4.35) 

ifadesi iki değişkenli tensör çarpım birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörüdür. 

Burada, 

𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) = (1 + 𝑛𝛽)−𝑛 (

𝑛

𝑘
)

𝑥1

𝑏𝑛
(

𝑥1

𝑏𝑛
+ 𝑘𝛽)

𝑘−1

[1 −
𝑥1

𝑏𝑛
+ (𝑛 − 𝑘)𝛽]

𝑛−𝑘

 

𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎) = (1 + 𝑚𝜎)−𝑚 (

𝑚

𝑙
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙𝜎)

𝑙−1

[1 −
𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝜎]

𝑚−𝑙

 

Aynı koşullarda iki değişkenli tensör çarpım ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörü; 

𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛,

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑝𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

                           (4.36) 

𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) = (1 + 𝑛𝛽)1−𝑛 (

𝑛

𝑘
)

𝑥1

𝑏𝑛
(

𝑥1

𝑏𝑛
+ 𝑘𝛽)

𝑘−1

(1 −
𝑥1

𝑏𝑛
) [1 −

𝑥1

𝑏𝑛
+ (𝑛 − 𝑘)𝛽]

𝑛−𝑘−1

 

𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎) = (1 + 𝑚𝛽)1−𝑚 (

𝑚

𝑙
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙𝜎)

𝑙−1

(1 −
𝑥2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙)𝜎]

𝑚−𝑙−1

 

şeklinde tanımlanabilir.  

Teorem 2.2.2 ile verilen Volkov teoremi iki değişkenli fonksiyonların yaklaşımında 

kullanılmaktadır ancak Korovkin teoreminde olduğu gibi ağırlıklı uzaylarda 

çalışmamaktadır. Hacısalihoğlu ve Hacıyev tarafından [15]’te verilmiş olan teorem 

aşağıdaki gibidir.    

4.2.1. Teorem 

𝜌(𝑥), ağırlık fonksiyonu, 𝐴𝑛, 𝐶𝜌(ℝ𝑚)’den 𝐵𝜌(ℝ𝑚)’e dönüşüm yapan lineer pozitif operatör 

dizisi olsun. 𝑛 → ∞ iken 𝑓 ∈ 𝐶𝜌(ℝ𝑚)  fonksiyonu için 
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‖𝐴𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝜌 → 0 

olması için gerek ve yeter şart,  

𝐹0(𝑥) =
1

1 + |𝑥|2
𝜌(𝑥) 

𝐹𝑗(𝑥) =
𝑥𝑗

1 + |𝑥|2
𝜌(𝑥); 𝑗 = 1,2, … 𝑚 

𝐹𝑚+1(𝑥) =
|𝑥|2

1 + |𝑥|2
𝜌(𝑥) 

fonksiyonları için 𝑛 → ∞ iken 

‖𝐴𝑛(𝐹𝑗; 𝑥) − 𝐹𝑗(𝑥)‖
𝜌

→ 0; (𝑗 = 0,1,2, … 𝑚 + 1) 

olmasıdır.  

4.2.2. Teorem 

ℝ++ =  [0, ∞] × [0, ∞]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌(ℝ++) olmak üzere Eş. 4.35 ile verilen iki değişkenli 

tensör çarpım birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörü için  

𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) ⇉ 𝑓, (𝑛, 𝑚 → ∞) olur. 

İspat: 

𝑃𝑛,𝑚
∗ (1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ 𝑡𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ 𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 1                                                                                                                             (4.37) 

𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛) 𝑡𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0
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                     = ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛) 𝑡𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑃𝑛
∗(𝑒1, 𝑥1)                                                                                                             (4.38) 

𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑡𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = ∑ 𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥2)                                                                                                             (4.39) 

𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ ((

𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

+ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

) 𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

+ ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑢𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑡𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

𝑢𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = 𝑃𝑛
∗(𝑒2, 𝑥1) + 𝑃𝑚

∗ (𝑒2, 𝑥2)                                                                                    (4.40) 

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 1‖

𝜌
= 0                                                                                              (4.41) 

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥1‖

𝜌
= sup

(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++
|
𝑃𝑛,𝑚

∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

Eş. 4.38’den 

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥1‖

𝜌
= sup

(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++
|

𝑃𝑛
∗(𝑒1, 𝑥1)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥1

(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)(1 + 𝛽)
−

𝑥1

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 
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                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥1 − 𝑥1 − 𝑥1𝛽

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥1𝛽

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

bulunur. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥1𝛽

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| = 0                                                                                        (4.42) 

elde edilir.  

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥‖

𝜌
= sup

(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++
|
𝑃𝑛,𝑚

∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

Eş. 4.39’dan 

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥1‖

𝜌
= sup

(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++
|

𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥2)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥2

(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)(1 + 𝜎)
−

𝑥2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥2 − 𝑥2 − 𝑥2𝜎

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥2𝜎

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

bulunur. 𝑚 → ∞ için limit alınırsa 

lim
𝑚→∞

sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑥2𝜎

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| = 0                                                                                       (4.43) 

elde edilir. 

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − (𝑥1

2 + 𝑥2
2)‖

𝜌

= sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑃𝑛,𝑚

∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1
2 + 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 
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                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑃𝑛

∗(𝑒2, 𝑥2) + 𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1
2 + 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑃𝑛

∗(𝑒2, 𝑥1) − 𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
+

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
𝑃𝑛

∗(𝑒2, 𝑥1) − 𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| + |

𝑃𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|} 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
𝑥2𝑏𝑛

(1 + 𝛽)𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)

+
𝑥1𝑏𝑛(𝑛 − 1)

𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
[

𝑥1+2𝛽𝑏𝑛

(1 + 2𝛽)2𝑏𝑛
+

(𝑛 − 2)𝛽2

(1 + 3𝛽)3
] −

𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|

+ |
𝑥2𝑏𝑚

(1 + 𝜎)𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)

+
𝑥2𝑏𝑚(𝑛 − 1)

𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
[

𝑥2+2𝜎𝑏𝑚

(1 + 2𝜎)2𝑏𝑚
+

(𝑛 − 2)𝜎2

(1 + 3𝜎)3
] −

𝑥2
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|} 

                      ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{[|
𝑥1𝑏𝑛

(1 + 𝛽)𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1
2(𝑛 − 1) − 𝑛(1 + 2𝛽)2𝑥1

2

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
2𝑥1𝛽𝑏𝑛(𝑛 − 1)

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1𝛽2𝑏𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑛(1 + 3𝛽)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|]

+ [|
𝑥2𝑏𝑚

(1 + 𝜎)𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥2
2(𝑚 − 1) − 𝑚(1 + 2𝜎)2𝑥2

2

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
2𝑥2𝜎𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥2𝜎2𝑏𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

𝑚(1 + 3𝜎)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|]} 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

[|
𝑥1𝑏𝑛

(1 + 𝛽)𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1
2(𝑛 − 1) − 𝑛(1 + 2𝛽)2𝑥1

2

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
2𝑥1𝛽𝑏𝑛(𝑛 − 1)

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1𝛽2𝑏𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑛(1 + 3𝛽)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|]

+ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

[|
𝑥2𝑏𝑚

(1 + 𝜎)𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥2
2(𝑚 − 1) − 𝑚(1 + 2𝜎)2𝑥2

2

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
2𝑥2𝜎𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥2𝜎2𝑏𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

𝑚(1 + 3𝜎)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|] 

son durumda eşitsizliğin her iki tarafında 𝑛 → ∞ ve 𝑚 → ∞ için limit alınırsa  

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

‖𝑃𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − (𝑥1

2 + 𝑥2
2)‖

𝜌
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                  ≤ lim
𝑛→∞

sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

[|
𝑥1𝑏𝑛

(1 + 𝛽)𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1
2(𝑛 − 1) − 𝑛(1 + 2𝛽)2𝑥1

2

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
2𝑥1𝛽𝑏𝑛(𝑛 − 1)

𝑛(1 + 2𝛽)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

𝑥1𝛽2𝑏𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑛(1 + 3𝛽)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|]

+ lim
𝑚→∞

sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

[|
𝑥2𝑏𝑚

(1 + 𝜎)𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
𝑥2

2(𝑚 − 1) − 𝑚(1 + 2𝜎)2𝑥2
2

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
| + |

2𝑥2𝜎𝑏𝑚(𝑚 − 1)

𝑚(1 + 2𝜎)2(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|

+ |
𝑥2𝜎2𝑏𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

𝑚(1 + 3𝜎)3(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
|] 

                     = 0                                                                                                                             (4.44) 

Eş. 4.41, Eş. 4.42, Eş. 4.43 ve Eş. 4.44’den ispat tamamlanır.  

4.2.3. Teorem 

ℝ++ =  [0, ∞] × [0, ∞]  ve ∀𝑓 ∈ 𝐶𝜌(ℝ++) olmak üzere  Eş 4.36 ile verilen iki değişkenli 

tensör çarpım ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörü için  

𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) ⇉ 𝑓, (𝑛, 𝑚 → ∞) olur. 

İspat 

𝑄𝑛,𝑚
∗ (1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ 𝑝𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = ∑ 𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = 1                                                                                                                            (4.45) 

𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑦; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ (

𝑘

𝑛
𝑏𝑛) 𝑝𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                      = ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛) 𝑝𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑦; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑄𝑛
∗ (𝑒1, 𝑥1)   

                     = 𝑥1                                                                                                                           (4.46) 



69 

 

 

𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑝𝑛,𝑘

∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ 𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚) 𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑄𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥2) 

                     = 𝑥2                                                                                                                           (4.47) 

𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) = ∑ ∑ ((

𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

+ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

) 𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

+ ∑ ∑ (
𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽)𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = ∑ (
𝑘

𝑛
𝑏𝑛)

2

𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ 𝑞𝑚,𝑙

∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑝𝑛,𝑘
∗ (𝑥1; 𝛽) ∑ (

𝑙

𝑚
𝑏𝑚)

2

𝑞𝑚,𝑙
∗ (𝑥2; 𝜎)

𝑚

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

                     = 𝑄𝑛
∗ (𝑒2, 𝑥1) + 𝑄𝑚

∗ (𝑒2, 𝑥2)                                                                                   (4.48) 

‖𝑄𝑛,𝑚
∗ (1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 1‖

𝜌
= 0                                                                                             (4.49) 

‖𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓1,0; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥1‖

𝜌
= 0                                                                                       (4.50) 

‖𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓0,1; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − 𝑥2‖

𝜌
= 0                                                                                       (4.51) 

‖𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − (𝑥1

2 + 𝑥2
2)‖

𝜌

= sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑄𝑚,𝑛

∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1
2 + 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑄𝑛

∗ (𝑒2, 𝑥1) + 𝑄𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2)

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
−

𝑥1
2 + 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 

                     = sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

|
𝑄𝑛

∗ (𝑒2, 𝑥1) − 𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
+

𝑄𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| 
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                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
𝑄𝑛

∗ (𝑒2, 𝑥1) − 𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
| + |

𝑄𝑚
∗ (𝑒2, 𝑥2) − 𝑥2

2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|} 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
𝑥1(𝑥1 + 2𝛽𝑏𝑛)(1 + 2𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛𝛽2(1 + 𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛2𝛽3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥1𝑏𝑛

𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
−

𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|

+ |
𝑥2(𝑥2 + 2𝜎𝑏𝑚)(1 + 2𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚𝜎2(1 + 𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚2𝜎3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥2𝑏𝑚

𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
−

𝑥2
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|} 

                     ≤ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
2𝑥1𝛽𝑏𝑛(1 + 2𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛𝛽2(1 + 𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛2𝛽3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥1𝑏𝑛

𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
+

2𝑛𝛽𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|

+ |
2𝑥2𝜎𝑏𝑚(1 + 2𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚𝜎2(1 + 𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚2𝜎3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥2𝑏𝑚

𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
+

2𝑚𝜎𝑥2
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|}                                                         (4.52) 

elde edilir.  

Eşitsizliğin her tarafında  𝑛 → ∞, 𝑚 → ∞ için limit hesaplanırsa 

lim
𝑛→∞
𝑚→∞

‖𝑄𝑛,𝑚
∗ (𝑓2; 𝑥1, 𝑥2; 𝛽, 𝜎) − (𝑥1

2 + 𝑥2
2)‖

𝜌

≤ lim
𝑛→∞

[ sup
(𝑥1,𝑥2)∈ℝ++

{|
2𝑥1𝛽𝑏𝑛(1 + 2𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛𝛽2(1 + 𝑛𝛽) + 𝑥1𝑏𝑛𝑛2𝛽3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥1𝑏𝑛

𝑛(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
+

2𝑛𝛽𝑥1
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|

+ |
2𝑥2𝜎𝑏𝑚(1 + 2𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚𝜎2(1 + 𝑚𝜎) + 𝑥2𝑏𝑚𝑚2𝜎3

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2

+
𝑥2𝑏𝑚

𝑚(1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2)
+

2𝑚𝜎𝑥2
2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2
|}] 

                     = 0                                                                                                                             (4.53) 

bulunur. Eş. 4.49, Eş. 4.50, Eş. 4.51 ve Eş. 4.53’ten ispat tamamlanır.  
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4.2.2. Non-tensör çarpım Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri 

Üçüncü bölümde [0,1] aralığında iki değişkenli non-tensör çarpım Cheney Sharma 

operatörleri ve dördüncü bölümün ilk kısmında sınırsız aralıkta Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörleri verilmişti. Buradan hareketle üçüncü bölüm ile aynı notasyon kullanılarak iki 

değişkenli non-tensör çarpım Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri aşağıdaki gibi 

yazılmıştır. 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝑿) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝑲

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑛

𝑲
)

𝑿𝑬

𝑏𝑚
(

𝑿

𝑏𝑚
+ 𝑲𝛽)

𝑲−𝑬
𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − |
𝑿

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝑲|)𝛽]

𝑚−|𝑲|

                                                                     (4.54) 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+𝑚𝛽)1−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝑲

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑲
)

𝑿𝑬

𝑏𝑚
(

𝑿

𝑏𝑚
+ 𝑲𝛽)

𝑲−𝑬
𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× (1 − |
𝑿

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝑿

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝑲|)𝛽]

𝑚−|𝑲|−1

                                           (4.55) 

Burada Eş. 4.54 ve Eş. 4.55. sırasıyla birinci ve ikinci tip operatörlerdir. 

4.2.4. Teorem 

𝑇 = {𝑥𝑖: 𝑥𝑖 ∈ [0, ∞), 𝑖 ∈ {1,2}, 𝑥𝑖 ∈ ℝ} olsun. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) ise 𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓) ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) 

olur.  

İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ T ve 𝐗 ≤ 𝐘 yani 𝑥1 ≤ 𝑦1, 𝑥2 ≤ 𝑦2 olsun. 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝐘𝐄

𝑏𝑚
(

𝐘

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|
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                     = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝑳
)

𝑦1

𝑏𝑚
(

𝑦1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1 𝑦2

𝑏𝑚
(

𝑦2

𝑏𝑚
+ 𝑖2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|

                                                                     (4.56) 

Eş. 3.2’de 𝑥 →
𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 →

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑙1 yazılırsa 

𝑦1

𝑏𝑚
(

𝑦1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

= ∑ (
𝑙1

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝑙1

𝑘1=0

× [
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1

                                                                    (4.57) 

elde edilir. 

Eş. 3.2’de 𝑥 →
𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 →

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑖2 yazılırsa 

𝑦2

𝑏𝑚
(

𝑦2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

= ∑ (
𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝑙2

𝑘2=0

× [
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1

                                                                    (4.58) 

elde edilir. Eş. 4.57. ve Eş. 4.58 ifadeleri Eş. 4.56’da yerine yazıldığında aşağıdaki eşitlik 

elde edilir.  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑖2=0

𝑚

𝑙1=0

× ∑ (
𝑙1

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) [

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1
𝑙1

𝑘1=0

× ∑ (
𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1
𝑙2

𝑘2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|
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                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑙1=0

×
𝑥1

𝑏𝑚

𝑥2

𝑏𝑚
× (

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(
𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

× [
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1

[
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑛−|𝐋|

 

                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑙1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

bulunur. Bu eşitlikte sınırlar değiştirilirse 

                   = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑙2

𝑘2=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑙1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

                   = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−𝑙1

𝑙2=𝑘2

𝑚−𝑙1

𝑘2=0

𝑚

𝑙1=𝑘1

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

elde edilir. 

Son denklemde 𝐋 yerine 𝐊 + 𝐋 yazılırsa, 
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𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                                (4.59) 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝐗𝐄

𝑏𝑚
(

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄
𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× [1 − |
𝐗

𝑏𝑚
| + (m − |K|)β]

𝑚−|𝐊|

                                                                      (4.60) 

bulunur. 

Eş. 3.1 de 𝑥 →
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑘1 − 𝑘2 yazılırsa 

[1 −
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑘2)β]

𝑚−𝑘1−𝑘2

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚−𝑘1−𝑘2

𝑙1=0

× [1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1)β]

𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1

 

[1 − |
𝐗

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊|)β]

𝑚−|𝐊|

= ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× [1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (m − |𝐊| − 𝑙1)β]

𝑚−|𝐊|−𝑙1

                                                (4.61) 

elde edilir.  

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1 yazılırsa 



75 

 

 

[1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (n − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1)β]

𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1

𝑙2=0

× [1 −
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1 − 𝑙2)β]

𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1−𝑙2

 

[1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (m − |𝐊| − 𝑙1)β]

𝑚−|𝐊|−𝑙1

= ∑ (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                     (4.62) 

Eş. 4.62,  Eş. 4.61’de yerine yazılırsa 

[1 − |
𝐗

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊|)β]

𝑚−|𝐊|

= ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

                     = ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× (
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

                     = ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                     (4.63) 
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Eş. 4.63,  Eş. 4.61’de yerine yazıldığında 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+mβ)-m ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝐗𝐄

𝑏𝑚
(

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄
𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚

𝑘1=0

× ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

                 = (1+mβ)-m ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐊

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!

𝐗𝐄

𝑏𝑚

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                     (4.64) 

bulunur. 

Eş. 4.59 ve Eş. 4.64 kullanılarak 𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗) hesaplanırsa aşağıdaki eşitlik elde 

edilir.  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)−𝑛 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) -𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑙1

𝑘1=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|
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                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

son eşitlikte yer alan  
𝑚!

𝐊!(𝑚−|𝐊|−|𝐋|)!𝐋!
 yerine 

𝑚!

𝐊!(𝑚−|𝐊|−|𝐋|)!𝐋!
= (𝑚

𝐋
) (𝑚−|𝐋|

𝑘1
) (𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2
) 

kullanılırsa 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) (

𝑚 − |𝐋|

𝑘1
) (

𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
) (

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+𝑚𝛽)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
)

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

× ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                    (4.65) 

bulunur. 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑘1 − 𝑙2 − 𝑙1 yazılırsa 

[1 +
𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2)β]

𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2
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                     = ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1
𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2

𝑘2=0

× [1 −
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1 − 𝑙2)β]

𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1−𝑙2

 

[1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (m − 𝑘1 − |𝐋|)β]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1
𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐊| − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|

                                                     (4.66) 

olur. 

Eş. 4.66, Eş. 4.65’te yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
)

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (m − 𝑘1 − |𝐋|)β]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

                                            (4.67) 

bulunur. 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 +

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙2 − 𝑙1 yazılırsa 

[1 +
𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (m − 𝑙1 − 𝑙2)β]

𝑚−𝑙1−𝑙2

= ∑ (
𝑚 − 𝑙1 − 𝑙2

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑚−𝑙1−𝑙2

𝑘1=0

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (m − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2)β]

𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2
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[1 + |
𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (m − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐋|

= ∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (m − 𝑘1 − |𝐋|)β]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

                                            (4.68) 

Eş. 4.68 Eş. 4.67’de yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

× [1 + |
𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
| +(m − |𝐋|)β]

𝑚−|𝐋|

                                                          (4.69) 

elde edilir.  

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) olduğundan 

|𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)|≤𝑀(1+mβ)−𝑛 ∑ ∑ [(
𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

− (
𝑙2

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

] (
𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

                     = 𝑀[𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) + 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)]                                                           (4.70) 

elde edilir. 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ (

𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝐋
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑛−|𝐋|

 

son eşitlikte (𝑚
𝐋

) = (𝑚
𝑙1

) (𝑚−𝑙1
𝑙2

) olarak yerine yazıldığında  
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𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ ∑ (

𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

                     = (1+mβ)−𝑚 ∑ (
𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

 

𝑚

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

                                                            (4.71) 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 +

𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙1 yazılırsa 

[1 +
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+(𝑚 − 𝑙1)𝛽]𝑚−𝑙1= ∑ (

𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 +
𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−𝑙1−𝑙2

 

[1 +
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1)𝛽]

𝑚−𝑙1

= ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

                                                            (4.72) 

Eş. 4.72, Eş. 4.71’de yerine yazılırsa 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)−𝑚 ∑ (

𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

 

𝑚

𝑙1=0

× [1 +
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1)𝛽]

𝑚−𝑙1

= 𝑃𝑚
∗ (𝑡1

𝜇
; 𝑦1 − 𝑥1)                                                                                                 (4.73) 

bulunur.  
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Eş. 4.73’te 𝑝 =
1

𝜇
, 𝑞 =

1

1−𝜇
 olacak şekilde Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) = 𝑃𝑚

∗ (𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1) ≤ [𝑃𝑚
∗ (𝑡1; 𝑦1 − 𝑥1)]𝜇[𝑃𝑚

∗ (1; 𝑦1 − 𝑥1)]1−𝜇 

bulunur. 

Ayrıca 𝑃𝑚
∗ (𝑒1, 𝑥) ≤

𝑥

1+𝛽
  olduğundan  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) ≤ ((

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

1

1 + 𝛽
)

𝜇

                                                                              (4.74) 

yazılır.  

Benzer şekilde  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡2

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) ≤ ((

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

1

1 + 𝛽
)

𝜇

                                                                              (4.75) 

eşitsizliğine de ulaşılabilir.  

Eş. 4.70, Eş. 4.74 ve Eş. 4.75’ten aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir.  

|𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)| ≤ 𝑀[𝑃𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) + 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)] 

                     ≤ 𝑀 (
1

1 + 𝛽
)

𝜇

[(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

+ (
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

] 

 Ω = 𝑀 (
1

1+𝛽
)

𝜇

alınırsa  

|𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)| ≤ Ω [(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

+ (
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

] 

olur. Aynı şekilde 𝐘 ≤ 𝐗 yani 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑦2 ≤ 𝑥2 için yukarıdaki ifade aynı sonuca 

ulaşılabilir.  
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Ayrıca 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑥2 ≤ 𝑦2olduğunda ise  

|𝑃𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)|

≤ |𝑃𝑚
𝛽∗

(𝑓; (
𝑥1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)) − 𝑃𝑚

𝛽∗
(𝑓;

𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)|

+ |𝑃𝑚
𝛽∗

(𝑓; (
𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑦2

𝑏𝑚
)) − 𝑃𝑚

𝛽∗
(𝑓;

𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)| ≤ Ω [(

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

+ (
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

] 

sağlandığı görülür. Son olarak 𝑥1 ≤ 𝑦1, 𝑦2 ≤ 𝑥2 olduğunda da yukarıdaki biçimde sonuç 

elde edilir.  

Dolayısıyla  

|𝑃𝑚
𝛽(𝑓; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽(𝑓; 𝐗)| ≤ Ω[|𝑦1 − 𝑥1|𝜇 + |𝑦2 − 𝑥2|𝜇] 

yazılabilir. Böylece Tanım 3.2.1 sağlandığından ispat tamamlanır. 

4.2.5. Teorem  

𝜔, bir süreklilik modülü fonksiyonu ise ∀𝑛 ∈ ℕ; 𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔) da süreklilik modülü 

fonksiyonudur.  

İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ 𝑇, 𝐗 ≤ 𝐘 olsun. Eş. 4.69’da 𝑓 yerine 𝜔 yazılırsa  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝜔; 𝐗)

= (1+mβ)-m ∑ ∑ [𝜔 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝜔 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝑬

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

[1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

olur. Bu ise 𝐘 ≥ 𝐗 olduğunda 𝑃𝑚
𝛽(𝜔; 𝐘) ≥ 𝑃𝑚

𝛽(𝜔; 𝐗) olmasını gerektirir. Yani Tanım 3.2.2 

ii) sağlanır.  
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Ayrıca 𝜔(𝑢 + 𝑣) ≤ 𝜔(𝑢) + 𝜔(𝑣) olduğundan  

𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘) − 𝑃𝑚

𝛽∗(𝜔; 𝐗)

= (1+mβ)-m ∑ ∑ 𝜔 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝑬

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|

 

                     = 𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘 − 𝐗) 

yazılır. Bu da 𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔)’nın Tanım 3.2.2 iii)’yi sağladığını gösterir. Ayrıca Cheney Sharma 

Chlodowsky operatörünün özelliğinden 𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝟎) = 0 olur. Öyleyse 

𝑃𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝟎) = 𝜔(𝟎) = 0 denilebilir. Bu durum da Tanım 3.2.2’de i) nin sağlandığını gösterir. 

O halde i), ii), iii) sağlandığından ispat tamamlanır.  

4.2.6. Teorem  

𝑇 = {𝑥𝑖: 𝑥𝑖 ∈ [0, ∞), 𝑖 ∈ {1,2}, 𝑥𝑖 ∈ ℝ} olsun. Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) ise 𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓) ∈

𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) olur.  

İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ T ve 𝐗 ≤ 𝐘 yani 𝑥1 ≤ 𝑦1, 𝑥2 ≤ 𝑦2 olsun. 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝒀𝑬

𝑏𝑚
(

𝒀

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝑬
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑛 − |𝐋|)𝛽]

𝑛−|𝐋|−1

  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝑦1

𝑏𝑚
(

𝑦1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1 𝑦2

𝑏𝑚
(

𝑦2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

                                             (4.76) 



84 

 

bulunur. 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 →

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑙1 yazılırsa 

𝑦1

𝑏𝑚
(

𝑦1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

= ∑ (
𝑙1

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝑙1

𝑘1=0

× [
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1

                                                                    (4.77) 

elde edilir. 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 →

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑙2 yazılırsa 

𝑦2

𝑏𝑚
(

𝑦2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

= ∑ (
𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝑙2

𝑘2=0

× [
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1

                                                                    (4.78) 

elde edilir.  

Eş. 4.77 ve Eş. 4.78 ifadeleri Eş. 4.76’da yerine yazıldığında.  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
) ∑ (

𝑙1

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) [

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1

× ∑ (
𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1
𝑙2

𝑘2=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

eşitliği elde edilir.  

Burada sınırlar değiştirilip ifade düzenlendiğinde 
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𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

(
𝑙1

𝑘1
) (

𝑙2

𝑘2
)

𝑥1

𝑏𝑚

𝑥2

𝑏𝑚

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(
𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

× [
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ (𝑙1 − 𝑘1)𝛽]

𝑙1−𝑘1−1

[
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑙2 − 𝑘2)𝛽]

𝑙2−𝑘2−1

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

                   = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
)

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

(
𝑙1

𝑘1
) (

𝑙2

𝑘2
) (

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄𝑚

𝑙1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

                   = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑙2

𝑘2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑙1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

                   = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑙2

𝑘2=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑙1

𝑘1=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑙1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

                  = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−𝑙1

𝑙2=𝑘2

𝑚−𝑙1

𝑘2=0

𝑚

𝑙1=𝑘1

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐋|)! (𝑙1 − 𝑘1)! (𝑙2 − 𝑘2)!

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ (𝐋 − 𝐊)𝛽]

𝐋−𝐊−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1
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elde edilir. 

Son denklemde 𝐋 yerine 𝐊 + 𝐋 yazılırsa, 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                           (4.79) 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+mβ)1-m ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

(
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄𝑚

𝑘1=0

× (1 − |
𝐗

𝑏𝑚
|)

𝐄

[1 − |
𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−1

                                          (4.80) 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − |𝐊| yazılırsa 

(1 −
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−1

= ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

(1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× [1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊| − 𝑙1)𝛽]

𝑚−|𝐊|−𝑙1−1

                                          (4.81)  

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − |𝐊| − 𝑙1 yazılırsa 

(1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊| − 𝑙1)𝛽]

𝑚−|𝐊|−𝑙1−1

= ∑ (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

× (1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊| − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−|𝐊|−𝑙1−𝑙2−1
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(1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊| − 𝑙1)𝛽]

𝑚−|𝐊|−𝑙1−1

= ∑ (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                           (4.82) 

Eş. 4.82, Eş . 4.81’de yerine yazılırsa aşağıdaki eşitlik elde edilir.  

(1 −
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) [1 −

𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−1

= ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1
𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

                     = ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× (
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1

(
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

(1 − |
𝐗

𝑏𝑚
|)

𝐄

[1 − |
𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−1

= ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄
𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× (
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                                                (4.83) 
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eşitliği elde edilir. 

Eş. 4.83, Eş. 4.80’de yerine yazılırsa  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+mβ)1-m ∑ ∑ 𝑓 (

𝑘

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

(
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄𝑚

𝑘1=0

× ∑ ∑ (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄
𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

× (
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1-m ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

(
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄𝑚

𝑘1=0

× (
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
) (

𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1-m ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐊
)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

(
𝑚 − |𝐊|

𝑙1
)

𝑚

𝑘1=0

× (
𝑚 − |𝐊| − 𝑙1

𝑙2
) (

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐗) = (1+mβ)1-m ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−|𝐊|

𝑙1=0

𝑚−𝑘1

𝑘2=0

𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!

𝑚

𝑘1=0

× (
𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                           (4.84) 

bulunur. Eş. 4.79 ve Eş. 4.84 birlikte kullanılırsa  
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𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)

= (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−|𝐊|−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑘2=0

𝑚−𝑘1

𝑙1=0

𝑚

𝑘1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑛 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

                     = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−𝑘1−𝑙1

𝑙2=0

𝑚−𝑙1

𝑘1=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

                     = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

×
𝑚!

𝐊! (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)! 𝐋!
(

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

 

son eşitlikte 
𝑛!

𝐊!(𝑚−|𝐊|−|𝐋|)!𝐋!
= (𝑚

𝐋
) (𝑚−|𝐋|

𝑘1
) (𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2
) yerine yazılırsa 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) (

𝑚 − |𝐋|

𝑘1
) (

𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
) (

𝐗

𝑏𝑚
)

𝐄

(
𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐊𝛽)

𝐊−𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1
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olur. Burada toplamlar düzenlenirse 

                     = (1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

∑  (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑛
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
)

𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑛
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                                                (4.85) 

bulunur. 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 −

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2 yazılırsa 

(1 +
𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
) [1 +

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2−1

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1

(1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
)

𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2

𝑘2=0

× [1 −
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−𝑘1−𝑘2−𝑙1−𝑙2−1

 

(1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
|) [1 +

𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−𝑘1−|𝐋|−1

= ∑ (
𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|

𝑘2
)

𝑥2

𝑏𝑚
(

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑘2𝛽)

𝑘2−1
𝑚−𝑘1−|𝐋|

𝑘2=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐊| − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐊|−|𝐋|−1

                           (4.86) 

eşitliği elde edilir. 

Eş. 4.86 Eş. 4.85’te yerine yazılırsa 
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𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)]

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (
𝑚

𝐋
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

× ∑  (
𝑚 − |𝐋|

𝑘1
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1
𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

(1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−𝑘1−|𝐋|−1

                                       (4.87) 

Eş. 3.1’de 𝑥 →
𝑥1

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 +

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙1 − 𝑙2 yazılırsa 

(1 +
𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
) [1 +

𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−𝑙1−𝑙2−1

= ∑ (
𝑚 − 𝑙1 − 𝑙2

𝑘2
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

(1 +
𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
)

𝑚−𝑙1−𝑙2

𝑘1=0

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑘1 − 𝑙1 − 𝑙2)𝛽]

𝑚−𝑘1−𝑙1−𝑙2−1

 

(1 + |
𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
|) [1 + |

𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

= ∑ (
𝑚 − |𝐋|

𝑘2
)

𝑥1

𝑏𝑚
(

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑘1𝛽)

𝑘1−1

× (1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
|)

𝑚−|𝐋|

𝑘1=0

× [1 +
𝑥2

𝑏𝑚
− |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − 𝑘1 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−𝑘1−|𝐋|−1

                                       (4.88) 

Eş. 4.88, Eş. 4.87’de yerine yazıldığında 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 + |
𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
|)

× [1 + |
𝐗

𝑏𝑚
| − |

𝐘

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1
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𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ [𝑓 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚) − 𝑓 (

𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

                                                       (4.89) 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑀(𝜇, 𝑇) olduğundan 

|𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)|≤𝑀(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ [(
𝑙1

𝑛
𝑏𝑚)

𝜇

− (
𝑙2

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

] (
𝑛

𝐋
)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

= 𝑀[𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) + 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)]                                                         (4.90) 

elde edilir. 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ (

𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝐋
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄

[
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

son eşitlikte (𝑚
𝐋

) = (𝑚
𝑙1

) (𝑚−𝑙1
𝑙2

) olarak yerine yazıldığında  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ ∑ (

𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) [

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
]

𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× [
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽]

𝐋−𝐄

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|)

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1
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                     = (1+mβ)1−𝑚 ∑ (
𝑙1

𝑚
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚

𝑙1=0

× ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

                                                       (4.91) 

(3.1.1) de 𝑥 →
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
, 𝑦 → 1 +

𝑥1

𝑏𝑚
+

𝑥2

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑦2

𝑏𝑚
, 𝑚 → 𝑚 − 𝑙1 yazılırsa 

(1 +
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
) [1 +

𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1)𝛽]

𝑚−𝑙1−1

= ∑ (
𝑚 − 𝑙1

𝑙2
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
) (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
+ 𝑙2𝛽)

𝑙2−1

(1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

× [1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

                                                       (4.92) 

Eş. 4.91, Eş. 4.92’de yerine yazılırsa 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗)=(1+mβ)1−𝑚 ∑ (

𝑙1

𝑛
𝑏𝑚)

𝜇

(
𝑚

𝑙1
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
) (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
+ 𝑙1𝛽)

𝑙1−1
𝑚

𝑙1=0

× (1 +
𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
) [1 +

𝑥1

𝑏𝑚
−

𝑦1

𝑏𝑚
+ (𝑚 − 𝑙1)𝛽]

𝑚−𝑙1−1

 

                     = 𝑄𝑚
∗ (𝑡1

𝜇
; 𝑦1 − 𝑥1)  

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑝 =
1

𝜇
, 𝑞 =

1

1−𝜇
 olacak şekilde Hölder eşitsizliği uygulanırsa 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) = 𝑄𝑚

∗ (𝑡1
𝜇

; 𝑦1 − 𝑥1) ≤ [𝑄𝑚
∗ (𝑡1; 𝑦1 − 𝑥1)]𝜇[𝑄𝑚

∗ (1; 𝑦1 − 𝑥1)]1−𝜇 

yazılabilir. Ayrıca  𝑄𝑚
∗ (𝑒1; 𝑥) = 𝑥 olduğundan. 

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) ≤ (

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

                                                                                               (4.93) 
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Benzer şekilde  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡2

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) ≤ (

𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

                                                                                               (4.94) 

eşitsizliğine de ulaşılabilir.  

Eş .4.90, Eş. 4.93 ve Eş.4.94’ten aşağıdaki eşitsizlik yazılabilir.  

|𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)| ≤ 𝑀[𝑄𝑚
𝛽∗(𝑡1

𝜇
; 𝐘 − 𝐗) + 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑡2
𝜇

; 𝐘 − 𝐗)]  

≤ 𝑀 [(
𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

+ (
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

] 

Aynı şekilde 𝐘 ≤ 𝐗 yani 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑦2 ≤ 𝑥2 için yukarıdaki ifade aynı sonuca ulaşılabilir. 

Ayrıca 𝑦1 ≤ 𝑥1, 𝑥2 ≤ 𝑦2olduğunda ise  

|𝑄𝑚
𝛽∗(𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝑓; 𝐗)|

≤ |𝑄𝑚
𝛽∗

(𝑓; (
𝑥1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)) − 𝑄𝑚

𝛽∗
(𝑓;

𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)|

+ |𝑄𝑚
𝛽∗

(𝑓; (
𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑦2

𝑏𝑚
)) − 𝑄𝑚

𝛽∗
(𝑓;

𝑦1

𝑏𝑚
,

𝑥2

𝑏𝑚
)| ≤ 𝑀 [(

𝑦1

𝑏𝑚
−

𝑥1

𝑏𝑚
)

𝜇

+ (
𝑦2

𝑏𝑚
−

𝑥2

𝑏𝑚
)

𝜇

] 

sağlandığı görülür. Son olarak 𝑥1 ≤ 𝑦1, 𝑦2 ≤ 𝑥2 olduğunda da yukarıdaki biçimde sonuç 

elde edilir. Dolayısıyla  

|𝑄𝑚
𝛽 (𝑓; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽 (𝑓; 𝐗)| ≤ 𝑀[|𝑦1 − 𝑥1|𝜇 + |𝑦2 − 𝑥2|𝜇] 

yazılabilir. Bu ise Tanım 3.2.1 ile verilen koşulu sağladığından ispat tamamlanır. 

4.2.7. Teorem  

𝜔, bir süreklilik modülü fonksiyonu ise ∀𝑛 ∈ ℕ; 𝑄𝑚
𝛽∗(𝜔) da süreklilik modülü 

fonksiyonudur.  
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İspat 

𝐗, 𝐘 ∈ 𝑇, 𝐗 ≤ 𝐘 olsun. Eş. 4.89’da 𝑓 yerine 𝜔 yazılırsa  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝜔; 𝐗)

= (1+mβ)1-m ∑ ∑ [𝜔 (
𝐊 + 𝐋

𝑚
𝑏𝑚)

𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

− 𝜔 (
𝐊

𝑚
𝑏𝑚)] (

𝑚

𝐋
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝑬

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

olur. Bu ise 𝐘 ≥ 𝐗 olduğunda 𝑄𝑚
𝛽 (𝜔; 𝐘) ≥ 𝑄𝑚

𝛽 (𝜔; 𝐗) olmasını gerektirir. Yani Tanım 3.2.2  

ii) sağlanır. Ayrıca 𝜔(𝑢 + 𝑣) ≤ 𝜔(𝑢) + 𝜔(𝑣) olduğundan  

𝑄𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘) − 𝑄𝑚

𝛽∗(𝜔; 𝐗)

= (1+mβ)1-m ∑ ∑ 𝜔 (
𝐋

𝑚
𝑏𝑚) (

𝑚

𝐋
) (

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
)

𝑬

(
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
+ 𝐋𝛽)

𝐋−𝐄
𝑚−𝑙1

𝑙2=0

𝑚

𝑙1=0

× (1 − |
𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
|) [1 − |

𝐘

𝑏𝑚
−

𝐗

𝑏𝑚
| + (𝑚 − |𝐋|)𝛽]

𝑚−|𝐋|−1

 

                      = 𝑄𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝐘 − 𝐗) 

yazılır. Bu da 𝑄𝑛
𝛽∗(𝜔)’nın Tanım 3.2.2’de yer alan iii)’yi sağladığını gösterir. Son olarak i) 

koşulu incelenirse Cheney Sharma Chlodowsky operatörünün özelliğinden 𝑄𝑚
𝛽∗(𝜔; 𝟎) = 0 

olur. Öyleyse 𝑄𝑛
𝛽∗(𝜔; 𝟎) = 𝜔(𝟎) = 0 denilebilir. Böylece i) nin de sağlandığı görülür. O 

halde i), ii), iii) sağlandığından ispat tamamlanır.  
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5. UYGULAMALAR 

Bu bölümde örnek olarak seçilmiş bazı fonksiyonlar ile önceki bölümlerde bahsi geçen 

Cheney Sharma (CS) operatörleri ve Cheney Sharma Chlodowsky (CSC) operatörlerine ait 

yaklaşımları bilgisayar programı vasıtasıyla çizilen grafikler üzerinde incelenmiştir.  

5.1. Tek Değişkenli Cheney Sharma Operatörleri 

Aşağıda verilen örneklerde fonksiyon ve her iki tip operatör aynı grafik içerisinde 

gösterilmiştir.  

Şekil 5.1’de 𝑓1(𝑥) = (1 − 𝑥2) sin(2𝑥) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatörleri 

altındaki dönüşümlerinin grafikleri 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 alınarak çizilmiştir. 

 

Şekil 5.1. 𝑓1 ve CS operatörleri. 

Şekil 5.2’de 𝑓2(𝑥) = (1 − 𝑥2) cos(2𝑥) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatörleri 

altındaki dönüşümlerinin grafikleri 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 alınarak çizilmiştir. 

 

Şekil 5.2. 𝑓2 ve CS operatörleri. 
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Şekil 5.3 ile 𝑓3(𝑥) =
[(x−

1

3
)(x−

3

4
)(x−

1

2
)]

[(
3

4
+x)(

1

2
+x)]

 fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatörleri altındaki 

dönüşümlerinin grafikleri 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 alınarak çizilmiştir. 

 

Şekil 5.3. 𝑓3 ve CS operatörleri. 

Aşağıdaki grafikte 𝑓4(𝑥) = (x −
1

5
) (x −

2

5
) (x −

3

5
) (x −

4

5
) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS 

operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleri 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 alınarak çizilmiştir. 

 

Şekil 5.4. 𝑓4 ve CS operatörleri. 

Grafikler incelendiğinde birinci ve ikinci tip operatörler aynı noktalardan geçtiği için tek bir 

grafik gibi görünmektedir. 

5.2. İki Değişkenli Cheney Sharma Operatörleri 

Önceki bölümlerde olduğu gibi bu bölümde de tensör çarpım ve non-tensör çarpım 

operatörler ayrı ayrı incelenmiştir. Bu kısımda operatörler ve fonksiyonlara ait grafikler 

bilgisayarların kapasiteleri ölçüsünde 𝑚 = 4, 𝑛 = 4 değerleri ile sınırlandırılarak çizilmiştir. 
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5.2.1. Tensör çarpım Cheney Sharma operatörleri 

Şekil 5.5 𝑓5(x, y) = e−ycos(x)  fonksiyonun grafiğidir. Şekil 5.6 ve Şekil 5.7 ise bu 

fonksiyonun 𝑚 = 5, 𝑛 = 5 ve 𝛼𝑛 = 𝑛−3, 𝛽𝑚 = 𝑚−3 için sırasıyla birinci ve ikinci tip tensör 

çarpım CS operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.5. 𝑓5 grafiği 

 

Şekil 5.6. 𝑓5 ve 1.tip tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.7. 𝑓5 ve 2.tip tensör CS operatörü 
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Şekil 5.8 𝑓6(x, y) = sin(y)cos(x)(x − 1/3)(y − 1/2)  fonksiyonun grafiğidir. Şekil 5.9 ve 

Şekil 5.10 ise bu fonksiyonun 𝑚 = 5, 𝑛 = 5 ve 𝛼𝑛 = 𝑛−3, 𝛽𝑚 = 𝑚−3 için sırasıyla birinci 

ve ikinci tip tensör çarpım CS operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.8. 𝑓6 grafiği 

 

Şekil 5.9. 𝑓6 ve 1.tip tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.10. 𝑓6 ve 2.tip tensör CS operatörü 
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Şekil 5.11 𝑓7(𝑥, 𝑦) = e−𝑦sin (2𝑥)  fonksiyonun grafiğidir. Şekil 5.12 ve Şekil 5.13 ise bu 

fonksiyonun 𝑚 = 5, 𝑛 = 5 ve 𝛼𝑛 = 𝑛−3, 𝛽𝑚 = 𝑚−3 için sırasıyla birinci ve ikinci tip tensör 

çarpım CS operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.11. 𝑓7 grafiği 

 

Şekil 5.12. 𝑓7 ve 1.tip tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.13. 𝑓7 ve 2.tip tensör CS operatörü 
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5.2.2. Non-tensör çarpım Cheney Sharma operatörleri 

Şekil 5.14 ve Şekil 5.15 𝑓4(x, y) = e−ycos(x)  fonksiyonunun 𝑚 = 5, 𝛽𝑚 = 𝑚−3 için 

sırasıyla birinci ve ikinci tip non-tensör çarpım CS operatörleri altındaki dönüşümlerinin 

grafikleridir.  

 

Şekil 5.14.  𝑓4 ve 1.tip non-tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.15. 𝑓4 ve 2.tip non-tensör CS operatörü 

Şekil 5.16 𝑓8(𝑥, 𝑦) = e−ysin(x)  fonksiyonun, Şekil 5.17 ve Şekil 5.18 ise bu fonksiyonun 

𝑚 = 5, 𝛽𝑚 = 𝑚−3 için sırasıyla birinci ve ikinci tip non-tensör çarpım CS operatörleri 

altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  
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Şekil 5.16. 𝑓8 grafiği 

 

Şekil 5.17. 𝑓8 ve 1.tip non-tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.18. 𝑓8 ve 2.tip non-tensör CS operatörü 

Şekil 5.19 𝑓9(𝑥, 𝑦) = (𝑦2 − 1/4)𝑒−𝑥  fonksiyonun grafiğidir. Şekil 5.20 ve Şekil 5.21 ise 

bu fonksiyonun 𝑚 = 5, 𝛽𝑚 = 𝑚−2 için sırasıyla birinci ve ikinci tip non-tensör çarpım CS 

operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  
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Şekil 5.19.  𝑓9 grafiği 

 

Şekil 5.20. 𝑓9 ve 1.tip non-tensör CS operatörü 

 

Şekil 5.21. 𝑓9 ve 2.tip non-tensör CS operatörü 
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5.3. Tek Değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatörleri 

Aşağıda verilen örneklerde [0,2] aralığında fonksiyon ve birinci ve ikinci tip tek değişkenli 

CSC operatörleri bir grafik içerisinde verilmiştir. Aynı grafik içerisinde her iki tip 

operatörün tamamen aynı eğriyi oluşturduğu gözlemlenmiştir. 

Aşağıda yer alan şekilde  𝑔1(𝑥) = (1 − 𝑥2) sin(𝑥/2) fonksiyonunun grafiği ve bu 

fonksiyonun 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−6 ve 𝑏𝑚 = 𝑚0,05 için CSC operatörleri altındaki 

dönüşümüne ait grafik verilmiştir. 

 

Şekil 5.22. 𝑔1 ve CSC operatörleri 

Şekil 5.23’te 𝑔2(𝑥) = (1 − 𝑥2/4) cos(𝑥/2) fonksiyonunun grafiği ile bu fonksiyona ait 

𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−6 ve 𝑏𝑚 = 𝑚0,05 için CSC operatörleri altındaki dönüşümünün grafiği 

yer almaktadır. 

 

Şekil 5.23. 𝑔2 ve CSC operatörleri 
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Aşağıda verilen Şekil 5.24’te 𝑔3(𝑥) = 𝑒𝑥 cos(𝑥/2) fonksiyonunun grafiği ve bu fonksiyona 

ait 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−6 ve 𝑏𝑚 = 𝑚0,05 için CSC operatörleri altındaki dönüşümünün grafiği 

yer almaktadır. 

 

Şekil 5.24. 𝑔3 ve CSC operatörleri 

Aşağıdaki şekilde 𝑔4(𝑥) = (x − 1/2)(x − 2/3)(x − 3/4)(x − 4/5) fonksiyonunun grafiği ve 

bu fonksiyonun 𝑚 = 30, 𝛽𝑚 = 𝑚−6 ve 𝑏𝑚 = 𝑚0,05 için CSC operatörleri altındaki 

dönüşümünün grafiği yer almaktadır.  

 

Şekil 5.25. 𝑔4 ve CSC operatörleri 

5.4. İki Değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatörleri 

Bu kısımda operatörler ve fonksiyonlara ait grafikler bilgisayarların kapasiteleri ölçüsünde 

[0,3] aralığında 𝑚 = 4, 𝑛 = 4 değerleri ile sınırlandırılarak çizilmiştir. 
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5.4.1. Tensör çarpım Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri 

Şekil 5.26 𝑔5(x, y) = sin(y/2)cos(x/2)/((x + 1)(y + 1)) fonksiyonun grafiğidir. Şekil 

5.27 ve Şekil 5.28 ise bu fonksiyonun 𝑚 = 4, 𝑛 = 4, 𝑏𝑚 = 𝑚0,05, 𝑏𝑛 = 𝑛0,05 ve 

𝛼𝑛 = 𝑛−4, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 için sırasıyla birinci ve ikinci tip tensör çarpım CSC operatörleri 

altındaki dönüşümlerinin grafikleridir. Şekil 5.29 her iki operatörün karşılaştırılabilmesi için 

çizilmiştir. 

 

Şekil 5.26. 𝑔5 grafiği 

 

Şekil 5.27. 𝑔5 ve 1.tip tensör CSC operatörü 

 

Şekil 5.28.𝑔5 ve 2.tip tensör CSC operatörü 
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Şekil 5.29. 1. ve 2.tip tensör CSC operatörü 

Şekil 5.30 ile, 𝑔6(𝑥, 𝑦) = [𝑠𝑖𝑛(𝑦/2)𝑐𝑜𝑠(𝑥)(𝑥 − 1)(𝑦 − 1)]/((𝑥 + 1)(𝑦 + 1))  

fonksiyonun grafiği verilmiştir. Şekil 5.31 ve Şekil 5.32 ise bu fonksiyonun sırasıyla birinci 

ve ikinci tip tensör çarpım CSC operatörleri altındaki dönüşümlerinin  𝑚 = 4, 𝑛 = 4 

değerleri ve 𝑏𝑚 = 𝑚0,05, 𝑏𝑛 = 𝑛0,05  ve 𝛼𝑛 = 𝑛−4, 𝛽𝑚 = 𝑚−4 için çizilen grafikleridir.  

 

Şekil 5.30. 𝑔6 grafiği 

 

Şekil 5.31. 𝑔6  ve 1.tip tensör CSC operatörü 



109 

 

 

 

Şekil 5.32. 𝑔6 ve 2.tip tensör CSC operatörü 

 

Şekil 5.33. 1. ve 2.tip tensör CSC operatörü  

5.4.2. Non-tensör çarpım Cheney Sharma Chlodowsky operatörleri 

Şekil 5.34 ve Şekil 5.35 𝑔5(x, y) = sin(y/2)cos(x/2)/((x + 1)(y + 1))  fonksiyonunun 

𝑚 = 4, 𝑏𝑚 = 𝑚0,5 ve 𝛽𝑚 = 𝑚−2 için sırasıyla birinci ve ikinci tip non-tensör çarpım CSC 

operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.34. 𝑔5 ve 1.tip non-tensör CSC operatörü 
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Şekil 35. 𝑔5 ve 2. tip non-tensör CSC operatörü 

Şekil 5.36 ile verilen 𝑔7(x, y) = (x2 − 1)/(y2 + 1)  fonksiyonunun grafiği olup Şekil 5.37 

ve Şekil 5.38 ise bu fonksiyonun 𝑚 = 4, 𝑏𝑚 = 𝑚0,5 ve 𝛽𝑚 = 𝑚−2 için sırasıyla birinci ve 

ikinci tip non-tensör çarpım CSC operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.36. 𝑔7 grafiği 

 

Şekil 5.37. 𝑔7 ve 1.tip non-tensör CSC operatörü 
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Şekil 5.38. 𝑔7(x, y) = (x2 − 1)/(y2 + 1)ve 2.tip non-tensör CSC operatörü 

Şekil 5.39 𝑔8(x, y) = (x2 − 1)𝑒−𝑦 fonksiyonun grafiğidir. Şekil 5.40 ve Şekil 5.41 ise bu 

fonksiyonun 𝑚 = 4, 𝑏𝑚 = 𝑚0,5 ve 𝛽𝑚 = 𝑚−2 için sırasıyla birinci ve ikinci tip non-tensör 

çarpım CSC operatörleri altındaki dönüşümlerinin grafikleridir.  

 

Şekil 5.39. 𝑔8 grafiği 

 

Şekil 5.40. 𝑔8 ve 1.tip non-tensör CSC operatörü 
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Şekil 5.41. 𝑔8 ve 2.tip non-tensör CSC operatörü 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde ilk olarak [5] çalışması ile verilmiş tek değişkenli birinci ve ikinci tip Cheney 

Sharma operatörlerinin yaklaşım özellikleri, referans alınan çalışmadan alıntılanarak 

gösterilmiştir.  İki değişkenli Cheney Sharma operatörleri alan yazında araştırılmış ve ikinci 

tip operatörün [10] çalışmasında non-tensör çarpım kullanılarak, [11] çalışmasında ise tensör 

çarpım kullanılarak gösterildiği tespit edilmiştir. Bu iki çalışmadan hareketle iki değişkenli 

birinci tip Cheney Sharma operatörünün her iki yöntemle gösterimi yapılıp yakınsaklık 

özellikleri incelenmiştir.  

Ayrıca yapılan alan yazın taramasında [16,17] çalışmalarında Cheney Sharma Chlodowsky 

operatörünün yazılıp yakınsaklık özelliklerinin incelendiği fark edilmiştir. Burada 

genelleştirmesi yapılan operatör, ikinci tip Cheney Sharma operatörüdür. Buradan yola 

çıkarak bu tezde birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörü yazılıp yakınsaklık 

özellikleri incelenmiştir. Son olarak iki değişkenli Cheney Sharma operatörleri üzerine 

çalışmalar olduğu gibi iki değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky operatörlerinin 

yazılabileceği düşünülmüştür. Bunun üzerine birinci tip ve ikinci tip Cheney Sharma 

Chlodowsky operatörlerinin hem tensör çarpım hem de non-tensör çarpım yardımıyla iki 

değişkenli genelleştirmesi yapılmış ve yakınsaklıkları incelenmiştir.  

Belirtilen gösterimler yapılırken referans alınan çalışmalardaki notasyonlara mümkün 

olduğunca sadık kalınmıştır.  

Tezin beşinci bölümünde yer alan tek değişkenli Cheney Sharma operatörlerine ait grafikler 

kolay biçimde çizdirilip yakınsaklıkları grafik üzerinden gözlemlenebilmektedir. Tek 

değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky operatörüne ait çizim yapılırken sonsuza kadar 

giden bir aralıkta grafiğin gösterimi imkanlı olmadığından [0,2] aralığına yer verilmiştir. İki 

değişkenli operatörlere ait grafikler oluşturulurken bilgisayarlar sınırlayıcı olmuştur. Bu 

nedenle operatörlerde yer alan “n”, “m” değerleri sonsuza giderken incelendiği halde 

grafiklerde 𝑚 = 4, 𝑚 = 5 gibi küçük değerler ile çalışılmak zorunda kalınmıştır.   

Bundan sonraki çalışmalarda birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatörünün 

istatistiksel yakınsaklığı incelenebilir. Bunun dışında operatörlerin Durmeyer veya 

Kantorovich genelleştirmeleri yapılabilir. Parametrik genişletmeleri yapılabilir. Ayrıca iki 
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değişkenli Cheney Sharma Chlodowsky operatörlerinin üçgensel bölgelerdeki özellikleri 

araştırılabilir. 
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