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OZET

Bu tezde Cheney Sharma ve Cheney Sharma Chlodowsky operatorlerinin yaklagim
ozellikleri incelenmistir. Birinci boliimii giris olmak iizere, tez toplam alti bdlimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde tez icerisinde kullanilan bazi temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii boliimde bir ve iki degiskenli Cheney Sharma operatdrleri iizerinde
durulmus, nasil olusturulduklar verilerek bazi yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Dordiincii
bolimde agirlikli uzaylarda Cheney Sharma Chlodowsky operatorlerinin yaklagim
ozellikleri incelenmistir. Dordiincti boliimde ayrica iki degiskenli Cheney Sharma
Chlodowsky operatorleri olusturularak yaklasim 6zelliklerine bakilmigtir. Besinci boliimde
ise Uclincli ve dordiincii boliimde bahsi gegen operatdrlerin bazi 6rnek fonksiyonlara
yaklagimlar1 bilgisayar programina ¢izdirilen grafikler yardimiyla gosterilmistir. Son olarak
altinci boliim sonu¢ kismina ayrilmstir.
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ABSTRACT

In this thesis, the properties of Cheney Sharma and Cheney Sharma Chlodowsky operators
are discussed. The thesis consists of six chapters in total, the first part of which is the
introduction. In the second chapter, some basic definitions and theorems used in the thesis
are given. The third chapter focuses on one- and two-variable Cheney Sharma operators,
how they were created is given and some approach features are examined. In the fourth
chapter, the properties of Cheney Sharma Chlodowsky operators are examined in weighted
spaces. Furthermore, in the fourth chapter, two-variable Cheney Sharma Chlodowsky
operators are created and their properties are examined. In the fifth chapter, the approaches
of the operators mentioned in the third and fourth chapters to some sample functions are
shown with the help of graphics drawn by the computer program. Finally, the sixth chapter
is devoted to the conclusion.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

c(4) A kiimesinde siirekli fonksiyonlar uzayi
Lip4, Lipschitz sinifi

L,(f)3f Lineer operatdriin fonksiyona diizgiin yakinsamasti
P,(f,x) 1. tip CS operatorii

Pﬁ (f;x,y) 1. tip iki degiskenli CS operatorii
Py(f,x) 1. tip CSC operatorti

Pﬁ* (f;x,y) 1. tip iki degiskenli CSC operatorii
Q.(f,x) 2. tip CS operatorii

Qﬁ (f;x,y) 2. tip iki degiskenli CS operatorii

Qﬁ* (f;x,y) 2. tip iki degiskenli CSC operatorii
Q.(f,x) 2. tip CSC operatorii

p(x) Agirlik fonksiyonu

I'(k) Gamma fonksiyonu

w(f;x) Siireklilik modiili

Kisaltmalar Aciklamalar

CS Cheney Sharma

CSC Cheney Sharma Chlodowsky



1. GIRIS

Yaklasim teorisi gerek matematigin kendi i¢ problemlerinde gerekse fizikten miihendislige
pek cok farkli disiplinde kendine uygulama alani bulmustur. Bu nedenle giderek daha fazla
dikkat ¢cekmis ve daha ¢ok ¢alisilmistir.

Giliniimlizde bu denli popiiler olan yaklasim teorisiyle ilgili ilk 6nemli calismay1 Karl
Weierstrass yapmistir. Weierstrass 1885 yilinda kapali aralikta siirekli fonksiyonlara
yakinsayan bir polinom bulunabilecegini sOylemistir [1]. Sonraki yillarda pek ¢ok
matematik¢i buna farkli ispatlar yapmis ve bazi Ornekler sunmuslardir. Fakat Sergey
Natanovich Bernstein'in 1912 yilinda verdigi polinom 6rnegi ve yaptigi ispat digerlerinden
daha farkli ve kullanigli bulunmustur. Bu nedenle iizerinden gegen yiiz yili agkin siireye

ragmen siklikla kullanilmaya ve arastirilmaya devam etmektedir.

x € [0,1], f € C[0,1] olmak iizere Bernstein polinomu,

n

B(fi)= ) f (g) (7)1 =+

k=0

seklinde tanimlanmaktadir [2]. Bernstein, bu polinomun [0,1] araliginda siirekli bir
fonksiyona yakinsadigini1 gostermistir. 1951'de Bohman [3], 1953 te Korovkin [4] sinirli
araliklarda bir lineer pozitif operatdrler dizisinin bir fonksiyona yakinsama kosullarini ortaya
koymuslardir. Sonraki donemlerde Bernstein polinomu matematikgiler tarafindan ¢ok farkli
bigimlerde genellestirilmistir. Bu genellestirmelerden biri de Cheney ve Sharma tarafindan

yapilmistir.

Cheney ve Sharma [5] 1964 yilinda, Jensen esitliginden [6] yola ¢ikarak asagidaki
operatdrleri tanimlamislardir.

Pur 0 = @ bng) Y £ (5) (7) 2 + kB~ x + (n— OB,
k=0

n

0l = (L4 Y £ () (1) xGe 4 kB2 (1= 0)[1 — x4 (n — KBI

k=0



Bunlar sirasiyla birinci tip ve ikinci tip Cheney Sharma operatorleri olarak adlandirilmistir.
Mevcut tezde galisilacak olan Cheney Sharma operatorleri hakkinda pek c¢ok arastirma

yapilmustir. [7-11] bunlardan bazilaridir.

Buraya kadar bahsi gecen c¢alismalar smirli araliklar iizerinde yapilan c¢alismalardir.

Chlodowsky lim b,, = oo, lim b;" = 0,x € [0, ) olmak iizere
n—-oo

n—-oo

n

=12, Co)QE) (1-2)" xewb

f) )X > by

Bernstein-Chlodowsky polinomunu tanimlamistir [12]. Boylelikle sinirsiz bir aralikta
calisma imkan1 dogmustur. Ancak Korovkin kosullart sinirsiz araliklarda gegerli degildir.

Agirlikli uzaylarda yakinsaklik kosullar {izerine Gadjiev ¢aligmalar yapmistir [13-15].

[16] da Cheney Sharma Chlodowsky operatdriinii tanimlamislar ve yakinsaklik 6zelliklerini
ve yakinsama oranini incelemislerdir. Tanimlanan operator ikinci tip Cheney Sharma

operatdriiniin bir genellestirmesi olup

=S O En)E )"

P n b, \b,

x<1—;—n)[1—bin+(n—k)ﬁ]

n—-k-1

bigiminde gosterilmistir. [17] de ise bu operatoriin bazi koruma 6zellikleri gosterilmistir.

Bu tez i¢in yapilan alanyazin taramasinda gorilmiistiir ki Cheney Sharma operatorleri
hakkinda yapilan ¢alismalar genellikle ikinci tip iizerinde yogunlagmis olup birinci tip pek
caligilmamistir. Bu nedenle mevcut tezde [10,11,16,17] gibi ¢aligmalardan esinlenilerek iki
degiskenli Cheney Sharma, bir ve iki degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky
operatorlerinin yaklagim oOzellikleri tiizerinde durulmustur. Ayrica iki degiskenli
operatdrlerin hem tensor ¢arpimla hem de non-tensor ¢arpimla elde edilen versiyonlari ayri
ayri1 incelenmistir. Son olarak bu operatorlerin secilen bazi1 fonksiyonlara yaklasimlari

verilen grafikler yardimiyla 6rneklendirilmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda tez igerisinde kullanilacak tanimlar ve teoremler yer almaktadir. Yazilmis olan

tanim ve teoremler, [13-15, 18-23] gibi kaynaklardan aktarilmistir.

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Tanim

f:A S R - R olmak tizere (f,,) fonksiyon dizisi ve € > 0 sayist verilmis olsun. Vn > n,
ve Vx € A icin |f,(x) — f(x)| < € olacak sekilde 3Iny(¢) ise (f,,), A kiimesi tizerinde f
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir [18].

2.1.2. Tanim

L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F iizerinde

lineer uzay denir [21].

A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,

Gl) Vx,y € Liginx + y € L dir.
G2)vx,y,z€Ligcin(x+y)+z=x+ (y +z) dir.

G3)Vx € Liginx + A = A + x = x olacak sekilde A € L vardir.
G4) Vx € Ligin x + (—x) = (—x) + x = A olacak sekilde A € L vardr.
G5) Vx,y €ELigcinx+y =y + xdir.

B) x,y € Lve a, B € F olmak lizere asagidaki kosullar saglanir:
L1) ax € L dir

L2) a(x +y) = ax + ay

L3) (@ + B)x = ax + Bx

L4) (af)x = a(Bx)

L5) 1x = x(1, F nin birim elemanidir.)

2.1.3. Tanim

L, bir lineer uzay olsun. |.||: L = R fonksiyonunun x deki degeri ||x|| ile gosterilsin. Bu

fonksiyon igin asagidaki sartlar saglanirsa ||. || fonksiyonuna L iizerinde norm denir [21].



N1 |[x]l =0 &x=0
N2) [[ax|l = |alllx|l(a € F)
N3) llx + yll < llxl + Lyl

Ayrica L bir normlu uzaydir denir. Normlu uzaylar genellikle (L, ||x||) ile gosterilir.
2.1.1. Teorem

Vx,y € R", (x = (X1, X2, X3 .. %), Vi = (¥1, V2, V3 - V) icin Cauchy-Schwartz
esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik saglanir [21]:

1 1
n n 2 n 2
> bl < <2|xk|2> (Z|yk|2> .
k=1 k=1 k=1

2.1.2.Teorem

p,q, p>1ve % + ; = 1 kosullarin1 saglayan iki say1 olmak tlizere Vx,y € R™ i¢in Holder

esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik saglanir [20]:

1 1
n n D n q
D < Dl | (D)
k=1 k=1 k=1

2.1.5. Tanim

['(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

oo

I'(x) =ftx‘1e‘tdt

0

genellestirilmis integrali ile tanimlanir. I'(x + 1) = x! oldugundan gamma fonksiyonuna

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir [22].



2.2. Lineer Pozitif Operatorler

2.2.1. Tanim

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. X uzaymdan alinmis her bir f fonksiyonu Y de bir g

fonksiyonuna karsilik getiren L kuralina operator denir[15]. g(x) = L(f; x) ile gosterilir.

2.2.2. Tanim

X bir lineer uzay, f1, > € X ve ay,a, € R olsun.

L(aifi + azfz; %) = a1 L(f1; x) + a;L(f2; x)

ozelligini saglayan L operatoriine lineer operator denir [15].

2.2.3. Tanim

L bir lineer operator, X* = {f € X: f(x) = 0},Y" = {g € Y: g(x) = 0} olsun. L, X*teki bir

fonksiyonu Y* deki bir fonksiyona doniistiiriiyorsa L'ye lineer pozitif operator denir [15].

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatérler monotondur. Yani her f;, f, € X i¢in f;(t) < f,(t) oldugunda
L(f1;x) < L(f; x) olur.

2.2.2. Lemma

L bir lineer pozitif operator olmak iizere asagidaki 6zelligi saglar:

IL(F5 20| < LS ).

2.2.1. Teorem

(L) lineer pozitif operatorler dizisi [a, b] sinirli araliginda n — oo igin

i) Ly(1;x) 31



i) L, (t; x) = x

iii) L, (t%; x) 3 x?

sartlari saglaniyorsa f € C[a, b] ve tim reel eksende sinirli fonksiyonu igin
L,(f) 3 f

olur [4]. Bu teorem Korovkin teoremi olarak bilinmektedir.

2.2.2. Teorem

(L) lineer pozitif operatdrler dizisi ve D, R? de sinirli bir bolge olsun. Eger (L), D

bolgesinin kompakt bir alt kiimesi olan k tizerinde

)Ly (Lx,y) 31

i) L,(t; x,y) 3 x

ii)L,(r;x,y) 3y

iv) L,(t? + % x,y) 3 x? + y?

sartlari saglaniyorsa,

f € C(kx),n — oo icin

Lo(f;x,y) 3 f

olur [24]. Bu teorem Volkov teoremi olarak bilinmektedir.

2.2.4. Tanim

f € C[a,b] ve x,t € [a,b] olsun. f fonksiyonunun siireklilik modiilii § > Oigin

w(f;6) = Sup, If (&) — f(x0)|

52|t—x|

bi¢iminde tanimlanir.



2.2.5. Teorem
Stireklilik modiilii agagidaki 6zellikleri saglar:

i.w(f;8) =0,

iii. (lgl_rga)(f; 6) =0,

iv. If(8) = F@)] < o(f; [t = x]),

v. 1 € R i¢in w(f; 26) < (A + Do (f; 6),

vi.m € N i¢in w(f; md) < mw(f;5).

2.2.5. Tanim

f reel degerli, siirekli bir fonksiyon ve a €(0,1] olsun. Vx,t € [a, b] i¢in

lf () = fFOl < M|t — x|*

olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna Lipschitz sinifindandir denir. Bu

fonksiyon sinifi Lipsy, ile gosterilir.






3. CHENEY SHARMA OPERATORLERI

Tezin bu boliimiinde Cheney ve Sharma operatorlerinin nasil elde edildigi ve yaklagim
ozellikleri hakkinda bilgi verilecektir. Bu operatorlerin bir ve iki degiskenli halleri ayri

basliklar altinda incelenmistir.

3.1. Tek degiskenli Cheney Sharma Operatorleri

Cheney ve Sharma [5] 1964 yilinda Bernstein polinomunun bir genellestirmesini yaptilar.

Bunun i¢in Jensen esitligi [6] olarak bilinen asagidaki agilimlari kullandilar:

Gery+mpym = () x e+ vB) iy + Gm - I 3D
v=0
C+N@+y+mpmt = () x@ v yly+ m-wEmT (32)
v=0

Es. 3.1 esitliginde y yerine 1 — x yazildiginda
m
m
1+mp)™ = Z (V)x(x +vB) 1 —x+ (m—v)B]™" (3.3)
v=0

elde edilir.

@A+mp)™"A+mp)™ =1

olacagindan
m
m
1+mp)y™ Z ( )x(x + V) 1l —x+ (m—v)B]™ V=1 (3.4)
v=0 v
yazilabilir.

Buradan hareketle birinci tip Cheney Sharma operatorii



10
Pu(fi) = (L 4mpy ™Y f(2) (D) xCe 4 vBY L= x4 (n - (35)

elde edilmistir.

Benzer sekilde Es. 3.2°de y yerine 1 — x yazildiginda

@ +mpymt = () 2G4 vB) T A= D[ = 2) + (m = V)BT

v=0
elde edilir.

Esitligin her iki tarafi (1 + mB)1~™ ile ¢arpilirsa

@ +mpy Y ()xe+ v A= DIA - ) + @ - FmT =1 (36)
v=0

bulunur.

Buradan ikinci tip Cheney Sharma operatorii olarak bilinen

On(f) = (A +mp) > £ () (T) 2+ vp) (A - )
v=0

X[1=—x+ m—-v)pm -1 (3.7)
elde edilir.

Her iki tip operatdrde x € [0,1] ve Vm € N i¢in 8, m’e bagl bir pozitif reel sayidir. Sayet

f = 0 olarak alinirsa her iki operatdrden de Bernstein polinomu elde edilmektedir.
3.1.1. Lemma

Es. 3.5 ile verilen ikinci tip Cheney Sharma operatdrii B, lineer pozitif operatordiir.
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fspat
f1, f> birer fonksiyon ve a,;, a, € R olsun.

Pn(aifi + azfz;x)

= (1+mp)™ Y (@ f + @) (=) () e+ vgy

X[1—-x+m-v)B]™™"

m

= (Z#mp)™ [Z arfy () () %G+ vB L = x + Gm = w)pI™

v=0

+ ) aafa () () ¥+ vBy L= 2+ Gm =g
v=0
= P ) anfy () () ¥ +vBY ML = x + om =B
v=0
+(1mp™ Y arfy () (1) 2G4 VB ML= 3+ n =B
v=0

= a(+mp™ ) fi (=) () %G+ vB L = x + Gm =B
v=0

+ a,(I+mp)~™ Z f2 (%) (T) x(x +vB) 1l —x 4+ (m—v)B™"
v=0

= a1 B, (f1; x)+ay Py (f2; x)

olup, bu B,, operatdrlerinin lineerligini kanitlar.

Ayrica x € [0,1] i¢in f = 0 alindiginda P, (f;x) =0 olacagindan B, lineer pozitif
operatorlerin bir dizisidir.

3.1.2. Lemma

Es. 3.7 ile verilen ve Q,, ile gosterilen ikinci tip Cheney Sharma operatori lineer pozitif
operatorler dizisidir [9].
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Cheney Sharma operatorlerinin yakinsaklik 6zelliklerini incelerken hesaplamalarda kolaylik

saglamasi amaciyla [5] te asagida Es. 3.8 ile gosterilen yardimci fonksiyon verilmistir:

sGmxy) = ) (7)) G+ vy + (m = v,
v=0

(3.8)

Bu yardimci fonksiyona ait bazi ozellikler [8]’de verilmistir. Calismanin ilerleyen

kisimlarinda kullanilacak lemmalar asagida sunulmustur.
3.1.3. Lemma

(3.1.8) ile verilen S(j, m, x, y) i¢in asagidaki esitlik saglanir:
SGmx,y)=xSG—1,mx,y) +mpSG,m—1,x+B,y).
3.1.4. Lemma

S(j,n, x,y) ifadesi i¢in asagidaki esitlik saglanir:
xS(0,m,x,y) =(x+y+mp)™

3.1.5. Lemma

S(j, m, x,y) ifadesi igin asagidaki esitlik saglanir:

S(1,m,x,y) = Z (T) vIBV[x +y + mB™ V.

v=0
3.1.6. Lemma

S(j,m, x,y) ifadesi i¢in asagidaki esitlik saglanir:

m

S(2,m,x,y) = z (T) (x+vBV!IBYS(1,m —v,x +vB,y).

v=0

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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3.1.7. Lemma

S(j,m, x,y) i¢in asagidaki esitlik saglanir:

[00]

S(1,m,x,y) = f e t(x+y+mp +tp)mdt. (3.13)
0

3.1.8. Lemma

S(j,m,x,y) i¢in asagidaki esitlik saglanir:

S(Z,m,x,y)sze Stx(x+y+ (m+t+s))™
0

0

+mtp?(x +y + (m+t+s)B)™ ]dtds. (3.14)
3.1.9. Lemma
e; = t' olmak iizere Es. 3.5 ile verilen birinci tip Cheney Sharma operatdrii igin

P,(eg,x) <1 (3.15)

X

(3.16)

(m — Dx(x + 28)(1 + np)? N x(m —1)(1 + np)?p?

P,(ez,x) < - (1+pB)3

X
+ m(1 + mp)

(3.17)
ozellikleri saglanir.

3.1.1. Teorem

m € N igin 8, m’ye bagl bir pozitif reel say1 dizisi, lim S,, = 0 ve lim mp,, = 0 olsun.
m-—-0oo m—oo

vf € C([0,1]) i¢in Es. 3.5 ile verilen birinci tip Cheney Sharma operatorler dizisi, f
fonksiyonuna [0,1] de diizgiin yakinsaktir [5].
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3.1.10. Lemma

e; = t' olmak iizere Es. 3.7 de verilen ikinci tip Cheney Sharma operatérii igin

Qn(eg,x) =1 (3.18)
Qn(e,x) =x (3.19)

Qmez,x) < x(x+28) (A +mp) + xm(1 + mpP)B? + x(x + 28)mp

X
23 4 3.20
+xm*p° + ( )

ozellikleri saglanir [9].
3.1.2. Teorem

m € N igin 8, m ye bagl bir pozitif reel say1 dizisi, lim S,, = 0 ve lim mf,, = 0 olsun.
m-oo m-oo

vf € C([0,1]) i¢in Es. 3.7 ile verilen ikinci tip Cheney Sharma operatorler dizisi, f
fonksiyonuna [0,1] de diizgilin yakinsaktir [5].

3.1.3. Teorem

x € [0,1], f € C[0,1] ve B = (Byy) bir pozitif reel say1 dizisi olsun. B, operatorler dizisi

i¢cin
P — f| < 2w(f,5)
olur.

Burada § ile verilen moment

N[~

5—5 — (m—Dx(x+28)A+nB)? (m—-1)(1+np)*x 2x? )
B m_< m m(1 + 2pB)3 _1+mﬂ+x>

dir [8].
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3.1.4. Teorem

x € [0,1], f € C[0,1] ve B = (B;) bir pozitif reel say1 dizisi olsun. Q,,, operatorler dizisi

igin

|Qm _fl < Zw(fr6m)

olur.

Burada &, ile verilen moment

N[~

S = (x(x +28)(1 + mpB) + xm(1 + mPB)B? + x(x + 28)mpB + xm?pB3 + % - xz)

olarak aliacaktir.
fspat

Q. operatorii i¢in

Qn (F32) = F)=(1+ mﬁ)l‘mvz:f ) () xtx+vpria-»
X [1—x+ (m =)™ = ()
= (1 +mp)L™ i 1) () x@+vprta-»
ARSI
~ 1+ mpytm i 160 (7)) x+vgy - )
<t One g
= (L +mp)'" ZO <f (>)- f(x)) (M)x@+vpra-x

X[1—x+ (m—-v)p]™ 1

olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
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(O () = FI=I(L+ mp) ™ ) <f =) —f(x)) (T)xe+vpy=1a-»

X[1—x+ (m—v)B]™ V1
< (1 +mp)r™m z (T) x(x +vB)YL(1 — %)

x[1=x + (m =" |f (=) - f)|

v
m
bulunur.

Stireklilik modiiliiniin tanimindan ve |% — x| < § i¢in

10 (f32) = FCI=+mB) ™ > () x(x + ) (1 = %)

v=0

X[1—x+m—-v)B]"™" "V (f, |% - xl)

yazilabilir. w(f,16) < (1 + 18)w(f, §) oldugundan

|Qm (f5 ) = FGO1=(1 + mﬁ)l-mZO ()xGe+vpyta -
X[1=x+m—-v)BI™ " o (f, |% - x|)
-m N m v—-1 m-—-v—
< (1 +mp)! ;(V)x(x+vﬁ) (1= 0)[1—x + (m — V)R]~

x w(f, ) (1 +%|%— x|)

m

= (1 +mp)rm Z (’:) x(x +vB)"1(1 - )[1 - x + (m — v)B]™v?
v=0

x w(f,6)

+ @+mp) Y (M) x+ v A - WM - x + -
v=0

X a)(f,é‘)%|%— x|
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m

1+ % (1 +mp)L" Z (T) x(x + VB (1 — x)

v=0

= w(f,6)

X[1—x+m—-v)pIm vt |% — x|]
= 0(£,6) [1450n (|-~ x| :)]

elde edilir.  Esitligin sag tarafina  Cauchy-Schwarz esitsizligi  uygulanirsa

1
1450 (- x)z:x)z Qm(lz;x)%]

|

= w(f, 8|1+ %(Qm ((%)2 ;x) +Qm (—Zx%; %) + Qu(x% x))

o, 81 +50n (|2~ x]2)] < w7

= 01,0 1450 ((2) - 254 x)

N =

|

= 0(£,6) [1 45 (@n(ex ) ~ 2x0n(esi ) + x20uleo )| (321)

elde edilir. Es. 3.18, 3.19 ve 3.20 Es. 3.21°de yerine yazilirsa

w(f,98) [1 + %Qm (|% - x| ;x)]

1+%(x(x +28)(1 + mpB) + xm(1 + mB)B? + x(x + 28)mp

< o(f,6)

N[ =

x
+xm?p3 + —— x2>
m

elde edilir. Burada ¢ ile verilen moment

X 1
O = (x(x +2B8)(1 + mpB) + xm(1 + mP)B? + x(x + 28)mpP + xm?p3 + e xz)z

olarak secilirse
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|Qm (f; x) _f(x)l =< zw(f; Om)
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2. iki Degiskenli Cheney Sharma Operatorleri

Bu kisimda Cheney Sharma operatorlerinin iki degiskenli genellestirmelerine yer
verilmistir. ki degiskenli Cheney Sharma operatérleri iki boliimde incelenebilir. Bunlardan
ilki non-tensér carpim kullanilan operatorler iken ikincisi tensdr carpim kullanilan
operatorlerdir. Burada yine birinci ve ikinci tip Cheney Sharma operatorleri ayri ayri

incelenecektir.

3.2.1. Non-tensor carpim iki degiskenli Cheney Sharma operatorleri

Burada incelenecek olan iki degiskenli operatorlerden ikinci tip Cheney Sharma operatorii
[10]’da tanimlanmuistir. Ayni ¢alismada yazarlar bu operatoriin siireklilik modiilii
fonksiyonu o6zelliklerini ve Lipschitz siirekli fonksiyonlar smifindan fonksiyonlart

korudugunu gostermislerdir.

Ikinci tip operator [10] calismasindan alintilanarak asagidaki sekliyle verilmistir:

m m—kq
k
onerin) = armpy ) ) 1 () () xe e ke
k1=0 k2=0
x (1= |xP[1 = |x| + (m — |k])B]™ kI-1, (3.22)

Burada notasyon olarak;

X = (x1,x;) € Rk = (ki ky) €EN2e = (1,1),0 = (0,0),0 < B, €N, fx:=(Bx4, x3),

k

|X] = x; + x5, X< == xflxécz, K! == ky! k,! kullanilmistir. Ayrica

m m—ky

() =wm—mr 2= 2, 2

|k|Sm k1=0 k2=0

olarak almmistir. Buradan esinlenerek birinci tip Cheney Sharma operatoriiniin iki

degiskenli bir genellestirmesi agsagidaki sekilde yazilmistir.



19

Es. 3.1°de x yerine x;, y yerine 1 — x; yazildiginda

m

rmpym = > (1) var + a5 [ = 2, + (m = )BT (3.23)
1

k1=0
elde edilir. Es. 3.1°de x yerine x,, y yerine 1 — x; — x, Ve m yerine m — k; yazildiginda

[1—2x;+(m— kl)ﬁ]m_kl

m—kq

-2 (" kl) X5 (0 + ko B) L = = xp + (= kg = kep) BT

k
k2=0 2

bulunur. Son esitlik Es. 3.23’te yerine yazilirsa

(1+mp)™ = i (;n)xl(x1+k1ﬁ)"1‘1n§1 (™) oz + eyt
k=0 1 ly=0 2

X [1 i x1 - x2 + (m - k1 F kz)ﬁ]m_kl_kz

bulunur. Esitligin her iki tarafi (14mf) ™™ ile ¢arpilirsa

m m—k;

t=armpy Yy Y ()" m G + oy

k1=0 k=0

X[1—x; —x; + (M — ky — ky) " Fake

elde edilirr. Burada X = (x;,x,) € R, K= (ky,k,) €EN? E=(1,1), 0=1(0,0),
0<Bm m € N, B, € R, BX:=(Bx1, BX,), [X] = x; + x5, XK := x15k2 K1 = k1 ke, !

-k _ m! .. L m!
(IZ) (mkz 1) T kalkp!(m—kq—k3)! 1ein (Y{l) T KI(m—|K])!’

m m-—ky

-3

Klsm  k1=0 k;=0

olarak alinip yerine yazilirsa
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1= (mp)y ™ " () XEGK+ KRS F[L = [X] + (m — [RDAI™ X (3.24)
|K|sm

elde edilir. S = {X = (x1,x,) € R%: (xq,%,) = 0, |X| < 1} bdlgesinde taniml siirekli bir f

fonksiyonu olmak tizere Es. 3.24’den

m m—ky
R0 = impm ' D 7 () () REok ks
k1=0 k,=0
x [1—|X| + (m — |[KDB]™ K (3.25)

yazilir. Es. 3.25 esitligi tensor carpim iki degiskenli birinci tip Cheney Sharma operatoriidiir.

Yukarida yazilan birinci tip iki degiskenli Cheney Sharma operatoriiniin yine [10]
caligmasindan hareketle siireklilik modiilii fonksiyonu o6zelliklerini ve Lipschitz siirekli
smifindan fonksiyonlar1 korudugu gosterilecektir. Ikinci béliimde verilen siireklilik modiilii
fonksiyonu ve Lipschitz siirekli fonksiyon tanimlar1 bu kez iki degiskenli olarak [10,27,28]

caligmalarindan alintilanarak asagida verilmistir.
3.2.1. Tanim

f,A S R?de tanimly, reel degerli, siirekli bir fonksiyon olsun. M >0, u € Ave 0 <u <1

olacak sekilde Vx,y € A i¢in

FG) = FO <MY [ = yil#

kosulu saglanirsa f fonksiyonuna Lipschitz siirekli denir.
3.2.2. Tanim
w(u), iki degiskenli, negatif olmayan bir siirekli fonksiyon olsun. Sayet w(u) fonksiyonu;

i) w(0) =0,

i) Tim u; < u, igin w(uy) < w(uy),
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|||) (l)(ul + uZ) < (l)(uZ) + (l)(uZ),
sartlarini saglarsa bir stireklilik modiilii fonksiyonudur denir.

3.2.1. Teorem

f, Lipschitz siirekli bir fonksiyon ise tiim n dogal sayilari igin P,fi (f) fonksiyonu da
Lipschitz siirekli bir fonksiyondur.

fspat

X,YET, X<Y vyanix; <y;vex,<y,olsun. Es. 3.25 i¢in;

m m-l
PAFY) = (mp)™ > Z () (1) YEQU+ LOYSE[1 = Y] + G — (LD ST
1,=0 l,=
m m-li
= (L4mp) ™ ) Z () (1) 301 + 1y + Ly
1,=0 l,=
X [1= Y] + (m = [LDBT™ (3.26)

Es. 3.2 ile verilen Jensen esitliginde x = x4,y — y; — x1, m = lyyerine yazilirsa;

Iy

L

R N i IR DL S

K1

X [y1 — %1 + (I — k)]t (3.27)

Ayni sekilde x = y4,y = y, — x5, m = l,yerine yazilirsa;

I

l—1_ Ly k=1
y2(y2 + 1) Z (k >x2(x2 + k2B) 27 (v, — x2)
2
2

X [yo —xp + (I — kp) Bl H21 (3.28)

elde edilir.
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Es. 3.27 ve Es. 3.28, Es. 3.26°da kullanilirsa;

m m-l
PECFY) = (Lbmp) ™ Z Z (2) () 710 + B 13202 + i
=0 =
X [1= Y] + Gn = (LA™
m m-l Iy
= armpy Y Y () ()Y () an + ko - x)
1,=0 1,=0 Ky

X [y; —x; + (g — ky) Bl Fat

X z (]lcz> x5 (x, + kzﬁ)kz 1()’2 —Xy) X [ —x, + (I, — kz)ﬁ]lz_kz—l

X [1 = |Y] + (m - ILI)B]’""L'

n n-li L

= +mp) ’"Z » Z )7 (m = |L|)!(l:n!— kD! (U — k)

=01,=0 k;=0 kp=

x XE(X + K,B)K E(y —X)E[lY — X + (L — K)B]-K-F
X [1=]Y[+ (n— ILI)ﬁ]"’"L'

mll 2

- <1+mﬁ>‘"‘z Z Z Zf( )K' (m — |L|)!(111n!— k)L (L — k)!

=0k,=0 l,=0 k;

X XE(X + Kﬁ)" By —X)E[Y — X + (L — K)BI-KF
X [1= Y]+ (m = [LpBI™ ™

ll m-— l1m ll

—<1+mﬁ>‘"‘2 2. Z & e |L|)!(1T!—k1)!(12—k2)!

=01;=kq k=0 l,=
X XE(X + Kﬁ)" By —X)E[Y — X + (L — K)BI-KE
X [1= Y]+ (m—[LDAI™

L - K+ L yazilirsa

m m- klm k1 llm |K| 11

Pu(f;Y )_(”mﬁ)_mZE Z Z (Kr—ni_L)K!(m—lrl;ll!—|L|)!L!

xXE(X+Kﬁ)K E(Y—X)E[Y—X+ LB
x [1— Y|+ (m — [K| — [L)p]™ K-t (3.29)
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m m—kg

B0 = empym 1 3 7 () (o) xe e+ ke

k1=0 k2=0

X [1—|X| + (m — [KD]™ X

Es. 3.1 ile verilen Jensen esitliginde x > y; —x;,y=>1—y;, —x,,m->m—k; —k,

yerine yazilirsa;

[1 = IX| + (n = [K])BI™ M

m—|K|
— |K
= z (m | |> (1 —x) (1 — 2 + LR
;=0 L
X [1=y1 = x, + (m — |K|=1,)p]™ Kl (3.30)

elde edilir.
Es.3.'dex >y, — x5,y > 1—y; —y,,m > m— k; — k, — | yerine yazilirsa;

[1-y1—x+(m— |K|—l1)ﬁ]m_|K|_l1

m—|K|-14
—|K| -1
= Z <m llzl 1) (V2 —x)(y2 — x5 + lzﬁ)lz_l
1,=0
X [1—y, =y, + (n— |K| — [L])g]™KI-IL (3.31)

bulunur.
Es. 3.31, Es. 3.30°da yerine yazilirsa

[1 = |X| + (m — [KDBI™ X

n—|K]|

m — |K| ~
= 2 ( I >(y1—x1)(y1—x1+11,8)11 !
1
11=0
m—|K|-1;
m— Kl -1, -
X Z I V2 —x2) (Y2 —x2 + [, B)™
2
1220

X [1 =y, —y; + (m— K| — [L])g]mIKI=IL
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m—|K| m—|K|-14 |K| . |K| _1
Z Z < ) < L 1) 1 —x) (2 — x2)

Xy —x1+ LBy, —xp + LRYET
X [1 =y, = y1 + (m — K| — L))" IKI-IH

[1 = IX| + (m — [KDB]™ X

m—|K| m—|K|-14

= Z Z (m_llKl)(m_lKl_ll)(Y—X)E(Y—XHﬁ)L-E
{ 1

[
ll=0 2=0 2

X [1 = |y| + (n — |K| — L] 1¥I=IL (3.32)
Es. 3.32, Es.3.25’te yerine yazildiginda

m m—k;

Pﬁ(fx)_(1+mﬁ)—mz 2 () XE(X+K/3)KE

=0 kp=

m—|K| m—|K|-14
m — |K|

m — | K| -1, ~
B s

l= 2=0
X [1 =yl + (m — |K| — [L[)g]m- kI~

m m—kqy m—|K| m—|K|-1y

—<1+mﬁ)-mzz 2, Z G )

=0 k=0 I;=
X XE(X + Kﬁ)“ E(Y = X)E(Y — X + LB)+F
X [1 = ly|] + (m — K] — [L])g] 1K=

m m—-k{m-k{-l; m—|K|—11

Sy 3y ()

k1=0 l1=0 k2=0 lz=0

X (m B 'lKl B ll) XE(X + KB)KE(Y — X)E(Y — X + LB)LE[1 — |y|
2

+ (m — |K| = LA™ K-

m m—-kym—-k{—ly m— |K| 1y

—<1+mﬁ>‘mzz Z Z ()K'(m—|:|'—|L|)'L'

=0 I;=

x XE(X + K,@)K E(y — X)E(Y — X+ Lp)LE
X [1—|y| + (m — [K| — |L})p]™ KI-It (3.33)



Es. 3.29 ve Es. 3.33 kullanilarak Pnf 5 Y) — Pnf (f; X) hesaplanirsa

PE(F;Y) - PE(F %)

m m- klm kl llm |K| 11

—(1+mﬁ)’"zz Z > &) G

=0 I;= 1,=0
m!
X
K!(m — |K| — |[L]!'L!
X [1—|y| + (m — [K| — [L])g]™IKI=ILl

m m-— llm kl llm kl |L|

-aempr > > 2 S0 G

=0 k=0 =

x XEX+ KB E(Y - X)E(Y =X+ L) F

m!
X
K!(m — |K| — |[L])!L!

x [1 = ly| + (m — |K| — [L[)g]m K-

—<1+mﬁ>*”28 }; }Z 2; r &) -7 )

=0 1,=0 k;=0 k,=0

x XE(X + KX E(Y-X)E(Y - X+ LB)LE

m!
“ K — K| = [LD!L!

X [1— |y| + (m — K] — |L[)g]™1KI-It

x XE(X + KB)XE(Y = X)E(Y — X + LB)LE

Son esitlikte yer alan K KIILDL ifadesi i¢in

m = (m) (m |L|) (m fy= “‘l) esitligi kullanilirsa,

PE(FY) - PE(F; %)

m m—ly m—|L| m—k;—|L|

_ (1+m,3)_mZ) ZZO kz Z () - ()]
il

x XE(X + KB E(Y - X)E(Y — X + LB)+F

X [1 = |yl + (m — K| — |LgI™~IKI=IH

25
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e S A Do
11=0 i,=0
m—|L|
Z (m N |L|>x1(x1+k1,3)k1_1
k=0 !
&M ik — 10
X z ( klz )xz(xz + k)t
ky=0
X [1— |y| + (m — |K| — |[L])g]™~ K=t (3.34)

bulunur. Es. 3.1’de x = x5, y > 1 —y; — y,,m - m — k; — |, — [, yerine yazilirsa;

[1 = Y]+ 2, + (m — kg — LB~

m—k,—|L| K L
- Z <m § |>x2(x2 + kB2t
k;
ky=0
X [1— Y| + (m — K| — [L])B]™IKI-It (3.35)

olur. Es. 3.34, Es. 3.35’te yerine yazilirsa

m m-l

P,ﬁ(f;Y)—P,f(f;X)=(1+mﬁ)_mz Z [f<K+L>_f<E>]

m m
l1=0 lz=0

m—|L|
X (r]r,l) Y-X)E(Y-X+LRE Z <m ; lLI) x1 (g + kg p)11
1

k1=0

X [1 = Y|+ x, + (m — ky — |L])p]™*a~IL (3.36)
Es.3.1’dex = x;, y > 1+ x, —y; —y,,m » m — [, — |, yerine yazilirsa;

[1— Y|+ [X| + (m — |L)S™ M

m—|L|
- Z <m . lLl)xl(xl + kyp)fat
k4
k1=0
X [1— Y|+ x;, + (m — ky — [L)B™Fa~IL (3.37)

Es. 3.36, E5.3.37°de yerine yazilirsa
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PE(F;Y) - BE(f;X)

m m-l
— (1+mp)™ Z Z () - (B (1) - % v - x 4 1y
=0 Iy=
X [1 = ¥+ IX] + (m — [LI™H (3:38)

bulunur. Ayrica f, Lipschitz siirekli oldugundan

Prﬁ(f:Y)—PB(f:X)|

m m-ly

l l
< M(1+np)™ [ 1 1 ] (Y- X)E(Y—X+LB)LE
2,2 J

X [1— Y|+ X| + (m — L™ M

= M|BS (tl; Y = X) — B (t4; ¥ - X)) (3.39)
elde edilir.

m m-l
PE(t;Y — X)=(1+mp)™ Z Z (ll) (Y X)E(Y - X + LB)LE
=0 I,=

X [1— Y| + [X| + (m — |L)g]™ M

= (1 +mp)™ i (&) (1) 01 =200 =3+ 1oy
1,=0

m—1l
-1
X z <m y 1) (Vo —x) (Y, — x5, + lzﬁ)lz_l
1,=0
X [1= 1Y+ [X] + (m — LA™ (3.40)

Es.3.'dex =y, — x5,y = 14+ x; + x, —y; — y,, m = m — [, yerine yazilirsa;

[1 -y +x +(m—1)p]m™h

m—Iq

= ("0 =+

12=0

x [1—|Y| +IX| + (m — [LDT™ (3.41)
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bulunur. Es. 3.41, Es. 3.40’ta yerine yazilirsa;

Prﬁ(t#; Y-X)=(1+mp)™ i (%)# (Zl) 1 =201 — % + 1 B!
i1=0

X[1=y+x +(m—1)Bm "k

= m(tfih - xl)

1
)

bulunur. Son esitlikte p = p

q= ﬁ olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

P,ﬁ(t“;Y —X) = Pu(tds 91 —x1) < [Pl 9, — xl)]“[Pm(t“;yl — xl)]l_”

ve Es. 3.16’dan

PE(t;Y = X) < (91 — xp)¥ (3.42)
olur. Benzer yontemle

PE(th:Y = X) < (3, — x,)¥ (3.43)
oldugu goriilebilir.

Es. 3.39, Es. 3.42 ve Es. 3.43 ifadelerinden

PE(f:Y) — Pff(f:X)| < M[P,ff(t“;Y—X) —P,ff(t”;Y—X)]
< M[(y, — x)* + (72 — x2)#]

elde edilir. Ayn1 sekilde Y < X yani y; < x4,y, < x, i¢in yukaridaki ifade ayni sonuca

ulasilabilir. Ayrica y; < x4, x, < y,0ldugunda ise

PR3 Y) = PA(f;X)|
= |Prg(f’ (x1,x2)) - Prﬁ(fi)’1,x2)| + |Pr§(f: V1, ¥2)) — Prg(fi)’pxz)

< M[(y; —x)H* + (y2 — x2)H]
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saglanir.

Son olarak x; <y; ve y, < x, oldugunda da yukaridaki bigimde sonug¢ elde edilir.

Dolayistyla
|PECFY) = BECF 0| < Mllys — 01 + 1y — 2, ¥]

yazilabilir. Bu ise Tanim 3.2.1’°1 sagladigindan ispat tamamlanir.

3.2.2. Teorem

w, bir sireklilik modiili fonksiyonu ise Vvm € N; P,ff(w) da sireklilik modiilii

fonksiyonudur.

fspat

X, YeT,X<Yyanix; <y;vex, <y,olsun. w,Es.3.38de fyerine yazilirsa

m-l,
0

2 [0 () -2 G )

lz=

PP (w;Y) — PP (w; X)=(14+mp)™

X (Y=X)E(Y - X+ LAY E[1 - |Y| + [X] + (m — [LDB]™ It

olur. Bu ise Y = X oldugunda Prﬁ (w;Y) = Prﬁ (w; X) olmasini gerektirir. Yani Tanim 3.2.2

ii) kosulu saglanir. Ayrica Tanim 3.2.2 iii) den

m m-l

Prg(w;Y) - Prg(w;X)S(1+m,b’)'m Z Z ) (%) (7:) (Y — X)E(Y — X + LB)LE

l1=0 l2=0

X [1— Y|+ |X| + (m — [LDBI™ M

= PY(w; Y - X)
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yazilir. Bu da P,ﬁ (w)’nin iii)’yi sagladigin1 gosterir. Ayrica Cheney Sharma operatoriiniin
ozelliginden Pmﬁ (w; 0) = 0 oldugu biliniyor. Oyleyse P,ﬁ (w; 0) = w(0) = 0 denilebilir. Bu

durum da i) nin saglandigini gosterir. O halde i), ii), iii) saglandigindan ispat tamamlanir.

3.2.2. Tensor carpim iki degiskenli Cheney Sharma operatorleri

Iki degiskenli operatdrler icin ikinci bir alternatif ise tensdér carpim kullanmaktir. Iki
degiskenli tensor carpim ikinci tip Cheney Sharma operatorii [11, 28] c¢alismalarinda

sunulmustur:

n

Qnm(f;x1,%2; B, @) = Z if (E:L) Pri (X1; B)Gm,1 (x2; @),

nm
k=0 1=0

n) x1(x + kBT —x)[1 —x + (n— k)R] KL,

P B) = (L +np)

ama (2 @) = (L ma) ™ (1) 222 + @)1 (1 = x)[1 = 2 + (m = Dl ™4,

Buradan hareketle birinci tip Cheney Sharma operator dizisi i¢in iki degiskenli bir

genellestirmesi asagida verilmistir:

A = [0,1] x [0,1] ve Vf € C(A) olmak lizere n,m € N, a, B, sirasiyla n ve m’ye bagh

birer pozitif reel say1 dizisi; lim B8, =0, lim a,, =0 lim nS, = 0ve lim ma,, =0
n—-oo m-oo n—oo

m—co

olsun.

bonirvibo =S 3 (D) e Dm0,

k=0 1=0

ifadesi iki degiskenli tensor carpim birinci tip Cheney Sharma operatoriidiir. Burada
-n n k-1 n—k
toieai B) = (L) ™ () 31 Ger + KBYKT[L = 21 + (n = )BT

U 1 (g5 @) = (1 + ma)™ (T) x,(x, + 1)1 — xy(n — Da]™ L



3.2.5.Teorem

A = [0,1] x [0,1] ve Vf € C(A) olmak lizere

n m
=0

Pom(f; X1, Xx2; B, @) = Z f(

k=01

) G Btz @)

k1
n'm
ile verilen iki degiskenli birinci tip Cheney Sharma operatorler dizisi igin
Py (f5 21,225 B,@) 3 f,(n,m - ) olur.

fspat

Teorem 2.2.2°de verilen Volkov teoremi geregince

Pn,m(l;xl:xz;ﬁy a)31
Pn.m(fl,oixpxz;ﬁ, a) =

Pn,m(f0,1i X1, %2; 5, a') 3x,

Pn,m(fzi X1, X2; B, a) 3 X12 + Xzz

ifadelerinin saglandigini gostermek ispat i¢in yeterlidir.

n m
Pam (131,223 ,0) = )" b G1; Bt (523 @)
=0

k=0
n m
= kG B) Y (2 @)
k=0 =0
=1

n m
k
Pn,m(fl,o; X1, X2; B, a) = Z Z ;tn,k(xl;ﬁ)um,l(xzi a)
k=0 =0

n

f m
= Z ; tnk (x1; B) E um,l(xz; a)
=0

k=0

= Py(ey,x1)

31

(3.44)

(3.45)
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n m
l
Pn,m(fo,l; X1,X2; 5, a) = Z z E tn,k(xl; ﬁ)um,l(xz; a)
k=0 =0

= i tn i (x1; B) i %um,l(xz; )
k=0 =0
_ Po(eny) (3.46)
S [k 1N
Pom (f25 %1, %25 B, @) = Z Z [(E) + (%) l t i (1 B)Um,i (x2; @)
k=0 1=0
=SS (S im0+ S (L) et s
k=01=0 k=0 1=0
>\ () tusai) Dm0+ D i) (L) it
= B(ex1) + Pn(esx,) (3.47)
||Pn,m(1;x1,x2;,8, a) — 1|| = max |Bn(1;xq1,x5; B, a) — 1|

C(Cﬂ) - (xl,xZ)Ec/l

Es. 3.44 yerine yazilirsa

||Pn,m(1;x1,x2;ﬁ, a) — 1||C(Jl)

=[1-1]
=0 (3.48)
||Pn,m(f1,0;x1,x2;ﬁ, a) —x1|| = max |Pn,m(f1,oix1nxziﬁ' a) —X1|
C(A)  (x1,x2)EA
Es. 3.45 yerine yazilirsa
”Pn,m(fl,oi X1,%2; B, a) - x1|| = max |B(e;;x1) — xq]
C(A)  (x1,x2)€EA

olur. Burada limit alinip sonrasinda Es. 3.16 kullanilirsa

Tlli_f)go||Pn,m(f1,oix1:xziﬁ' “) - xl”C(cﬂ) < 111_{1(}0 |B.(eq; x1) — xq|

= |x1 — x4]
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=0 (3.49)

bulunur. Benzer sekilde

||Pn,m(f0,1i X1, X2; B, 05) - xz” =  max |Pn,m(f0,1i X1, %X2; B, “) — Xy
C(A)  (xq1,x3)EA

Es. 3.46 yerine yazilirsa

”Pn,m(fo,ﬁxpxziﬁ: 05) - xz” = max |B,(es;x3) — Xy
C(A)  (xq1,x2)EA

olur. Son esitlikte limit alinip sonrasinda Es. 3.16 kullanilirsa

r}liEngPn,m(fo,ﬂxpxz;ﬁ: @) — lelc@ﬂ) 3 7}3230 |Pn(e2; x2) — %2
=[x — x;]

=0 (3.50)

elde edilir.

”Pn,m(fz;xl:xz;ﬂ' a)— (x12 + x22)||c(ﬂ)

= max [P sxq, X0 B, a) — (2 + x,?
(xl,xz)ec/ll om(f2; X1, X2 B, a) — (%1 + 2)|

Es. 3.47 yerine yazilirsa

”Pn,m(fz;xl'xz;ﬁr a)— (xlz + xzz)llc(cﬁ)

= (XIEC?)XECA |Pn(ez;x1) + Pm(ez;xz) - (xlz + x22)|

= (xglc?zi))éﬂ |P(e2,%1) — %1% + Pn(ezx0) — 257

olur. Burada limit alinirsa

mI;lToo”P”’m(fz;xl’xz;ﬁ’ a) — (x2 + xzz)“
. C(A)

< rlli_r)130|Pn(ez;x1) —x 2|+ T}li_r)rc1>0|Pm(ez;x2) — x|
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elde edilir. Es. 3.17°den

mlilriloo”Pn,m(fZ;xlixZ;BI CZ) - (x12 + xZZ)”
, C(A

)
< g — xp 2 4 227 — x5

= 0. (3.51)

bulunur. Es. 3.48, Es. 3.49, Es. 3.50, Es. 3.51 ifadelerinden Volkov teoremi saglanir ve

Py (f; x1, x2; B, @) 3 f oldugu ispatlanmis olur.
3.2.6.Teorem

A = [0,1] x [0,1] ve Vf € C(A) olmak lizere

QunFirrxi 80 =S 1 (5L pses Damitai )

nm
k=0 1=0

P B) = (L + ) () oy + KBYH (1 = ) [1 = 2y + (n = k)BT

k

m

) %00 + 1) (1 =X)L - 2, + (n = Da] ™

G (2 @) = (1 +may =™ (
ile verilen iki degiskenli ikinci tip Cheney Sharma operatorler dizisi i¢in
Qum(f3x1, %25 B, a) 3 f,(n,m - )

olur.

fspat

Teorem 2.2.2 ile verilen Volkov teoremi geregince

Qn,m(lixpxz;ﬁ, a)31
Qn,m(fl,oixl; xZ; ﬁ; a) :; xl

Qn,m(fo,1i X1, X2; B, “) 3 X3
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Qnm (f2; X1, %25 B, @) 3 %1% + x,°

ifadelerinin saglandigini1 géstermek ispat i¢in yeterlidir.

Qn,m(l; X1, X2; B, a) = Z Z Pnk (xl; B)Qm,l(x2; a)

k=0 1=0
n m
= Z Pnk (xl; .8) Z Qm,l(x2; a)
k=0 =0
=1 (3.52)

n m
k
Qn,m(fl,oixb X2; B, C() = z z ;pn,k(xliﬁ)qm,l(xzi a)
k=0 =0

n k m
=D b)) ez )
k=0 =0

= Qu(eLxs) (3.53)

Qnm(f01:x1:x2:ﬁ a') ZZ Pnk(xpﬁ)le(xz;a)

Z pnk<x1,ﬁ)z G (02 @)

= Qm(ex,) (3.54)

Qum(f2; X1, %2, B, ) = iil( ) ( ) lpnk(xl,ﬁ)qml(xz,a)
k=0 1=0
Z 01=0
(;) p"k(xl'ﬁ)qul(era)+ipnk(x1:ﬁ)2( ) Gm,1(x2; )
(e

2; x1) + Qn(ez xz) (3.55)

ky\?
n

/"\

) P B G ) + Z i (L) s s )
=

Selling]

o

Qﬁ

elde edilir.
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”Qn,m(lixpxziﬁ» a) — 1” = max |[Qpm(1;xy,x; B, a) —1]

C(Uq) o (xl,xz)Eo‘l

olup Es. 3.52 yerine yazilirsa

”Qn,m(l; xl'xz; ﬁ) a) - 1||C(c/q)

=[1-1]
=0 (3.56)
”Qn,m(fLoF X1, %2; B, a) - x1|| = max |Qn,m(f1,oi X1, %2; B, a) - x1|
C(A)  (x1,x2)EA
Es. 3.53 yerine yazilirsa
”Qn,m(fl,o; X1, %2; B, a) - x1|| = max [Qn(es;x;) — xq|
C(A)  (x1,x2)EA
olur. Es. 3.19 dan
”Qn,m(fLoi X1, %2; B, a) - x1llc(ﬂ)
= |x; — x4
=0 (3.57)
1Qnm(Fos 21323 B, @) = Xal oy = maX 1@ (for; ¥1 %23 B, @) = x|
Es. 3.54 yerine yazilirsa
”Qn,m(fo,li X1, %2; B, a) - xz” = max |Qm(es;xz) — x|
C(A)  (x1,x3)EA

olur. Es. 3.19’dan

”Qn,m(fo,l; X1, X2; B, a) — X2 ||C(cﬂ)
=[x, — x|

=0 (3.58)
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”Qn,m(fz;xl:xz;ﬁr a) - (xlz + xzz)”C(c,q)

max |Qn,m(f2i X1, %25 B, &) — (x,% + xzz)l
(x1,x2)€EA

Es. 3.55 yerine yazilirsa

”Qn,m(fz;xl;xz;ﬁ' a)— (xlz + XZZ)”C(C,Q)

(xlr‘f}cg)écﬂ |Qn(32;x1) + Qm(ez;xz) — (%1% + x22)|
(xf;?))éﬂ |Qn(92;x1) - x12 + Qm(ez;xz) - x22|

elde edilir. Her iki tarafin limiti alinir ve sonra Es. 3.20 kullanilirsa

ml%m ”Qn,m(fzixpxz;ﬁ; O (x12 + XZZ)“C(JZ)
< Tllilglo|Qn(e2;x1) — x| + r}liirgo|Qm(ez;x2) — x,2|
= |x® = 2% + |2% — %57
=0 (3.59)
Es. 3.56, Es. 3.57 Es. 3.58, Es. 3.59°den Volkov Teoremi saglanir ve bdylece

Qnm(f; x4, x2; f, a) 3 f oldugu ispatlanmis olur.
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4. CHENEY SHARMA CHLODOVSKY OPERATORLERI

Bu boliimde daha once oOzellikleri incelenmis olan Cheney Sharma operatorlerinin

Chlodowsky tip genellestirmeleri {izerinde durulacaktir.

4.1. Tek Degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatorleri

Bilindigi gibi Cheney Sharma operatorlerinin sinirh bir aralik {izerinde yaklasim 6zellikleri
incelenebilmektedir. Soylemez ve Tasdelen [16] ¢alismalarinda ikinci tip Cheney Sharma
operatoriiniin Chlodowsky tip genellestirmesini ortaya koymuslardir. Boylelikle agirlikli
uzaylarda ¢aligilabilme imkan1 dogmustur. Ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatdrii

icin yapilan tanimlama asagidaki gibidir.

4.1.1. Tanim

m € N, (b,,) ve (B,,) dizileri lim b,, = o, lim 2z =0, lim mpB,, =0 ozelliklerini
m-0o m—oo

m—ooo m

saglayan birer pozitif say1 dizisi olsun. 0 < x < by, icin

=S () o) ) (-3
* [1 ~g  m=vp ]m_H (4.1)

b, < x i¢in Q;,(f,x) = f(x) seklinde tanimli doniisiim, Cheney Sharma Chlodowsky
operatorler dizisidir. Buradan hareketle bu tezde birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky

operatorler dizisi asagidaki gibi tanimlanmustir.

m € N, (b,,) ve (B,,) dizileri lim b,, = o, lim bm — 0, lim mpg,, = 0 o6zelliklerini
m-—oo m-—co

m-oo

saglayan birer pozitif say1 dizisi olmak {izere,

Py (f;x)
_ (1+m,8)‘mz —b )bi(bi+vﬁ) —1[1—%+(m—v)ﬁ " x<h,
f(x) ,X > b,

(4.2)
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bi¢iminde tanimli doniisiim birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatorler dizisidir.

[16,17] ¢alismalarinda ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatoriiniin yaklasim
ozellikleri verilmistir. Benzer sekilde mevcut tezde de birinci tip Cheney Sharma

Chlodowsky operatorii i¢in yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 2.2.1 ile verilen Korovkin teoremi sinirl araliklar i¢in verilmistir. Gadjiev [13,14],
Hacisalihoglu ve Haciyev [15] c¢alismalarinda agirlikli uzaylarda Korovkin teoreminin
gecerli olmadigimi gostermis ve yaklagim kosullarimin neler olmasi gerektigini ortaya

koymuslardir. Bununla ilgili teoremler asagidaki verilmistir.
4.1.1. Teorem

Ay, lineer pozitif operator dizilerinin C, uzayindan B, uzayina bir doniisiim olmasi i¢in gerek

ve yeter sart,
An(p X) < Knp(x)
olacak sekilde K,, pozitif sayisinin var olmasidir.

4.1.2. Teorem

n = 1,n € N igin A, lineer pozitif operatdrler dizisi C, uzaymdan B, uzayma bir doniisiim

olsun.

Eger A,, dizisi

lim |4, (% x) - xﬁ||p =0,(¥ =0,1,2)
kosulu saglanirsa Vf € CX¥(R™) i¢in
lim [14,(F) = fll, = 0

olur.
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4.1.1. Lemma

e;(t) = t, (i = 0,1,2) olmak iizere P, (f, x)operatorii icin asagidaki kosullar saglanr.

i) Br(epx)=1

i) ——x(m— Do s shalenx) S —

1+B (1+/3)3 - ﬁ’

) i 012 20D (4 0g)[(L (1 620 < e

. b_m xb(m—1) (m-2)pB?
Pm(el'x) m m {( + ﬁ) (1+2ﬁ) + (1+3ﬁ)3}

fspat

i)i=0,e,=1igin
Py (ep, x) = (1+mﬁ)—mz (9:”+vﬁ) v-1 [1_%+(m_v)ﬁ]m_v

=1+mB) ™1 +mp)™

=1 (4.3)
)i =1,e; = ticin
m

Pr(ey,x) = (L+mp)~™ Z (T:) (% ) %<% . vﬁ)H [1 B % . v)ﬁ]m_v

v=1

— (14 mp)~™x z - (’:),_ 1)'_ (7 ( Sl - 1- ot (- g

vov+1

oo ) = 1+ mm—mxi D ()
P
“empyne (") (e o)

olup tglincii boliimde kullanilan yardimci fonksiyon Es. 3.11 diizenlenip Es. 4.4’te yerine

yazilirsa
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Pr(e;,x) = (1 +mpB) "xS* (1 m—1— +/3 1 _i)

"bin b,

o)

=(1+ mﬁ)_mxf e t(1+mpB + tp)™ tdt
0

(0]

=1+ mﬁ)_le et (1 + T j[inﬁ)m_l dt (4.5)

0

bulunur. t = u% doniisimii yapilip e™*(1 —mu?) < (1 +u)™ < e™ esitsizligi

diizenlenirse
eMDU(1 — (m—Dud) < (1+u)m ! <em-Du

elde edilir. Buradan

b —u(1+mp)

%f em DUl —(m—-1u?e F du

. —u(1+mp)
f B 14+ wm™ldu
0 0

"%IX

"%IR

v —u(1+mp)
j em=Dug B gy
0

x [ —u+p) X —u@+mp) X —u(1+,8)
—le B (A-(m-Duddu <=|e F (A+uw)™ldu <=
g 4. T

2% x
m—x(m—l) (1+ﬁ)3 <P (el,x) < 145 (4.6)
iii)i = 2,e, = t?icin
Pi(es ) = (1 +mp) ;(v) (om) 5= (G-+vB) |15+ Gm—vip]

) N m=1D v x(by)? T
- (rmp) ;(m—v)!(v—l)!m m <b_+ ﬁ>

X [1 - bi +(m— V)B]m_v

olup v yerine v + 1 yazilirsa
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Pi(es,x) = (1 +mp)™ ’”Z (m(m _1);! W+ (— m+ﬁ+vﬁ>v
X [1 — bi +(m—-1- V)B]m—l—v
 (Lmpy™ 72 ([
X [1 — bi +(m—-1- V)B]m—l—v
+ (1+mp)™ xslm Z(m _ 1(7f ;)'121'/ - 1)'( +B+ v,B)
x [1 _ bi F(m—1- v),@]m_l_v (4.7)

bulunur. Es. 4.4, Es. 4.7°de yerine yazilirsa

m-2

(m—1)!
(m 2—v)v!

Py (e x) = m(€1 X) +(1+mp)™ Xbm (14_ 26 +vﬁ>v+2—1

m-—-2-v

x[l—bi+(m—2—v)ﬁ]

m

= m(elx)b on ﬂ)mxbm(m l)mz:< )( +2ﬁ+vﬁ>v+2_1

x m-2-v
X [1——+(m—2—v)ﬁ]

b,
Es. 3.12 uygun kosullarda yazilirsa

i . b _xbp(m—1) X x
P (eyx) = Pm(el'x)zm + (1 +mp) mst (2,m - Z’E +2B8,1— E>
elde edilir. Es. 3.14 son denklemde yerine yazilirsa

b xb,,(m
Pr(e,,x) = P,;(el'x)zm+(]+mﬂ)'m%

o0 00 x
d+mp)™ e H—+2pB
IR
X (1+mpB +sp +tB)™ %dtds
+(1+ mﬁ)‘m(m-Z),Bzf f e Sts(1+mpB +sp+ tﬁ)m_3dtds] (4.8)
0 0

bulunur. Kolaylik saglamasi agisindan son esitlikteki toplamlar ayri ayri incelenebilir.
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1/)1( —)—(1+mﬁ) mffe—s t —+2B)(1+mﬁ+sﬁ+tﬁ)m 2dtds
m 00

¥3 (m—) = (1 +mp)™(m — 2p? fw fw e ts(1+mp + 5B + th)" >deds

m

olarak yazilsin.

Y1 (m, %) =(1+mp)2 — + 2p Ifes t iﬁ_:rfg)m_z dtds.

elde edilir. Son esitlik i¢in e™*(1 — mu?) < (1 + u)™ < e™ esitsizligi diizenlenirse
eM=2u(1 — (m—2)u?) < (14+u)™ 2 <emu

elde edilir. Buna gore

(1 +mp)-2 —+zﬁ) Ofw Of ot ,m-2)(E) <1—(m—2) (Sf :ﬂfgf) dtds
<Y; (m, %)
sB+tB

< 1+mp)2 +2/>’ J J o5t e ™D (E5m8) gras (4.9)
0 0

esitsizligine ulasilir. Burada esitsizligin sol ve sag taraflar1 ayr1 ayr1 hesaplanabilir.

X P sﬁ+tﬁ
)=o) e
m
0 0

\8

1/J1*< m, ) (1+mp)~2 —+2ﬁ fme—s t o(M=2) iﬁtjﬁ)
m 0

X (1 —(m=-2) (iﬁ_;;g) )dtds

N ©

olarak yazilsin.

° sﬁ+tﬁ
JB"S t e 1+mﬁ)dtds
0

1 (m, bi> =1 +mp)? + 2,8



P (1+2/3)
f e 1+mﬁ

—(m—2)ffe< (;
00

0

N
—(m—2)ffe< (:
00

—(m—)

1+mﬁ

P —(s+t)(1+2[>’)
+2j j e\ 1+mp
00

?Y%Zﬁ)) B(s+1t)
( 1+mp

(++39)

2 t(1+2ﬁ)
.l- T 1+mp dt
0

. ( (s+t)(1+2[>’))
ffe 1+mp dtds
0

~ (+t)(1+2[>’)
o) [ 5
0

) auss

P (—(s+t)(1+2ﬁ))
J J e\ 1mB /(5?2 4 2st + t?)dtds
0 0

[ P ( +t)(1+2ﬁ)
J J e 1+m[3
0 0

stdtds +JJ

2dtds

( +t)(1+2[i)
1+mp tzdtds

45

(4.10)



46

= (1+mpB)2 (% + Zﬁ) l(ii?ﬁ)z

2 (1+2ﬁ’) 2 t(1+2ﬁ)
_ _ 1+mp 1+mp dt
(m ) T +mﬁ f e s f
0

0

[oe]

(1+2[?) < t(1+2[?)
+2fe 1+mp sdsfe 1+mp tdt

0 0

+
0\’8

—s(1+2[§’) ° t(1+2[§’)
e( 1+mp f 1+mp tzdt
0

2
(2
4
o) ) (20 e |

2

4
=5 20)|(3555) -0 () o(5555) |

=(1+mp)? (% +2/3)

=(1+mp)” ( +25) [(11-:1;5) < %)l
_ (%Jr 2,8) [(1 +123) <1 6((T+22/2’§32 )l (4.11)

olup Es. 4.10 ve Es. 4.11 ifadeleri Es. 4.9 esitsizliginde yerine yazilirsa

(e 20)|(7535) (1o )| =vilmae)
= (% * 23) (1 +123)2 (4.12)

elde edilir.

V3 (m, %) =(1+mpB)™(m- Z)ﬁZJ J e 57ts(1 + mpB + sp + tp)™ 3dtds
00
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cO ©O m—3
={1+mpB)3(m— Z)Bzf f e 57ts iﬁ++7r:§) dtds (4.13)
0 0

(1 +u)™ < e™ esitsizligi Es. 4.13’e gore diizenlenirse

(1+mﬁ)‘3(m—Z)ﬁsze‘s‘ts(1+1+mﬁ> _ dtds

<@A+mp)3(m- Z)Bzf f e S7ts 1+mﬁ )dtds (4.14)
0 0

esitsizligine ulasilir. Esitsizligin sag tarafi hesaplanirsa

—(s+t)(1+3B)

£ (mp) = @+ mp)Sm—2)p° ﬁ T s dtas

s(1+3B) °° t(1+3l3)
=@ +mp)3(m- Z)Bzf 1+mp sdsf e\ 1mB ) dt
0 0

e

= (1+mp)>m - 2)p%

_ (m—2)p?
 (1+3B)3

Bu ifade Es. 4.14°de yerine yazilirsa

(m — 2)p?
P (m ( ) < RESHH (4.15)

elde edilir. Es. 4.12 ve Es. 4.15 ifadeleri Es. 4.8 de yazilirsa

Pr(ez,x) = Pp(ey, )— M["’l( >+‘/’2( ;)]

olur. Buradan



48

. b, xb,(m-—1)/x 1 \? (m — 2)p? .
Aoy )+ =l (-+ 28) [(m) <1 - 6W>l <fn(ez )
b xbm(m -1) 1 \* (m-2)p?
< Pnlev )2 m {(bm 2'8> (1 + 25) taT 3ﬁ)3} (4.16)

olur. Es. 4.3, Es. 4.6 ve Es. 4.16’dan ispat tamamlanir.

4.1.2. Lemma

m € N, (b)) ve (B,,) dizileri lim b, = o, lim bm 0, lim mpg,, = 0 ozelliklerini
m-—-0o m—oo m—oo

saglayan birer pozitif say1 dizisi olsun. (By,) lineer pozitif operator dizisi C, uzayindan B,

uzayina doniisiim yapar.
fspat

Agirhik fonksiyonu olarak p(x) = 1+ x? alinsin. Es. 4.3 ve Es. 4.16 gdz oniinde

bulundurulursa
1P (p; )] < (14 x*)K,p,

kosulunu saglayan K,,, pozitif sayis1 bulunabilecegi agiktir. Bu ise Teorem 4.1.1 geregince

ispat1 tamamlar.

4.1.3. Teorem

m € N, (b,,) ve (B,,) dizileri lim b,, = oo, lim 2z =0, lim mp,, =0 ozelliklerini
m—-0o

m—oo m m—oo

saglayan birer pozitif say1 dizisi olsun. Ayrica Vf € CZ,‘(IR{*') olacak sekilde

m-v

Palr 0 = W mpy ™Y (M) F (Lbn) (4 vg) |1+ (m -8
=0 m m m

operatorler dizisi i¢in

lim ||B;(f,x) — fll, = 0 olur.
m—oo
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fspat

Lemma 4.1.1 ile (B;)’1n C, uzayindan B, uzayma bir doniisiim oldugu gosterildi. Bundan

sonra Teorem 4.1.2 ile verilen ii¢ kosulu gostermek ispati tamamlayacaktir. Yani,

i) lim |7 (e, x) — 1ll, = 0
i) lim ||By(eq,x) — x|, =0
m—-oo

iii) lim ||Py,(e2, x*) — x2||, = 0
m—0oo
oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
i) lim ||By(eo,x) — 1, =0 (4.17)
m-—oo

il) Es. 4.6 kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir.

X 1 x(m —1)2p?
1+B81+x2 (1+x)(1+)° 1+x2

}

} < IPn(en) = ll, < %“5“(1 T 3)(1 )

sup { } < 1P Cen) — xIl,
[0,00)

< { 1 X
- Om) 1+,31+x2 1+ x2

xB(1+ L)+ x(m — 1)2p?
1+x>)(1+p)3

sup {
[0,00)

olup iki tarafin da limiti alinirsa

}

xB(1+ B)? + x(m—1)2p2
(1+x>)(1+p)3

—Xﬁ
< jim, S;,“m){|(1 T )1+ x2)

}s Tim [[P; ey, ) = xll,

}

lim sup{
m—oo [0‘00)

bulunur. Sikistirma teoreminden,

lim [|Fr (eq, %) — xll, = 0. (4.18)

iii) Es. 4.16 kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir.
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x x(m—1)2%\b,, 1
<1+ﬁ_ (1+p)3 >E1+x2

xb,(m—1)/ x 1 \? (m — 2)B? 1
+< m (E”ﬁ)[(Hzg) <1_6(1+25)2>D1+x2

2

sup {
[0,0)

- } < 1P (e = 27,
xb 1

< su uc
ooo){ 1+ pB)m1+ x?

xb,(m—1)[ x+2Bb,, (m-2)p*] 1 x?
+ [(1+2ﬁ)2bm (1+3[3)3ll+x2_1+x2

}

x x(m—1)2%\b,, 1
<1+/3_ (1+pB)3 >E1+x2

x%2(m — 1) + 2xfb,,(m — 1) z (m —2)p? 1
+< m 1+2ﬁ> (1_6(1+2ﬁ)2>l>1+x2

2

sup {
[0,00)

14 x2

} < [IBn(e2) — 221,

xb,, 1 x?2(m —1) —m(1 + 2B)%x?
50“0!?){ (1+B)m1+x? m(1 + 28)2(1 + x2)
xby,(m — 1)(m — 2)p?

2xb,,(m —1)B
‘m(l + 28)%(1 + x?)

}

m(1+ 38)3(1 + x?)

esitsizligi elde edilir. Her taraf i¢in limit alinirsa

. x x(m—-1)2B8%\b,, 1 x?(m—-1) 2xBb,(m—1)
mliréo[sol,log <1+,[>’_ (1+pB)3 >Wl+x2+ < m + m >

1 \? (m — 2)B? 1 x2
xl(1+25) (1_6(1+23)2)l>1+x2_1+x2}

< lim [|Py(e2) — x*1l,
m—oo

< lim su Xbm x*(m — 1) — x?
m=oo o 0?) 1+p)mA+x2)| m(A+2B)2(1+x%) 1+x2
Xby(m — 1)(m — 2)B?

2xb,,(m — 1)B
+ ‘m(l +26)%(1 + x?)

|

m(1+36)3(1 + x2)
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lim [|P7 (62, x%) = x*[l, = 0 (4.19)
olur. Es. 4.17, Es. 4.18 ve Es. 4.19’dan

Tim 1B (f, %) = fll, = 0

olur. Bu da ispati tamamlar.

4.1.4. Teorem

f(x)

1+x2

E:= {f:x € [0,0), x > o iken yaklnsak} kompakt kiimesi verilsin. f €

C[0,0)NE Ozelligini saglayan fonksiyon ve Py (f,x) operatorler dizisi igin

lim Py, (f,x) = f(x) diizgiin olarak saglanir.
m—oco

fspat

Teoremde istenilen diizgiin yakinsaklik i¢in [23,24] ¢alismalarinda yer alan genel Korovkin

teoremi geregince [0, ) araliginin kompakt bir altkiimesinde
lim P;(e;x) = x' (i =0,1,2) (4.20)
m-—-oo

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Lemma 4.1.1 de bulunan Es. 4.3, Es. 4.6 ve Es. 4.16
ifadeleri Es. 4.20°yi dogruladigindan ispat tamamlanir.

4.1.5. Teorem

m € N, (b,,) ve (B,,) dizileri lim b,, = o, lim bm — 0, lim mpg,, = 0 o6zelliklerini
m-—oo m-—co

m—-oo m

saglayan birer pozitif sayr dizisi olsun. Ayrica Vf € C[0,00) N E olacak sekilde

mbm

0= @ empr (0) s (e s) i v one g
v=0 m

operatorler dizisi i¢in
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|25 (f, x) — f(x)| < 2w(f; 8) olur.

_ _ x(m=1)(x+2bmpB) , x(m—1)(m—2)byp* Xby  2x? 2
Burada § = §,,(x) = T + T (1135)3 + D TR + x4 dir.
fspat
m
Pat. ) — F= 4 mpy™ > (M) f (L) o (4 vg)
m(f, % - 4\ m ") b, \b,,
V=

X

X [1 — b +(m— v)ﬁ]m_v —f(x)
=(1+ mﬁrmid»%(% s vﬁ)H [1 B % 7 ol v)ﬁ]m_v
x (f (=) - f(x)>

Esitligin her tarafinda mutlak deger alinirsa,

m

[P (f, %) = f(0)]=

x (f (=bm) - f(x)>

v=0

m

R Y Wi e B T
v=0 m trm m
(1 o) - 1)
sasm 3 O] o]
v=0 m Em m

X sup

(f (= bm) - f(x))

|%bm—x| < § i¢in



=1+mp)™ i bi< +vﬁ) [1——+(m—v),8]
k=0
(f. 1= b — 1)
w(f,A8) < (1 + 28)w(f,d) oldugundan
(1+mﬁ)‘m§:( )%(bi+v,8>v_1 [1——+(m v)ﬁ] b —xl)

v=0
<A+mpB)” mz bi(i+v[)’) B
><w(f,6)(1+g|abm—x|)

m

= w(f,6)

v=0
m

+ @A +mp)™ Z (m)% (bi + V,B)V_I

m
V=

e _x|]

= w(f,8(x)

1+

51+ mp)- mZ

Ebm —x|]

= w(f,8) [1 + %P,;; (|%bm — x| x)]

x[l—bi+(m—v)ﬁ]m ’

bulunur.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

(o)

53

(1+mp)y™ Z (T) %(i + vﬁ)v_l [1 - % + (m— v)ﬁ]m_v
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1 1
P (fg,x) < (Ph(f?% x))z(Ps(g?; x))z olarak yazilabileceginden

o, 8)[1+ 5B (b —x|)|

Om (x) =

N[

1 1
< w(f,8) 1+5P,,"‘1 Pr(1%;%)2

(C—

2

N =
L

zvb+2>
— X — X7, X
mm

= w(f,6)

1+ %P,;‘; ((%bm)
_ 1
2

—w(f, 5|1+ %(P,;; ((% bm)2 ; x) e (—Zx%bm; x) + P;l(xz;x))

1 1
= w(f,6) (1 + S(P;L(ez; x) — 2xP;(eq; x) + x2 P (ep; x))i]

1 b xb,(m—1
1+—(P,;§(e1;x)—m +L)
m m

: [ + Bl = 2By (e1; )

= w(f,6)

+ x2>

1(/bn x
S(U(f,5) 1+§(<E—ZX)1+B

1

b -1 2b — 2)B2 2
+X m(m )| x+ 2byp +(m ).8 4 x2
m b,(1+2B) (1+3p)3
B 1/x(m—1)(x+2b,B) x(m—1)(m—2)b,B>
1
N xb,, 2x? N 2)2
- x
m(1+p) (1+8)
x(m—=1)(x+2bmP) |, x(m—1)m—2)bmB> Xbm  2x ) .
ma+28) m(1+35)3 m+p)  +p) + x“ olarak segilirse
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001, 1455 ([ b = 3] 5%)| < 00780000 (14 5)

elde edilir. Dolayisiyla

P (f,x) — F(x)| <2w(f,&)olur.
4.1.6. Teorem

w eger bir siireklilik modili fonksiyonu ise B, (w,x) de bir siireklilik modiili

fonksiyonudur.
1spat

x,y € [0,by,), x < yolsun. Py, (y, x) asagidaki gibi yazilabilir.

o =aemp 3 olon) (G 0)
=0 m *¥m

X [1— bl + (m - Dp™ (4.21)

Es. 3.2 ile verilen Jensen esitliginde x A A % m — [ yazilirsa;

y L x x v— 1y — l-v-1

b—(—+lﬂ) Z( )b—( +vp) [—+(l—v),8 (4.22)
v=0

elde edilir.

Es. 4.22, Es. 4.21°de yerine yazilirsa

m

Pp(w,y)=1+mp)™™ Z w (% bm) (T:l) [1-— l +(m— l)ﬂ]m_l

=0
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o LS

v=0[=0
IR g = o G DRI
—m m! Y (X o
=(1+mp) ;Za)( ) l)l(l—v)lvlb (b +V18>
X % [% + (=BT L - % =

elde edilir.

Son ifadede [ - v + [ yazilirsa

RO 2 1 ? (V ; l ) (m— v"i! D!v! bx (b + Vﬁ>v_1
v=0 [=0
8 % [yb:nx * lﬁ] _ [1 > % +(m—v-— l)ﬁ]m_v_l (4.23)
elde edilir.
o i smr S o o) () (2 48
v=0 m m
X[+ On =B (4.24)

m

Es. 3.1 esitliginde x — %,y -»1- i,m — m — v yazilirsa;

(- % e V)ﬁ)m_v i T:: yb:nx (yb:nx t )H
" [1 "yt l)ﬁ]m—v—l (4.25)

bulunur.

Es. 4.25, Es. 4.24°de yerine yazilirsa;
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Pi(w,0)=(1+mp)" iw ()= ()
x? v GME m"(—+1ﬁ)l_1 [1—%+(m—v—l)ﬁ]m_v_l
=(1+n_w) i y o (™7 ”)%(%wg)m
A (yb:: . l /3)l ‘o % + (m—v - Dt
—(14mp)” imZO Voo (o 8)
I i) 1[1—%+(m—v—l)ﬁ]m‘”‘l (426)

Es. 4.23 ve Es. 4.26’dan

B (w,y) — B(w, X)=(1+mp)" mzmz < (= lbm) o (%bm)>

==
Ty (L >v_1yb:nx (5 )
<[1-Z+om-v-og]" (427)
(b ) = @ (3 bm) < @ (5 by ) oldugundan

Fnl,y) = Eale x)s(Hmﬁ)_mZTZv‘” (% bm) VIl (mnil v—1D)!
x % (% vup) 2 b:nx (2 b;x + lﬁ)l_l [1- % T+ (m—v— DByt
B (Hmﬁ)_mgzw (%bm) T (T:ln! DIV (f:ln vl)' z)lbi<i+"ﬁ)v_l
e G - -t (m = = DT
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= (1+mﬁ)‘m§ w (% bm) (7;1) yb:nx (yb;m N lﬁ)l_l
m-1

X ( - )bi( +vﬁ)H 1 —bl+ (m—v—DB™™" (428

v
=0 m

<

Es. 3.1’de x — bi,y -1- bl,m - m — [ yazilirsa

m—l1

(1= v on08) =3 (" e ve)
x [1 - % 4 (m—v— DBV (4.29)

bulunur.

Es. 4.29, Es. 4.28’de yerine yazilirsa

1=0 m m

X [1 ===+ (m — D™

= Pp(w, (y —x))

Boylece Tanim 3.2.2 ile verilen iii) kosulu saglanir. Es. 4.27°den ii) saglandig1 agiktir.

Ayrica lil‘% Py, (w,x) = 0 olacagindan ispat tamamlanir.
X—

4.1.7. Teorem
Eger f € Lipy; ise By, (f,x) € Lipy; olur.
1spat

x,y € [0, by,), x < yolsun. Es. 4.27 esitliginde w fonksiyonu yerine f fonksiyonu yazilirsa
asagidaki gibi ifade edilebilir.
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Palfy) = Balf )=(mp)™ ) (f( br) = f(%bm)>v!l!(mni!v—l)!

v=0 [=0

m—-v-l1

= =10 A,

Esitligin iki tarafin mutlak degeri alinirsa

m-—

<

1Al ) = Paf, 1= (1+mﬁ)‘m§ I (5 bn) = £ ()| s
v=0 =0
lores) ()
X [1 ——+4+(m-v- l),B]m iy (4.30)
esitligi elde edilir.
f € Lipy,“oldugundan son esitlik yerine
B - Biol= Womp Y S w (s, A
v=0 =0
e P ) I B e )
= M(1+mﬁ)_m; L (%bm)a v (mni! v—1D!
() L )
X [1-— bl +(m—-v-— l)ﬁ]m_v_l (4.31)
yazilabilir.
B - Bifol=m empy Y S (L) S
v=0 [=0
R = AT
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=i (o) (P55 ew)”
=0 m m
m-—l

x (mv_ l) % (% + vﬁ)H [1 _ % +(m—v— z),e]m_v_l (4.32)

<
Il

Es.3.l’dem->m—-[y—->1- bl, x - biyazﬂlrsa

o I

elde edilir.

Es. 4.33, Es. 4.32 de yerine yazilirsa

m

T S N

=0

+ lﬁ)l_1

x (1 - yb;x +(m— z)ﬁ)m_l (434)

m

Es. 434’ep = %, q= ﬁ icin Holder esitsizligi uygulanirsa

[P (f,¥) = Br(f, %)

sufarme R o) (5Ot %5

=0

m

son-onf” | faemsr=§ (P ) 252

=0

1-a

+ (m— l)ﬁ)m_l

= M{ By (e;y — )} Brleg;y — )}
= M{ Pn(ey;y — x)}*
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olur.

Es. 4.6 esitsizliginin sag tarafi kullanilirsa

y—x)“

Pa(f,y) — Pa(f, )| < M{Bj(ey;y — 1)} < M( —

elde edilir.

Q=M (ﬁ)asegilirse

[P (f,¥) = Pa(f,0)] < Qly — x|*

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Asagida yazili teorem ve lemmalar [16,17]’de verilmistir.
4.1.2. Lemma

e;(t) = t, (i = 0,1,2) olmak iizere Q;,(f, x) operatorii i¢in asagidaki kosullar saglanir:

) Qm(eo,x) =1,
i) Qm(er,x) = x,

i) (e, ) < x(x + 2byB)(1 +mpP) + =22 (mPB)(1 + mB) + x(x + 2bfImp +

Xbm 3 4 Xbm
- (mp)° + =
4.1.8. Teorem

m € N, (b,,) ve (B,,) dizileri lim b,, = o, lim bm — 0, lim mpg,, = 0 o6zelliklerini
m-—oo m-—co

m—oo
saglayan birer pozitif say1 dizisi olsun. Ayrica Vf € CZ,‘ (R*) olacak sekilde Q;,(f,x)

operatorii i¢in

Nim [0 (f, x) = fll, = 0 olur.
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4.1.9. Teorem

m €N, (b)) ve (B,,) dizileri lim b, = o, lim 2% =0, lim mB,, = 0 ozelliklerini
m—oo m—oo M m-—oo

saglayan birer pozitif say1 dizisi olsun. Ayrica Vf € C[0,) N E olacak sekilde Q,,(f,x)

Operatdrii igin
1P (f, %) — F()] < 20(f; 8, (x)) olur.

Burada & = 8 (x) = x2(2b,,B) + 2XbnB(1 + mp) + x 22 (mB)(1 + 2mp) + x 22
dir.

4.1.10. Teorem

w eger bir siireklilik modili fonksiyonu ise Q;,(w,x) de bir siireklilik modiilii

fonksiyonudur.

4.1.11. Teorem

Eger f € Lipy; ise Q,,(f,x) € Lipy; olur.

4.2. iki Degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatorleri

Bu kisimda dordiincii boliimde verilen Cheney Sharma Chlodowsky operatdrleri ve tigiincii
boliimde verilen iki degiskenli Cheney Sharma operatorleri yardimiyla iki degiskenli
Cheney Sharma Chlodowsky operatorleri tanimlanacaktir. Ugiincii boliimde oldugu gibi
tensor carpimla ve non-tensdr ¢arpimla elde edilen iki degiskenli operatdrler ayri ayri

incelenecektir.
4.2.1. Tensor carpim Cheney Sharma Chlodowsky operatorleri

R** = [0,0] X [0, 0] veVf € Cp(R++) olmak iizere n,m € N, @, 3, sirastyla n ve m ye

bagli birer pozitif reel sayi dizisi olsun. lim 8, =0, lim ¢, =0, lim ng, =0,
n—->oo m—0oo n—->oo

: . . b 5
lim mo,, =0, lim b,, = cove lim — = 0 saglansin.
m—oo m—oo m—-oo M
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n

Pom(f; %1, %25 B,0) = z i f (g bn»%bm) tr i Ce1s Bz (v 0) (4.35)

k=0 1=0

ifadesi iki degiskenli tensor carpim birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatoriidiir.

Burada,

i) = o) () (b +k3) _1[1_%+(n—k)ﬁ’]n_k

n

X2

i} o m Xy -1 X, m-—l
Up 1 (x2;0) = (1 + mo) (l)b—<b—+la> [l—b—+(m—l)0]
m m m

Ayni kosullarda iki degiskenli tensér ¢arpim ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky

operatorii;
Qnm(f x1:x2',3 G) 2 Z Zf( )pnk(xli ﬁ)CIml(xZJ 0) (4-36)
0 1=0

k-1 n—-k-1

praces ) = (L +ngy () (FEks) (A =3h [1- 31+ o]

m—Il-1

G G2 0) = L+ mp) ™ (1)) ;—2 (b— + la)l_l (1- Z—;) |- Z—:l +(m =]

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 2.2.2 ile verilen Volkov teoremi iki degiskenli fonksiyonlarin yaklagiminda
kullanilmaktadir ancak Korovkin teoreminde oldugu gibi agirhkli uzaylarda
calismamaktadir. Hacisalihoglu ve Haciyev tarafindan [15]’te verilmis olan teorem

asagidaki gibidir.
4.2.1. Teorem

p(x), agirlik fonksiyonu, 4, C,(R™)den B, (R™) e doniisiim yapan lineer pozitif operator

dizisi olsun.n — o iken f € C,(R™) fonksiyonu igin
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1An(f;2) = fFCOll, = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

1
Fo(x) = Tlxlzp(x)
Xj

HO =15

p(x);j=12,..m

|x|?
Fryq(x) = Tlxlzp(x)

fonksiyonlar1 i¢in n — oo iken
| 4. (Ej; x) — F,-(x)||p -0;(j=012,..m+1)
olmasidir.

4.2.2. Teorem

R** = [0,00] X [0,0] ve Vf € C,(R*") olmak tizere Es. 4.35 ile verilen iki degiskenli

tensor carpim birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatérii i¢in
Py (f; x1,%2; B,0) 3 f,(n,m — o0) olur.

fspat.'

n m
P13 20,323 ,0) = ) " b1, tas Bt (123 0)
k=0 1=0
m

= kG B) Y i (33 0)
k=0 =0
. (4.37)

n m
k
Pim(froi 0023 8,0) = D " (< b ) s G Bt (123 0)

k=0 1=0
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I
M:

(b)) )
=0

= Prf( 1,%1) (4.38)

By (fo,15 %1, %2; B, 0) = Zn: i (% bm) tn i (x1s By, (x2; 0)
=0

k=01
2
= Z nk(x1' )Z(Ebm) u:n,l(xzio-)
k=0 =0

= Pn(ey, x3) (4.39)

Pim(f 61,223 ,0) = Z i ((g ) +( bm)2> (203 B3 523 0)

k=0 1=0
2

k
(500 Crns It Gtz )

2

l
() Gt Bt (25 0)

NIERSNgE

l

(

Il
=}

2

m
ba) G B) ) iy (2 )
=0

+
- 1M 1= M-

S| &

m
l 2
£ B Y (b)) i (i)
k=0 =0
= By (e2,%1) + Pr(ez, x3) (4.40)
1B (15 20,553 B,0) = 1| =0 (4.41)
Przm(fl,o; x1'x25,3’0) _ X1

||Pri‘,m(f1,o;x1,xz;ﬁ, 0) — x1||p =

14+ x,2 + x,2 14+ x:2 + x,2

(x1,%2)ERT

Es. 4.38’den

Py (e1,x1) _ X1
1+ x24+x2 14 x2 4+ x,2

||PT;k.m(f1,O; X1,X2; ,B, U) — xlllp =

(x1,x2)ERT*
X, X,

= sup 2 2 - 2 2
(1+x1 +x2 )(1"‘,8) 1+x1 +x2

(x1,x2)ERTF
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X1 — X1 — X1
1+ x% + x,2

X1
1+ x,2 + x,2

= sup
(x1,x2)ERTH

= sup
(xl,xz)E]R++

bulunur. n — oo i¢in limit alinirsa

. X1
lim  sup |—/—>—|= (4.42)
n-o (xl,xz)E]R++ 1 + xl + x2
elde edilir.
Pr:m(foﬁxpxziﬁ'a) X2
B, ;X1 X2;6,0) —x|| = su —— y
|| n,m(fO,l L K ﬁ ) ”P (xl,xz)IE)R++ 1 + x12 + sz 1 + xlz + xzz
Es. 4.39’dan
Pr(e1,x7) X2
P; s X1,X2;0,0) — Xq|| = -
1P (fo,03 20,52 B, 0) = x4 o [ TH a2t 02 Thx? a2
< sup X2 _ X2
T x)erH (1T + 22 +x,2)(1 +0) 1+ x2 4 x,2
xz - XZ - Xzo-
= sup R —
(x1,xz)ERF+ 1+ xlz + xZZ
X,0
= sup I —
(x1,xz)ERF+ 1+ x12 + xZZ
bulunur. m — oo i¢in limit alinirsa
lim sup I 0 (4.43)
M=% (x,,x,)ERT 1+ x12 + x22

elde edilir.
1P (s 21 %25 B,0) = (1 + 222
= sup By (f2; X1, %2; B, 0) _ x1% + x,°
(x1,%2)ERT 1+ x12 + x22 1+ x12 + x22
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Py (ez,%3) + By(ez, x3) x1% + x5°
14+ %2 + x,2 14 x2 + x,2

Py (e, x1) — x12 Pr(ez x3) — X,

= sup
(x1,x2)ERTH

= sup

(xl,xz)E]R++ 1 + xlz + xZZ 1 + x12 + xZZ
Py (e, %) — x12 Py (ez x3) — xz2
= sup 2 2 2 2
(raeR+ (| 1+ 2%+, 1+x°+x;
X,b,
< sup 5 5
(xl,xz)ER++ (1 + B)n(l + xl + x2 )
x1bp(n— 1) x1+2Bby, (n — 2)p? x; 2
n(l+x.%2+x,2) |(1 4+ 2B)?b, (1 + 3p4)3 1+ X% + x,?
Xyb;,
(1 +a)m(1 + x,2 + x,2)
Xybp(n — 1) X,+20b,, N (n—2)o0? x52
m(l+x2+x,2) (1 + 20)2bm (14+30)3| 14+ x%2+x,2

x2(m—1) —n(1l + 2B)%x,?
n(1+26)2(1 + x,2 + x;2)

(x1 XZ)€R++ {[|(1 + ﬁ)n(l + xl + xzz)

N 2%, Bbp(n — 1) X1 82bn(n — 1)(n —2)
n(1+2B)2(1 + x,2 + x,2) n(1+38)3(1 + x,% + x,2)

N Xybo, x,2(m —1) —m(1 + 20)?x,2
(1 + o)m(1 + x;2 + x,2) m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2)

N 2x,0b,,(m — 1) x,0%b,,(m —1)(m — 2)
m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2) m(1+ 30)3(1 + x,2 + x,2)

xlbn
< sup > >
(Xl,X2)€R++ (1 + ﬁ)n(l + xl + xZ )
2x1Bby(n— 1)
n(1+2B)2(1 + x,2 + x,2)

x2(n—1) —n(1 + 2p)%*x,?
n(1+28)%(1 + x12 + x,2)

x18%bp(n —1)(n - 2)
n(1+38)3(1 + x,% + x,2) l
x,2(m—1) —m(1 + 20)%x,?
m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2)

|

Xobpm
1+ o)m(1 + x,2 + x,2)

+sup[

(xler)E]R++

x,0%b,,(m — 1)(m — 2)
m(1+ 30)3(1 + x,2 + x,2)

N 2x,0b,,(m — 1)
m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2)

son durumda esitsizligin her iki tarafinda n — oo ve m — oo i¢in limit alinirsa

i (1B m (s 21, %25 B,0) = (a® + 22)|

m—oo



68

x2(n—1) —n(1 + 2B)%x,>
n(1+28)2(1 + x12 + x,2)

|

xlbn
1+ B)n(1 + x,2 + x,2)

x18%bp,(n —1)(n - 2)
n(1+38)3(1 + x,% + x,2)

< lim sup I
=% (xq1,x2)ERTH

2x1Bby(n— 1)
n(1+2B)2(1 + x,% + x,2)

xzbm
14+ o)m(1 + x,2 + x,2)

‘ 2x,0b,(m— 1)

+ lim sup I

M=% (x1,x5)ERT
x,2(m — 1) —m(1 + 20)%x,?
m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2)
X,0%by,(m — 1)(m — 2)
m(1+30)3(1 + x,2 + x,2)
=0 (4.44)

m(1+ 20)%(1 + x,2 + x,2)

Es. 4.41, Es. 4.42, Es. 4.43 ve Es. 4.44°den ispat tamamlanir.
4.2.3. Teorem

R** = [0,00] X [0,00] Ve Vf € C,(R**) olmak iizere Es 4.36 ile verilen iki degiskenli

tensor ¢arpim ikinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatorii igin

Qnm(f; x1,%2; B,0) 3 f,(n,m - o0) olur.

fspat
n m
um (161,25 6,0) = ) > Dise (s B (1250)
k=0 1=0

n m
=D PiaCeiB) ) i3 0)
k=0 =0
1

(4.45)

Qnm(fioixn,yiB.o) = z": i (S bn) Pt (1 B) @1 (25 0)

k=0 1=0
n m
k * *
= Z (; bn) pn,k (xl; ﬁ) Z qm,l(y; 0)
k=0 =0
= Qn(eq, x1)

=x, (4.46)



b ) P Ces; )y Gz )

S|

Qnm(fo.1; %1, %2; B, 0) = zn: i (
k=0 1=0
= z P;;,k(xﬁ B) z (% bm) q:rl,l(xzi 0')
k=0

1=0
= Qm(eq, x3)
=x,
Qr*z,m(fzi X1, %25 ,0) = Zn: i ((% bn)z + (% bm)2> P;;,k(xli .B)Q:n,l(xzi o)
k=0 1=0

2

k
(5b0) Pt B3 0z 0)

2

l
(b)) Prces; D) Gz )

—+

NOERSNgE

2

bn) PiiCesi B) i Gna (323 0)

(M)Z( b))

( 2,X1) + Qnez, x2)

M= i I I
T
o

Q7 m (L5 1, %53 B,0) = 1| =
”Q;;,m(fl,o;xpxz;ﬁ, O-) - xl”p = O
105 (o 21, %23 B, 0) = x| = 0

”Q:l,m(fZ;xlle;ﬁ' 0) — (%% + xzz)”p

= sup Qmn(f2; X1, %2; B, 0) X%+ x,°
(xpxp)eRtt | 14 x12 4+ x52 1+ x,%2 + x,2

- Qn(ez, x1) + Qm(ez, x3) _ X%+ x5
(xl,xz)g]Ri++ 1 + x12 + x22 1 + xlz + x22

Qnlezx1) —x1% Qe x2) — x5°
14 x2 + x,2 14 %2 + x,2

= sup
(x1,x2)ERTT

69

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)
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Qm ez, x2) — x5°
1+ x% + x,2

Qn(ezxq) — x12
1+ x% + x,2

< sup
(x1,x2)ERT

< sup {
(xl,xz)ER++

n X1by x, 2
n(l+x2+x,2) 14 x%2+ x,2

}

x,(x1 + 2B8b,)(1 + 2npB) + x,b,np*(1 + np) + x,b,n?p3
14+ x,2 + x,°2

L | (x, + 20b,,)(1 + 2mo) + x,b,;mo?*(1 + mo) + x,b,,m?c3
1+ x% + x,2

}

2x,8b,(1 + 2np) + x,b,np*(1 + np) + x,b,n?p3
1422 + x,2

n X2bm xzz
m(l+x.2+x,%2) 14 x%2 4+ x,°2

< sup {
(x1,%2)ER*

X1 by, Znﬁxlz
+ +
n(l+x2+x,%2) 14 x%2+ x,2

2x,0b,,(1 + 2mo) + x,b,,;mo?(1 + mo) + x,b,,m?c3

1422 + x,2
X,bp, 2mox,?
+ + 4.52
m(l+x2+x,2) 14 x%2 + x,2 (4:52)

elde edilir.

Esitsizligin her tarafinda n — oo, m — oo i¢in limit hesaplanirsa

,lli_%”Q:l,m(fZ;xl'xZ;.B: o) = (x,* + xzz)”p

m—oo

2x,8b, (1 + 2npB) + x;b,np?*(1 + np) + x,b,n?p3
14+ x,2% 4+ x,°2

< lim [ sup {
=0 | (xq,x2)ERT
X1 b, Znﬁxl2
+ 2 T 2 2
n(1+x1 +x2) 1+x1 + x,

2x,0b,, (1 + 2mo) + x,b,;mo?(1 + mo) + x,b,,m?c>

14 x:% + x,2

=0 (4.53)

xX,b 2mox.,>
+ 2Ym + 2
m(l+ x.2 +x,2) 1+ x,2+ x,2

bulunur. Es. 4.49, Es. 4.50, Es. 4.51 ve Es. 4.53’ten ispat tamamlanur.
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Ucgiincii boliimde [0,1] araliginda iki degiskenli non-tensér carpim Cheney Sharma

operatorleri ve dordiincii boliimiin ilk kisminda sinirsiz aralikta Cheney Sharma Chlodowsky

operatorleri verilmisti. Buradan hareketle {igiincii boliim ile ayni notasyon kullanilarak iKi

degiskenli non-tensér carpim Cheney Sharma Chlodowsky operatorleri asagidaki gibi

yazilmistir.
5 K\ XE X KE
PR = ampy ™ Y Y (nbm) (o) 5 (5 + )
k1=0 ky=0
x [1 L |%| +(m— IKI)ﬁ]m_lKl
™ot K\ g XE X K-E
w0 = empn ) ) £ (5m) () G 6)
k1=0 k,=0 e
m—|K|-1

(1= ) = b om -]

Burada Es. 4.54 ve Es. 4.55. sirastyla birinci ve ikinci tip operatorlerdir.

4.2.4. Teorem

(4.54)

(4.55)

T = {x;:x; € [0,0),i € {1,2},x; € R} olsun. f € Lipy(u,T) ise PP*(f) € Lipy (1, T)

olur.

fspat

X, YETveX <Yyanix; <y;,x, <y,olsun.

m m-l )
=i $ 5 (o) i)
1,=0 1;=0

x [1 - |%| +(m— |1<|)3]m_IKI
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m m-ly

= (L4mg)™ Z Z f(%bm> (T)Z_l@—u llﬁ)ll_IZ—z(Z/—z + i2,8>lz_1
14=0 l,=0 m m m m

* [1 - |%| +(m = 'Kl)ﬁ]m_m (4.56)

n

> X1
Es. 3.2°de x —)a,y - b

X1
——,m — [, yazilirsa
bm

k1=0
Li—k;—1
. [ﬁ R RdCRY ] (457)
b, by

elde edilir.

2

’ X
ES 3.2 dex—)bm,y—)bm

X2 .
——=,m — i, yazilirsa
bm

lo—ky—1
g [k adCh kZ)ﬁ] (4.58)
b, by,

elde edilir. Es. 4.57. ve Es. 4.58 ifadeleri Es. 4.56’da yerine yazildiginda asagidaki esitlik

elde edilir.
m m-l;
B* -m L m
=53 1))
1120 i2=0
ly
l1 X1 (X1 ki—-1 Vi X\ [V % kg
XZ( >_(_+k ) (———) ———t -k
K1=0 kl bm bm 1ﬁ bm bm _bm bm (1 1)ﬁ_
1)
lz Xy (X2 k-1 ¥, X\ [ Vs %, T
XE( >_(_+k ) (———) ===+ (I, —ky)
&2 Nz by \bry 2B b b )b p T kB

m—|L|

< [1 =[] + om— 10g]
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m m-l; Ui

= (#mp)™ Z Z Z Z (me>K!(m—|L|)!(lIn!— k)t (L = k2)!

x1 X2 (x1 )kl_l (xz )kz_l (3’1 x1> (3’2 xz)
MENACIVE E I 22 4k 21 AN (22 72
*p 5, \p, Thb p, TR Y AV

lz—kz—l

X2
__b_+ (I — kz)ﬁ]

m

X [Z—; — ;C—l k1)ﬁ]
o
m m=li L

= (d#mp)™" Z Z 2 Z (me>K!(m—|L|)!(lzni k! (L = k)

11=0 ;=0 k1=0 k=0

) Eexs) [N v a-ws]

X_ | . o e e il —

5 o, P RE) 1 w1y B g
m—|L|

< [1= o] + G- 1]

bulunur. Bu esitlikte sinirlar degistirilirse

m-— ll lz

= (d#mp)™ ZZ Z Z ( )K!(m—|L|)!(l:n!—k1)!(lz—k2)!

1,=0 k1=0 1,=0 k,=0

E L-K-E

T et

m—|L|

Y

x 1= ||+ Gm ~ 1L0g]
by,

m m—11 m—l1

= (#mp)™ Z Z Z Z f(%bm>1(! (m — |L|)!(zzni k) — k)

k1=0 11=k1 k2=0 lzzkz

E L-K-E

e

m—|L|

< [1 =[] + om — 10g]
elde edilir.

Son denklemde L yerine K + L yazilirsa,
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m m-— klm kl—llm |K| ll

PE(f:Y) = (14mp)™ ZZ Z Z (K+L )K!(m—IYIZI!—ILI)!L!

X\E/ X KEry X18ry X L-E
X(@) (@“‘ﬁ) a‘a] [a‘a““")ﬁ]
Y m—|K|-|L|
X [1 _ |—| +(m— |L|)ﬁ] (4.59)
b,
—kq
5 R K\ mXE/X K-E
PR = mp) ™ > S f (b () 5 (5 + K6)
m K/ b,, \b,,
k1=0 k2=0
X m—|K|
x [1 _ |—| +(m— IKI)ﬁ] (4.60)
bm
bulunur.
Es.3.1dex—>2/—1—;—1,y—>1—Z—l—ﬁ,m—>k1—k2ya21hrsa
xl m—kq—
13—t =k~ k)
m—kqi—k, k k 1 1
m—ky — X 1~
S T
=0 l1 bm bm bm bm
yl x m—kl—kz—ll
X[1-22 -2 4 (m—k,—k, — 1B
by b
X m—|K|
1= ||+ (m - kDA
m
m_IK| IK| -1
m — X X 1=
- ()R
“~ L byp  bp/ \by by
X, m-IK|-1;
[1—ﬂ——+(m |K|—ll),6’] (4.61)
by bpy

elde edilir.

Es.3.ldex > 22 -2 y 51 -2 _22 1y 5k, —k, — I, yazilirsa
bm  bm by bm
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X, m—ky—ky—1;
[1—ﬂ——+(n ky — kz—ll),é’]
bm  bpm

m—kl—kz—ll

m—Fky—k,—1 X X -1
- 2 (G G )
lZ bm bm bm bm

12=0
m—kl—kz—ll—lz
[1—£—£+(m ki — kz—l1—lz),3]
b, b
yl x m—|K|—l1
-2y (m = K| - 1)
1 = K= 1)p
m—|K|—ll
_ Z (m—|K|—ll>(&_£)(£_£+l ﬁ)lz—l
2\ )b 5 by Thy
v m-IK|-L|
x [1 - |b—| + (m— K| - |L|),6’] (4.62)
m

Es. 4.62, Es. 4.61°de yerine yazilirsa

7y m — |K]| X x -1
- (o350 G+ 8)
L bm b/ \by by

l1=0

m—|K|

[1—|b |+ (- kD4

m—|K|—11

m— |K|—1 x -1

D I A [ [ )

lZ bm bm bm bm

12=0
[1-[5
X —_ | —_—
by
m—|K| m—|K|-14

-2 2 UGG

m—|K|-|L|

+ (m= K| = ILDA

11=0 1,=0
yi X )ll‘l(yz X2 )12‘1
N4y Y2 _ X
X(bm b, TuP) \p T, TLF
v m-IK|-IL
x |1 = [+ Gm = k1= 11D
m

T m—|K\/m—-IKl-1,\;Y X\f,/,Y X
- > 2 (T TG s) G )
m— K|~ L

x [1 - |%| + (m— K| - |L|),6’] (4.63)

L-E
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Es. 4.63, Es. 4.61°de yerine yazildiginda

m m-—k; )
o 35 Ea) )
k1=0 k,=0

m—|K| m—|K|-14 E

Z Z < —|K|><m—|K|—ll><Y X) (Y X+Lﬁ>
& L L b, b.) \b. b,
m—|K|-|L|

x[1- %] +(m= K| - LD

m m—kym—k;—-l; m—|K|-1;

I E
—<1+mﬁ>“‘ZZ ). Z b >K'(m—ITI?I'—|L|)'L'Z

k1011 k20 2

(Eoke) (o) (- Xvg)
X_ N R e e
5, %) o6 5 e T

m—|K|-|L|

X [1 - |%| +(m— K| - |L|),6’] (4.64)
bulunur.

Es. 4.59 ve Es. 4.64 kullanilarak PTE* 5Y) — PTE* (f; X) hesaplanirsa asagidaki esitlik elde

edilir.

m m—k1 m—kl—ll m—|K|—11

PEG = BER=rmp ™ Y S S () f (5 )|

k1=0 l1=0 k2=0 lz=0
E

K-E E
K (m — |Z|!— ILDIL! (%) (%J’Kﬁ) [%_%]

m—|K|—|L|

« [% _ % ; Lﬁ]L_E [1- |%| + (m = K| = L]

m m-— llm kl—llm k1 |L|

= (1+mp)™ 22 Z 2 [r () = )]

E

K-E E
* K (m — |Z|!— ILDIL! (%) (%“{ﬁ) [%_%]

m—|K|-|L|

x [%-%+ L,B]L_E 1- |%| +(m = K| - [LDA|
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Y S S Y (5 b) = 7 ()|

1,=0 ;=0 k;=0 k,=0
E

K-E E
* Kl m = |Z|!— ILD!L! (%) (%J’Kﬁ) [%_%]

P P Y
X —_—— —— _ | —_— —_— —_—
by by P o g
. m! . m! _ (m\ (m-—|L|\ (m—-k{—|L|
son esitlikte yer alan KO KI-ILDILI yerine KO KI-ILDL ( )( )( k12 )

kullanilirsa
m m—l; m—|L| m—kq—|L|

PR = BE0=rmp ™ Y Y S [ (b))~ £ (5|

ll=0 lz=0 k1=0 k2=0
my (m — |L|\ (m —k, — L]\ / X\E/ X K-E
X(L)< k, )( k, (ﬁ) (E“{B)
e - v a] %[t o]+ e i 1]
I I W o p

m—|K|-|L|

mml

PE(FY) — PE (3 %0= (Hmﬁ)_mllzo; [ () = £ (52| (F)
m~—|L|
x[__—] [b———m+Lﬁ] ZO< kllLI>bm<bm k13>k1 1
M ke — L -
X ;0 ( k, )bm(bm klﬁ)
Y m—|K|-|L]|
< [1 =[] + (m = k1 = 1L0g] (465)

bulunur.

XYz

bm m

Es31dex—>—,y—>1 ,m->m—k; — 1, —l; yazilirsa
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m—k1—11—12

m—ky—1 =1L\ x, (x kz-1
= (e ) G k)
k2 bm bm

kp=0
m—kl—kz—ll—lz
[1—£—ﬂ+(m ey — kz—ll—lz)ﬂ]
bm by
x Y m—kq—|L|
1422 = [+ -k~ 1014
by by
m—k;—|L|
Z <m k, — |L|> ( ok ,B)kz_l
= 2
v ke )b
Y m—K|-[L|
X [1 - |—| + (m— K| - |L|),6’] (4.66)
by,
olur.
Es. 4.66, Es. 4.65’te yerine yazilirsa
™S K L, K
PE(fiY) - BE (£ X0=(14mp) ™ Z Z | (S=bm) = £ (= 5m)| (T)
m—|L]|
X ]y (M) )
b m k1=0 kl bm bm !
X, Y m—kq—|L|
x [1+—— |—| +(m—ky — ILI)ﬁ] (4.67)
bm b,
bulunur.
Es. 31dex—>— y—>1+——Z—1—Z— m — m — l, — l; yazilirsa
[1+xl+x2 2 (- l)]mll_lz
b, by by b m=b —L)f
m—ll—lz
= > (T )R e)
LU e )Gt
x2 yz m—ki—1l1—1y
x [1+bm , bm L (m—ky — 1 lz)ﬂ]
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m—|L|

m—|L| m— IL| o
Z( ky )bm<bm klﬁ)

[1+‘b ’ ‘b ’”m_“‘l)ﬁ]

o AT R (468)
Es. 4,68 Es. 4.67'de yerine yazlssa
- o S S 1 (k) -1 (£4.)] ()

. [%‘%]E 0l

e R o™
el ecili
f € Lipu 1 T) oldugundan
1P () — B (F x>|<M<1+mﬂ)-"llZT:7:2h[ll # (%bm)ﬂl(’f)

N

= M[P (1Y~ X) + B (155 ¥ — X)| (4.70)
el ecili
iv-x-em 35 (Gan) (-2 Rt o]

i

< [1=[p= = 5] + @ - 1]

son esitlikte () = (Z’) (ml_z ll) olarak yerine yazildiginda
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m m-l

l Eamym—INTY X1E
- =osmr =5 5 (o) () 2]
m L\ 1, )b, b,
11=0 1;=0
Y X L-E Y X m-|Li
— = 1—|——— ~ L ]
x[bm bm+LB] [ b b T M ILDB
S Ly Bmy iy x\ (1 % -1
= -m — e —— z l
(1#mp) (mbm) (ll)(bm bm><bm b 1ﬁ>
l]_:O
m-—lq ] i
L TERE A TEZRE UM
x;( L )(bm AV
Y X m-|Ll
x [1— I _2im- |L|),8] (4.71)
by bpy
Es.3.1’dex—>z—;—;—;,y—>1+Z—;+Z—;—;’—;—Z—;,m—>m—l1ya2111rsa
m—ll l I 1
X1 N . m—==U\[(Y2 X2\ (V2 X 2=
e (7))
v
X1 X2 Y1 Y2 m=li=lz
R 4 L) - ]
mo, Toh ) -1
X1 N T m—1I\ (Y2 X2\(Y2 X3 2=
M W =T s
[1+bm b, T M=l Z\ 1, )by b/ \by B 2P
=
Y X m-IL|
x [1— T A ym- ILI)ﬁ] (4.72)
b, b,

Es. 4.72, Es. 4.71°de yerine yazilirsa

m
l b m y X y x -1
e nmrmos S (50 ()2 (22
ll=0 m

x_l_& B ]m—ll
X [1 Hyr et = )p
= Bty - ) (4.73)

bulunur.
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Es.4.73tep =—,q = ﬁ olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

1
#r
Pn[f*(t#;Y - X) = Pr;kz(t”i% - x1) < [Bn(ty; vy — x)*[Pn(Ly, — x1)]1_u

bulunur.

Ayrica P (eq,x) < ﬁ oldugundan

P (¢4 Y - X) < ((g—; - ;—;) %)ﬂ (4.74)
yazilir.
Benzer sekilde
y x 1 *
PE(e#;Y - X) < ((ﬁ - ﬁ) m) (4.75)

esitsizligine de ulasilabilir.

Es. 4.70, Es. 4.74 ve Es. 4.75’ten asagidaki esitsizlik yazilabilir.

PP (£;Y) — PP (f; X)| < M[P,ff*(t“;v —X) + PP (¢4 ¥ - x)]
1 u u u
i) |-+ (-]

Q=M (ﬁ)#ahmrsa

Y1 X1

i —rfe| <0G 24) + (32 52

olur. Aymi sekilde Y <X vyani y; <x;,y, < x, i¢in yukaridaki ifade ayni sonuca

ulasilabilir.
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Ayrica y; < x4, x, < y,0ldugunda ise

Py () — B (f:X)|

B X1 xz) /3*( N x2>
P, - P T
m (f (b "b ) m \f by, by,

|P,,>*(f (yl Y2 ) Prﬁ*(f;ﬂ’x_z)
bm b,

saglandig1 goriiliir. Son olarak x; < y4,y, < x, oldugunda da yukaridaki bigimde sonug

elde edilir.

Dolayisiyla
PR(f3Y) = PA(fiX0| < Qllys — 1l + Iy, — %]
yazilabilir. Béylece Tanim 3.2.1 saglandigindan ispat tamamlanir.

4.2.5. Teorem

w, bir siireklilik modilii fonksiyonu ise Vn € N; P,ﬁ*(w) da siireklilik modiili

fonksiyonudur.
fspat
X,Y € T,X < Yolsun. Es. 4.69’da f yerine w yazilirsa

PP*(w;Y) = PP (w;X)

= rmp Yy Y [0S bn) = o (5bm)]
1,=0 1,=0
«(") (%_%)”" (%__Hﬁ) o | X X - |LD3]’""“

olur. Bu ise Y = X oldugunda Pn[f (w;Y) = Pn[f (w; X) olmasini gerektirir. Yani Tanim 3.2.2

11) saglanir.
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Ayrica w(u + v) < w(u) + w(v) oldugundan

PE*(w;Y) — PP (w; X)

S i) O )
XP‘F‘§+@wnwrw
= PE*(0; Y = X)

yazilir. Bu da Pnlj*(a))’mn Tanim 3.2.2 iii)’yi sagladigin1 gosterir. Ayrica Cheney Sharma
Chlodowsky operatdriiniin ozelliginden Prg*(w; 0)=0 olur. Oyleyse

P,ﬁ*(a); 0) = w(0) = 0 denilebilir. Bu durum da Tanim 3.2.2’de i) nin saglandigini1 gosterir.

O halde 1), 1), ii1) saglandigindan ispat tamamlanir.

4.2.6. Teorem

T ={x;x; €[0,00),i € {1,2},x; ER} olsun. Eger f € Lipy(wT) ise Q5 (f) e
Lipy (u, T) olur.

fspat

X, YeETveX <Yyanix <y;x, <y,olsun.

m m-li .
=S S ) (L)
11=0 1=0 m m

n—|L|—-1

(-l [ b+ -]

m m-l
L m 111 -1
m (f A & lzzof mom (L)bm b T0F) b, \p, TP

m—|L|-1

x (1 - %D [1 - |%| +(m— |L|),8] (4.76)
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bulunur.

Es. 3.1°de x —>;—;,y SR

X1
—,m — [l yazilirsa
bm  bm

k1=0
x l—ky—1
X [ﬁ — =+ - kl)ﬁ] (4.77)
by by

elde edilir.

»2

bm

Es.3.1dex —» =2,y » 22— 22 1 — [, yazilirsa
bm b

Va2 (V2 =1 2 I3\ x2 (%, ko=l iy,  x
)3 ()l )
b, (bm+ 2P k)b, \b, T 2P L.,

k2=0
y X lz—kz—l
b_2 — b_2 +(, - kz)ﬁ] (4.78)

elde edilir.

Es. 4.77 ve Es. 4.78 ifadeleri Es. 4.76’da yerine yazildiginda.

m m-l Iy

0= o ), 5 o) () 2, ()5 v e)
;=0 1,=0 k1=0 m
() B Gkg]
Iy
Z ( ) ( kzﬁ)kz—l (Z—;—b—) Z—Z—Z—m+ - kz)ﬁ]lz_krl

% % m—|L|-1
X(1—=|—|])|1—|— — |L

( |bm|>[ |bm| tm | Dﬁ]
esitligi elde edilir.

Burada smirlar degistirilip ifade diizenlendiginde
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o () = ummlmZZZZ () (1) ()(ziz);;_m

klx kl)’1 X1 Y2 X2
X(E”‘lﬁ) (b—”‘zﬁ) (a‘a)(a‘ﬁ

ol e et R B e~ R0 I
(1—‘b—‘>[1—’b_‘+(m_m)ﬁ]m ILI-1
m m-l Il E
= (1+mp)*~ mZ)lz:OIZ 2 ( ) ( )(Z)(b_)
x(%+K,8)K E _m_b_] [b___m+(L K)ﬁ]L —K-E
m—|L|-1

(=[5 ]+ on e

m m=-l3 U1 Iz

= (+mp)™ ’"Z 3 Z f (e (m—ILI)!(l:ni kD! (L, — ky)!

=0 1,=0 k1=0k,=

E L-K-E

O R [t

SO R

m L m=l I

= (1#mp)™ ’"Z 2. 2. Z ( ") (m—ILI)'(lZni kDL — ko)

=0k1=0 [,=0 k=

EX K-E L-K-E

X(%) (5, +#) [—‘—] [b___m+(L KB

(- fl) = f o]

m m—=ly m-Ily

= (Z#mp Z ). ( ) R |L|)'(lzni P NCETS]

=011=k; k=0 l,=

E K-E L-K-E
X

x(%) (amﬁ) —m—b—] [b———m+(L K)B

(1= Bl e on-t] ™



86

elde edilir.

Son denklemde L yerine K + L yazilirsa,

m m—k1 m—k1—11 m—IKI—ll

r’i"<f:Y)=<1+mﬁ’)1‘mZ Z Z Z f(K;me>K!(m—|T£|!—|L|)!L!

k1=0 11=0 k2=0 l2=0
B (Erws) -] -]
X —_— —_— —_—— — —_—— —
b/ \bp by bpl by by
Y Y m—|K|—|L|—1
x (1 - |b—|) [1 - |b—| +(m—|K| - |L|),B] (4.79)
m m
—k
5 mmle my / X\E /X g
oh=armptn ) > f(nom) (o) 5o) G+ x6)
k1=0 k2=0 e -
X E X m—|K|—1
X (1 - |b—) [1— |b—| +(m— IKI)ﬂ] (4.80)
m m
Es. 3.1’de x — ;’—1 — Z—l, y-1 —2/—1 — ;C—Z,m - m — |K]| yazilirsa
X, Xy X, Xy m-|K|-1
1- 2L -_2Z)f1-2-= -
( b, bm>[ b, b (™ IKDﬁ]
m—|K|
SR -2
i1=0 ll bm bm bm bm ! bm bm
y X m—|K|-1;—1
X [1 —b—l—b—2+ (m— |K| - ll)/j’] (4.81)
m m
Es. 3.1’dex—>2/—2—§—2,y—> 1—2’—1—2/—2,m—>m— |K| — [, yazilirsa
Vi X2 Vi X3 m-IKl=l -1
1-2L 2122 — K| -
( b, bm)[ b, b, (T IK ll)ﬁ]
m—|K|-14
-2 (T )EERG)
“ L, by, by/\b, b, *°

m—|K|-l;—1,—-1
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_&_x_z)[ N x _ ]’" it
(1)t -5+ m =K~ g
m—|K|-1 K ; 1
—_ —_ 2=
= z m— K[ -1 (&_ﬁ>(&_ﬁ+lzlg>
=0 lZ bm bm bm bm
Y Y m—|K|—|L|—1
v (1 _ |b—|) [1 _ |b—| +(m— K| — ILI),B] (4.82)
m m

Es. 4.82, Es . 4.81°de yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

X1 X X1 X m-Kl-1
(1 b bm)[l b, b, " 'Kl)ﬁ]
m-IK| K| -1
— X 1=
i
L bm  bm/ \by by
l1=0
m—|K|-1; |K| l o1
m— — 2~
: Ve
gy l2 bm bm bm bm

(1= o) 1= ]+ om =i~ ILI)B]m_IKl_m_l

—|K| m—|K|-1;
—IKI m— K[ -1 (&_ﬁ)(&_ﬂ)

[ by  bm/ \by  bpy

><<J’1 X1 41 )11_1 (3’2 X2 41 )

- T[] + om - 1 - g

m—|K|-|L|-1

E m—|K|-1

) [1-
m—|K| m—|K|-14 E
3 2 Z (m—lKI)(m—lKl—h)(Y X)
i1=0 15=0 ll l2 bm bm
(- mvie) (1)
by by TP b
m—|K|-|L|-1

x [1 - |%| +(m—|K| - |L|)ﬁ] (4.83)

(1-I5
b

X
5| + (m — KD
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esitligi elde edilir.

Es. 4.83, Es. 4.80°de yerine yazilirsa

m m—ky i
a0 =y 3 1 (Ean) (R (Ev)
k1=0 k=0 m

m—|K| m—|K|-14

<22 e

11=0 lz=0

N (% — %+ LB)L_E (1 - |%|) [1 — |%‘ +(m— |K| - ILI)ﬁ]

m—|K|-|L]-1

m m—k; m—|K| m-|K|-ly E K—E

domcmer S 3 S S (5 Q) (K o)

k1=0 kz=0 I;=
(M KN (m = Kl =1, (Y X)E<Y X, )L‘E
ll lz bm bm bm bm ﬁ
Y Y m—|K|—|L|-1
< (1=l ) 1= [, + on = 1w = 1]
b, b,

m m—kq{ m—|K| m—|K|-11

O (FiX0=(1+mp™ Y Y Z Z (Tlibm) )<m;|Kl>

k1=0 k;=0 I;=

(") ) ) G pee)
(1 -+ -]
m m—k; m—|K| m—|K[-1; ol
Qm (f;X) = (1+mp Imklz:o kZZO llZ;) 122_ ( )Kl (m — |K|.— ILD!L!
E K—-E E L-E
() orxe) (o-i) (ompm 1)
(- em -t -ng] (48

bulunur. Es. 4.79 ve Es. 4.84 birlikte kullanilirsa



89

Q5 (F;Y) — QF (£ %)

3 S S e (s
XK!(m—IZII—ILI)!L!(%)E<_ ) ___]
eI ()

m—|K|-|L|-1

X [1— |%| +(n— K| - ILI),B]

m m-—ly m—kq{—14 m—kq_|L|

=<1+mﬁ)1-m;;O Z IZ [ (55=m) =1 (5w

“Ki(m — |Z|!— ILD!L! (%) <_ ) ___]

L-E
<51l (-l

m—|K|-|L|-1

< [1 =[] + (m - kI = Lg]

m m—l;y m—|L| m—kq—|L|

—(Hmﬁ’)lmzzz Z [r(S=m) = £ (5w

=0 1,=0 k;=0 kj

“Kitm - |Z|' |L|)'L'( )( ) [b___]

X [%—E+Lﬁ (1 — |ﬁ|)[1_ |ﬁ| +(m - |K| - ILI)ﬁ]

m—|K|-|L|-1

son esitlikte m =(T) (m ”‘l) (m—ll?z—ILl) yerine yazilirsa

m m—l; m—|L| m—kq—|L|

QY — Qb (%)= (1+mﬁ’)1mzzz Z [f(K+L ) ( )]

=0 l,=0 kq=0

<O G ]

<[5+ 16 - o)1~ [5] + am = 11 = 1L
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olur. Burada toplamlar diizenlenirse

bulunur.

Es31dex—> ,y—=>1-—

m m-l

=y S () - ()] (Dl ]

11=0 I,=0
m—|L|
i) Z ")
b o PO A RV
m—k,—|L|
<o ()G es) T (- T
2o\ ko )B\p, T b

m—|K|-|L|-1

< [1 =[] + (m = k1 = Lg]

Y1 Y2

,m->m-—ky; —1l; — [, yazilirsa
bm  bm’

m-— kl—ll—lz—l

X2 M 3’2>[ X2 M ]
1422222 2 AW 2 —1, -
(13-t - -t ke~ L - LB
m—kl—ll—lz
_ Z (m—kl—h—lz)_(ﬂ_'_kﬁ)kz—l(l_&_&
ky=0 kz bm bm 2 bm bm
V1 m—kq—ky—li—ly—1
x[1=22 =22t n— ke, — kep = L — L))
by by
X, Y m—k;—|L|-1
(152 D[+ 52 [ + m =~ 1n0g]
m—k,—|L|
B z <m -k, — |L|> ( ok ﬁ>kz—1
ky=0 kZ bm bm 2
m—|K|—|L|-1

(1= ) [ =]+ on = w- w]

esitligi elde edilir.

Es. 4.86 Es. 4.85’te yerine yazilirsa

(4.85)

(4.86)



m m-l
B0 = 0 G0=(mp Y [F () = £ (b))
;=0 I,=0
W e
m—|L| B
x}(;( k1|L|>bm(bm klﬁ)k 1<1+__|b |)

m—ky—|L|-1

Xy Y
x |14 22 = ||+ On = ke~ 1LDB]
by by,

EsBldex—>—,y—>1+ Y1 _ Y2

,m—->m— l; — [, yazilirsa

X1 X2 Y1 Y2 X1 X2 W
1+ —+————-== ) [1 e
( b, by, by

m-— kl—ll—lz—l

-, —1 ]
b b, bm+(m ky =1, —1)B

m—|L|-1
(= D[+ [ = ]+ n 1w

Z( o i) (gt )

m—k,—|L|—1

Y
x |1+ 3% = || + on =k = 1]
by by

Es. 4.88, Es. 4.87°de yerine yazildiginda

m m-l
b= dhaen 0, 3 [l

o] -] (1]~ )
X___ —_— e — RN N —
b, b b 5. TP bl b,

X Y m—|L|-1
x [1 + |—| _ |—| +(m— |L|)ﬁ]
b | |5

(4.87)

m-— ll—lz—l

(4.88)

91



92

mml

Q5 (1Y) — QB (£ 0=(1+mp) mz Z (=) = £ (o 2)] (1)

BB )
x|1- |———+(m ILI)B]m o (4.89)

f € Lipy (1, T) oldugundan

m m-ly

OG0 - QG ) D Eon) - (Eon) )
=0 I,=0
<be-id benetrel (-h—2)
o R R o
[Qm (Y = X) + Q& (¢ Y - x)] (4.90)
elde edilir.
m m—-l
o (£5Y = X)=(1+mp)*~ mz Z( ) ———] [———+Lﬁ

I L e

son esitlikte () = ( ) (ml h ) olarak yerine yazildiginda

m m-—ly

e -5 5 G ()

=0 l,=

Bl (-liai)

m—|L|-1

< [1=[po = ] + @ - 1]
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S Ly Emyyn x\(y1 % h-t
— 1-m L Z- = z -
= (I#mp) Z (m bm) (ll) (bm bm) (bm p, TP )

i;=0
m—11
SR
Do) L, AV bm by
Y X m—|L|—1
x [1— ———|+m- ILI)B] (4.91)
m m
Y2 _ X2 X1 4% Y1 Y2 _
(31l1)dex — b o Y -1+ = + b b b — m — l; yazilirsa
<1+x1 yl)[l+x1 M m—1p) ]m_ll '
P ) e
m-—l,
3 - )
15=0 lZ bm bm bm bm 2 bm bm
Y X m |L| 1
x [1— ———|+(m- ILI),B] (4.92)
m m

Es. 4.91, Es. 4.92°de yerine yazilirsa

m
l Ky rys x\/y1 x -1
Buf o - 1 1 1) (Y1 1
thY — X)=(1+mp)'™ E (—b ) ( )(———)(————l—l )
m( ) ﬂ) =6 n m l1 bm bm bm bm 1ﬁ

x<1+ﬁ—£)[1+———+(m—ll)ﬁ]
bm by bn b

= Qr*n(tfih - x1)

elde edilir. Bu esitlikte p = —,q = ﬁ olacak sekilde Holder esitsizligi uygulanirsa

1
pL
%(t”i Y- X) = Q;;l(tui Vi— x1) < [Qm(ty1 — x)]H[Qm (L yq — x1)]1_”

yazilabilir. Ayrica Q;,(e;; x) = x oldugundan.

X1 \#
Bt Y —X) < (z’—l—b—l) (4.93)
m m
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Benzer sekilde
Bu( ot Ya X2 \F
MY =-X)<(=-—= (4.94)
by b

esitsizligine de ulagilabilir.

Es .4.90, Es. 4.93 ve Es.4.94’ten asagidaki esitsizlik yazilabilir.

Qb (F:Y) — Qh (£ 0| < M[Qfy (e Y = X) + Qfy (¢85 Y = X))
yi o\ ya xp\
<z (-2

Ayni sekilde Y < X yani y; < x4,y, < x, i¢in yukaridaki ifade ayn1 sonuca ulasilabilir.

Ayrica y; < xq, %, < y,o0ldugunda ise

Y = o (£

B+ X1 xz) ﬁ*( Y1 xz)
< LI [ —_ [
= m(f’(bm’bm> m \Siy b

(1 229) - ol (122 22)| < (&_x_l)“ (&_ﬁ)”
+|Qm (f'(bm’bm G Ly =M |\5,, 7, bm by

saglandig1 goriiliir. Son olarak x; < y;,y, < x, oldugunda da yukaridaki bicimde sonug

elde edilir. Dolayisiyla

QY = QB X)| < Mllyy — xal* + [y, — x,1#]
yazilabilir. Bu ise Tanim 3.2.1 ile verilen kosulu sagladigindan ispat tamamlanir.

4.2.7. Teorem

w, bir siireklilik modili fonksiyonu ise Vn € N; le* (w) da sureklilik modili

fonksiyonudur.
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fspat
X,Y € T,X < Yolsun. Es. 4.89°da f yerine w yazilirsa

B (w3 Y) — QB (w; X)

m m-l

oSS ot

l]_:o l2=0
E

~0 (ol Gy 5,) G5, 41)

(1 b ) [ e o]+ on -]

olur. Buise Y = X oldugunda le(a); Y) > le(w; X) olmasini gerektirir. Yani Tanim 3.2.2

ii) saglanir. Ayrica w(u + v) < w(u) + w(v) oldugundan

B (@;Y) = Q5 (w; X)

m m_ll E

SRR WWICTH WA (X r1p)

><<1— %—%|)[1— %—% +(m—|L|)/3] _

= Q5 (w; Y —X)

yazilir. Bu da Qf "(w)’nin Tamim 3.2.2°de yer alan iii)’yi sagladigini gosterir. Son olarak i)
kosulu incelenirse Cheney Sharma Chlodowsky operatériiniin 6zelliginden Q,”fl*(w; 0)=0
olur. Oyleyse Qﬁ*(a); 0) = w(0) = 0 denilebilir. Boylece i) nin de saglandigi goriiliir. O

halde 1), i1), ii1) saglandigindan ispat tamamlanir.
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5. UYGULAMALAR

Bu boliimde 6rnek olarak secilmis bazi fonksiyonlar ile 6nceki bolimlerde bahsi gegen
Cheney Sharma (CS) operatorleri ve Cheney Sharma Chlodowsky (CSC) operatorlerine ait

yaklagimlar1 bilgisayar programi vasitasiyla ¢izilen grafikler tizerinde incelenmistir.

5.1. Tek Degiskenli Cheney Sharma Operatorleri

Asagida verilen Orneklerde fonksiyon ve her iki tip operatér ayni grafik icerisinde

gosterilmistir.

Sekil 5.1°de f;(x) = (1 —x?)sin(2x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatorleri

altindaki déniisiimlerinin grafikleri m = 30, $,,, = m~* almarak ¢izilmistir.

Fonksiyon
1.Tip CS

08 \
\ 2.Tip CS

0.6
0.4

02t/ \
/ !

\
\
02 \
-04 AN /

Sekil 5.1. f; ve CS operatorleri.

Sekil 5.2°de f,(x) = (1 — x?) cos(2x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatorleri

altindaki déniisiimlerinin grafikleri m = 30, B,,, = m~* almarak ¢izilmistir.

Fonksiyon
1.Tip CS
\ 2.Tip CS

0.8

0.6
0.4

0.2

- A\ /
02 /

04 \ \ /

-06 ‘\\

Sekil 5.2. £, ve CS operatorleri.
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Sekil 5.3 ile fi (x) = L))

[G) G

fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS operatorleri altindaki

doniisiimlerinin grafikleri m = 30, 8,, = m~* almarak ¢izilmistir.

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

Fonksiyon /]
1.Tip CS
2.Tip CS

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 5.3. f3 ve CS operatorleri.

1 2

Asagidaki grafikte f;(x) = (x - —) (x - —) (x -

5 5

3

—) (x - g) fonksiyonu ve bu fonksiyonun CS

5

operatorleri altindaki déniisiimlerinin grafikleri m = 30, 8, = m~* alarak cizilmistir.

|

Fonksiyon | ||
1.Tip CS
2.Tipcs ||

0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 5.4. f, ve CS operatorleri.

Grafikler incelendiginde birinci ve ikinci tip operatdrler ayni noktalardan gectigi i¢in tek bir

grafik gibi goriinmektedir.

5.2. Iki Degiskenli Cheney Sharma Operatorleri

Onceki boliimlerde oldugu gibi bu béliimde de tensér carpim ve non-tensdr carpim

operatorler ayr1 ayri incelenmistir. Bu kisimda operatorler ve fonksiyonlara ait grafikler

bilgisayarlarin kapasiteleri l¢giisiinde m = 4, n = 4 degerleri ile sinirlandirilarak ¢izilmistir.
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5.2.1. Tensor carpim Cheney Sharma operatorleri

Sekil 5.5 f:(x,y) = e Ycos(x) fonksiyonun grafigidir. Sekil 5.6 ve Sekil 5.7 ise bu
fonksiyonunm = 5,n = 5ve a,, = n~3, B, = m~3 i¢in sirasiyla birinci ve ikinci tip tensor

carpim CS operatorleri altindaki dontistimlerinin grafikleridir.

'u.,,

LA
7AAL
R
LLTT7 27T A T L Ao

S
ILIIIISsris e
VITIEIIIIIII IS S48 ot
Vs tossses =
e

Sekil 5.5. f5 grafigi

B Fonksiyon
=== 1_Tip Tensor CS

2.Tip Tensor CS

Sekil 5.7. fg ve 2.tip tensor CS operatorii
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Sekil 5.8 f¢(x,y) = sin(y)cos(x)(x — 1/3)(y — 1/2) fonksiyonun grafigidir. Sekil 5.9 ve
Sekil 5.10 ise bu fonksiyonun m = 5,n =5 ve a,, = n”3, B,,, = m™3 i¢in sirasiyla birinci

ve ikinci tip tensor carpim CS operatorleri altindaki doniisiimlerinin grafikleridir.

0.z
0.15
0.1

Z0.05

-0.05
-0.1

-0.15

Sekil 5.8. f, grafigi

I Fonksiyon

0z === 1 Tip Tensor CS

0.15
0.1
Z 0.05

-0.05
-0.1

-0.15 4

4

06 x©

08

Sekil 5.9. f, ve L1.tip tensor CS operatorii

S ronksiyon
0.2 I 2. Tip Tensor CS

0.15
0.1

Z0.05

-0.05
-0.1

-0.15

05 0.2
06 X 0.4

Sekil 5.10. f ve 2.tip tensor CS operatorii
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Sekil 5.11 f,(x,y) = e ¥sin (2x) fonksiyonun grafigidir. Sekil 5.12 ve Sekil 5.13 ise bu
fonksiyonunm = 5,n = 5ve a, = n~3, B, = m~3 i¢in sirasiyla birinci ve ikinci tip tensor

carpim CS operatdrleri altindaki doniisiimlerinin grafikleridir.

Sekil 5.11. f; grafigi

15 I onksiyon
B 1.Tip Tensor CS

Sekil 5.12. f, ve 1.tip tensor CS operatorii

1 I Fonksiyon
I 2 Tip Tensor CS

Sekil 5.13. f;, ve 2.tip tensor CS operatorii
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5.2.2. Non-tensor carpim Cheney Sharma operatorleri

Sekil 5.14 ve Sekil 5.15 f,(x,y) = e Ycos(x) fonksiyonunun m =5,8,, = m™3 i¢in

sirastyla birinci ve ikinci tip non-tensor garpim CS operatorleri altindaki doniisiimlerinin
grafikleridir.

B Fonksiyon
=== 1.Tip Non-Tensor CS
1

0.5

-0.5

I

Sekil 5.14. f, ve 1.tip non-tensor CS operatori

B Fonksiyon
R 2. Tip Non-Tensor CS
1

0.5

-05 4

I

Sekil 5.15. f, ve 2.tip non-tensor CS operatorii

Sekil 5.16 f3(x,y) = e Ysin(x) fonksiyonun, Sekil 5.17 ve Sekil 5.18 ise bu fonksiyonun
m =5,B, =m™2 icin sirastyla birinci ve ikinci tip non-tensér ¢arpim CS operatdrleri

altindaki doniistimlerinin grafikleridir.



Sekil 5.16. fg grafigi

B Fonksiyon
== 1. Tip Non-Tensor CS

Sekil 5.17. f5 ve 1.tip non-tensor CS operatdrii

B Fonksiyon
I 2. Tip Non-Tensor CS

Sekil 5.18. f5 ve 2.tip non-tensor CS operatorii
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Sekil 5.19 fo(x,y) = (y? — 1/4)e™ fonksiyonun grafigidir. Sekil 5.20 ve Sekil 5.21 ise

bu fonksiyonun m = 5, 8,, = m™? i¢in sirasiyla birinci ve ikinci tip non-tensér ¢arpim CS

operatorleri altindaki dontistimlerinin grafikleridir.
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Sekil 5.19. f, grafigi

B Fonksiyon
=== 1. Tip Non-Tensor CS

0.6

0.4+

0.2+

0.4 y

Sekil 5.20. fy ve 1.tip non-tensoér CS operatorii

B Fonksiyon
I 2. Tip Non-Tensor CS

Sekil 5.21. fy ve 2.tip non-tensoér CS operatorii
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5.3. Tek Degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatorleri

Asagida verilen orneklerde [0,2] araliginda fonksiyon ve birinci ve ikinci tip tek degiskenli
CSC operatorleri bir grafik icerisinde verilmistir. Ayni grafik icerisinde her iki tip

operatdriin tamamen ayn1 egriyi olusturdugu goézlemlenmistir.

Asagida yer alan sekilde g;(x) = (1 —x?%)sin(x/2) fonksiyonunun grafigi ve bu
fonksiyonun m = 30,8, =m=® ve b, =m®® icin CSC operatorleri altindaki

doniigiimiine ait grafik verilmistir.

05F =

S T T T T T
™ fonksiyon
N\ 1.Tip €SC
\ 2.Tip CSC
A
kY
\

-05

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 5.22. g, ve CSC operatorleri

Sekil 5.23’te g,(x) = (1 — x2/4) cos(x/2) fonksiyonunun grafigi ile bu fonksiyona ait
m = 30,8, = m~° ve b, = m*»° igin CSC operatorleri altindaki déniisiimiiniin grafigi

yer almaktadir.

1

Fonksiyon
1.Tip GSC
2.Tip csC | 1

0.8 r

06 \

041

0.2

L \\ 4
or \
N /
-
4 1.6 1.8 2

021 o

.

] 02 04 06 08 1 1.2 1

Sekil 5.23. g, ve CSC operatorleri
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Asagida verilen Sekil 5.24’te g;(x) = e* cos(x/2) fonksiyonunun grafigi ve bu fonksiyona
aitm = 30, 8,, = m~° ve b, = m®° i¢cin CSC operatorleri altindaki doniisiimiiniin grafigi

yer almaktadir.

Fonksiyon
1.Tip CSC

of \ 2.Tip CSC
N
.

Sekil 5.24. g5 ve CSC operatorleri

Asagidaki sekilde g,(x) = (x— 1/2)(x - 2/3)(x — 3/4)(x — 4/5) fonksiyonunun grafigi ve
bu fonksiyonun m = 30,8,, = m=® ve b,, = m®% icin CSC operatdrleri altindaki

doniistimiiniin grafigi yer almaktadir.

Fonksiyon
1.Tip CSC
2.5 2.Tip CSC

Sekil 5.25. g, ve CSC operatorleri
5.4. Iki Degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky Operatérleri

Bu kisimda operatdrler ve fonksiyonlara ait grafikler bilgisayarlarin kapasiteleri 6l¢iistinde

[0,3] araliginda m = 4,n = 4 degerleri ile sinirlandirilarak gizilmistir.
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5.4.1. Tensor carpim Cheney Sharma Chlodowsky operatorleri

Sekil 5.26 gs(x,y) = sin(y/2)cos(x/2)/((x + 1)(y + 1)) fonksiyonun grafigidir. Sekil
5.27 ve Sekil 5.28 ise bu fonksiyonun m = 4,n = 4,b,, = m®°, b, = n%% ve

* igin sirastyla birinci ve ikinci tip tensér carpim CSC operatorleri

ap =n"4 B =m"
altindaki doniisiimlerinin grafikleridir. Sekil 5.29 her iki operatoriin karsilagtirilabilmesi i¢in

cizilmistir.

p
24
SSSSE7 L
i ‘%“9:0';:,"‘0 (/
SNSSSSEES
5L

et
s
=

Sekil 5.26. g5 grafigi

S Fonksiyon
=== 1.Tip Tensor CSC

Sekil 5.27. g ve 1.tip tensér CSC operatorii

B rFonksiyon
I 2. Tip Tensor CSC

Sekil 5.28.g5 ve 2.tip tensor CSC operatorii
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E=== 1.Tip Tensor CSC
I 2. Tip Tensor CSC

Sekil 5.29. 1. ve 2.tip tensér CSC operatorii

Sekil 5.30 ile, Je(x,y) = [sin(y/2)cos(x)(x — 1) (y — 1)]/((x + Dy + 1))
fonksiyonun grafigi verilmistir. Sekil 5.31 ve Sekil 5.32 ise bu fonksiyonun sirasiyla birinci
ve ikinci tip tensor ¢arpim CSC operatorleri altindaki dontisiimlerinin m = 4,n = 4

degerleri ve b,, = m®°®, b, = n%% ve a,, = n7% B,, = m* icin ¢izilen grafikleridir.

0.5
0.4

0.3 RS
e
702

Sekil 5.30. g grafigi

B ronksiyon
=== 1.Tip Tensor CSC

Sekil 5.31. g, Ve L.tip tensér CSC operatorii
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B ronksiyon
I 2. Tip Tensor CSC

Sekil 5.32. g¢ ve 2.tip tensoér CSC operatorii

B=== 1.Tip Tensor CSC
I 2. Tip Tensor CSC

Sekil 5.33. 1. ve 2.tip tensér CSC operatorii

5.4.2. Non-tensor carpim Cheney Sharma Chlodowsky operatorleri

Sekil 5.34 ve Sekil 5.35 gs(x,y) = sin(y/Z)cos(x/Z)/((x + Dy + 1)) fonksiyonunun
m = 4,b,, = m®° ve B, = m~? icin sirasiyla birinci ve ikinci tip non-tensér carpim CSC

operatorleri altindaki dontigiimlerinin grafikleridir.

B ronksiyon
=== 1.Tip Non-Tensor CSC

<5
et e

z “‘:.“:::::::o
e
0 2 SIS

=
SIS

OSSO
COCSNS

TS50

Sekil 5.34. gs ve 1.tip non-tensér CSC operatorii
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- Fonksiyon

R 2. Tip Non-Tensor CSC

Sekil 35. gs ve 2. tip non-tensor CSC operatorii

Sekil 5.36 ile verilen g,(x,y) = (x? — 1)/(y? + 1) fonksiyonunun grafigi olup Sekil 5.37
ve Sekil 5.38 ise bu fonksiyonun m = 4, b, = m®> ve 8, = m~2 igin sirasiyla birinci ve

ikinci tip non-tensor carpim CSC operatorleri altindaki doniistimlerinin grafikleridir.

Sekil 5.36. g, grafigi

B ronksiyon
8 E=== 1. Tip Non-Tensor CSC

Sekil 5.37. g, ve 1.tip non-tensér CSC operatorii
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S ronksiyon
I 2. Tip Non-Tensor CSC

Sekil 5.38. g;(x,y) = (x? — 1) /(y? + 1)ve 2.tip non-tensér CSC operatorii

Sekil 5.39 gg(x,y) = (x? — 1)e™ fonksiyonun grafigidir. Sekil 5.40 ve Sekil 5.41 ise bu
fonksiyonun m = 4, b,, = m®° ve B, = m™2 i¢in siras1yla birinci ve ikinci tip non-tensor

carpim CSC operatorleri altindaki doniistimlerinin grafikleridir.

Sekil 5.39. gg grafigi

S Fonksiyon
8 E=== 1 Tip Non-Tensor CSC

Sekil 5.40. gg ve 1.tip non-tensor CSC operatorii
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- Fonksiyon

-2. Tip Non-Tensor CSC

Sekil 5.41. gg ve 2.tip non-tensér CSC operatorii
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak [5] ¢alismasi ile verilmis tek degiskenli birinci ve ikinci tip Cheney
Sharma operatorlerinin  yaklasim ozellikleri, referans alinan g¢alismadan alintilanarak
gosterilmistir. iki degiskenli Cheney Sharma operatdrleri alan yazinda arastiriimis ve ikinci
tip operatoriin [10] ¢alismasinda non-tensor ¢arpim kullanilarak, [11] calismasinda ise tensor
carpim kullanilarak gosterildigi tespit edilmistir. Bu iki ¢alismadan hareketle iki degiskenli
birinci tip Cheney Sharma operatoriiniin her iki yontemle gosterimi yapilip yakinsaklik

ozellikleri incelenmistir.

Ayrica yapilan alan yazin taramasinda [16,17] ¢caligmalarinda Cheney Sharma Chlodowsky
operatoriiniin yazilip yakinsaklik 6zelliklerinin incelendigi fark edilmistir. Burada
genellestirmesi yapilan operator, ikinci tip Cheney Sharma operatoriidiir. Buradan yola
cikarak bu tezde birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatorii yazilip yakinsaklik
ozellikleri incelenmigtir. Son olarak iki degiskenli Cheney Sharma operatorleri {izerine
caligmalar oldugu gibi iki degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky operatorlerinin
yazilabilecegi diisiiniilmiistiir. Bunun tizerine birinci tip ve ikinci tip Cheney Sharma
Chlodowsky operatorlerinin hem tensor ¢arpim hem de non-tensor ¢arpim yardimiyla iKi

degiskenli genellestirmesi yapilmis ve yakinsakliklart incelenmistir.

Belirtilen gosterimler yapilirken referans alinan calismalardaki notasyonlara miimkiin

oldugunca sadik kalinmistir.

Tezin besinci boliimiinde yer alan tek degiskenli Cheney Sharma operatorlerine ait grafikler
kolay bi¢imde c¢izdirilip yakinsakliklari grafik iizerinden gozlemlenebilmektedir. Tek
degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky operatdriine ait ¢izim yapilirken sonsuza kadar
giden bir aralikta grafigin gdsterimi imkanli olmadigindan [0,2] araligina yer verilmistir. IKi
degiskenli operatorlere ait grafikler olusturulurken bilgisayarlar sinirlayici olmustur. Bu
nedenle operatorlerde yer alan “n”, “m” degerleri sonsuza giderken incelendigi halde

grafiklerde m = 4, m = 5 gibi kiigiik degerler ile ¢alisilmak zorunda kalinmistir.

Bundan sonraki caligmalarda birinci tip Cheney Sharma Chlodowsky operatoriiniin
istatistiksel yakinsakligi incelenebilir. Bunun disinda operatorlerin  Durmeyer veya

Kantorovich genellestirmeleri yapilabilir. Parametrik genisletmeleri yapilabilir. Ayrica iKi
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degiskenli Cheney Sharma Chlodowsky operatorlerinin tiggensel bolgelerdeki 6zellikleri

arastirilabilir.
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