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OZET

Bu tez ¢alismasi, sosyal aglari temsil eden dinamik sistemler i¢in hayati 6neme sahip olan
lineer ve lineer olmayan 1s1 denklemlerine odaklanmaktadir. Arastirmanin merkezinde,
Neumann sinir kosullarinin gecerli oldugu durumlarda, zamana baglh degisen katsayinin
belirlenmesiyle ilgili bir ters problem yer almaktadir. Bu katsayi, sosyal aglardaki
kullanic1 yogunlugunun zamansal ve mekansal dagiliminmi belirleyerek, agin genel
davranigini etkileyen kritik bir parametre olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Ozellikle, bu galismada ele alian model, Fisher-KPP (Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov)
modeli ile uyumlu olup, yayilim ve biiylime siire¢lerinin matematiksel analizini kap-
samaktadir. Fisher-KPP modeli, genellikle biyolojik popiilasyonlarin dinamiklerini
incelemek i¢in kullanilir ve bu baglamda sosyal aglarda kullanicilarin etkilesimleri ve
yayilimlarint modellemek i¢in de uygun bir bilgi sunar. Modelin daha da genisletilmesi,
popiilasyon genetigi, Ginzburg-Landau teorisi ve Allen-Cahn esitligi gibi alanlarda
kullanilan kare veya kiibik dereceden lineer olmayan modellerin incelenmesini miimkiin
kilar. Bu tiir modeller, sadece biyoloji ve fizik alanlarinda degil, ayn1 zamanda sosyal
bilimler ve ekonomi gibi disiplinlerde de uygulama alani bulur.

Ters problemin ¢oziimii, 6zellikle Fourier yonteminin etkin kullanimi ve kii¢lik zaman
araliklarinda Banach sabit nokta prensibinin uygulanmasiyla saglanmaktadir. integral
operatdr denkleminin sabit noktasinin varligi, problemin ¢éziimlerine dair nemli bilgiler
sunmaktadir. Fourier yontemi, bu ¢calismada incelenen lineer ve lineer olmayan sistemler
icin kritik 6neme sahiptir.

Ayrica, lokal kan akisinin zaman ve konuma bagli perfiizyon katsayisint modelleyen
lineer 1s1 denklemi, yani Pennes modeli iizerinde de durulmaktadir. Pennes modeli,
biyolojik dokularda 1s1 transferini modellemek i¢in yaygin olarak kullanilan bir yak-
lagimdir ve bu ¢alismada, ilgili denklemlerin ¢oziimleri Fourier yontemi ve Carleman
kestirimiyle elde edilmektedir. Bu teknikler, dokuda 1s1 transferi dinamiklerini anla-
mak ve modellemek icin hayati 6neme sahip olup, tibbi uygulamalarda yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Sonug olarak, sosyal aglardaki kullanici yayilim siire¢lerini anlamak i¢in yeni bir per-
spektif sunmakta ve bu tlir dinamik sistemlerin modellenmesinde matematiksel yontem-
lerin etkinligini vurgulamaktadir. Bu calisma, 6zellikle tibbi goriintiileme ve 1s1 transferi
gibi uygulamalarda, sistem dinamiklerini daha iy1 anlamak ve optimize etmek i¢in gii¢lii
araclar sunmaktadir ve karmasik sistemlerin modellenmesi ve analiz edilmesinde klasik
matematiksel yontemlerin etkinligini vurgulamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Neumann Simir Kosullari, Sosyal Ag Modeli, Fisher-KPP Mo-
deli, Pennes Modeli, Fourier Yontemi, Carleman Kestirimi.
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ABSTRACT

This thesis focuses on linear and nonlinear heat equations that are vital for dynamic
systems representing social networks. At the center of the research is an inverse problem
concerning the determination of a time-varying coefficient under Neumann boundary
conditions. This coefficient is a critical parameter that influences the overall behavior
of the network by determining the temporal and spatial distribution of user density in
social networks.

In particular, the model considered in this study is consistent with the Fisher-KPP
(Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov) model, encompassing the mathematical analysis of
spreading and growth processes. The Fisher-KPP model is typically used to examine
the dynamics of biological populations, and in this context, it provides valuable insights
for modeling user interactions and spreads in social networks. Further expansion of
the model allows for the examination of nonlinear models of quadratic or cubic degree
used in fields such as population genetics, Ginzburg-Landau theory, and Allen-Cahn
equation. Such models find applications not only in biology and physics but also in
social sciences and economics.

The solution of the inverse problem is achieved through the effective use of the Fourier
method and the application of the Banach fixed-point theorem over small time intervals.
The existence of a fixed point of the integral operator equation provides significant
insights into the solutions of the problem. The Fourier method is crucial for the linear
and nonlinear systems studied in this research.

Additionally, the study also focuses on the linear heat equation, known as the Pennes
model, which models the perfusion coefficient dependent on time and location for
local blood flow. The Pennes model is a widely used approach for modeling heat
transfer in biological tissues, and in this study, the solutions to the relevant equations are
obtained using the Fourier method and Carleman estimates. These techniques are vital
for understanding and modeling heat transfer dynamics in tissues and are commonly
used in medical applications.

In conclusion, this study offers a new perspective for understanding user spreading
processes in social networks and emphasizes the effectiveness of mathematical methods
in modeling such dynamic systems. It provides powerful tools for better understanding
and optimizing system dynamics, particularly in applications such as medical imaging
and heat transfer, and highlights the effectiveness of classical mathematical methods in
the modeling and analysis of complex systems.

Keywords: Neumann Boundary Conditions, Social Network Model, Fisher-Kpp
Model, Pennes Model, Fourier Method, Carleman Estimation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

(0, 1) araliginda 6lgiilebilir ve karesi Lebesgue anlaminda integralle-
nebilen fonksiyonlar uzayi.

la, b] araliginda stirekli fonksiyonlar uzayi.

la, b] araliginda (n > 1) n. mertebeye kadar siirekli tiireve sahip fonk-
siyonlar uzay1.

R? {izerinde {(x,t) : 0 <z < 1,0 < t < T} seklinde bir dikdortgen-
sel bolge.

Q7 dikdortgensel bolgede siirekli ve k, [ negatif olmayan tam sayilar
olmak lizere, x’e gore k mertebeye kadar, ¢’ye gore [ mertebeye kadar
stirekli kismi tiirevlere sahip olan fonksiyonlar uzay1.
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1. GIRIS

Ters problem kavrami, 6zellikle jeofizik alaninda bilinmeyen terimlerin, giris-¢ikis
veya neden-sonug iliskilerini belirleme ihtiyacini ifade etmek icin ortaya ¢ikmustir.
Glinlimiizde, ters problem terimi, eksik veriyi daha iyi belirlemek veya olusturmak
amaciyla kullanilir. Bagka bir deyisle, bu terim, problemlerin kaynaklarini veya neden-
lerini tanimlama, hatta belirlenmis denklemlerdeki parametreleri tahmin etme amacini
tagir. Uzay ¢aligmalarinda ortaya atilan tahminlerin, ters problem kullanilarak bulu-
nan verilerle nasil desteklendigini 6rnek olarak gosterebiliriz [1]. Benzer sekilde, ters
problemler astronomi ve jeofizik gibi bilimin farkli alanlarinda da kullanilmaktadir
[21.[3].

Matematiksel modellerde, bir denklemin parametrelerine veya terimlerine dogrudan
erisebildigi problemlere “direkt problem” denir. Ancak bircok durumda, parametreler
veya terimler dogrudan 6l¢iilemez ve bu durumda karsimiza ters problemler ¢ikar. Ters
problemlerde elde edecegimiz bilgi, diger dl¢iilebilir degerlere bagli fiziksel bir deger
alir. Bu problemde zor olan kisim, 6l¢iilebilir verilerin fiziksel degerlere baglayan
modellerin karmasikligidir. Genellikle bu tiir problemlerde integral denklemleri veya
kismi diferansiyel denklemler kullanilir. Dolayisiyla, direkt problemlerin ¢6ziimii, ters
problemlerin ¢6zlimiine gére daha basittir, ¢iinkii ters problemler elde edilen verilerden

bilinmeyen degerleri hesaplayan problemlerdir.

Matematiksel fizik problemleri gergek fiziksel siirecleri tanimladigindan, bu problem-
lerin matematiksel formiilasyonu asagidaki Hadamard’in iyi tanimli problemleri i¢in

onerdigi li¢ dogal gereksinimleri karsilamalidir:
a) Coziim, belirli bir M; smifi i¢inde var olmalidir.
b) Coziim, belirli bir M, fonksiyon sinifinda tek olmalidir.

¢) Coziim, problem verilerine (baslangi¢ ve sinir verileri, homojen olmayan terim,

denklemin katsayilari, vb.) stirekli bagimli olmalidir.

Yukarida belirtilen (a)-(c) gereksinimlerini saglayan bir problem iyi tanimli olarak
adlandirilir ve karsilik gelen M; N M, fonksiyon kiimesine 1yi tanimlilik sinifi denir.

Matematiksel fizik problemleri i¢in dogru formiilasyonlari bulmak ve ¢dziimlerini (kesin



veya yaklasik) olusturma yontemleri, matematiksel fizik denklemlerinin incelenmesinin
ana igerigidir. Ters problemlerde matematiksel modeller i¢in parametre sayisi, 6l¢iilen
verilerden daha az oldugundan, ek kosullar eklemek gerekir. Bu durumda, diizenleme
yontemi kullanilabilir. Bu yontem, ¢dziim iizerine olabilecek en az varsayimlar getirerek

ve gereginden fazla kosullar1 6nleyerek problemin diizeltilmesini saglar.

Bu tez ¢aligmasinda, Neumann sinir kosullar1 ve agirlik fonksiyonlu integral ek kosulu
altinda 1s1 denklemi i¢in katsay1 ve ¢6ziim belirleme problemi incelenmistir. Ayrica,
uygun kosullar altinda lineer olmayan terimlerin modellerinin varlig1 ve tekligi goster-
ilmistir. Bu tezde, daha 6nceden yapilan calismalara [4],[5] benzer 6rnekler sunulmustur.

Calisma, asagidaki matematiksel denklem ve kosullar altinda incelenmisgtir:

Qr ={(z,t): 0<z<1,0<t<T}, (1.1)

U = Uzy — (t)g(u) + f(z,1), (2,1) € Qr, (1.2)

u(z,0) =¢(x), 0<z<1, (1.3)

u(0,8) =0, wup(1,6)=0, 0<t<T, (1.4)

/1w(a:)u(x,t) dr—h(t), 0<t<T (1.5)
0

(1.1)-(1.5) denklemlerinden u(x, ) bulunmasi problemine diiz problem ve (1.1)-(1.5)
denklemlerinden {«/(t), u(x, t)} ¢iftinin bulunmasi problemine ters problem denir. Prob-
lemimiz (1.1) bélgesinde (1.2) denkleminin (1.3) baslangi¢ kosulu, (1.4) Neumann sinir
kosullu ve (1.5) integral ek kosulu altinda {a(t), u(x,t)} ¢iftinin bulunmasi1 problemi
oldugundan ters problemdir. Burada ¢(x) ve h(t) fonksiyonlar: verilmistir. (), belirli
bir zamandaki toplam enerjinin veya kiitlenin matematiksel bir ifadesidir. Bu fonksiyon,
enerji veya kiitle miktarinin zaman i¢inde nasil degistigini tanimlar. Fizikte genellikle en-
erji veya kiitle, F veya m gibi sembollerle gosterilir, ancak burada h(t) kullanilmaktadir.
Bu fonksiyon, genel gorelilik veya klasik mekanik gibi fiziksel sistemlerde zamanla
degisen enerji veya kiitle durumunu ifade etmek i¢in kullanilabilir. (1.5) integral ek
kosulu, enerjinin spesifikasyonu olarak adlandirir. Ayrica 1s1 transferi, termoelastisite,
kontrol teorisi, yasam bilimleri gibi bir¢ok énemli uygulamada kullanilmistir. Ornek
olarak bir 1s1 transfer siirecinde, u sicaklik dagilimini temsil ederse (1.1)-(1.5) kontrol

problemi olur. Eger w(z) agirlik fonksiyonu §(z — zy), xo € (0, 1) olursa (1.5) integrali

2



asagidaki sekilde olur:
1
/ Oz — xo)u(z, t)dr = u(zo,t), 0<t<T. (1.6)
0

Burada x( noktasina gozlem noktast denir ve 1s1 bu noktada bilinir ve diger noktalarda

kontrol edilir.

Bu ifade, tez ¢aligmasinin ana hatlarin1 ve inceleme yapilan matematiksel problemin
temel bilesenlerini agiklar. Bu tezde, lineer ve lineer olmayan parabolik baslangic
siir deger problemlerinde bilinmeyen bir sabit veya bilinmeyen fonksiyonu tanimlama
sorunu ele alinmistir. Parametrelerin fiziksel anlamlar1 ve giinliik hayattaki kargilik-

larindan s6z edilmistir.

Kismi diferansiyel denklemlerde, ek kosullar veya ek sinir verileri araciligryla bilin-
meyen katsayilar1 belirleme problemi {izerine yapilmis bazi ¢alismalar bulunmaktadir
[6-9]. Bu bilinmeyen parametreler, genellikle kaynak terimleri, u, u, veya lineer ol-
mayan terimin katsayilar1 ve sinir kosullarindaki katsayilar gibi degiskenlik gostermek-
tedir. Bu parametreler, zaman ve uzaya (konuma) bagli olabilir veya sadece zaman veya

sadece uzayla iligkilendirilebilir.

Ozellikle 1s1 transferi problemlerinde, difiizyon katsayisi zamanla degisebilir veya
uzayla degiskenlik gosterebilir. Difiizyon katsayisi, 1s1 transferini belirleyen 6nemli bir

oo

parametredir ve zaman veya uzayla nasil degistigi, sistemdeki 1s1 dagilimini etkileyebilir.

Ayni sekilde, 1s1 denklemindeki potansiyel ve kaynak terimleri de zaman veya konumla
iligskilendirilebilir. Bu terimler, sisteme eklenen veya ¢ikarilan 1s1 miktarini temsil eder
ve bu miktarin zamanla veya uzayla nasil degistigi, 1s1 transferi probleminin ¢6ziimiinii
etkiler. Is1 iletkenliginde en sik karsilasilan ters problemler, 1s1 kaynagi tanimlama

problemleridir. Bu problemler, ¢esitli bilimsel ve miihendislik uygulamalarindaki

onemleri nedeniyle birka¢ on yildir aragtirtlmaktadir [10-12].

Sonug olarak 1s1 denklemi parametrelerine gore degiskenlikler gosterebilir. Genel olarak
1s1 denklemi
ur = Dug, + a(x, t)g(u) + F(z,t) (1.7)

olarak tanimlayabiliriz. Burada D, «, ve F' fonksiyonlar sabit, zaman ve/veya konuma

bagli olabilir. D parametresi difiizyon ya da iletken katsayis1 olarak, o fonksiyonu



genellikle potansiyel katsay1 ve /' fonksiyonu kaynak terim olarak adlandirilir.
Parametrelerdeki degiskenlere gore 1s1 denklemin uygulama alanlarina géz atalim.

1. Uzaya(Konuma) Bagh Kaynak Problemi: Ters kaynak problemleri, genellikle
bir sistemden kaynaklanan bir etkinin nedenini, kokenini belirleme problemlerini
ifade eder ve konuma bagli kaynak terimi zamana bagl iist sinira bagli ek kosu-
luna dayali olarak yeniden olusturulur [13, 14]. Bu tiir problemler genellikle
gozlemler veya deneylerin sonuglarini1 gézlemleyerek veya Olcerek, bu sonuglar-
dan geriye dogru kaynagin 6zelliklerini ¢ikarmay1 amaglar [15]. Ornegin, cevresel
kirlilikle ilgili bir ters kaynak problemi, su kaynaklarindaki kirliligin nedenini
belirlemeye calisabilir. Bu tiir problemler, matematiksel modelleme, istatistiksel
analiz ve benzeri teknikleri iceren alanin pargasidir. Bagka bir uygulama alani da

foto-akustik ve floresans tomografide [16, 17] ortaya ¢ikmaktadir.

2. Zamana Bagh Kaynak Problemi: Bu boliim, cesitli gegici 6l¢timlerden zamana
bagl kaynaklarin yeniden olusturulmasiyla ilgilidir [18, 19]. Bilinmeyen, zamana
bagl bir nicelik oldugundan, genel kural, ayn1 zamana bagli anlami tasiyan bir
niceligi 6lgmeye calismaktir; 6rnegin, sabit bir uzay noktasinda sicaklik dl¢iimii,

bir siir 1s1 akis1 veya termal sistemdeki kiitle/enerji gibi.

3. Zaman ve Uzaya(Konuma) Bagh Kaynak Problemi: Bir tarladan gelen giibre
yagisinin bir akarsuya stiriiklenerek sucul yasami etkiledigi pratik bir durumu
diisiiniin. Ardindan, su kirliligi uygulamasinda, yonetici modeldeki heterojen
kaynak terimi bilinmeyen ve belirlenmesi gereken bir durumdur. Bu nedenle, son
yillarda 1s11 (diflizyon) denklem igin ters kaynak problemleri 6nemli 6l¢iide ilgi
cekmistir [19, 20]. Bu ¢alismalar katsay1 kaynak fonksiyonunu ya uzay ya da
zamana bagli degiskenlere bagl olarak belirlemeye ¢alismigtir. Bunun yani sira,
hem uzay hem de zamana baglh degiskenlere bagli olarak bir kaynagin bir sonlu
Olcti veri setinden yeniden olusturulmasi denendi [21, 22]. Bu bolimde hem
uzaya hem de zamana bagli olan, ancak ya toplam ya da ¢arpan olarak ayrilabilen

ters 1s1 kaynagi fonksiyonlar: ele alinmaktadir [23-25].



4. Zamana Bagh Difiizyon Katsayisi: Son donemlerde, 1s1 denklemlerindeki za-
mana bagli difiizyon katsayisini belirleme ciddi bir ilgi odag1 olmustur [26-32].
Zamanla degisen diflizyon katsayilari, radyoaktif bozunma veya hasara ugrayan
dokularda bozunma derecesi ve hiicre i¢indeki protein tasimasinda oldugu gibi
bir¢ok biyolojik ve fiziksel sistemde karsilagilan anormal difiizyondan kaynaklan-
maktadir. Is1 denklemindeki oncii katsayisinin veya en yiiksek dereceden tiirevin
katsayisinin belirlenmesi genis bir sekilde arastirilmistir [33, 34]. Is1 iletim
denklemindeki zamanla degisen iletkenligin tanimlanmasi, [35, 36] tarafindan

gelistirilen cesitli teknikler kullanilarak agiklanmaktadir.

5. Uzaya(Konuma) Bagh Difiizyon Katsayisi: Onceki boliimde, bilinmeyen iletken-
lik zamanla degisken iken, bu boliimde iletkenlik genellikle uzayla iliskilendirilen
fonksiyonel bir siiflandirilmis veya heterojen bir ortami tanimlayacak sekilde
diistiniilmektedir. Konuma bagl difiizyon katsay1 hidroloji, malzeme bilimleri,
151 transferi ve tasima problemleri ¢esitli fiziksel ve miihendislik alanlarinda or-
taya ¢cikmistir [2, 37, 38]. 1lk olarak bir boyutlu rezervuardaki birka¢ konumdaki
gecirgenlik dlclimleri ile birlikte basing verilerinden bir uzaysal gegirgenlik belir-
lenmesi ele alinmaktadir [39]. Ikinci olarak bir kesikli anizotropik iletkenligin
yeniden elde edilmesi analiz edilmektedir. Ugiincii olarak belirli bir tip katmanl
ve zamanla degisen ortotropik iletkenlik sinir verilerinden yeniden elde edilmekte-
dir. Heterojen sistemlerdeki molekiiler tasimanin analizi, malzeme kimyasindan
biyofizige kadar genis bir uygulama alanina sahiptir. Ozellikle konum bagiml
difiizyon sabiti tizerinde durarak, molekiiler dinamik simiilasyonlar1 ve molekiiler

hareketin nasil degerlendirirdigi incelenmistir [40].

6. Zamana Bagh Potansiyel Katsayisi: Canli dokularin biyois1 transfer modeli,
vaskiiler sistem boyunca kan perflizyonunu ve metabolik 1s1 iiretimini dikkate alan
ve ilk kez Pennes tarafindan tanitilmigtir [41]. O zamandan beri, termal dokularin
ozellikleri iizerine yapilan ¢alismalara yeniden ilgi olmus ve farkli senaryolarda
kullanilan gesitli biyois1 transfer denklemleri 6nerilmistir. Bu ylizden zamana
bagl potansiyel katsayisinin belirlenmesi biyoisi i¢in 6nemlidir [42]. Ayrica,
bu katsayiya Pennes modelinde perfiizyon katsayisi olarak da adlandirilir. Bu
tez ¢aligmasinda caligilan konulardan biri de zamana bagli potansiyel katsayinin

bulunmasidir.



7. Konuma Bagh Potansiyel Katsayisi: 1948’de Pennes tarafindan tanitilan biyoisi
denklemi, insan fizyolojisinde ortaya ¢ikan iki 6nemli bilesen arasinda matem-
atiksel bir baglanti kurar: sicaklik ve kan perflizyonu. Yasam siirecleri i¢in
gerekli olan oksijen ve besin maddelerini saglama konusundaki dogal fizyolojik
onemi, kan perflizyonuna insan viicudunun farkli bolgeleri tizerinde herhangi bir
karmasik tibbi uzmanlikta merkezi bir rol verir. Kan perfiizyonu, zaman iginde
doku basina degisen kan hacmi olarak tanimlanir [43],[44]. Mikroskobik olarak,
insan viicut dokusu i¢indeki yerel, cok yonlii akisa atifta bulunurken, makrosko-
bik diizeyde, kan perfiizyonu, keyfi karmasik yollar boyunca evrilebilecegi i¢in
yOnsiliz bir miktar olarak kabul edilir. Benzer sekilde konuma bagl perfiizyon

katsayis1 hakkinda arastirmalar yapilmistir [45].

8. Integral Ek kosulu: Integral ek kosulunun 1s1 denklemlerinde belirlenmesi
miihendislik ve fizik alanlarinda 6nemi vardir [31, 46-50]. Bu tiir kosullar, 1s1nin
transferinde, termoelastisitede, kontrol teorisinde, yasam bilimlerinde vb. bir¢cok
onemli uygulamadan kaynaklanir. Ornegin, [51]’de belirtilen ince bir cubuktaki
1sinin yayilmasinda, ¢ubuktaki toplam 1s1 miktarinin degisim yasasi ele alinmustir.
Buna ek olarak agirlik fonksiyonu igeren integral ek kosullar1 termoelastisite,
kimya miihendisligi, 1s1 iletimi ve plazma fizigi gibi alanlarda yaygin bir sekilde

kullanilmaktadir [30, 52-56].

Bu tiir parametrelerin zaman ve uzay baglaminda nasil degistigini anlamak, bir ters
problemi ¢ézerken karsilasilan zorluklar1 ve ¢6ziim stratejilerini anlamak agisindan
kritiktir. Ters problemler, genellikle gercek diinya uygulamalarinda, sistemin i¢ yapisini
veya davranisini daha iyi anlamak amaciyla ortaya ¢ikar ve matematiksel modellemenin

karmasikligini ortaya koyar.

Birinci béliim, tezin giris kismini igermektedir. ikinci béliimde, tezde kullanilan
temel tanimlar, teoremler ve uzaylar hakkinda bilgiler sunulacaktir. Ugiincii bdliimde
lineer ve lineer olmayan 1s1 denklem modellerinin fiziksel ve biyolojik modellerinden
bahsedilmistir. Dordiincii béliimde, konuma bagl potansiyel katsayili lineer 1s1 den-
kleminin carleman kestirimi yardimiyla tekligi gosterirmistir ve zamana bagli potansiyel
katsayili lineer 1s1 denkleminde ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi, genellestirilmis Fourier
yontemi ile ikinci tiirden bir Volterra integral denkleminin tek ¢oziilebilirligi ile bir-

lestirilerek kanitlanmis ve agirlik fonksiyonun 6zel durumlarda gerekli kosullardan
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bahsedilmistir. Besinci boliimde, lineer olmayan 1s1 denkleminde bir dnceki boliimde
ele aliman yardime1 problemin 6zdegerleri ve ortonormal 6zfonksiyonlar1 kullanilarak,
0zfonksiyonlar bakimindan yapilan seri genisletme yontemi, ters problemin uygun
Banach uzayindaki sabit nokta problemine doniisiimiinii gerceklestirir. Baslangi¢ ve
sinir verileri izerindeki tutarlilik ve diizenlilik kosullar, ayrica lineer olmayan terim
tizerindeki Lipschitz kosulu altinda, ters problemin varlig1 ve tekligi, Banach-sabit
nokta teoremini kullanarak kiiclik T i¢in tek ¢ozlimiin var oldugu gosterilmistir. Altinci
bdliimde, tigiincii boliimde bahsedilen modellerin besinci boliimdeki kosullar sagladigi
gosterilmistir. Yedinci boliimde, tezde yapilan ¢alismalardan ve yapilan ¢alismalardan

faydalanarak yapilabilecek caligmalardan bahsedilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde tezde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.

Teorem 2.1 (Weierstrass-M Testi): Bir A C R kiimesinde, { f,,} gercel veya karmagik

degerli bir fonksiyonel dizi olsun. Hern > 1 ve x € A igin

|[fo(2)| < My,

esitsizligini saglayan M, pozitif katsayilar1 olsun. Ayrica,

>
i=1

serisi yakinsak olsun. O zaman
oo
> ful)
i=1

serisi A kiimesi lizerinde diizgiin yakinsaktir.

Weierstrass M testinin daha genel bir versiyonu ise { f,, } fonksiyonlarinin hedef kiimesinin

Banach uzay1 oldugu durumdur. Bu durumda,
| fal < M,

ifadesi
| fall < M,
haline gelir. Burada ||.|| Banach uzayindaki normdur.

Tanim 2.1 (Sikistiran Tasvir): (M, d) metrik uzay ve 0 < ¢ < 1 olmak iizere ¢ bir

sabit olsun, Oyle ki her x,y € M i¢in asagidaki esitsizlik saglansin:

d(T(z), T(y)) < qd(z,y).

Bu durumda 7' : M — M fonksiyonuna sikistiran tasvir ve ¢ degerine sikigtiran sabit

denir.

Teorem 2.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi): M/, bos olmayan tam metrik uzay ve



T : M — M sikigtiran tasvir olsun. Bu durumda 7'(z*) = x* esitligini saglayan tek
sabit 2* € X noktasi vardir. Ayrica herhangi xy € X i¢in x,,1 = T'(z,) seklinde

tanimlanan iteratif dizisi d metrigine gére x* sabit noktasina yakinsar.

Tanim 2.2 (Lipschitz Siirekliligi): d, ve d, sirasiyla X ve Y uzayinda metrik olmak
tizere (M, d,) ve (M, d,), sirastyla X ve Y uzaylarinda metrik uzaylar olsun. f : X —

Y bir fonksiyon olsun. Eger her x1, x5 € X i¢in asagidaki esitsizlik saglaniyorsa:

dy(f(z1), f(22)) < K - dy(71, 22)

seklinde bir K > 0 pozitif reel sabiti varsa, f fonksiyonuna Lipschitz siirekli fonksiyonu

denir.

Tanim 2.3 (Gronwall Esitsizligi): /, [a, 00), [a, b] veya [a, b) (burada a < b) bigiminde
gergel dogru tizerinde bir araligi temsil etsin. «, 8 ve u gergel degerli fonksiyonlar
olmak tizere, bunlar [ lizerinde tanimli olsun. (3 ve w siirekli fonksiyonlar oldugunu ve
o’nin negatif kisminin 7/ nin her kapali ve sinirh alt-araliginda integrallenebilir oldugunu

varsayalim.

1. Eger 3 pozitif ise ve u, asagidaki integral esitsizligini sagliyorsa

u(t) < at) + /tﬁ(s)u(s) ds, Vtel,

0 zaman

u(t) < alt) + /toz(s)ﬂ(s) exp (/:5@) dr) ds, tel.

a

2. Ek olarak, o fonksiyonu artan ise,
t
u(t) < alt) exp (/ B(s) ds), tel.

Tanim 2.4 (Dirac Delta Fonksiyonu): Dirac delta fonksiyonu (), gergel dogru
tizerinde, her yerde sifir olan ve sadece kokiinde sonsuz olan bir fonksiyon olarak

kabaca diistiniilebilir,



+o0, =0

d(z) ~
0, x#0

ve ayn1 zamanda asagidaki kimligi saglamak {lizere sinirlanmaistir:

/_Zé(a:)dle.

Dirac delta fonksiyonunun temel 6zelligi sudur:

/_ " f(@)d(x — a)dz = f(a)

ve aslinda,

/a+6 f(@)o(x —a)dzr = f(a) (e>0igin).

Tanim 2.5 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): H i¢ ¢carpim uzay1 olsun. u,v € H igin
[(u, 0)| < flu| - [lv]]

esitsizligi dogrudur. Burada:
* [{(u,v)|: u ve v vektorlerinin i¢ garpiminin mutlak degerini temsil eder.
* ||ul]: w vektoriinin normunu (uzunlugunu) temsil eder.
* ||v]]: v vektoriiniin normunu (uzunlugunu) temsil eder.

Tamim 2.6 (Bessel Esitsizligi): H bir Hilbert uzayi ve ey, es, . . . H uzayinda bir ortonor-
mal dizi olsun. Herhangi bir = € H igin (-, -), H Hilbert uzayinda bir i¢ carpim olmak

luzere
o

Dz < el
i=1

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.7 (Sturm-Liouville Problemi):

% {p(m)%u(m)} + q(z)u(r) = —dw(z)u(z)
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Bu denklemde, u(x) bilinmeyen fonksiyonu temsil eder ve x bagimsiz degiskenini
ifade eder. p(z), ¢(x), ve w(x) verilen fonksiyonlardir ve p(z) genellikle sifirdan farkl
bir pozitif fonksiyon olarak kabul edilir. A\, parametresi 6zdeger (eigenvalue) olarak

adlandirilir.

Sturm-Louville operatoriinii

d du

L] = 4 )| + atolu

olarak tanitiriz ve Sturm-Louville denkleminde p > 0, r > 0 ve p, ¢ siirekli fonksiyonlar

olmak tlzere:

Liu]+Au=0 (2.1
B,Ju] = au(a) + asp(a)il(a) = 0 22)
By[u] = Biu(b) + Bop(b)u’(b) = 0 (2.3)

at+a3 # 0, B2+ 2 # 0 kosullarmin saglandigini diisiinelim. Baslangig deger problem-
inin ¢6ztimii olan A = p kompleks bir say1y1 bulma problemine Sturm-Louville Problemi

denir. A = p degeri bir 6zdeger ve buna karsilik gelen ¢oziim y, 6zfonksiyondur.

Teorem 2.3: u ve v, (2.1)-(2.3) denkleminin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6z-
fonksiyonlari olsun. O zaman u ve v fonksiyonuna gore [a, b] araliginda ortogonaldir,

yani

/ u(z)v(x)dx = 0. (2.4)

Teorem 2.4: (2.1)-(2.3) denkleminin tiim 6zfonksiyonlar1 ‘esasli’ reel degerlidir.

Teorem 2.5: (2.1)-(2.3) denkleminin tim 6zdegerleri basittir, yani her 6zdegerle ilisk-

ilendirilmis yalnizca bir bagimsiz 6zfonksiyon bulunmaktadir.

Teorem 2.6: L[u]| = —\u, B,[u] = Bgslu] = 0 olan L|[u] probleminin 6zfonksiyonlari

{un(x)}, A = 0 6zdegeri degilse, |«, 5] Uizerinde tam ortogonal kiime olusturur.

Teorem 2.7 (Hilbert-Schmidt 1): Oz eslenik L diferansiyel operatorii verilmis olsun.

Her u € D(L) igin
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burada D(L) = {u € C?[a,b] : B,[u] = By[u] = 0}. Bu durumda, her v € D(L) igin

k=1

diizgiin yakinsak ayrisim: dogrudur. Burada X, = Xy (x), K = 1,2,... L’nin ortonor-

mal 6zfonksiyonlaridir.

Sonug 2.1: Hilbert-Schmidt teoreminin kosullar1 altinda

[Jull* = ZI (u, Xi)[*

Parseval esitligi saglanir. Simdi teorem 2.7’yi (ayrisim teoremini) Lo[a, b]’de tamhiga

genisletelim.

Teorem 2.8 (Hilbert-Schmidt 2): Her v € Ls[a, b] fonksiyonu igin

i U Xk Xk
k=1

ayrisimi dogrudur, burada yakinsaklik L,’deki yakinsama anlamindadir.

u—iuXka =0

k=

lim
n—oo

burada X, k = 1,2,... bir 6zeslenik diferansiyel operatoriiniin ortonormallestirilmis

ozfonksiyonlaridir.

Sonug 2.2: Her 6zeslenik L diferansiyel operatori i¢in, ortonormal Xy (x),k =1,2,...

ozfonksiyonlar sistemi Ls[a, b]’de tam ortonormal sistem (ortonormal baz) olusturur.
Ornekler:

1.

Dirichlet sinir kosullu Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri ve ortonormal
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ozfonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:

X, (z) = V2sin(mnz), n=1,2,...

Neumann sinir kosullu Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri ve ortonormal

ozfonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:

A= (mn)?, n=0,1,2,... (2.5)

Xo(z) =1, X,(x)=+V2cos(mnz), n=12,... (2.6)

Ozfonksiyonlar sistemi L,[0, 1]’de ortonormal bazdur.

Neumann-Dirichlet sinir kogullu Sturm-Liouville problemi 6zdeger ve ortonormal

ozfonksiyonlari sirasiyla asagidaki gibidir:

2 _ 2
Ap = (%) L on=1,2,...

Xo(2) = V2 cos (W) n=12,...

13



{1,v2cos(2mnz),V2sin(2rnz)}, n=1,2,...

Ozfonksiyonlar dizisi L»[0, 1]’de ortonormal bazdir.

Tamim 2.8 (Ortogonallestirme): H Hilbert uzayinda lineer bagimsiz f,,,n = 1,2, 3, ...

vektorler sistemi

fl hn
€1 9 €n = 3 n = 27 37
11l |2
Ve
n—1
hn - fn - Z(f’m ek)ek
k=1

seklinde e,,,n = 1, 2, ... vektorler sistemi diizenlemek miimkiindiir ki,

1, egern=m

(€n7em) =
0, egern#*m

ortonormaldir ve span{ f,,,n = 1,2,...} = span{e,,n = 1,2,...}.

Tanim 2.9 (Schauder Bazi): H Hilbert uzayinda f;,k = 1,2,... vektorler dizisi

verilsin. Eger her h € H vektori igin

h = chfk = nh_{lgozckfk
k=1 k=1

dogru olursa ve bu gosterim tekse, o halde f, k = 1,2, ... dizisi H da bir bazdir.
Sonugc 2.3: Yukaridaki tanimdan su sonuclar1 elde edebiliriz:

* H ayrilabilirdir.

* fr,k=1,2,...dizisi tamdur.

* fi,k=1,2,... lineer bagimsizdir.

Tanim 2.10: Ayrilabilir Hilbert uzayinda tam ortonormal sistem mevcuttur ve bu sistem

baz olusturur.

Tamim 2.11 (Volterra integral Denklemi): F(t) bilinmeyen fonksiyon, K (z, t) gekirdek

fonksiyonu ve r ¢oziilmesi gereken bilinmeyen fonksiyon olmak iizere 1. tiir lineer
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Volterra integral denklemi
t
F(t) :/ K(t,)r(r)dr,
0
2. tlir Volterra integral denklemi
t
r(t) = F(t) —l—/ K(t,7)r(r)dr
0

seklinde ifade edilir.

Not 2.1: Birinci tiir volterra integral denklemini diigiinelim:
t
F(t) = / K(t,r)r(7)dr.
0
Yukaridaki ifadenin her tarafini ¢’ye gore tiirevini alalim:
t
F'(t) = K(t,t)r(t) +/ Ki(t, 7)r(T)dr.
0

Her tarafit K (t,t) # 0 ile bolelim:

(1) YK (t,T)
r(t) = K1) —/O K1) r(r)dr,
F'(t)
K(t,t)

Ki(t,7)
K(t,t)

= Fi(t) we = Ki(t, 1)

olsun. Bu durumda asagidaki 2. tiir volterra integral denklemi elde ederiz:

r(t) = Fi(t) +/0 Ky (t,7)r(r)dr.
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3. LINEER VE LINEER OLMAYAN ISI DENKLEM
MODELLERI

Is1 denklemleri, kimya ve biyoloji gibi ¢esitli bilim dallarinda gézlemlenen karmasik
olaylar1 yakalayan temel matematiksel yapilar olarak 6nem tasir. Temelde, bu denklem-
ler maddelerin mekansal difiizyonu ile bir ortamda reaktif etkilesimlerini agiklar. Bu

etkilesimler, siklikla karmasik ve ilgi ¢ekici desenler, yapilar ve davranislar olusturur.

Lineer olmayan 1s1 denklem modelinin temeli, maddelerin sadece mekansal olarak
hareket etmekle kalmayip birbirleriyle etkilesime girerek doniistimlere ugradigi prensi-
bine dayanir. Bu karmasik difiizyon ve reaksiyon etkilesiminin matematiksel olarak
ifadesi kismi diferansiyel denklemler (KDD) ile gerceklestirilir. Bu denklemler, tipik
olarak maddelerin konsantrasyonlarinin difiizyon ve reaksiyon mekanizmalar1 nedeniyle

zamanla ve mekansal olarak nasil evrildigini tanimlar.

Turing desen olusumu gibi en ikonik ornekler, Lineer olmayan 1s1 denklem dinamik-
lerinin 6nemini ve gilizelliklerini ortaya koymaktadir. Bu desenler, zebra ¢izgilerinden
karmasgik biyolojik morfolojilere kadar ¢esitli sekillerde kendini gosterir ve dogal olay-

lar1 agiklamada bu matematiksel modellerin giiciinii sergiler.

Is1 denklemleri i¢in matematiksel modelin bu incelemesinde, temel prensiplere, hiikkme-
den denklemlere ve ¢esitli alanlarda uygulamalara dalmay1 amagliyoruz. Bu yolculukta,
bu denklemlerin igsel zarafetini ve karmasikligini ortaya ¢ikararak, gercek diinya olay-

larin1 anlama ve 6ngérme konusundaki vazgegilmez rollerini vurgulamay1 hedefliyoruz.

3.1. Lineer Is1 Modelleri

3.1.1. Pennes Modeli

Harry H. Pennes, insan viicudundaki 1s1 tiretimi ile bolgesel kan akis1 arasindaki baglanti
hakkinda ¢esitli arastirmalar yapmistir. Bu arastirmalar sonucunda matematiksel bir
model ortaya ¢ikarmistir. Kendi ismini verdigi Pennes denklemi sayesinde biyoisi

transferi iizerine birgok makale yazilmistir. Pennes’in biyoisi denklemi, dokudaki 1s1
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transferini, lokal kan akisi, metabolizma ve 1s1 iletkenligi gibi faktorleri igeren bir dizi
parametre ile agiklar. 1948 yilinda yayimlanan [41] makale doku ve kan sicakliginin
analizi hakkinda yazilmis en etkili makalelerden biri olmustur. Bu denklem ile bir¢ok
bilim alaninda da etkili sonuglar ortaya ¢ikmistir. Bunlardan bazilari, radyofrekans
tiimor ablasyonu sirasinda 1s1 transferini modellemek, giyilebilir cihazlardan elde edilen
termoelektrik enerji ve viicut sicakligindan elektronik sistemlere yonelik enerji transferi
lizerine yapilan calismalar, dis etkenlerle hedeflenmis olarak kanser hiicrelerini 1sitmak
icin manyetik alanlar1 kullanmak, termografik ¢alismalarla birlikte, kiz1l6tesi termografi
araciligryla yakalanan termal desenleri yorumlamak ve bolgesel perfiize yasayan dokuda
biyois1 transfer siirecini agiklamak amaciyla, s6z konusu doku sicakligi i¢in Pennes

denklemi olarak adlandirilan bir denklemi kullanmaktadir. Bu modelde

oT 0*T
pcg — k‘w — Voo (T = T,) + hn (3.1

seklinde denklem ortaya ¢ikar, burada V', doku birimi hacmi basina perfiizyon hizidir;
pp kanin yogunlugudur; ¢, kanin 6zgiil 1s1s1dir; k£, dokunun termal iletkenligidir; p ve ¢
dokuya atifta bulunur. 7, arteriyel kanin sicakligidir; 7', yerel doku sicakhigidir, A,

birim doku hacmi basina metabolik 1s1 liretim hizidir. Her tarafini pc ile bolerek

or  k O*T  Vpe P,
— = T-1T, — 3.2
ot pc 0x? pe ( )+ pe (3-2)

ifadesini elde ederiz. Sinirlarda 1s1 akisini sabit varsayalim:

oI (z,t
—k émj ) =qo, t>0,
z =0
PRG0N
8{]: ol Y ?

ve baslangi¢ kosulunu

T(x,0)=T,, x€(0,L)

olarak alalim. Burada ¢ vuciit yiizeyindeki 1s1 akisidir. Bu sekilde, z = 0 noktasinda
sabit 1s1 akis1 oldugunu ve bu bdlgeden uzakta”, sifir sicaklik gradyaninin gegerli

oldugunu varsayiyoruz. Sabit 1s1akisinin yani sira, ayrica periyodik sinirlama kosullarini
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da dikkate aliyoruz:

0T (x,t)

—k
ox

= qocos(wt), t>0.
=0

Burada w 1sitma frekansidir. Bu tiir sinirlama kosullarinin bir olast uygulamast, sirasiyla

sogutma ve 1sitma ile timor tedavisidir [57].

Eger k/pc = D = const, V(pyey)/pc = u(t), hm/bc = f(x,t) ve y = 2/v/D ve

T — T, = w olarak doniistimlerini yaparsak, denklemimizi

U = Uyy + p(t)u+ f(x, 1), (3.3)
Uz (0,y) = —%0, t>0, (3.4)
up(L,y) =0, ¢>0, (3.5)

u(z,0) =T, (3.6)

olarak elde ederiz. Burada u(t) perfiizyon katsayisidir.

3.2. Kuadratik Lineer Olmayan Is1 Modelleri

3.2.1. Fisher-Kpp Modeli

Fisher, 1937 yilinda yayimladig1 makale [58] ile avantajli genlerin mekansal yayilimin
ele almigtir. Bu ¢alisma, avantajli genlerin popiilasyonlar tizerindeki etkilerini incelemek
adma onemli bir kaynak olmus ve ayni1 yil icinde bagimsiz olarak ¢alisan (Kolmogorov,
Petrovsky ve Piskunov) diger bilim insanlar1 da benzer arastirmalar yapmistir [5S9]. Bu
nedenle, matematikte Fisher denklemi ayn1 zamanda KPP (Kolmogorov, Petrovsky
ve Piskunov) denklemi olarak da bilinir. Bu denklem, popiilasyon biiyiimesi ve dalga
yayilimin1 modellemek i¢in kullanilan lineer olmayan 1s1 denklemi olarak da taninir.
Bu kismi diferansiyel denklemlerin uygulama alanlari, ekoloji, fizyoloji, pazarlama ve

bir¢ok alanda yaygin olarak bulunmaktadir.

Ulkenin niifusundaki biiyiime hizini, buna bagl olarak dogum ve 6liim oranlarini

dikkate alarak gelecek yillarda niifus hakkinda diisiik hata payli tahminler yapmak
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miimkiindiir. Ayrica, sirketler i¢in satig bilylimesini, biiylime hizin1 ve satis hedefinin
ne zaman gerc¢eklesecegi konusunda tahminler elde etmek de miimkiindiir. Bu yontem
ayni zamanda ¢esitli popiilasyon dinamiklerini tanimlamak ve zaman iginde parazitler,
bakteriler ve tiimor gibi organizmalarin biiylime hizlarin1 tahmin etmek i¢in de kul-
lanilmistir. Gorildiigii gibi, bu yontem bir¢ok farkli alanda uygulanabilir ve 6rnekler
cesitlendirilebilir.
Bir uzayda Fisher-KPP Denklemi [58] asagidaki gibi ortaya ¢ikar:

du 0%u ( u

Burada u(x, t) popiilasyon yogunlugudur. D > 0 yayilimdir, p ¢ogalma oranidir, ve K

tasima kapasitesi yogunlugudur. y = 2/v/D ve v = u/K doniisiimleri yapilirsa,
Up = Uy + p(t)u(l —u). (3.8)

denklemi elde edilir.

3.2.2. Sosyal Ag Modeli

Son yillarda ¢evrimici sosyal aglar, bilgi yayilimi i¢in 6nemli bir platform haline
gelmistir. Diinya genelinde milyonlarca insan, bu sosyal aglar araciligryla milyon-
larca kilometre uzakliktaki bilgilere kolaylikla erigebilmektedir. Bu baglamda, bilgi
yayilimin1 daha iyi anlamak amaciyla ¢esitli deneysel ¢alismalar gergeklestirilmis ve
modellemeler iizerinde arastirmalar yapilmistir. {1k baslarda bu calismalar mekana bagl
bilgi yayilimi iizerine odaklanmis olsa da, zaman ve mekana bagl yayilim konusunda
da aragtirmalar yapilmigtir. Bu modellemelerde, kismi diferansiyel denklemlerden, 6zel-
likle difiizyon lojistik denklemlerinden faydalanilmistir. Yani, bir bilgi kaynagindan
belli bir zaman ve mekanda etkilenen kullanicilarin yogunlugunu belirlemek i¢in kismi
diferansiyel denklemler kullanilmistir. Zaman ve mekan faktorleri, bilgiden etkilenen
kullanicilarin yogunlugunu tahmin etmek i¢in gergek modellemelerde kritik dneme
sahiptir. Son yillarda ortaya ¢ikan platformlar arasinda Facebook, Twitter, Instagram
gibi sosyal medya platformlar1 ve diinya genelinde taninmis haber siteleri, milyonlarca

insana ulasabilmektedir. Bu sayede, film Onerileri, dogal afetler, magazin haberleri

19



gibi konular etkili bir sekilde sosyal medya tizerinden yayilmaktadir. Bu siireci, “bilgi
yayilim1” olarak adlandirabiliriz. Bu nedenle, bilgi yayilimin1 anlamak ve modellemek
giiniimiizde biiyiik bir dneme sahiptir. Ozetle, [60] cevrimigi sosyal aglarda zaman ve
mekana bagli olarak bilgi yayilimini inceleyen ve bu siiregleri modellemek i¢in kismi
diferansiyel denklemler kullanan ilk ¢aligmalardan biridir.

Bilgi ve kullanici etkilesimini modellemek i¢in bu siireci iki ana boliimde ele alabil-
iriz. 1lk olarak, ’hiiyiime siireci’ adim verdigimiz bir asamadan bahsedebiliriz. Bu
asamada, bilginin yayildig1 bir noktada ayn1 mesafede olan farkli kullanicilar, bu bilgi
araciligiyla birbiriyle tanisabilir ve bdylece kiimelesme olusabilir. Dolayistyla biiyiime

stireci asagidaki sekilde modellenir:

Ol (x,t)
ot

I(x,t)

=rl(z,t)(1—

Ikinci olarak, yayilma siireci’ dedigimiz bir diger asamada, farkli mesafelerdeki bilgi-
den etkilenen kullanicilar, dogrudan veya dolayli arkadaslik baglantilar1 yoluyla veya
diger yollarla birbirleriyle etkilesimde bulunabilirler. Bu siireci Adolf Fick tarafindan
1855°te onerilen “Fick’in Diflizyon Yasas1” olarak da bilinen yasa ile gidalarda, noron-
larda, biyopolimerlerde, ilaglarda, gdzenekli topraklarda, niifus dinamiklerinde, niikleer
malzemelerde, plazma fiziginde ve yari iletken doping siire¢lerinde tagima siireglerini
modellemek i¢in yaygin bir sekilde kullanilan Fick yasasi ile agiklamak miimkiindiir.
Bu yasadan hareketle, farkli mesafelerdeki bilgiden etkilenen kullanicilarin yayilmasini
d difiizyon hiz1 olarak kabul ederek, dg% seklinde Olciilebilir. Bir uzayda yayilma

stireci ve biiyiime stirecini birlestirirsek, asagidaki yaygin lojistik denklemi ortaya ¢ikar:

ol %1 1

I(2,1) = ¢(x), I<a<L, (3.10)
ol ol
- E——— = > 1. .
8x(l’t) 6x(L’t) 0, t>1 (3.11)

Burada, /, t zamaninda ve x konumunda etkilenen kullanicilarin yogunlugunu; d, sosyal
medyada bilginin hizin1 6l¢en diflizyonu; r, ayn1 konumdaki kullanicilar arasindaki bilgi
hizin1 ve biiylime hizini; K, maksimum kullanici sayisini, yani belirli bir mesafedeki

bilgi sahibi kullanicilarin maksimum yogunlugunu; [ ve L, bilginin kaynagi ile sosyal
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medya kullanicist arasindaki alt ve iist sinirlarini; ¢(z), baslangi¢ zamanindaki yogun-
lugunu temsil eder. I,(I,t) = I,(L,t) = 0, Neumann sinir kosullu olmas, alt ve {ist
sinirlarda bilgi akisi olmadigi anlamina gelmektedir. Bu fonksiyon sifirdan farkli ve
negatif deger almaz. Ayrica, her bilgi i¢in baslangigtaki yogunluk farklilik gosterir.
Dolayisiyla, bu fonksiyon tektir.

3.3. Kiibik Lineer Olmayan Is1 Modelleri

3.3.1. Popiilasyon Genetik Modeli

Diploid bireylerin bir popiilasyonunu ele alalim. Gen, a ve A olarak iki farkli for-
mda mevcutsa, bu formalar: allel olarak adlandirilir ve her bireyin tasidig: allellere
bagli olarak popiilasyon aa, aA ve AA olmak tizere ti¢ farkli genotipe ayrilir [61],[62].
Popiilasyonun bir habitat n i¢erisinde dagildigini ve p; = u;(t,x), i = 1,2, 3 olmak
tizere aa, aA ve AA genotipleri i¢in ilgili popiilasyon yogunluklarini temsil ettigini
varsayalim. Popiilasyonun rastgele eslestigini, dogum oraninin ry oldugunu ve habitat
igcinde bir difiizyon sabiti D ile yayildigini varsayalim. D fonksiyonu, kimyasal diflizyon
stireglerinde difiizyon katsayisi veya 1s1 iletimi problemlerinde termal difiizyivite olarak
da adlandirilir. V(DVu) terimi, difiizyona bagh degisim hizini temsil eder. Ayrica,
oliim oranlarinin sadece a ve A allellere gore genotiplere bagli oldugunu ve bu oranlarin
sirastyla y;, ¢ = 1,2, 3 ile belirtildigini varsayalim. Problemin iki veya daha fazla
yogunluk fonksiyonunu i¢erdigi durumlarda, wy, ..., ux gibi, ayni tiirev, baglantili bir
lineer olmayan 1s1 denklemleri sistemi olusturur. Bu kosullar altinda, u; popiilasyon

yogunluklari, N = 3 olan
(u;)e =V - (D;Vu) + f(t,z,uq,...;uy), i=1,2,....,N

formundaki baglantili denklemler sistemi tarafindan saglanir. vo = |y1 — 72| + |13 — 72|
miktar1 yeterince kiigiik ve o cok biiyiikse, kii¢iik tiirevlere sahip baslangi¢ verileri i¢in

goreceli yogunluk u = (u3 + ug/2)/(u1 + ug + ug) ve
fu)=ou(u—0)(1—u) (0<6<1) (3.12)
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ile verilen

uy — V(DVu) = f(t,z,u) (3.13)

denklemini saglar. Burada o, 6 pozitif sabitlerdir ve ; ile ilgili 6/iim oranina baghdirlar.
f ile belirtilen (3.12) ile (3.13) denklemi genellikle Fisher’in modeli olarak adlandirilir
ve genetik siirec i¢in idealize bir modeldir. Bu model ayn1 zamanda elektrik devre

teorisinde bistabil iletim hatlarini da tanimlar.

9 = 982 + og(u) (3.14)

3.3.2. Ginzburg Landau Modeli

Ginzburg-Landau denklemi, siiperiletkenlerin kritik sicaklik yakinindaki makrosko-
bik davranisini tanimlayan [63] bir modeldir. Fizikte, siiperiletkenlik {izerine yapilan
caligmalarda, Meissner etkisi ve manyetik alanin niifuz derinligi gibi olaylar1 agiklar,
yogun madde sistemlerindeki cesitli faz gecislerini incelemek i¢in de kullanilir, stiper-
iletkenlerdeki vortekslerin davranigini tanimlayabilir, bu da siiperiletken malzemelerin
kritik akim ve diger 6zelliklerini belirlemede 6nemli bir rol oynar. Yogun madde fizigi
disinda, Ginzburg-Landau denkleminin degiskenleri erken evrenin faz gegislerini tanim-
lamak i¢in kozmolojide ve Higgs mekanizmasinda kuantum alan teorisinde ortaya cikar.
Sonug olarak, Ginzburg-Landau denklemi, siiperiletkenlik, faz gecisleri ve fizikteki
cesitli diger olaylar hakkinda derinlemesine anlayis saglamak i¢in temel bir ara¢ olarak
hizmet eder. Boyutsuz, zaman bagimli Ginzburg-Landau denklemleri siiperiletkenlik
i¢cin asagidaki formu alir [63]:

0800 — i0S 0+ (€7 — A0 = gl ~ 1)

Burada, ¢ karmasik bir siralama parametresidir, karesinin modiilii siiperiletken elek-

tronlarin yogunlugunu dlger, A manyetik vektor potansiyelidir ve ¢ elektriksel skaler
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potanstir. a, A ve £ katsayilar1 pozitif malzeme sabitleridir. A parametresi, niifuz derin-
ligi olarak adlandirilirken, £ parametresi koherans uzunlugudur ve her iki parametre de
kiigiiktiir. Bu uzunluk dlgeklerinin oran1 y = \/¢ Ginzburg-Landau parametresi olarak
adlandirilir. Maxwell denklemlerinden elde edilen sonuca gore, potansiyeller manyetik

alan H ve elektrik alan1 £’yi asagidaki gibi belirler:
H=curlA, E=-A—-Vo¢

Ve

A= A+ Vw, ¢—>(b—aa—6;, © — et/ ()

doniisiimlerini kullanarak ve ¢ = fe'X olmak iizere
Ix
Q=A-Vy, 2=0+O4-

olarak tanimlanir. Bu sekilde sadece f ve () i¢in

flQP
>\2

@ d et

yukaridaki denkleme ulasabiliriz. A = £A\Vx oldugunu varsayalim. Bu durumda,
() = 0 parametresini elde ederiz ve her iki tarafi —a? ile béldiigiimiizde, elde edilen

denklem su sekildedir:

OF _Lgep Loy
5 =2V aal - 1)

¢ = x ven = n/a donistimleri kullanarak

fo=fec = nf(1=f?)

elde ederiz. Burada p katsayis1 pozitif metaryal katsayisinin tutarlilik uzunlugunun

karesi ile ¢carpiminin 1’e oranidir.
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3.3.3. Allen Chan Modeli

1979 yilinda Allen ve Cahn tarafindan ilk defa sunulan bu denklem, izotropik yiizey
gerilimi tarafindan etkilenen faz sinirlarinin evrimini modellemeyi amaglamaktadir [64].
Bu matematiksel ifade, matematiksel fizik ve 6zellikle malzeme bilimi alanlarinda etkili
bir sekilde kullanilan bir kismi diferansiyel denklemler modelidir. Malzeme bilimi
baglaminda, matematiksel durumlar1 agiklamak i¢in faz gecisleri ve desen olusumlari
gibi konularda kullanilmigtir. Baska benzer modellere sahip denklemlerle birlikte
caligilarak, malzeme tasarimi, fiziksel sistemlerin davraniglarini anlama ve matematiksel
fizik uygulamalar1 gibi birgok alanda kullanilabilir. Ozel olarak Allan-Cahn Denklemi
[65]

ut:um—éu(l —u)(1+ u) (3.15)

uz(0,t) = ux(1,¢) =0 (3.16)

olarak tanitilmistir. Burada u fonksiyonu, alagimin iki metal bileseninden birinin kon-
santrasyonunu temsil eder. e parametresi, laboratuvar 6l¢egindeki karakteristik boyutlara
kiyasla kii¢iik olan bir “etkilesim uzunlugu”dur. (3.16) Neumann sinir kosulu, bolgenin
sinir boyunca higbir kiitle kaybinin olmadigi anlamina gelir. Allen-Cahn denklemi
ve tlirevlerinin fiziksel anlamlar1 hakkinda daha fazla bilgi sahibi olmak isteyenler

[66]-[67]-[68, 69] kaynaklarina g6z atabilirler.
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4. LINEER ISI DENKLEMINDE SADECE KONUM
VE SADECE ZAMANA BAGLI POTANSIYEL KAT-
SAYININ BULUNMASI

4.1. Fourier Yontemi ile Zamana Bagh Potansiyelin Bulun-

masi

(1.1)-(1.5) problemine karsilik gelen yardimc1 spektral problem ve buna karsilik gelen
Ozdeger ve ortonormal 6zfonksiyonlar sirasiyla (2.5)-(2.6) olarak belirlenmistir. Bu
spektral problem, 6zeslenik diferansiyel denklem oldugundan, { X, (z),n =0,1,2,...}
ortonormal 6zfonksiyonlari L (0, 1)’de bir ortonormal baz olusturur. Bu sayede prob-

lemin ¢dziimiinii seri toplami seklinde arayabiliriz:

u(a,t) = uy(t) cos(p,). (4.1)
n=0
Baslangi¢ siir deger probleminin ¢6zliimii asagidaki gibidir:

un(0) =1b,, n=0,1,2,3,.... (4.3)

Burada,

E,(t,u,a) = a(t)un(t) + fult), n=0,1,2,3,..

1, n =0,
m, = (4.4)
V2, n=1,2,...
olmak tizere
012/}(1.> dz, n =0,
VYn = my, (4.5)

Jh (@) cos(pmr) de, n=1,2,...
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)
' ) dx, =0,
un(t) = my, Jo ) d ! (4.6)

xfol u(z,t)cos(pupz)dr, n=1,2,...

falt) =m Jo $ 1) d n=0 4.7)
\fol f(x,t)cos(ppz)de, n=1,2,...

dir. Dolayisiyla, (4.2)-(4.3) probleminin ¢éziimii su sekildedir:

t
up(t) = hoe™ Jo@®)ds / fo(r)el-a)ds qr. (4.8)
0

t
U (£) = e Jo W —a)ds o / £ (7Yl =alois g 4.9)
0

ortonormal 6zfonksiyonlar ve (4.8)-(4.9) esitliklerini (4.1) serisinde yazarsak:

o0

t
u(z,t) = Z {wne Jo (i —als)ds +/ Fo(r)eld FameloDds gt X (1) (4.10)
0

n=0
elde ederiz. Simdi 6zel durumlar i¢in gereken kosullar1 belirtelim.

Lemma 4.1: Eger v € C?[0,1] ve ¢/(0) = ¢/(1) = 0 kosullar1 saglanirsa, pozitif
c= (3227, 1/pu2) sabiti igin

D Aaltonl < cll@llespy (4.11)
n=1

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Verilen kosullarin v {izerinde saglandigini varsayilsin. Bu durumda

b= [ V@) o
— V2 / () cos (V) da
v2 ot
:/\n—\/z)\_n/o Y™ sin (\/)\_nac> dz.
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esitligi yazilabilir. Cauchy-Schwartz ve Bessel esitsizligini kullanarak,

R

< ||| Ly0,) < cl|llespo,-

1/2

elde edilir. [J

Lemma 4.2: Eger f(x,t) € C(Qr), f(-,t) € C3[0,1] ve f.(0,t) = f.(1,#) = 0
kosullar saglanirsa, pozitif ¢ = (3~ 1/u2) sabiti i¢in

D Aalfal < ellf (@ B)lleap.
n=1

esitsizligi saglanir.
Ispat: Bir 6nceki ispata benzer sekilde yapilir.

Lemma 4.3: k € N, w(z) € C[0,1] ve w(z) = z* olsun. Oyleyse

1
/ w(z)X,(z)dx < %, n=123,...
0 n
esitsizligini saglayacak sekilde c sabiti bulunur.
Ispat: Tiimevarim yontemini kullanacagiz.
k = 1 i¢in gosterelim.
! 1
/ z cos(pnr) dr = — (1 — (=1)").
0 Hay,

Buradan kolayca goriiliir ki, hipotezimiz saglanir.

n = k — 1 i¢in dogru oldugu varsayilsin. n = k i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani

! c
/ " cos(pnw) dr| < —
0 n
oldugu varsayilsin.
1 k 1
/ 2* cos(pnx) dr| = ’——2(—1)" + (k — 1)/ 272 cos () da
0 Ha 0
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esitligi elde edilir. Buradan

1
/ 2 cos () da
0

esitsizligi saglanir. Boylece tiimevarim geregi herhangi £ € N i¢in esitsizlik saglanir.

Lemma 4.4: n, k € N ve w(z) € C|0, 1] olmak iizere, w(z) = z* olsun. Oyleyse,

/0 1 (@) Xon(2) dz > 0

Ve

/0 w(z)Xopy1(z)dx <0

esitsizlikleri saglanir.

Lemma 4.5: Eger w(z) € C?[0,1] ve w/(0) = w'(1) = 0 kosulu saglanirsa, o zaman

1
| @), Xa@)) 20| < =] " @), Xi@) 120
esitsizligi saglanir.

ispat: (w(x), X,\(2))1a001) = Jy w(@) X (2) do = V2 [ w(x) cos(mnz) dz

_ \@(w(x) sin(ﬁnx)‘l _/1 Sin(ﬂn$)w,($) dm)

™ ™

V2 (w’(x) cos(mnx) B /Olcos(ﬂnx)w"(w) dx) — I

™ ™

Eger w'(0) = /(1) = 0 ise

V2 /1 cos(mnz)

EmE —— () dx

W2 : (w”(x) sin(mnz)

()

L /1 W () sin(mnz) dm)

0 ™

™
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Boylece
1
< — @ @) X0 @) o

(w(z), Xn@))m(o,l)

esitsizligini elde ederiz.

4.1.1. Ters Problemin Coziimiin Varhgi ve Tekligi

Asagidaki kosullar1 ¢, h(t),w(x) ve f(z,t) i¢in kabul edilsin:

(4) (A1 (x) € C°[0,T],4'(0) = ¢'(1) = 0 “.12)
| (A1) >0, >0, n=1,23,...

(4y) (A2)1 h(t) € C'0,1],h(0) :/0 w(z)Y(x) dx @.13)
| (A2)2 h(t) >0, teC[0,T]

M - (A3)1 w(x) € C[0,1]

3 4.14

= (Asz)s / dx>0/ z)dx >0 ( )

' flx,t) € C@p). £ >ec3[01]te[0T]
(A

(Ad) f:(0,0) = fo(1,t) = (4.15)

| (Aa)2 fo(t) >0, fult) > n=1,2.3,...

Teorem 4.1 (Ters Problemin Varhig ve Tekligi): (A;)— (A4) kosullarinin saglandigini
varsayilsin. O zaman, (1.2) — (1.5) tarafindan verilen ters problem igin tek klasik ¢6ziim

¢ifti {«(t), u(x, t)} mevcuttur.

Ispat: Herhangi o () igin, Fourier metodunu kullanarak (1.1)—(1.5) probleminin formal
¢Oziimiinii insa edecegiz. Bu metoda gore, bilinmeyen u(z, t) fonksiyonu 6zfonksiyon
ve yardimei spektral problemin ortonormal 6zfonksiyonlart { X, (z),n =0,1,2,3,...}

tiirinden Fourier serisi olarak agsagidaki sekilde ifade edilir:

u(a,t) = ug(t) Xo(z) + > tn(t) Xn(x). (4.16)
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Burada ug(t) ve u,(t) sistemleri asagidaki esitlikleri sirasiyla saglar:

ug(t) = a(t)ue(t) + fo(t), uo(0) =y,
Uy, (1) = = Aattn () + a(t)un(t) + fu(t),  un(0) = Yy

Bu problemin ¢éziimiinden

t
Uo(t):¢0+/ F()(T,U,O{)dT,
0

t
) = e o8 g [ g (et g
0

bulunur. (A;); ve (A4); kosullarinin altinda, (4.16) serisi, onun ¢’ye gore kismi tiirevi
ve z’e gore ikinci mertebeden kismi tiirevli serileri, Q7 de diizgiin yakinsaktir. Ciinkii
Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 kullanarak majorant toplamlarinin mutlak yakinsak oldugu
aciktir. Bu yiizden, u(z,t), u,(x,t) ve uye(x,t) toplam ifadeleri Q7 de siireklidir.
Dolayisiyla, u(x,t) € C21(Qr) NCH(Qr) ve herhangi a(t) € C[0, T igin (1.3)-(1.4)
kosullar1 saglanir. Ayrica (4.16) serisi terim terime integrallenebilir ve onun tekligini

X, (z)’in Ly(0, 1)’ de baz 6zelliginden gosterebiliriz.

r(t) = exp (— /0 () dT) @.17)

olmak tizere (1.5) integral kosulunu uygulayarak r(¢) i¢in asagidaki 2. Tiir Volterra

integral denklemini elde ederiz:

r(t) = F(t) + /tK(t,T)T’<T) dr, tel0,T]. (4.18)
Burada
F(t) = % _1/)0/0 w(z)dr + ;wne_A”tA w(z) X, (x) d:r] : (4.19)

K(t,T) = ; fO(T)/O w(z) dr + an(T)e_)‘”(t_T)/o w(z) X, (z) dx] :

(4.20)

a(t) = —r'(t)/r(t), r(t) nin pozitif ve [0, 7] de siirekli diferansiyellenebilir ¢oziim
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olmast durumunda «(t) fonksiyonu (4.17) ile belirlenebilir. Lemma 4.1 ve Lemma 4.2
kullanarak, (A;)1, (A2)1, (A3)1 ve (A4); varsayimlari ile F'(t) ve ¢ekirdek K (¢, 7)’nin
sag taraflar sirastyla [0, 7] ve [0, 7] x [0, T]’de siirekli diferansiyellenebilirdir. Buna
ek olarak, (A1), (A2)2, (A3)2 ve (A4); varsayimlarma gore F'(t) > 0ve K(t,7) >0
kosullari sirasiyla [0, T'] ve [0, 7] x [0, T']’de saglanir. Dolayisiyla, 2. tiir Volterra integral
denklemi teorisinden pozitif ve [0, 7']’de siirekli diferansiyellenebilir tek r(¢) ¢oziimiinii
elde ederiz. (4.16)’deki Fourier serisi tarafindan verilen (1.1) — (1.4) probleminin
¢Oziimii ile (4.18) fonksiyonu (1.1) — (1.5)’de verilen ters probleminin tek ¢6ziimii
sekillendirir. Boylece Teorem 4.1 kanitlanmistir.

(4.18) denkleminin ¢oziimiinii

serisi ile temsil edilebilir.

(t[1Qlcomx0,1))"
n!

(K" B)(t)] < ||Bl|cio,m , t€l0,T],n=0,1,...

oldugu gortiliir. Boylece,
lIrllcoy < 11Bllcpme™1@letomxom (4.21)

varsayimi elde edilir.

Teorem 4.2: Z, { f, ¢, E'} formundaki Giglikklerin (A;) — (A4) varsayimlarini sagladigi

siifi temsil etsin ve baz1 NV;, ¢ = 0, 1, 2, 3 pozitif sabitleri i¢in

[ fllcsopry < Noy  1Wllespo < Ni,  [[Blleror < Na,

0 < N3 < min |h(t)],
te[0,7

olsun. O zaman (1.1)—(1.5) ters problemin («,u) ¢oziim gifti , stirekli olarak Z’da

verilere baghdir.
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Ispat: Normu [|[®|| = ||flcso(py) + [¥llcsp, + [|h]lcrpo,r olarak alalim. iki veri
kiimesi ® = {f,®,h}, ® = {f,4,h} € T olmak iizere ve (a, u) ve (@, i) sirasiyla
® ve ® verilerine karsilik gelen (1.1)—(1.5) ters problemin ¢oziimleri olsun, (4.16) ve

(4.18)’a gore,
+ /t K(t,7)r(t)dr, ve 7(t)=F(t)+ /t K(t,7)F(t)dr, (4.22)
0 0

yazabiliriz. Burada

’f‘(t) — e Jo 0‘(5)“7 *( ) =e Jo a S)ds (4.23)

1 - —Ant '
F(t) = 0l ane n / w(z) X, (z) dx) : (4.24)
K(t,7) = % Z fu(T)e A=) /O w(z) X (z) dm), (4.25)
F(t) = % Z&ne—m / w(z) X (z) d:p) : (4.26)
K(t,T)= % an An(t=r /0 w(x) X, (x) dx) : (4.27)

Cauchy-Schwartz ve Bessel esitsizliklerini kullanarak

 — !
FO1< gy 22 oo /0 (@) Xo(z) d (4.28)
< %CI‘WHCHOT] < —CNb
K(t,7)] < Li Fu(r)e ) / (@)X, (2) da (4.29)
— |r(t)] = 0

M
Crmax || f (-, ?)]|c20,) < FclNO
bl 3
elde ederiz. Burada M, | folw(a:)Xn(x) dx| < M esitsizligini saglayan sabittir. C

ve (5 sayisi sirastyla Lemma 4.1 ve Lemma 4.2 de bahsedilen sabitlerdir ve birbirine

esittir.
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[lk olarak r — 7 farkina gdz atalim. (4.24)-(4.27) kullanarak
r(t) —7(t) = F(t) — F(t) +/ [K(t,7) — K(t,7)]|q(7) dr (4.30)
0
K —7(7)]d
+ /0 (t,)[r(r) — (1) dr

elde ederiz. ﬁ = HF — FHC[O,T} + T||K — K||C’([O,T}><[O,T})||T||C[O,T] Ve Q(t) = |7“(t) —
7(t)| olsun. (4.30) esitliginden

t
Q) < B+ / |K(t,7)|Q(7)dr (4.31)
0
esitsizligini elde ederiz. (4.31) ifadesine Gronwall esitsizligini [70] uygulayarak
Q(t) < Belo supecirl K(s.m)ldr

elde ederiz. Boylece, (4.21),(4.28) ve (4.29) kullanarak ve C, = e(4C1/Na)NoT' ye
C3 = (4C,T/N3)N,C5 olmak tizere

Ir = llcpr) < CLllF = Fllepn + Coll K — Klleorixom)
esitsizligini elde ederiz. Boylece r, F' ve K ’ya siirekli olarak bagli oldugunu soyleye-

biliriz.

Simdi, F' ve K ifadelerinin veriye siirekli bagimli oldugunu gdsterelim. Lemma 4.1

kullanarak
00 1
|F(t) — F(t)] = ‘(Z( it ) )‘"t/o w(z) X, () dx)‘
<M 3-[5  a
_ Wb ¥
- Z (h(t) B(t)’“")
< MM 1~ Bl + M—Ouw Hlown,  @32)
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|K(t> T) o K(tv 7—)| = | (Z(hJET;) o hjzz))e)\n(t'r) /0 W(I)Xn(x) dq:) ‘

= M;‘h(ﬂ T hy| M; (h(t) N W’””)
MCN, MC

< NZ [P — BHC[O,T] + Tg”f — fTHC?‘*O(Q_T) (4.33)

elde ederiz. (4.32) ve (4.33) kullanarak

1 = Fllcoa < Mu(llh = bllepry + 1 = $llespa + 1 = Flleso@n)

< M||T =T

1K — K||cqomxpor) < Ma||T — T

esitsizligine ulasiriz. Burada M; ve M, sayilar1 Ny, k = 0,...,3, M ve C sayilari
tarafindan belirlenir. Boylece F' ve K ifadelerinin veriye siirekli bagimli oldugunu
gostermis oluruz. Sonug olarak, (4.19)-(4.20) kullanarak r ifadesi de veriye stirekli
bagimli olur. Simdi de r’ veriye siirekli bagimli oldugunu gosterelim. (4.22) ifadelerinin

tirevlerini alarak

ifadelerini elde ederiz. Boylece

|l —7llcro,0y < IF" = F||cqo,)
+ (|IK = Klleqomxor) + TIE: — Kelleorx o) lco.r

+ (HKHC([O,T]X[O,T]) + T||Kt||C([O,T]><[O7T]))||T - FHC[O,T}
(4.34)

esitsizligi elde edilir. r, F' ve K’ nin siirekli olarak verilere bagli oldugu gercegini

dikkate alarak, (4.21) ve
] Ny c - N, 1
Ri(t.7)] < € loaqon) + 31 lowion < (35 + 3 ) €
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esitsizligi kullanarak r'nin £ ve K, ye siirekli olarak bagh oldugu goriilecektir. (4.11)

||C[0’T] ve || K, — KtHC([O,T]x[O,T]) icin benzer tahminler elde ede-
biliriz, ¢linkii
_ 2MCN1 MC
[F' = Flcpm < 211 = hllep +—H¢ Pleso,  (435)
QMCNO

| K — K

M
tHC([O,T]x[O,T}) —z lh— hHCIOT]—i——Hf fllcsopy)-  (4.36)

Bu nedenle, (4.34) esitsizliklerini kullanarak,

17" =l cjor) < Ms <||h — hllciory + 1Y = Dllcsoy + 1 f — fT||c3,0(DT)>

< Ms|® — B, (4.37)

burada M3, sabit N,k = 0,...,3, M ve C tarafindan belirlenen bir sabittir. Bu, 7’

ifadesinin de verilere siirekli olarak bagli oldugu anlamina gelir.

esitliginden o’nin verilere siirekli olarak bagimli oldugu anlami ortaya ¢ikar. Yukarida
gosterildigi gibi benzer bir sekilde, (4.16) *de verilen w’nun verilere siirekli olarak baglh

oldugunu kanitlayabiliriz. Sonug olarak Teorem 4.2 kanitlanmustir.
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4.1.1.1. Agirhk Fonksiyonunun Ozel Durumlar

Ozel Durum 1: w(z) = 1 olsun ve ¢, h(t), f(x,t) fonksiyonlari igin asagidaki kosullar

varsayilsin:
(B)) (B1)1:  ¥(z) € C0,1], 438)
i (Bl)g : 77[)0 >0
gy | (B MO0, nO) = /O (@) (x) da, .
I (Bg)s :  h(t) >0, teC]0,T]
(Bs) (Bs)1: f(x,t) € C(Qr), (4.40)
i (Bg)g : fo(t) >0

Teorem 4.3: (B;) — (Bj3) varsayimlar saglansin. O zaman, (1.2) — (1.5) tarafindan

verilen ters problem i¢in tek klasik ¢oziim ¢ifti {a(t), u(z, t)} mevcuttur.

Ozel Durum 2: w(z) = ¥ olsunve v, h(t), f(z, t) fonksiyonlari igin asagidaki kosullar

varsayilsin.

) (C1)r: ¢(x) € 02[0» 1] 4'(0) =¢'(1) =0 (4.41)

(01)2 : ¢0 > 07 7702n Z 07 Q/)Qn—l S 07 n = 1a 2737 ce

(Co)r: () € C0.1],  h(0) = /0 () (x) da
(02)2 : h(t) >0, te C[O,T]

(4.42)

F@t) € C@p), £, € CY0, 1)t € [0, T,
(Cs) O (0,8) = fu(1,8) = 0 (4.43)
(03)2 : fo(t) > 0, fgn(t) > 0, fznfl(t) < O, n = 1,2,3, .

Teorem 4.4: (C) — (C3) varsaymmlari saglansin. O zaman, (1.2) — (1.5) tarafindan

verilen ters problem i¢in tek klasik ¢oziim ¢ifti {a(t), u(z, t)} mevcuttur.

Ozel Durum 3: 2, € (0,1)’de sabit nokta olmak iizere w(x) = &(z — x¢) ve
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¥, h(t), f(x,t) fonksiyonlari i¢in asagidaki kosullar varsayilsin.

(D) wb(x) € CO0, 1), /(0) = ¥/(1) =0 )
>0, )

(Dl)Q : ,lvb() > 07 ¢an($0) 0 n= 17 37 s
1

oy | P ht) € CU0,1],  h(0) = /0 w(z) () dx was

(Ds)s: h(t) >0, teC[0,T]
. J@h)e C(Qr), (1) € C*[0,1],t € [0,T],
(Ds)o:  folt) >0, fult)Xn(z) >0, n=1,2,3,...

Teorem 4.5: (D) — (D,) varsayimlari saglansin. O zaman, (1.2) — (1.5) tarafindan

verilen ters problem i¢in tek klasik ¢oziim ¢ifti {a(t), u(z, t)} mevcuttur.

Ozel Durum 4: 1, h(t) ve f(z,t) fonksiyonlari i¢in asagidaki kosullar varsayilsin:

() (Er: ¥(x) € C0,1] @.47)
(El)g : ’Qbo > 0, ’anXn(ZEo) >0, n=1,23,...

(Ba)r: h(t) € CU)0, 1] h(O):/Ow(x)w(x)dm
(Es)s: h(t)>0, tecC[0T]

(4.48)

(E3)1: w(z) € C?l0,1]; W'(0)=uw'(1)=0

(E3)2 /Olw(:b) dz > 0, /Olw(:v)Xn(x) de >0, teC[0,T] (4.49)

() (B flz,t) € C(Qp) (4.50)

(E4)2 : fo(t) > 0, fn(t) >0, n=1,23,...

Teorem 4.6: (E,) — (E,) varsayimlari saglansin. O zaman, (1.2) — (1.5) tarafindan

verilen ters problem i¢in tek klasik ¢6ziim ¢ifti {a(t), u(z, t) } mevcuttur.
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4.2. Carleman Kestirimi ile Konuma Bagh Potansiyelin Bu-

lunmasi

Lineer 1s1 denkleminin konuma bagl potansiyel katsay1 ve ¢6ziimiin bulunmasi i¢in
Fourier yontemi kullanilamaz. Bu tiir konuma bagli parametre problemlerinde genelde
Carleman kestirimleri kullanilir.

Kabul edelim ki © C R?, gergel degiskenler = ve ¢ i¢in agik bir kiime ve P, a(z,t) €

Lo (92) potansiyeli ile diferansiyel 1s1 operator olsun.
Pu = 0yu + 0%u + oz, t)u (4.51)

olmak iizere gergek v € C'(Q) fonksiyonu ve s > 0 sayisi igin, agirlik L?*-normlar

kiimesini tanitryoruz:
|[ul]? = /62‘”(””’t)|u(x,t)|2 dx dt. (4.52)
Her u € C§°(Q2) ve s > s i¢in
8% |ull? + s[|0ulf; < c||Pull} (4.53)
esitsizligini saglayan ¢ > 0 sabiti vardir. Simdi, a,d € Lo.(Q), b € C3(Q2) durumunda
P =0, + b(2)0* + d(z,t)0 — a(x,t) (4.54)

operatdrii i¢in bir tahmin elde ederiz.

Lemma 4.6: b € C3(Q), a,d € Lo,(Q) ve her (x,t) € Qigin
Yach” + Yubsb > € 72 > € (4.55)

gegerli olsun. O zaman, (4.54) formunda bir operatér i¢in (4.53) tahmininin gegerli

oldugu sy ve ¢ > 0 sayilar1 vardir.

Simdi, sadece konumsal degisken x ’e bagli oldugunu varsayarak, (4.54) esitligindeki

operatoriin katsayilarindan birini belirleme ters problemi ¢oziimiiniin tekligi ile (4.53)
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esitsizligi arasindaki baglantiy1 gdstermek icin basit bir 6rnek sunacagiz.

u(x,t), 151 denklemi igin agagidaki sinir deger problemi saglayan diizgiin bir ¢ozim

olsun.

U — Upy +(z)u=0, >0, teR, (4.56)
u(0,t) =0, u(z,0)= f(x), (4.57)
u(0,t) = g(t), tel[-T,T]. (4.58)

xz = 0i¢in u(z,t), uw(0,t) = g(t), t € [-T,T] ve f ve g fonksiyonlar verildiginde,
potansiyel «(x) *mn yeniden inga edilmesi gerekmektedir. Bu ters problem ¢oziimiiniin
tekliginin, x = 0 ’da verilen verilere sahip olan Cauchy problemi ¢dziimiiniin tekligin-
den kaynaklandigini gésteriyoruz. Bu Cauchy problemi, ana kismai 1s1 denklemi olan
integro-diferansiyel denklem i¢indir. Bu amagla, (4.56) — (4.58) problemine ayn1 sinir
kosullarin1 saglayan iki ¢6zim ¢iftinin wy, oy, us, as oldugu varsayilsin. wuy, oy igin
yazilan denklem (4.56) ten us, cv i¢in yazilan denklem (4.56) ¢ikarilacak sekilde islem

yapalim. u; — us = u ve a; — ag = « olarak adlandirildiginda,

Up — Uy + 0w = a(x)ug(z,t), x>0, VteR, (4.59)
u(z,0) =0, (4.60)
u(0,) = 0, 4.61)
u(0,8) =0, te[-T,T]. (4.62)

elde edilir. Kisaltma i¢in, P = 0, — 0., — oy ve h(z,t) = a(x)us(z, t) olarak belirleye-
lim. Sonra denklem (4.59) su sekli alir:

Pu=h. (4.63)

Boylece, (4.63) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii v ve sag tarafi h , x = 0 vet = 0
cizgilerindeki ¢6ziim u ve u,, *in verilen izleri kullanilarak bulunmalidir. h(x,t) igin sinir
kosullart olmadigindan, onu (4.63) denkleminden ¢ikarmak dogaldir. / fonksiyonunun

asagidaki birinci dereceden bir diferansiyel denklemi sagladigini gozlemleyerek bunu
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yapmak miimkiindiir:

ug(z, t)hy — (Opug)h = 0.

ug(z,t) # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda bu denklem, () operatdriiniin terimleri

kullanilarak su sekilde yazilabilir:

Qh = (0 — b(x,t))h = 0; (4.64)
b(x,t) = a;“? (4.65)
2

(4.63) denklemine () operatdrii uygulayarak ve P operatorii ile yer degistirerek,
PQu = [P, Q|u. (4.66)

elde ederiz. (4.66) denklemini, yeni bilinmeyen fonksiyonu v = Qu olarak tanit-

tigimizda, asagidaki denklem sistemi olarak yazilabilir:
Pv =[P, Qlu, (4.67)

Qu =v. (4.68)

Bu form, () operatoriiniin « fonksiyonu i¢in sifir Cauchy verilerini (4.61) — (4.62)
v fonksiyonu i¢in sifir Cauchy verilerine doniistiirdiigli i¢in daha uygun bir formdur.
Gergekten de uy,(0,t) = 0 ve (4.61)-(4.62) ikinci kosulunu ¢ "ye gore diferansiyelley-
erek

0(0,1) = (Qu)(0, 1) = u,(0,1) — b(0, £)u(0,) = 0 (4.69)

v2(0,t) = (wxr — byu — buy,) =0 (4.70)

(2=0)
olur. Boylece, (4.67), (4.68) sistemi, z = 0 ve t = 0 noktalarinda sirastyla Cauchy
verileri ile iliskilendirilmis v ve u fonksiyonlari i¢in iki Cauchy problemi temsil eder.
Bu iki problem, [P, )] komiitatorii ile birbirine baghdir. w(z,0) = 0 smir kosulu

kullanilarak, Qu = v denklemi i¢in Cauchy problemi agik¢a ¢oziilebilir:

Qu = uy(z,1)0, (ﬁ) =, (4.71)
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(@, ) = QYo = /0 Kot 7)o(z, 1), 4.72)

burada
t
Kz t,7) = (1) (4.73)
Uz (.T, T)
Boylece, (4.67), (4.69) sisteminden u fonksiyonunu ¢ikariyoruz:
Pv = [P,Q|Q v, (4.74)
0(0,8) =0, v,(0,t) = 0. (4.75)

P ve () operatorlerinin ana kisimlar1 (yani, maksimum mertebenin tlirevlerini iceren

terimler) bizim durumumuzda komiitatore sahip olduklarindan,
[Pa Q] — [at -0 - aq, O — b] = 010; + by (4.76)

esitligini elde ederiz. Bu nedenle, (4.74) denklemini detayli olarak asagidaki gibi

integro-diferansiyel denklem formunda yazabiliriz:
t
Vp — Uy = Q] + / {1 K, + boK}v(x,7) + by Kvg(z, 7) dT. (4.77)
0
(4.75), (4.77) cauchy problemlerimin ¢oziimlerinin tekligini ispatlamak i¢in
T
Julf2 = [ O, s 20
0

agirlik normundaki

t
(Ju)(t) = / u(T)dr
0
integral operatdrii tahminine ihtiyag¢ duyariz.

Lemma 4.7: Her t € [0, 7] igin v € C?[0,T] ve —7/(t) > 0 olsun. Bu durumda
|| Tull} < T?|Jull; (4.78)

esitsizligi saglanir. Ek olarak, eger her ¢ € [0, T i¢in —”(¢) > u > 0 varsayarsak, bu
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durumda

sl Jull? < cllull?, o=+ (4.79)
]

esitsizligi saglanir.

Ispat: v = e*yu ve w = e*yJu olsun. Bu durumda
t
w(t) = [ expls(a(t) = 2(r))o(r)dr
0
~(t) artan bir fonksiyon oldugundan, ¢t > 7 igin y(t) — v(7) < 0 ve
w(®)]| < (J|v])(2).

L5(0, T) uzayinda J integral operatoriiniin normu 7”yi gegmediginden, ||w]||* < T?||v]|*.
Dolayistyla, u fonksiyonuna donerek, (4.78) tahminini elde ederiz. Ek kosul —v"(¢) >

i > 0 kosulu ile birlikte ¢ > 7 igin

Dolayistyla,
t
w(t)] < / k(t — ) [o(r)] dr, (4.80)
0

(4.80) tahmininin sag tarafi ¢ekirdek £ ile v fonksiyonunun konvoliisyonudur. Young

esitsizliginden asagidaki esitsizlik ortaya ¢ikar:
||K s o[ < KLy 0, |0l

Bu durumda,

o0 1 o0
&Ly 0,m) < / exp(—pust®)dt = / dr = ] ——
0 0

ve dolayisiyla

2 m 2
< — .
Esitsizligin her iki tarafin1 da s ile garparak ve u fonksiyonuna donerek (4.79) tahminini
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elde ederiz. Lemma ispatlandi.

Lemma 4.8: v € C?[—T,T] olsun,

T
|2 = / 2O (t) 2, s > 0

=T

ve hert € [T, T i¢in

1, t>0
signt =

-1, t<O0
oldugu durumda —+/(t)signt > 0. Oyleyse .J operatdrii i¢in (4.78) tahmini saglanur.
Her ¢t € [-T,T] i¢in —"(t) > 0 ek varsayimu1 altinda (4.79) tahmini gegerlidir.
Bu Lemma’y1 kanitlamak i¢in, uzay1 Lo(—7",7)’yi dogrudan Lo(—7,0) & L2(0,7)
toplami olarak genisletmek yeterlidir. Ardindan, Lo(—7,7) durumunda ¢ — —t
degisken degisikligini yaparak her iki uzaya da Lemma 4.7°1 uygulamak yeterlidir.
Simdi, Cauchy probleminin (4.75), (4.77) teklik kanitina déniiyoruz. 1k olarak, (4.77)

ifadesinden asagidaki esitligi elde ederiz:
[0 = Vaa| < e(fo(@, )] + | (J|V]* + [ (]vz][*)- (4.81)

Sonradan gorecegimiz gibi, Cauchy probleminin teklik kanitinda Lemma 4.7 ve Lemma
4.8’1in tahminlerini uygulamamiza izin veren temel gercek, agirlik fonksiyonunun bir
uzay noktasindan Cauchy verilerinin destek bolgesine giderek artan uzaklikla azal-
masidir. Ayrica, denklem (4.77) ve esitsizlik (4.81) tiiretirken uy(z,t) # 0 oldugu
gergegini kullandik. Basglangi¢ verileri agisindan, bu kosul, f(z) # 0 olacak sek-
ilde R tizerindeki tiim x’ler i¢in gegerli olacaktir. Ardindan, €2 igin z-ekseninin [0, 7]

segmentinin kiigiik bir komsulukta yogunlastig1 bir bolgeyi secersek,
uy(w,t) #0, Y(x,t) € Q. (4.82)

oldugunu garanti edebiliriz. Boyle bir bolgenin bir 6rnegi, Yart eksen boyu b’nin
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yeterince kii¢iik oldugu bir elipsin i¢ kismi

Q={(z,t) e R|p(z,t) >0,z > 0}, (4.83)

o =1- (5"~ (5)

bolgesi tarafindan saglanir. ¢ fonksiyonu (x, t) noktasindan ¢-ekseninin [—7', T'| seg-
mentine olan uzaklik arttik¢a azalir; bu segmentte Cauchy verileri verilmistir. Ancak,
bunu bir agirlik fonksiyonu olarak alamayiz ¢linkii Lemma 4.7 nin kosullarini saglamaz.
Gergekten de ¢, = 0,z = 0 i¢in ve daha da 6nemlisi, ., < 0 oldugu i¢in kosullar
saglanmaz. Ancak, 0 > 0 ve yeterince biiyiik bir parametre A > 0 ile tiim Lemma 4.7

kosullarini saglayan

v(z,t) = exp(Ap(z + d,t)) — 1 (4.84)

seklindeki modifikasyonunu alabiliriz.
Q={(x,t) e R|vy(x,t) >0,z > 0}. (4.85)

kiimesi (4.85) esitsizligi tarafindan tanimlanan kiimeye, 6 — 0 alarak dontistirilir.

Aslinda, (7,t) € Qigin, 6§ € (0, 1) oldugunda,
— o (4 6,t) = 2(x + 6)r* > 260,

Doz = —2/r2, o(x+6,t) >0,

A 2 )\0,)\0 :7’2/(5

igin
—Y = =gz exp(Ap) > 26\ /r? > 2,
Yow = eXP(AP)(AN202 4+ Aoy ) > (N2402 /1 — 2X\/r?) > 651 (4 —2) > 2
elde ederiz. Ayrica, ¢; = —2t/b* oldugundan, —y;signt > 2M\|t|/b*> > 0 ve bu

nedenle Lemma 4.7 nin ilk tahmini gegerlidir. Ayrica, A < 1/2i¢in —y,; > pu > 0
kosulunu saglayabiliriz. Bununla birlikte, bu kosulu burada kullanmayacagiz. Oyleyse,
A > Ao ve (4.82) kosulunun saglandig1 bir durumda, fonksiyon v ve €2 kiimesinin

tanimlar1 (4.84) ve (4.85) tarafindan verildigini varsayilsin. Daha da fazlasi, b sayisi
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o kadar kiigiiktiir ki (4.82) kosulunu saglar. O zaman, esitsizlik (4.81), v = Qu i¢in
gegerlidir. Ayrica, v(0,t) = v,(0,¢) = 0,(0,¢) € 9Q. Q. = QN {y > €} seklinde
bir €2, kiimesi tanimlariz ve x piiriizsiiz bir fonksiyon olmak lizere 0 < y < 1,0
icindedir. Bu durumda, (z,t) € Q. i¢in y = 1 ve (z,t) € Q\(L i¢in x = 0 oldugunu
varsayariz. Acik¢a boyle bir fonksiyon mevcuttur. Siireklilik nedeniyle, Lemma 4.7 nin
(4.53) tahmini, u ve u,’in €2 kiimesinin sinirinda sifir oldugu herhangi bir fonksiyon
icin gecerlidir. Bu nedenle, boyle bir fonksiyon i¢in yv alabiliriz. Gergekten de (2
kiimesinin sinirinda « = 0 oldugu i¢in (yv), ile sifirlanir, ¢iinkii Cauchy verileri sifirdir.
v = 0 simirmin yakininda bu fonksiyonun ingas1 geregi, bu fonksiyonun sifir oldugu
goriiliir. yv fonksiyonunu (4.53) fonksiyonunda yerine koyarsak, s > max(1, so) i¢in

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

3/ 2 (|o(x, )2 + va(, £)[?)ddt

€

<s / 7 (xof? + [(v)al?)dedt < c / ) (|xol? + | (vo) ) dadt,
Q Q

— c/ vy — Vag|*dadt + c/\ X (xv)s — (XV)we[*ddt.
e O\Qe

(4.81) esitsizligi ve toplamlar i¢in Cauchy-Schwarz-Bunyakovski esitsizligi

/ e* |0 — V| d dt < 362/ X ([v]? + [T || |* + | T|ve||?) d dt. (4.86)
Qe

€

sonucunu verir. Lemma 4.7 nin ilk tahminini ¢’ye gére | J|v||? ve | J|v,||? integrallerine

uygulayarak, (4.86) esitsizliginin sag tarafini
c/ e ([v]? + v, |*)dadt
Qe
bagka bir sabit ¢ ile tistten tahmin edebiliriz. Sonug olarak,

(s — 02)/ X1 (|| + |ve)?) do dt < c/ X (xv): — (XV)ae|* dr dt.  (4.87)
Qe Qe

s > s igin, 1 — c?/so > 1/2 olacak sekilde s segilirse s — ¢ > s/2 sonucuna ulasiriz.
Ayrica (2, bdlgesinde « fonksiyonunun minimumu, Q\(2, bdlgesindeki maksimumu

ile gakisir ve €’a esittir. ), lizerindeki integral disindan min exp(2svy) = exp(2se) ve
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O\ Q. tizerindeki integral disindan exp(2se) agirhgmm maksimumunu alirsak, (4.87)
denkleminde ihlal edebiliriz. Her iki tarafi da exp(2se) ¢arpani ile bolersek ve s > s

igin s — ¢ > s/2 alirsak,

s/ (| + |ve|P)dadt < c/ (X)) — (XV)2a|*dadt.
Qe Q\Qe

Esitsizligin her iki tarafini da s ile bolersek ve s — oo limitine gegersek,

/ (0] + [0, |2)dadt = 0

€

sonucuna ulasiriz. Dolayisiyla, 2. bolgesinde v = 0 olarak bulunur. ¢ — 0 limitine
gecerek, () bolgesinde v = 0 sonucuna ulasiriz. Eger (4.72) denklemini ele alirsak, u =
Q™ 'v elde ederiz ve sonug olarak v = 0 olur. Bu nedenle Pu = h = uy(z, t)a(x) =0
olur. (4.82) kosulu her (x,t) € Q igin gegerli oldugundan, uy # 0 ve bdylece a(z) = 0
olur. Buda her z € [0,r — §] i¢in, oy (z) = as(x) oldugu anlamma gelir. r ve ¢
herhangi bir say1 olabilir, bu nedenle her z > 0 i¢in oy (z) = as(x) olur. Boylece

asagidaki teoremi kanitlamis oluruz.

Teorem 4.7: u(x,t), z > 0 yar diizlem uzayinda ii¢ kere siirekli diferansiyellenebilen
(4.56), (4.57) smir deger probleminin ¢6ziimii olsun. Ayrica her x > 0 i¢in f(z) =
u(z,0) # 0 ve katsay1 o € C[0, oc] olarak varsayilsi. Oyleyse, a(z) potansiyeli
g(t) = u(0,t),t € (=T, T) fonksiyonu tarafindan tek olarak belirlenir.
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5. LINEER OLMAYAN ISI DENKLEMININ SADECE
ZAMANA BAGLI POTANSIYELIN BULUNMASI

5.1. Problemin Integral Denklem Sistemine Déniistiiriillmesi

C[0,T] x C?>Y(Qr) N C*°(Qr) ¢dziim smifindan olan, (1.1)-(1.2) iginde bulunan ve
(1.3)-(1.4) kosullarini saglayan ters problemde {«(t), u(z,t)} ¢6zim cifti klasik ¢oziim
olarak adlandirilir. a(t) zamanla degisen bir fonksiyon oldugundan ve sinir sartlari lineer
ve homojen oldugundan, ters problem (1.1)-(1.4) i¢in Fourier yontemini uygulayabiliriz.
Buradan elde edilen yardime1 spektral problemin 6zdeger ve ortonormal 6zfonksiyonlari

sirastyla (2.5)-(2.6) olarak belirlenmistir.

Bu spektral problem 6zeslenik oldugundan, ortonormal 6z fonksiyonlar X,,(z),n =

0,1,2,..., Ly(0,1) uzaymda bir baz olusturur.

Baslangi¢ sinir deger problemi (1.1)-(1.4)’in ¢6ziimiinii agagidaki gibi seri olarak ifade

edilir:
u(@,t) =, ()X () (5.1)
n=0
burada, baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii asagidaki diferansiyel denklem ile
verilir:
U (8) + pnun(t) = Fu(t,u, a), (5.2)
un(0) =¢,, n=0,1,23,... (5.3)
Fot,u, o) = fult) + at)gn(u).
Ayrica,
1, n =20,
my, = (5.4)
V2, n=1,2,...
olmak iizere
Jy () de, n=0,

lpn =My
fol (x)cos(ppx)dr, n=1,2,..,
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" g(u) da, =0,
gn(u) =m,, fo glu) dz " (5.5)

fo yeos(ppx)dr, n=1,2,...

oty =y 0 0 net (5.6)
fo f(z,t)cos(ppr)de, n=12, ...

olarak ifade edilir. Bu nedenle, (5.2)-(5.3)’l saglayan ¢6ziimii asagidaki gibi belirtilir:
2 ¢ 2
U () = e Hnt + / Eu(r,u,a)e D dr n=0,1,2, ... (5.7)
0

Simdi, (1.6) denklemindeki integral ek kosulu kullanilarak, a(t) fonksiyonu problem

verileriyle ifade edilir:

at) = [h’(t) [t + Y uiun@)Xn(xo)] 6y

Esitlik (5.7)’yii (5.1)’de yerine koyarak
> 2 t 2
ul,t) = {wne“nt + / Fo(7,u, )e a7 dT] X () (5.9)
0

n=0

elde ederiz. Bu denklemler, verilen sinir deger problemine ¢6ziimii tanimlar.

5.2. Cozumiin Varhk ve Tekligi

(1.1)-(1.6) probleminin (5.8)-(5.9) denklem sistemine dontistiirilmesi ve {«(t), u(z,t)}
¢ozlim ¢iftinin bir operatdre baglanarak, Banach sabit nokta teoremi yardimiyla varlik
ve tekliginin gosterilmesi miimkiindiir. Boylece, (5.8)-(5.9) denklem sisteminin ¢oziimii
operator ile ifade edilebilir:

z=P(z2). (5.10)

Burada, z = {«(t), u(x,t)} ve (5.8)-(5.9) sistemi operator denklemini ifade eder:

O(2) = P(u, ) = {Pq, Do}
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Bu, (5.8)-(5.9) denklemlerinin sag tarafina karsilik gelir, dyle ki

1=

a0 )[h( f(xo,t +anun Xl )], (5.11)

Z [w et —i— Fo(7, u, a)e #alt=7 dT:| X, (). (5.12)

Bu noktada, [71] makalesinde bahsedilen fonksiyonel uzay tanitalim:

By = {u(w,t) = Zun(t) cos(i,x) @ uy(t) € C[0,TY,
=0 (5.13)

o0

1/2
Z(N§L||un(t)”0[o,T])2] < OO}

Jr(u) = [Juo(®)ll ooz +

n=1

u(z, t) fonksiyonu Fourier katsayilar1 ve ortonormal 6z fonksiyonlar kullanilarak temsil
edilir. Bu temsil, ||u(z,?)]| B, = Jr(u) olarak ifade edilir. Agiktir ki B ;. bir Banach
uzayidir. Ayrica, uzay E3 zyBgyT x C[0, T olarak tamimlanabilir ve normu ||z 5 = =
|u(z, )] B, T la(t)[l o,z ile belirlenir, bu uzay da bir Banach uzayidir. Simdi,
®’nin E2 iizerinde kendisiyle siirekli oldugunu gosterelim. Kisacasi, ®; € C[0,T] ve
d, € BS’,T oldugunu gosterelim. Verilen (1.1)-(1.6) probleminde asagidaki varsayimlar

kullanilur:
* (K1) v(x) € C°[0,1],4'(0) = ¥'(1) = 0;
s (Ky) h(t) € C*0,1], h(0) = u(xo,0);
* (K3) f(z,t) € C(Qr), VL € [0,T] f(.,t) € C°[0,1], fu(0,8) = fu(1,1) = O;
* (K4)
- (Ko g(u) € C3(R), Vt € [0,T] g(h(t)) # O;
- (Ky)2 ¢9D(u),i=0,1,2,3, Rde en az bir sifir noktasina sahip olsun';

— (K4)3 Hersmurli I C R araliginda Lipschitz kosulu saglansin:

199 (WD) — g®@®)| <dy [u® —u®|, dy e R, Yu® u® R

'Eger g(u) € C3(R) fonksiyonu belli bir j(j < 3) tiirevi sabit olursa bu durumda (k)2 kosulu
sOyle uygulanacaktir.
(K4)2: g9 (u),i=0,...,5 — 1 fonksiyonlarinin R’de en az bir sifirt mevcuttur.
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[lk olarak, ®; € €0, T] oldugunu gésterelim.

2 1
_ ML; /0 () sin(pn) de, (5.14)

= g /01 Jzz(x, t) sin(p,z) de, (5.15)
V2

1
s [g" (W)ud + 39" (W) tzatiy + g () ey sin(pnz) do (5.16)
n J0O

(5.14)-(5.16) esitliklerini (5.11) denkleminde kullanarak

L "(t) — f(z Ooia
@] < (@) [Vl(t) f( o,t)|+;%

+/0 a@)[1 (8)] + [ (8)]] dtu

(5.17)
esitsizligini elde ederiz. Burada,
1
=2 / " (x) sin(pnx) da (5.18)
0
1
- \/5/ [g" (w)ud + 3¢" (W) uzptiy + ' (W) Uses] sin(p,x) do (5.19)
0
1
= \/5/ fuza(x, t) sin(p,z) de (5.20)
0

olmak tizere Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Bessel esitliklerini uygulayarak, (5.17)

denklemindeki esitsizlik asagidaki gibi tiiretilebilir:

- o\ 1/2 - 1/2
1 / i o 2
|¢1|sm[rh<t> e >r+<;(un)) {(D n|)
- - 1/2 - 1/2
+ [ {a (me) +<Zm<t>ﬁ) i }] 521)

Bessel esitsizligi kullanarak

2 2
Z |an|” < Hw/”HLQ(O,l)
n=1
e 2
Do lml* < lg" ()il + 39" (Wi + 9 (Wttaae |7, 01

n=1

Z|’7n| < ||f:cm )||L201
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elde ederiz. Bu varsayimlarla, (5.21) denklemindeki seri, Weierstrass M-testine gore
[0, T'] zaman araliginda diizgiin yakinsar. Boylece, ®; € C[0, T'] oldugunu kanitlariz.

Simdi, ¢, € BgT oldugunu gosterelim. ilk olarak, sunu gostermeliyiz:

2

e 2
() = Juo(® o + | 32 (1 ma >|)] <oo.  (522)

Burada, u, (t) = tpe "t + fo (s,u, a)en~1 ds olarak almmustir.

(K1) — (K,) varsayimlar altinda, u,(t) i¢in kismi integrasyon uygulayarak ve elde

edilen esitligi 43 ile ¢arparak

i 0 (2)] S/O la@llnn @] + Ol dt + |an], n=1,2,3,...

esitsizligi ortaya ¢ikar. Bu esitsizlikten asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz:

[’ 2
3 (un max un(t >|) < 47
t€[0,T]

0 2
512013 (ma )
+ Z <treng>;] (2 !)

+ 22 a2 (5.23)
n=1

Bessel esitsizligini kullanarak, (5.23) denkleminin sag tarafi yakinsar. Boylece, Jr(®) <
oo ve Py € BS’,T- Sonug olarak, ®’nin E3 iizerinde kendisiyle siirekli oldugu belirlen-
mistir.

(5.1) ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

lus| = Z,unun ) cos(pinx Z (,un max_ |u,(t )|> <cllullps, . (524
n=0 n=0 ’u” tel0.T] ’
Benzer sekilde,
= 1
] = ‘ Zunun sin(jina Z?( 2 max [u >|) < cllullpy, (525)
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yazilabilir. Ayrica,

/ |uarm| dx = ( ,unun ) cos(pn Zﬂnun CcoS(fnT ))
n=0

1 o0
= 5 2 (0 < el

(5.26)

dir. Burada, (-,-)r,(0,1) ifadesi Ly(0,1) uzaymdaki i¢ ¢arpimi temsil eder ve ¢ =

o<1/ ,ui)l/ ? olarak tanimlanir. Bu durumda, asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

[ullLo0,1) < collullpg ., (5.27)
[t o0,0) < callullps . (5.28)
[t | 201) < collullpg (5.29)
[taae|lLa0,1) < esllullpg .- (5.30)

Bu iliskileri g6z oniine alarak, basit doniisiimlerle asagidaki esitsizliklere ulasilir:
t 1/2
o0 < ol + VT ([ 156 ds) -+ Tha@llcomlln(lloam,
0

00 1/2 0o 1/2
<Z(uillun( Nicp. T})2> <V2 (Z(Mil%ﬁ))

00 :1}2 00 1/2
vy ( (Zunm )d) 2T a(O)llcn (Zwiugn(u)w) ,
1 /
la@lloan < |- o {Hh (t) = £ @0 et

o)

' <Z%) ((i IanP)m VT ( / T;(ui!fn(S)l)QdS) :
+ T|a(t) |l o (; 12211 gn (W) co.17) >1/2> }

Ayrica, tanim geregi

o0

1/2
9@, = llgo()lleor + (Zmzr\gn(u)Hcm,n)?)

n=1
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yazilabilir. K varsayimi kullanilarak su sonuglara ulagilabilir:

/Olg(u) dx

1
< max}/ do|u| dx < dol|ul|cpm
0

max} lgo(u)] < max

telo, T te[0,7 telo,T
1 1 1
9 (1)) = / o(u) cos(pna) de| < / 19(0)] cos(z) do < / dolu| cos () de
0 0 0
= Ui“gn(u)HC[O,T] < dONfLHun(t)HC[O,T]
Bu bilgiler 15181nda

00 1/2 00 1/2
(Z(ui!\gn(U)!!c[o,T])2> < do (Z(ui!lun(t)l|cwﬂ)2>

n=1 n=1

esitsizligini elde ederiz. Bu iliskilerle asagidaki ifadeler elde edilir:

lg(w)llBg, < dollu(z,t)]|Bg,.

2,7 —

doB*(T) = B(T),

lullgg. < A(T) + B*(T)[|e®)llowmllg(wl sz,

< A(T) + B(D)|la(@)llcromlullss .
Basit doniisiimlerle asagidaki esitsizlikler yazilir:

o ()| < N1U(@)|]Lac0,0) + TN (2, )| Lo@r) + Tl|(t)]co,m1l90(w)] oo,
(5.31)

(Z(ﬂi’lun(t)||C[O,T])2> < \/§‘|¢,//(37)|’L2(0,1) + 2T‘|fx:cr($vt)HL2(QT)

n=1

N (5.32)
+ 2T |a(®)llep. (Z(ui!\gn(uwcw,ﬂ)?) :

n=1
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o0

1/2
IH(2) = £z, Ol + (Z %)

n=1""

1
g(h(t))

x 1" (@) Loy + Tl fawa (@, )| Loy + Tlla®)llcory  (5-33)

o0 1/2
X (Z(Mi”gn(u)HC[&T])Q> }

n=1

la@®)llop < H

clo,1]

(5.31)~(5.33) ifadelerinden {u(z,t), o(t)} ¢iftinin fonksiyonel uzaylardaki normlar1 i¢in

asagidaki esitsizliklere ulagilir:
lullgg . < A(T) + Bo(T) ()| cpomil g ()]l . (5.34)

la@®llowp.r < A(T) + Ba(T)le(t)l|cprllg(w)ll s, (5.35)

Burada

AUT) = [ (@) ooy +T 11 (@, )l a@ry+V 219" (@) at0,) + 2T || oz (2, ) | 2

By(T) = 3Td,

o0

1/2
11 () = f(@o, )l ooy + (Z 1 )

02
1 M

1
g(h(t))

|

10,17

|:||¢/”($)||L2(0,1) + T||fa:xw(xvt>||L2(QT):| }
By(T) = H :

© 1/2
- Td
g(h(t)) C[0,7) <; M%) i

(5.34)-(5.35) esitsizliklerinden, asagidaki ifadeler elde edilir:

191(2) Bz, + [|P2(2)llc.r) < A(T) + B(D)l|e®)l| oo,y llulz, D)l .- (5.36)

Burada,

A(T) = AlT) + Ao(T),

B(T) = Bi(T) + Bo(T).
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Yani,

A(T) = [¥(@) || o0y + V201" (@) | 2200,1) + T (2, 8]l 22

1
g(h(t))

2T e s )l imy + H {||h’<t> = Fao, Bl

clo,1]

b 1/2
+ (Z M_2> [H@ZJW(ZL‘)HLQ(OJ) + T”fxx:c(x?t)HLﬂQT)} }

b 1/2
1
>z] Tdoo
Clo,1] n=a P

Bu calismada, verilen denklem seti {izerinden bir analiz yapilmistir:

n=a

B(T) = 2Td, + H

1
g(h(t))

A(T) = 1) a0y + V208" (@) | La0,1) + TN (@) || Lo (@)

+ 27| frza(, 1)

lison + || s

Clo,1]
v 1/2
{Hh/(t) — fzo,)|lcom + (Z E) (5.37)
[||¢W(x)“L2(O,1) + T”fxxa:(x?t)“LﬂQT)} } (538)
. by 1/2
B(T) = 3Td — Td
0 =570+ |5 { (Z u%) }

C = [¥(@) | 201) + V2|0 (@) L2001

D(T) = T(Hf(xﬂt)HLz(QT) + QHfImr(xat)HLz(QT))

1
g(h(t))

wo-|

{Hh/(t) — f(@o, )|l

Clo,T]

b . 1/2
i (z ;T) [Hw"'<x>nm<o,l> - Tr|fm<x,t>||L2<QT>] }

n=a "M

55



Bu durumda asagidaki sekilde ifade edebiliriz: A(T)=C + D(T') + E(T) ve boylece,

|®(2)|| 3. < C + D(T) + E(T) + B(T)R*.

Onemli bir not, £(T') fonksiyonunun smirh oldugudur, ¢iinkii /, tarafindan siirekli
kapali aralikta saglanmaktadir. Bagka bir 6nemli not ise, 7" sifira yaklastikga, D(T")
sifira yaklasir, £(T"), E(0) degerine B(T) sifira yaklasir. Eger C' + FE(0) < R kosulu
saglanirsa dyle Ty degeri bulabiliriz ki, her T’ € [0, Tp) i¢in ®(2), E3. uzayindaki normu

R ’yi asmaz. Boylece asagidaki Lemma 5.1 ispatlanmis olur.

Lemma 5.1: (K ) — (K) kosullar altinda, 6yle bir T pozitif sayist vardir ki probleme
[0,T], T < T, zaman araliginda bakildiginda ®(z) fonksiyonu Bg’yi Br’ye siirekli
déniistiiriir. Burada C' + E(0) < R’dir. Oyle ki,

C = |[¥(@)|201) + V2[[¥" (@) L2001

E(0) = lim E(T)

T—0

olarak belirlenmistir.

Simdi, z; ve zs, E% uzayindaki herhangi iki elemani olsun. Iki farkli eleman z; ve 2,

icin fonksiyonel uzayin tanimi geregi
12(21) — @(22)lmp = [[P2(21) — Pa(22)l[ g, + [1D1(21) — Pu(22)lcpo,m

yazilir. Burada, z; = [a®, u®(z,1)]7, i = 1,2 ve (5.11) ve (5.12) denklemleri kul-
lanilarak ®1(z) ve ®y(2) farklar1 agsagidaki sekilde ifade edilebilir:

(Pl(zl) — @1(2’2) = m [;Mi (/0 (Fn(s’u(1)7a(1))

—Fy(s,u®,a)) 470 ds) X, (a0)]
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t
Dy (z1) — Po(22) :/ [F0<3,u(1),a(1)) _ FO(57U(2),04(2))] ds
0

n Z </ ) (1)) Fn(s,u(2), oz(Q))} e (s—t) ds) Xo(2).

(K1) — (K3) varsayimlari altinda ve kismi integrasyon kullanarak, ve (K}); varsayimin-

dan faydalanarak yukaridaki denklemleri su sekilde tiiretilir:

CI)l(Zl) - ‘131(22) =

= g0(u®)) = (@) = a®)go(u®)] ds}

(/ Lo @ q@)ernl=t d8> cos(fin).

Burada,

1
M., u®,a®) = [ a(g" W)@ + 39" (W) @) @) + o ()
0

(u) — &P (g" () (u?)’ + 3¢" (u®) (W) (u?) + g'(u(z))(ug(ci)z))] Sin(n ) da.

olarak ortaya ¢ikar. Bu denklemde bazi terimleri ekleyip ¢ikartarak asagidaki sonuglara

ulagilir:

cbl(zl) - q)l(ZQ) =

00 9 t
[ZL_ (/ N(u®, a® @ o@)ernls= ds) COS(MnSL’o)] 7
Hn 0
n=1

t

>~

Ba(z2) — Bafzs) = [ 0 (go(u®) — go(u®)) — (a® — a)go(u®)] ds}

o0 t 2

n=1
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Ayrica N(uV), oM u® o(?)) asagidaki gibi tanimlanir:

)+ 9" (@) (i) (Wh = ul) + uPg" (D) (ull)

rx

)
—u)) +u (" (W) = ¢ (W)l + g (W) (uf), — ul) + (' (@) — g' ()

uf), | + (@@ = a®)[g" (@) (WD) + ¢" (W)@ + g/ () ()]

sin(p, ) dx] :

Son denklemlere bazi modifikasyon yaparak, (/)’iin yardimiyla ve o, u (x, 1),
© = 1,2 ifadeleri ®;, ®, elemanlar1 oldugundan ve @, ¢, normlar1 R’yi asmadigindan

o, u®(x,t) normlar1 da R’yi asmaz. Yani,
1|, [[u(z, 6)]| < R
esitsizligi dogrudur.

[@2(21) — ®o(2)]lcpor) < TC [(434 +3R3 +2R? + R)|lu'V — u® Isg.,

+ (R + R* + R* + R) o) — a®||cpo ]

[94(2) - ®1(:0)lag, < 27CVE|

0,7

(4R* +3R° + 2R)[[uY) —u® ||z +(R'+ R* + R*)[a — a® | cio]

Burada C' sayis1 (K4)3 varsayimi ve (5.27)-(5.30) esitsizliklerinden gelen sabitlerin
maksimumunu temsil eder ve sonug olarak, yukaridaki esitsizliklerden elde edilen

sonuglar1 kullanarak asagidaki sonuca ulasilir:
[(21) = (22)|| s < A(T)R*Cllz1 — 20| 3.- (5.39)

Burada A(T') ve R* su sekilde tanimlanir:

A(T) :T(

, 5.40
0) cm> (549
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R* = max{4R* + 3R* + 2R* + R, R* + R* + R* + R}. (5.41)

Verilen kosullar altinda, g(h(t)) fonksiyonunun [0, 7] zaman araliginda C* (iigiincii
dereceden siirekli) fonksiyonlar kiimesine ait oldugu ve her ¢ i¢in sifir olmadig1 kabul

edilmektedir. Ayrica, C' sayisi sonlu sabitlerden olustugundan {ist sinir1 vardir.

Bu kosullar altinda, 1/g(h(t)) fonksiyonunun C[0, T'| uzayindaki normu iist sinirhidir.
T degeri sifira yaklastikga, A(7T)R*C ifadesi sifira yaklagir. Dolayisiyla, yeterince
kiigiik 7" i¢in 0 < A(T)R*C < 1 gegerlidir.

Lemma 5.2: ®(z) fonksiyonu, 0 < A(T)R*C < 1 kosulu altinda Bg’de sikistiran

tasvirdir.

Teorem 5.1: (/) — (K4) kosullari ve 0 < A(T)R*C < 1 kosulu saglansin. O halde
(1.1)-(1.6) ters probleminin By yuvarinda tek ¢6ziimii vardir. Burada C' + E(0) < R
olmak tizere, C' sonlu sabitlerden olusan st sinir, £(0) = limy_,q E(T), A(T) ve R*

strastyla (5.40) ve (5.41) olarak belirlenmistir.

Ispat: Baslangic sinir deger problemi (1.1)-(1.4)’nin ¢oziimiinii (5.1) seri toplami
olarak ifade edebiliriz. (1.2) denkleminde, (5.1) serisi, (1.6) kosulu kullanilarak (5.8)-
(5.9) ifadelerini elde ederiz. Verilen sinir deger probleminin ¢éziimii olarak tanim-
lanan (5.8)-(5.9) denklem sistemine Banach sabit nokta teoremini kullanarak, ¢6ziim-
lerin (5.10) operatort ile temsil edildiginde varlik ve tekligini gosterebiliriz. Operator
doniistimii sayesinde (5.8)-(5.9) ifadelerini sirasiyla (5.11)-(5.12) olarak ifade ederiz.
(1.1)-(1.4),(1.6) probleminin ¢6ziimii Fourier katsayilar1 ve 6zfonksiyonlar1 kullanilarak
temsil edilir. Coziimiin normu (5.13) uzayinda ifade edilir. Ayrica E3 = BiT x C10,T]
olarak tanimlanir. Bu uzayda elemanin normu ||| 5 = [[u(x, )| By, T la(®) [l o,y ile
belirlenir. Simdi, @ nin E2. iizerinde kendisiyle siirekli eslestigini gosterelim. Kisacasi,
®, € C0,T] ve &y € B%T oldugunu gosterelim. Cauchy-Schwarz esitsizligi, Bessel
esitsizligi ve Weierstrass M-testi uygulayarak ®; € C[0, 7] oldugunu ve (K;) — (K4)
varsayimlari, kismi integrasyon ve Bessel esitsizligi uygulayarak da &, € BS,T oldugunu
gosterebiliriz. (5.11)-(5.12) ifadelerinin birbirinden farkl z; ve z, ifadeleri i¢in yazilarak
E} = B3 1 x C[0,T] uzayindaki normu hesaplanarak elde edilen esitsizlikten (5.39)
esitsizliginde yeterince kiigiik 7" se¢ilmesi durumunda 0 < A(T)R*C < 1 kosulu

saglanir ve Banach sabit nokta teoremi geregince ¢oziim tektir.
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Yorum 5.2.1: Teorem 5.1’in eksik taraflar1 varlik ve teklik sonucu 7" nin kii¢iik degerleri
i¢in ve ayrica tim E3 uzaymda degilde bu uzayda bir Bg, R > C + E(0) yuvarinda
dogru olmasidir. Is1 iletim siirecinin kiigiik zaman zarfinda bas vermesi anlasilabilir
olmakla bircok stirecin gercekten biiylik zaman araligina taginabilmemesi olagan bir
durumdur. Fakat 1s1 yayilim ile birlikte potansiyel zamana bagli potansiyel katsayisinin
daha genis uzayda varlik ve teklik durumu diizenlenebiliyor. Oyleki her R > C' + E(0)
i¢in Br’de ¢dziimiin tekligi tim F32’de ¢oziimiin tekligini gerektiriyor. Yani kiigiik

zaman araliklari i¢in tiim FE3.’de ters problemin ¢oziim vardir ve bu ¢dziim tektir.
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6. MODELLERIN KONTROLU

Lineer ve lineer olmayan 1s1 denklemlerinin, 2. boliimde belirtilen modellerin verilen

kosullar altinda saglandigini gosterelim.
Up = Ugy + Oég(U) + f([)'},t)

* g(u) = u olsun.
— g(u) € C3(R) olmak iizere g(u) fonksiyonu (K,); varsayimi saglar.

- ¢g(0) =0, ¢'(u) = 1 ve her u igin ¢"(u) = ¢""(u) = 0 olmak tizere (K)o

varsayimini saglar.
— g(u) € C3(R) olduguna gore (K )3 varsayimi saglanir.

Boylece Pennes modelinin varlik ve teklik kosullar1 saglanmis oldugu goriilmek-

tedir.
* g(u) = u(l — u) olsun.
— g(u) € C?(R) olmak tizere g(u) fonksiyonu (K,); varsayimi saglar.

- ¢(0) =0, ¢'(1/2) = 0 ve her w i¢in ¢"(u) = —2, ¢"’(u) = 0 olmak iizere

(K4)o varsayimini saglar.
— g(u) € C*(R) olduguna gére (K, )3 varsayimi saglanir.

olmak tizere (K )3 varsayimini saglar. Fisher-Kpp ve Sosyal ag modelinin varlik

ve teklik kosullarinin saglanmis oldugu goriilmektedir.
* g(u) = u(1 — u?) olsun.
— g(u) € C3(R) olmak tizere g(u) fonksiyonu (K}); varsayimi saglar.

- g(0) =0, ¢'(¥1/V/3) = 0, ¢"(0) = 0 ve her u igin ¢""(u) = —6 olmak

tizere (K)o varsayimini saglar.

— g(u) € C3(R) olduguna gére (K,)3 varsayimi saglanir. Ginzburg Landau
modeli, Allen Chan modeli ve Chaffe-Infante modelinin varlik ve teklik

kosullarinin saglanmis oldugu goriilmektedir.

e g(u) = u(l —u)(u — 6) olsun.
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— g(u) € C3(R) olmak tizere g(u) fonksiyonu (K,); varsayimi saglar.

- g(0) =0, ¢'(u) = 0,4"(2(1 4+ 0)/2) = 0 ve her u igin ¢"'(u) = —6 ve

6 € [0.8, 1) olmak tizere (K), varsayimini saglar.

- g(u) € C3(R) olduguna gore (K )3 varsayimi saglanir. Popiilasyon genetik

modelinin varlik ve teklik kosullarinin saglanmis oldugu goriilmektedir.

62



7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismanin temel amaci, Neumann sinir kosullu ve integral ek kosullu 1s1 denkleminin
katsayilarin1 belirlemektir. Yapilan bu ¢calismanin sonucunda asagidaki bulgular elde
edilmistir:

* Lineer 1s1 denkleminde, Carleman kestirimi problemin ¢éziimiinii ve konuma

bagli potansiyel katsayisinin varlik ve tekligi gosterilmistir.

* Lineer 1s1 denkleminde, Fourier yontemi problemin ¢éziimiinii ve zamana bagimli

potansiyel katsayisinin varlik ve tekligi gosterilmistir.

 Ayrica, lineer olmayan 1s1 denkleminin potansiyel katsayisi ile ¢oziimiin varlik
ve tekligi, ek kosul kullanilarak gosterilmistir. Parametreler, Fourier yontemiyle
belirlenmis ve operatdre baglanarak kiigiik zaman araliklarinda Banach sabit

nokta prensibi ile gosterilmistir.
Oneriler su sekildedir:
 Hiperbolik denklemler i¢in varlik ve teklik incelenebilir.
» Kosullar1 saglamayan terimler i¢in yeni ¢aligmalar yapilabilir.
* Lineer olmayan terimin stabilitesi incelenebilir.

» Katsay1r bulma probleminin niimerik ¢6ziimii, sonlu farklar yontemiyle ince-

lenebilir.
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