
T.C.
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ÖZET

e∗-TOPOLOJİK HALKALAR ÜZERİNE

Can DALKIRAN

Yüksek Lisans Tezi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Murad ÖZKOÇ

Haziran 2024, 45 sayfa

Bu çalışmanın temel amacı e∗-topolojik halka kavramını tanıtmaktır. Bu sınıf, β-
topolojik halkalar sınıfının genelleştirilmiş bir versiyonu olarak karşımıza çıkmak-
tadır. Ayrıca, e∗-topolojik halka fikri ile literatürde var olan diğer bazı topolojik halka
türleri arasındaki ilişkiler tartışılmıştır. Buna ek olarak, e∗-topolojik halkalar hakkında
bazı temel sonuçlar ortaya konmuştur. Sonuçlarımıza ilişkin bazı karşı örnekler veril-
miştir.

Anahtar Kelimeler: topolojik halka, e∗-açık küme, e∗-topolojik halka.
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ABSTRACT

ON e∗-TOPOLOGICAL RINGS

Can DALKIRAN

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murad ÖZKOÇ

June 2024, 45 pages

The main purpose of this study is to introduce the concept of e∗-topological ring. This
class appears as a generalised version of the class of β-topological rings. Also, the
relations between the idea of e∗-topological ring and some other types of topological
rings existing in the literature have been discussed. In addition, some fundamental
results about e∗-topological rings are revealed. Some counterexamples regarding our
results have been given.

Keywords: topological ring, e∗-open set, e∗-topological ring.
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3. BULGULAR VE DEĞERLENDİRME . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DİZİNİ

:⇒ tanımsal gerektirme

2X X kümesinin kuvvet kümesi

Y X X kümesinden Y kümesine tanımlı fonksiyonların kümesi

O(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki açık kümeler ailesi

O(Y,F) (Y,σ) topolojik uzayındaki F kümesini içeren açık kümelerin ailesi

C(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki kapalı kümeler ailesi

O(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren açık kümelerin ailesi

C(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren kapalı kümelerin ailesi

RO(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki regüler açık kümeler ailesi

RC(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki regüler kapalı kümeler ailesi

RO(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren regüler açık kümelerin ailesi

RC(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren regüler kapalı kümelerin ailesi

δO(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki δ-açık kümelerin ailesi

δC(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki δ-kapalı kümelerin ailesi

δO(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren δ-açık kümelerin ailesi

δC(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren δ-kapalı kümelerin ailesi

βO(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki β-açık kümelerin ailesi

βC(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki β-kapalı kümelerin ailesi

βO(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren β-açık kümelerin ailesi

βC(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren β-kapalı kümelerin ailesi

e∗O(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki e∗-açık kümelerin ailesi

e∗C(X) (X ,τ) topolojik uzayındaki e∗-kapalı kümelerin ailesi

e∗O(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren e∗-açık kümelerin ailesi

e∗C(X ,x) (X ,τ) topolojik uzayındaki x noktasını içeren e∗-kapalı kümelerin ailesi
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int(A) A kümesinin içi

cl(A) A kümesinin kapanışı

δ-int(A) A kümesinin δ-içi

δ-cl(A) A kümesinin δ-kapanışı

β-int(A) A kümesinin β-içi

β-cl(A) A kümesinin β-kapanışı

e∗-int(A) A kümesinin e∗-içi

e∗-cl(A) A kümesinin e∗-kapanışı
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1. GİRİŞ

Topoloji tanımından da anlaşılacağı üzere bir (X ,τ) topolojik uzayında X kümesinin
elemanları arasındaki ilişkilerin topoloji kavramı için çok önemi yoktur. Bu küme ba-
zen alelade bir küme bazen de gerçel sayılar kümesi gibi sonsuz elemanlı ve eleman-
ları arasında sıralama olan bir küme olabilir. Bu sebeple topoloji alanında çalışmalar
yapan birçok matematikçi bazı sorulara cevap aramak amacıyla çalışmalarında mate-
matiğin başka bir çalışma alanı olan cebir alanından faydalanmıştır. Örneğin topolo-
jide iki uzayın homeomorf olmadığını gösterme problemi bazen oldukça zor bir hâl
alabilir yani iki uzay arasında birebir, örten, sürekli ve tersi sürekli olan bir fonksiyon
yazılamayacağını göstermek zor olabilir. Bu yüzden topoloji alanında çalışmalar ya-
pan birçok matematikçi çalışmarında iki uzayın homeomorfik olmadığını göstermek
amacıyla temel grupları kullanmıştır. İki topolojik uzayın temel grupları izomorfik
değilse topolojik olarak homeomorfik olamazlar. Bu çalışmalara bir başka örnek ola-
rak çalışmamızda ilham aldığımız 1947 yılında I. Kaplansky tarafından tanımlanan
topolojik halka kavramıdır. I. Kaplansky çalışmasında halka ve özelliklerini kullana-
rak analizsel birçok sonuçlar elde etmiştir.

Bu çalışmanın birinci bölümünde 2021 yılında S. Billawria ve Sh. Sharma tarafından
tanımlanan β-topolojik halka kavramından farklı bir kavram olan e∗- topolojik halka
kavramı tanıtılmış ve e∗- topolojik halka kavramının β-topolojik halka kavramından
daha genel bir topolojik halka kavramı olduğu gösterilmiştir. Ayrıca karşıtının doğru
olmadığına dair örnek verilmiştir. Çalışmanın yine birinci bölümünde bir e∗-topolojik
halkadaki ne tarz kümelerin e∗-açık küme olabileceği incelenmiş ve birçok sonuçlar
elde edilmiştir.

Bu çalışmanın ikinci bölümünde bir e∗-topolojik halkadaki bir kümenin e∗-içi ve
e∗-kapanışına dair birçok sonuçlar elde edilmiştir. Bunlara ilaveten e∗-topolojik hal-
kalarda e∗-süreklilik kavramı ile ilgili sonuçlar incelemiştir
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1.1. Bazı Temel Kavramlar

Tanım 1.1.1. X ̸= /0 küme ve τ ⊆ 2X olmak üzere τ ailesinin sonlu her altailesinin
kesişimi ve keyfi her altailesinin birleşimi τ ailesinin elemanı ise τ ailesine X kümesi
üzerinde bir topoloji, (X ,τ) sıralı ikilisine de topolojik uzay denir.

Biçimsel olarak

(X ̸= /0)(τ ⊆ 2X)

:⇒

τ, X’de topoloji :⇔


1) (∀A ⊆ τ)(|A |< ℵ0 ⇒

⋂
A ∈ τ)

2) (∀A ⊆ τ)(
⋃

A ∈ τ)

(X ,τ) topolojik uzay :⇔ τ, X’de topoloji

şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.2. (X ,τ) topolojik uzay olmak üzere τ ailesinin elemanlarına τ-açık küme
(kısaca açık) ve tümleyeni τ-açık olan kümelere τ-kapalı küme (kısaca kapalı) de-
nir. Bütün τ-açık kümelerin oluşturduğu aile O(X) ve bütün τ-kapalı kümelerin oluş-
turduğu aile C(X) ile gösterilir. Ayrıca bir x ∈ X noktasını içeren tüm τ-açık kümele-
rin oluşturduğu aile O(X ,x) ve yine bir x ∈ X noktasını içeren tüm τ-kapalı kümelerin
oluşturduğu aile C(X ,x) ile gösterilir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

A, τ-açık :⇔ A ∈ τ

A, τ-kapalı :⇔ X \A ∈ τ

O(X) := {A ⊆ X | A ∈ τ}

C(X) := {A ⊆ X | X \A ∈ τ}

O(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ τ}

C(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈C(X)}

2



şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.3. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere A kümesinin kapsadığı açık
kümelerin birleşimine A kümesinin içi denir ve int(A) ile gösterilir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)

:⇒

int(A) :=
⋃
{U | (U ⊆ A)(U ∈ O(X))}

şeklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.4. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
a) int(A) = {x ∈ A | (∃U ∈ O(X ,x))(U ⊆ A)},
b) int(A)⊆ A,

c) A ⊆ B ⇒ int(A)⊆ int(B),

d) int(A∩B) = int(A)∩ int(B),

e) int(A)∪ int(B)⊆ int(A∪B),

f) int(int(A)) = int(A),

g) A ∈ O(X)⇔ A = int(A),

h) int(A) ∈ O(X).

Tanım 1.1.5. (X ,τ) topolojik uzay ve A⊆X olmak üzere A kümesini kapsayan kapalı
kümelerin kesişimine A kümesinin kapanışı denir ve cl(A) ile gösterilir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)

:⇒

cl(A) :=
⋂
{F | (A ⊆ F)(F ∈C(X))}

şeklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.6. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
a) cl(A) = {x ∈ X | (∀U ∈ O(X ,x))(U ∩A ̸= /0)},
b) A ⊆ cl(A),
c) A ⊆ B ⇒ cl(A)⊆ cl(B),
d) cl(A∩B)⊆ cl(A)∩ cl(B),
e) cl(A∪B) = cl(A)∪ cl(B),
f) cl(cl(A)) = cl(A),
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g) A ∈C(X)⇔ A = cl(A),
h) cl(A) ∈C(X),
i) int(X \A) = X \ cl(A), cl(X \A) = X \ int(A),

j) int(cl(int(cl(A)))) = int(cl(A)), cl(int(cl(int(A)))) = cl(int(A)).

Tanım 1.1.7. (X ,τ) topolojik uzay ve A⊆ X olmak üzere A kümesinin kapanışının içi
kendisine eşit ise A kümesine bu uzayda bir regüler açık küme denir. Tümleyeni re-
güler açık olan kümeye de bu uzayda bir regüler kapalı küme denir. Bir (X ,τ) topo-
lojik uzayının tüm regüler açık (regüler kapalı) kümelerinin oluşturduğu aile RO(X)

(RC(X)) ve bir x ∈ X noktasını içeren (X ,τ) topolojik uzayının tüm regüler açık (re-
güler kapalı) kümelerinin oluşturduğu aile de RO(X ,x) (RC(X ,x)) ile gösterilir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

A, regüler açık :⇔ A = int(cl(A))

A, regüler kapalı :⇔ X \A, regüler açık

RO(X) := {A ⊆ X | A = int(cl(A))}

RC(X) := {A ⊆ X | X \A ∈ RO(X)}

RO(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ RO(X)}

RC(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ RC(X)}

şeklinde ifade edilir. (Stone, 1937)

Tanım 1.1.8. (X ,τ) topolojik uzay, A ⊆ X ve x ∈ A olmak üzere A kümesi tarafından
kapsanan regüler açık kümelerin birleşimine A kümesinin δ-içi denir ve δ-int(A) ile
gösterilir. A kümesine ait bir x noktası, A kümesinin δ-içinin elemanı ise bu noktaya
A kümesinin bir δ-iç noktası denir.
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Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ A)

:⇒

δ-int(A) :=
⋃
{U | (U ⊆ A)(U ∈ RO(X))}

x, A’nın δ-iç noktası :⇔ x ∈ δ-int(A)

şeklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.9. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.

δ-int(A) = {x ∈ A | (∃U ∈ RO(X ,x))(U ⊆ A)}

= {x ∈ A | (∃U ∈ O(X ,x))(int(cl(U))⊆ A)}. (Velicko, 1968)

Tanım 1.1.10. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere A kümesinin δ-içi ken-
disine eşit ise A kümesine bu uzayda bir δ-açık küme denir. Tümleyeni δ-açık olan
kümeye bu uzayda bir δ-kapalı küme denir. Bir (X ,τ) topolojik uzayının tüm δ-açık
(δ-kapalı) kümelerinin oluşturduğu aile δO(X) (δC(X)) ve bir x ∈ X noktasını içe-
ren (X ,τ) topolojik uzayının tüm δ-açık (δ-kapalı) kümelerinin oluşturduğu aile de
δO(X ,x) (δC(X ,x)) ile gösterilir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

A, δ-açık :⇔ A = δ-int(A)

A, δ-kapalı :⇔ X \A, δ-açık

δO(X) := {A ⊆ X | A = δ-int(A)}

δC(X) := {A ⊆ X | X \A ∈ δO(X)}

δO(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ δO(X)}

δC(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ δC(X)}

şeklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.11. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
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a) A ⊆ B ⇒ δ-int(A)⊆ δ-int(B),

b) δ-int(A∩B) = δ-int(A)∩δ-int(B),

c) δ-int(A)∪δ-int(B)⊆ δ-int(A∪B),

d) A,B ∈ δO(X)⇒ A∩B ∈ δO(X),

e) A ⊆ δO(X)⇒
⋃

A ∈ δO(X),

f) δ-int(A) ∈ δO(X),

g) δ-int(δ-int(A)) = δ-int(A). (Velicko, 1968)

Tanım 1.1.12. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere A kümesini kapsayan re-
güler kapalı kümelerin arakesitine A kümesinin δ-kapanışı denir ve δ-cl(A) ile göste-
rilir. X kümesine ait bir x noktası, A kümesinin δ-kapanışının elemanı ise bu noktaya
A kümesinin bir δ-değme noktası denir.

Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

δ-cl(A) :=
⋂
{F | (A ⊆ F)(F ∈ RC(X))}

x, A’nın δ-değme noktası :⇔ x ∈ δ-cl(A)

şeklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.13. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.

δ-cl(A) = {x ∈ X | (∀U ∈ RO(X ,x))(U ∩A ̸= /0)}

= {x ∈ X | (∀U ∈ O(X ,x))(int(cl(U))∩A ̸= /0)}. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.14. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
a) δ-cl(X \A) = X \δ-int(A),

b) A ⊆ B ⇒ δ-cl(A)⊆ δ-cl(B),

c) δ-cl(A∪B) = δ-cl(A)∪δ-cl(B),

d) δ-cl(A∩B)⊆ δ-cl(A)∩δ-cl(B),

e) A,B ∈ δC(X)⇒ A∪B ∈ δC(X),

f) A ⊆ δC(X)⇒
⋂

A ∈ δC(X),

g) δ-cl(A) ∈ δC(X),

h) δ-cl(δ-cl(A)) = δ-cl(A). (Velicko, 1968)
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Sonuç 1.1.15. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.

δ-int(A)⊆ int(A)⊆ A ⊆ cl(A)⊆ δ-cl(A). (Velicko, 1968)

Tanım 1.1.16. (X ,τ) topolojik uzay A ⊆ X olmak üzere A ⊆ cl(int(cl(A)) koşulunu
sağlayan A kümesine bu uzayda bir β-açık küme denir ve yine tümleyeni β-açık olan
kümeye β-kapalı küme denir. (X ,τ) topolojik uzayındaki tüm β- açık kümelerinin
oluşturduğu aile βO(X) ile tüm β-kapalı kümelerinin oluşturduğu aileyi βC(X) ile ve
bir x ∈ X noktasını içeren β-açık kümelerinin ailesini de βO(X ,x), bir x ∈ X noktasını
içeren tüm β- kapalı kümelerinin ailesini βC(X ,x) ile gösterilir.
Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

A, β-açık :⇔ A ⊆ cl(int(cl(A)))

A, β-kapalı :⇔ X \A, β-açık

βO(X) := {A ⊆ X | A ⊆ cl(int(cl(A)))}

βC(X) := {A ⊆ X | X \A ∈ βO(X)}

βO(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ βO(X)}

βC(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ βC(X)}

şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.17. (X ,τ) topolojik uzay A⊆ X olmak üzere A⊆ cl(int(δ-cl(A)) koşulunu
sağlayan A kümesine bu uzayda bir e∗-açık küme denir ve yine tümleyeni e∗-açık olan
kümeye e∗-kapalı küme denir. (X ,τ) topolojik uzayındaki tüm e∗- açık kümelerinin
oluşturduğu aile e∗O(X) ile tüm e∗-kapalı kümelerinin oluşturduğu aileyi eC(X) ile
ve bir x ∈ X noktasını içeren e∗-açık kümelerinin ailesini de e∗O(X ,x), bir x ∈ X

noktasını içeren tüm e∗- kapalı kümelerinin ailesini e∗C(X ,x) ile gösterilir.
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Biçimsel olarak

((X ,τ) topolojik uzay)(A ⊆ X)(x ∈ X)

:⇒

A, e∗-açık :⇔ A ⊆ cl(int(δ-cl(A)))

A, e∗-kapalı :⇔ X \A, e∗-açık

e∗O(X) := {A ⊆ X | A ⊆ cl(int(δ-cl(A)))}

e∗C(X) := {A ⊆ X | X \A ∈ e∗O(X)}

e∗O(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ e∗O(X)}

e∗C(X ,x) := {A ⊆ X | x ∈ A ∈ e∗C(X)}

şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.18. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olmak üzere A kümesinin kapsadığı
e∗-açık kümelerinin birleşimine A kümesinin e∗-içi (Ekici, 2009) denir ve e∗-int(A)

ile gösterilir. Benzer şekilde A kümesini kapsayan e∗-kapalı kümelerinin arakesitine
A kümesinin b-kapanışı e∗-kapanışı denir ve e∗-cl(A)) ile gösterilir.

Biçimsel olarak
((X ,τ), topolojik uzay)(A ⊆ X)

:⇒

e∗-int(A) :=
⋃

{U | (U ⊆ A)(U ∈ e∗O(X))}

e∗-cl(A) :=
⋂

{F | (A ⊆ F)(F ∈ e∗C(X))}

şeklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.19. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
a) e∗-int(A) = {x ∈ A | (∃U ∈ e∗O(X ,x))(U ⊆ A)},
b) A ⊆ B ⇒ e∗-int(A)⊆ e∗-int(B),

c) e∗-int(A∩B)⊆ e∗-int(A)∩ e∗-int(B),

d) e∗-int(A)∪ e∗-int(B)⊆ e∗-int(A∪B),

e) A ⊆ e∗O(X)⇒∪A ∈ e∗O(X),

f) e∗-int(A) ∈ e∗O(X),

g) A ∈ e∗O(X)⇔ A = e∗-int(A),
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h) e∗-int(A) = A∩ int(cl(δ-cl(A))),

i)
⋃

A∈A e-int(A)⊆ e-int(
⋃

A∈A A). (Ekici, 2008a)

Teorem 1.1.20. (X ,τ) topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun.
a) e∗-cl(A) = {x ∈ X | (∀U ∈ e∗O(X ,x))(U ∩A ̸= /0)},
b) e∗-cl(X \A) = X \ e∗-int(A) ,

c) A ⊆ B ⇒ e∗-cl(A)⊆ e∗-cl(B),

d) e∗-cl(A)∪ e∗-cl(B)⊆ e∗-cl(A∪B),

e) e∗-cl(A∩B)⊆ e∗-cl(A)∩ e∗-cl(B),

f) A ⊆ e∗C(X)⇒
⋂

A ∈ e∗C(X),

g) e∗-cl(A) ∈ e∗C(X),

h) A ∈ eC(X)⇔ A = e∗-cl(A),

i) e∗-cl(A) = A∪ int(cl(δ-int(A))). (Ekici, 2009)

Teorem 1.1.21. (X ,τ) topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.

int(A)⊆ e∗-int(A)⊆ A ⊆ e∗-cl(A)⊆ cl(A). (Ekici, 2009)

Tanım 1.1.22. (X ,τ), (Y,σ) topolojik uzaylar ve f : X → Y fonksiyon olmak üzere
(Y,σ) topolojik uzayındaki her açık kümenin f fonksiyonu altındaki ters görüntüsü
(X ,τ) topolojik uzayında bir e∗-açık küme ise f fonksiyonuna e∗-sürekli fonksiyon
denir.

Biçimsel olarak

((X ,τ),(Y,σ) topolojik uzaylar)( f ∈ Y X)

:⇒

f , e∗-sürekli :⇔ (∀V ∈ σ)( f−1[V ] ∈ e∗O(X))

şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.23. Boş kümeden farklı bir G kümesi üzerinde ∗ bir işlem olmak üzere
∗ işlemi G üzerinde birleşme özelliğine sahip, G kümesi ∗ işlemine göre birim ele-
mana sahip, G kümesindeki her elemanın ∗ işlemine göre G içinde tersi var ise (G,∗)
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ikilisine grup denir. Biçimsel olarak

(G ̸= /0)(∗ ∈ GG2
)

:⇒

(G,∗) grup :⇔


1) (∀x,y,z ∈ G)(x∗ (y∗ z) = (x∗ y)∗ z)

2) (∃e ∈ G)(∀x ∈ G)(x∗ e = e∗ x = x)

3) (∀x ∈ G)(∃x−1 ∈ G)(x∗ x−1 = x−1 ∗ x = e)

şeklinde ifade edilir.

Tanım 1.1.24. (G,∗) grup ve x,y ∈ G olmak üzere x ∗ y = y ∗ x koşulunu sağlayan
(G,∗) ikilisine değişmeli grup denir.
Biçimsel olarak

(G,∗), grup

:⇒

(G,∗), değişmeli grup :⇔ (∀x,y ∈ G)(x∗ y = y∗ x)

Tanım 1.1.25. (R,+) değişmeli bir grup R üzerinde · işlemi verilmiş olsun Eğer;
1) R’de · işlemi birleşme özelliğine sahip
2) R’de · işleminin + işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği var
şartlarını sağlayan (R,+, ·) üçlüsüne bir halka denir.
Biçimsel olarak

(R ̸= /0)
(
+ ∈ RR2

)(
· ∈ RR2

)
:⇒

(R,+, ·) halka :⇔



1) (R,+) değişmeli grup

2) (∀x,y,z ∈ R)(x · (y · z) = (x · y) · z)

3) (∀x,y,z ∈ R)(x · (y+ z) = (x · y)+(x · z))

4) (∀x,y,z ∈ R)((x+ y) · z = (x · z)+(y · z))

şeklinde ifade edilir.
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Tanım 1.1.26. (R,+, ·) halka, U,V ⊆ R ve x ∈ R olsun.

U +V := {u+ v | (u ∈U)(v ∈V )},

x+U := {x}+U = {x+u | u ∈U},

U ·V := {uv | (u ∈U)(v ∈V )},

x ·U := {x} ·U = {xu | u ∈U}.

Lemma 1.1.27. (R,+, ·) halka, x ∈ R ve U,V ⊆ R olsun.
a) (U = /0 ∨ V = /0)⇒U +V = /0,

b) U = /0 ⇒ x+U = /0.

Kanıt. a)U = /0 veya V = /0 olsun. Amacımız U +V = /0 olduğunu göstermek. Bunun
için olmayana ergi yöntemini kullanalım. Varsayalım ki U +V ̸= /0.

U +V ̸= /0 ⇒ (∃r ∈ R)(r ∈U +V )⇒ (∃u ∈U)(∃v ∈V )(r = u+ v)

U = /0 ∨ V = /0

⇒ Çelişki.

b)U = /0 olsun. Amacımız x+U = /0 olduğunu göstermek. Bunun için olmayana ergi
yöntemini kullanalım. Varsayalım ki x+U ̸= /0.

x+U ̸= /0 ⇒ (∃r ∈ R)(r ∈ x+U)⇒ (∃u ∈U)(r = x+u)

U = /0

⇒ Çelişki.

Sonuç 1.1.28. (R,+, ·) halka, x ∈ R ve U,V ⊆ R olsun.
a) U +V ̸= /0 ⇒ (U = /0)(V = /0),

b) x+U ̸= /0 ⇒U ̸= /0.

Kanıt. Lemma 1.1.27’den açık.

Tanım 1.1.29. (R,+, ·) halka ve (R,τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x,y ∈ R için

• W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(U +V ⊆W ),

• W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(−U ⊆W ),

• W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(UV ⊆W )

koşulları sağlanıyorsa o zaman (R,+, ·,τ) dörtlüsüne bir topolojik halka denir.
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Biçimsel olarak
((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), topolojik halka

:⇔

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(U +V ⊆W )],

(∀x ∈ R)[W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(−U ⊆W )],

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(UV ⊆W )]

şeklinde fade edilir.

Tanım 1.1.30. (R,+, ·) halka ve (R,τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x,y ∈ R için

• W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(∃V ∈ βO(R,y))(U +V ⊆W ),

• W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(−U ⊆W ),

• W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(∃V ∈ βO(R,y))(UV ⊆W )

koşulları sağlanıyorsa o zaman (R,+, ·,τ) dörtlüsüne bir β-topolojik halka denir.

Biçimsel olarak
((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), β-topolojik halka

:⇔

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(∃V ∈ βO(R,y))(U +V ⊆W )],

(∀x ∈ R)[W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(−U ⊆W )],

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ βO(R,x))(∃V ∈ βO(R,y))(UV ⊆W )]

şeklinde fade edilir.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

2.1. e∗-topolojik Halkalar

Tanım 2.1.1. (R,+, ·) halka ve (R,τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x,y ∈ R için

• W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ),

• W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆W ),

• W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W )

koşulları sağlanıyorsa o zaman (R,+, ·,τ) dörtlüsüne bir e∗-topolojik halka denir.

Biçimsel olarak
((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), e∗-topolojik halka

:⇔

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W )],

(∀x ∈ R)[W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆W )],

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W )]

şeklinde ifade edilir.

Uyarı 2.1.2. β-topolojik halka ve e∗-topolojik halka tanımlarından her β-topolojik
halkanın bir e∗-topolojik halka olduğu hemen görülür. Ancak aşağıdaki örnekten de
anlaşılacağı üzere karşıtı her zaman doğru değildir.
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Örnek 2.1.3. R = {a,b,c,d} ve τ = { /0,R,{a},{a,b}} olmak üzere + : R2 → R ve
· : R2 → R işlemleri aşağıdaki tablolardaki gibi tanımlansın.

+ a b c d

a a b c d

b b c d a

c c d a b

d d a b c

· a b c d

a a a a a

b a c a c

c a a a a

d a c a c

(R,τ) topolojik uzayında

C(R) = { /0,R,{b,c,d},{c,d}}

ve
RO(R) = RC(R) = { /0,R}

olur. Bu durumda her A ∈ 2R \{ /0} için δ-cl(A) = R olacağından

A ⊆ cl(int(δ-cl(A))) = R

koşulu sağlanır. Dolayısıyla R kümesinin bütün altkümeleri (R,τ) topolojik uzayında
e∗-açıktır yani

e∗O(R) = 2R

olur. Öte yandan

cl(int(cl( /0))) = cl(int( /0)) = cl( /0) = /0 ⊇ /0 ⇒ /0 ∈ βO(R),

cl(int(cl({a}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a}⇒ {a} ∈ βO(R),

cl(int(cl({b}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {b}⇒ {b} /∈ βO(R),

cl(int(cl({c}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {c}⇒ {c} /∈ βO(R),

cl(int(cl({d}))) = cl(int({c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {c,d}⇒ {c,d} /∈ βO(R),

cl(int(cl({a,b}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a,b}⇒ {a,b} ∈ βO(R),

cl(int(cl({a,c}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a,c}⇒ {a,c} ∈ βO(R),

cl(int(cl({a,d}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a,d}⇒ {a,d} ∈ βO(R),

cl(int(cl({b,c}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {b,c,d}⇒ {b,c,d} /∈ βO(R),

cl(int(cl({b,d}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {b,d}⇒ {b,d} /∈ βO(R),
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cl(int(cl({c,d}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0 ⊉ {b,c,d}⇒ {c,d} /∈ βO(R),

cl(int(cl({a,b,c}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a,b,c}⇒ {a,b,c} ∈ βO(R),

cl(int(cl({a,b,d}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ {a,b,d}⇒ {a,b,d} ∈ βO(R),

cl(int(cl({a,c,d})))= cl(int({a,c,d}))= cl(R)=R⊇{a,c,d}⇒{a,c,d}∈ βO(R),

cl(int(cl({b,c,d}))) = cl(int({b,c,d})) = cl( /0) = /0⊉ {b,c,d}⇒{b,c,d} /∈ βO(R),

cl(int(cl(R))) = cl(int(R)) = cl(R) = R ⊇ R ⇒ R ∈ βO(R)

olduğundan

βO(R) = { /0,R,{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}}

olur.

Şimdi de (R,+, ·,τ) dörtlüsünün bir β-topolojik halka olmadığını gösterelim. Ele alı-
nan halkada

c+ c = a

olduğu açıktır. Eğer (R,+, ·,τ) dörtlüsü bir β-topolojik halka olsaydı {a} ∈ O(R,a)

olduğundan c ∈ R için U +V ⊆ {a} olacak şekilde U,V ∈ βO(R,c) olması gerekirdi.

βO(R) = { /0,R,{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}}

olduğundan
βO(R,c) = {R,{a,c},{a,b,c},{a,c,d}}

elde edilir. Dolayısıyla
U := {a,c} ve V := {a,b,c} seçilirse U +V = {a,b,c,d} ̸⊆ {a}
U := {a,c} ve V := {a,c,d} seçilirse U +V = {a,b,c,d} ̸⊆ {a}
U := {a,b,c} ve V := {a,b,c} seçilirse U +V = {a,b,c,d} ̸⊆ {a}
olur yani

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W )]

önermesi doğru değildir. O halde (R,+, ·,τ) dörtlüsü bir β-topolojik halka değildir.

Şimdi ise (R,+, ·,τ) dörtlüsünün bir e∗-topolojik halka olduğunu gösterelim.
x,y ∈ R ve W ∈ O(R,x+ y) olsun.

W ∈ O(R,x+ y)

(U := {x})(V := {y})

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ).

Şimdi de x ∈ R ve W ∈ O(R,−x) olsun.
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W ∈ O(R,−x)⇒−x ∈W ∈ O(R)

U := {x}

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆W ).

Son olarak da x,y ∈ R ve W ∈ O(R,xy) olsun.

W ∈ O(R,xy)

(U := {x})(V := {y})

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W ).

Dolayısıyla (R,+, ·,τ) dörtlüsü bir e∗-topolojik halkadır.

Lemma 2.1.4. Her x,y ∈ R ve her ε > 0 için

(x−δ,x+δ) · (y−δ,y+δ)⊆ (xy− ε,xy+ ε)

koşulu sağlanacak şekilde en az bir δ > 0 sayısı vardır.

Kanıt. Verilmiş bir ε > 0 sayısına karşılık

(x−δ,x+δ) · (y−δ,y+δ)⊆ (xy− ε,xy+ ε)

koşulunun sağlanması için δ > 0 sayısının

(x−δ) · (y−δ) ∈ (xy− ε,xy+ ε)

(x−δ) · (y+δ) ∈ (xy− ε,xy+ ε)

(x+δ) · (y−δ) ∈ (xy− ε,xy+ ε)

(x+δ) · (y+δ) ∈ (xy− ε,xy+ ε)

koşullarını yani
xy− ε ≤ xy− xδ− yδ+δ

2 ≤ xy+ ε

xy− ε ≤ xy+ xδ− yδ−δ
2 ≤ xy+ ε

xy− ε ≤ xy− xδ+ yδ−δ
2 ≤ xy+ ε

xy− ε ≤ xy+ xδ+ yδ+δ
2 ≤ xy+ ε

koşullarını yani
−ε ≤−xδ− yδ+δ

2 ≤ ε

−ε ≤ xδ− yδ−δ
2 ≤ ε
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−ε ≤−xδ+ yδ−δ
2 ≤ ε

−ε ≤ xδ+ yδ+δ
2 ≤ ε

koşullarını yani
|− xδ− yδ+δ

2| ≤ ε

|xδ− yδ−δ
2| ≤ ε

|− xδ+ yδ−δ
2| ≤ ε

|xδ+ yδ+δ
2| ≤ ε

koşullarını sağlaması gerekir.

|− xδ− yδ+δ
2| ≤ |− xδ|+ |− yδ|+ |δ2|= |xδ|+ |yδ|+δ

2

|xδ− yδ+δ
2| ≤ |xδ|+ |− yδ|+ |−δ

2|= |xδ|+ |yδ|+δ
2

|− xδ+ yδ+δ
2| ≤ |− xδ|+ |yδ|+ |−δ

2|= |xδ|+ |yδ|+δ
2

|xδ+ yδ+δ
2| ≤ |xδ|+ |yδ|+ |δ2|= |xδ|+ |yδ|+δ

2

olduğundan δ > 0 sayısını
|xδ|+ |yδ|+δ

2 ≤ ε

koşulu sağlanacak şekilde seçersek işimiz biter. Şimdi δ > 0 sayısını 0 < δ ≤ 1 olacak
şekilde seceçeğimizi kendimize söz verelim.

0 < δ ≤ 1 ⇒ |xδ|+ |yδ|+δ
2 ≤ |x|δ+ |y|δ+δ = δ(|x|+ |y|+1)

olduğundan

0 < δ ≤ min
{

1,
ε

|x|+ |y|+1

}
seçilirse hem istenen koşul sağlanmış olur hem de verdiğimiz sözü tutmuş oluruz.

Toparlayacak olursak her ε > 0 için 0 < δ ≤ min
{

1, ε

|x|+|y|+1

}
seçilirse

(x−δ,x+δ) · (y−δ,y+δ)⊆ (xy− ε,xy+ ε)

koşulu sağlanır.

Örnek 2.1.5. (R,+, ·) gerçel sayılar halkası ve (R,U) alışılmış topolojik uzay olsun.
Bu durumda (R,+, ·,U) dörtlüsü bir e∗-topolojik halkadır.
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Şimdi x,y ∈ R ve W ∈ O(R,x+ y) olsun.

W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃ε > 0)((x+ y− ε,x+ y+ ε)⊆W )(
U :=

(
x− ε

4 ,x+
ε

4

))(
V :=

(
y− ε

4 ,y+
ε

4

))
⇒

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ) . . .(1)

Şimdi de x ∈ R ve W ∈ O(R,−x) olsun.

W ∈ O(R,−x)⇒ (∃ε > 0)((−x− ε,−x+ ε)⊆W )

U := (x− ε,x+ ε)

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆W ) . . .(2)

Son olarak da x,y ∈ R ve W ∈ O(R,xy) olsun.

W ∈ O(R,xy)⇒ (∃ε > 0)((xy− ε,xy+ ε)⊆W )

U :=
(

x−min
{

1, ε

|x|+|y|+1

}
,x+min

{
1, ε

|x|+|y|+1

})
V :=

(
y−min

{
1, ε

|x|+|y|+1

}
,y+min

{
1, ε

|x|+|y|+1

})


Lemma 2.1.4⇒

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W ) . . .(3)

(1),(2),(3)⇒ (R,+, ·,τ), e∗-topolojik halka.

Örnek 2.1.6. (R,+, ·) gerçel sayılar halkası ve R gerçel sayılar kümesi üzerindeki
topoloji τ = 2R olsun. Bu durumda (R,+, ·,τ) dörtlüsü bir e∗-topolojik halkadır.

(R,τ) ayrık topolojik uzay olduğundan her A ⊆ R için

δ-cl(A) = int(A) = cl(A) = A

olur. Dolayısıyla e∗O(R) = 2R elde edilir.

Şimdi x,y ∈ R ve W ∈ O(R,x+ y) olsun.

W ∈ O(R,x+ y)

(U := {x})(V := {y})

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ) . . .(1)

Şimdi de x ∈ R ve W ∈ O(R,−x) olsun.

W ∈ O(R,−x)⇒−x ∈W ∈ O(R)

U := {x}

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆W ) . . .(2)

Son olarak da x,y ∈ R ve W ∈ O(R,xy) olsun.
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W ∈ O(R,xy)

(U := {x})(V := {y})

⇒ (U ∈ e∗O(R,x))(V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W ) . . .(3)

(1),(2),(3)⇒ (R,+, ·,τ), e∗-topolojik halka.

Örnek 2.1.7. (R,+, ·) gerçel sayılar halkası ve R gerçel sayılar kümesi üzerindeki
topoloji τ = { /0,R,{1},{2},{1,2}} olsun.

int(cl( /0)) = /0 ⇒ /0 ∈ RO(R)

int(cl(R)) = R⇒ R ∈ RO(R)

int(cl({1})) = {1}⇒ {1} ∈ RO(R)

int(cl({2})) = {2}⇒ {2} ∈ RO(R)

olduğundan (R,τ) topolojik uzayındaki her açık küme bir δ-açıktır. Dolayısıyla

δO(R) = τ

olur. Şimdi de

e∗O(R) = {A ⊆ R : A∩{1,2} ̸= /0}

olduğunu gösterelim.
A ⊆ R ve A∩{1,2}= /0 olsun. Bu durumda cl(int(δ-cl(A))) = /0 olacağından

A /∈ e∗O(R)

olur. Şimdi de A ⊆ R ve A∩{1,2} ̸= /0 olsun. A ∈ e∗O(R) olduğunu gösterelim.

A∩{1,2} ̸= /0 ⇒ (1 ∈ A)(2 /∈ A)∨ (2 ∈ A)(1 /∈ A)∨ (1,2 ∈ A)

I. Durum: 1 ∈ A ve 2 /∈ A olsun.

(1 ∈ A)(2 /∈ A)⇒ A ⊆ R\{2}= cl(int(δ-cl(A)))⇒ A ∈ e∗O(R).

II. Durum: 2 ∈ A ve 1 /∈ A olsun.

(2 ∈ A)(1 /∈ A)⇒ A ⊆ R\{1}= cl(int(δ-cl(A)))⇒ A ∈ e∗O(R).
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III. Durum: 1,2 ∈ A olsun.

1,2 ∈ A ⇒ A ⊆ R= cl(int(δ-cl(A)))⇒ A ∈ e∗O(R).

Dolayısıyla
e∗O(R) = {A ⊆ R : A∩{1,2} ̸= /0}

olur. Öte yandan −3,4∈R ve {1} ∈O(R,−3+4) =O(R,1) için U +V ⊆{1} olacak
şekilde U ∈ e∗O(R,−3) ve V ∈ e∗O(R,4) yoktur. Dolayısıyla (R,+, ·,τ) dörtlüsü bir
e∗-topolojik halka değildir.

Teorem 2.1.8. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanır:

a) A ∈ O(R)⇒−A ∈ e∗O(R),

b) (A ∈ O(R))(x ∈ R)⇒ x+A ∈ e∗O(R),

c) (A ∈ O(R))(x ∈ R)⇒ A+ x ∈ e∗O(R).

Kanıt. a) A ∈ O(R) olsun. Amacımız

−A ∈ e∗O(R)

yani
e∗-int(−A) =−A

olduğunu göstermek. Bunun için de

e∗-int(−A)⊆−A

ve
−A ⊆ e∗-int(−A)

olduğunu göstermeliyiz.
e∗-int(−A)⊆−A . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

−A ⊆ e∗-int(−A)

olduğunu gösterirsek kanıt biter. Şimdi y ∈ −A olsun. y ∈ e∗-int(−A) olduğunu gös-
tereceğiz.
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y ∈ −A ⇒−y ∈ A

A ∈ O(R)

 Tanım 2.1.1⇒ (∃U ∈ e∗O(R,y))(−U ⊆ A)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,y))(U ⊆−A)

⇒ y ∈ e∗-int(−A)

O halde
−A ⊆ e∗-int(−A) . . .(2)

(1),(2)⇒ e∗-int(−A) =−A ⇒−A ∈ e∗O(R).

b) A ∈ O(R) ve x ∈ R olsun. Amacımız

x+A ∈ e∗O(R)

yani
x+A = e∗-int(x+A)

olduğunu göstermek. Bunun için de

e∗-int(x+A)⊆ x+A

ve
x+A ⊆ e∗-int(x+A)

olduğunu göstermeliyiz.

e∗-int(x+A)⊆ x+A . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

x+A ⊆ e∗-int(x+A)

olduğunu gösterirsek kanıt biter. Şimdi y ∈ x+A olsun. y ∈ e∗-int(x+A) olduğunu
göstereceğiz.

y ∈ x+A ⇒ (∃z ∈ A)(y = x+ z)

A ∈ O(R)

⇒−x+ y ∈ A ∈ O(R)

Tanım 2.1.1⇒ (∃U ∈ e∗O(R,−x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(−x+V ⊆U +V ⊆ A)
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⇒ (∃V ∈ e∗O(R,y))(−x+V ⊆ A)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,y))(V ⊆ x+A))

⇒ y ∈ e∗-int(x+A)

O halde
x+A ⊆ e∗-int(x+A) . . .(2)

(1),(2)⇒ e∗-(x+A) = x+A ⇒ x+A ∈ e∗O(R).

c) Toplama işleminin değişmeli olmasından dolayı (b) şıkkından hemen çıkar.

Sonuç 2.1.9. (R,+, ·,τ) bir topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler sağ-
lanır:

a) A ∈ O(R)⇒−A ⊆ cl(int(δ-cl(−A))),

b) (x ∈ R)(A ∈ O(R))⇒ x+A ⊆ cl(int(δ-cl(x+A))),

c) (x ∈ R)(A ∈ O(R))⇒ A+ x ⊆ cl(int(δ-cl(A+ x))).

Teorem 2.1.10. (R,+, ·,τ) bir topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:

a) A ∈C(R)⇒−A ∈ e∗C(R),

b) (x ∈ R)(A ∈C(R))⇒ x+A ∈ e∗C(R),

c) (x ∈ R)(A ∈C(R))⇒ A+ x ∈ e∗C(R).

Kanıt. a) A ∈C(R) olsun. Amacımız

−A ∈ e∗C(R)

yani
−A = e∗-cl(−A)

olduğunu göstermek. Bunun için de

−A ⊆ e∗-cl(−A)

ve
e∗-cl(−A)⊆−A
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olduğunu göstermeliyiz.
−A ⊆ e∗-cl(−A) . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

e∗-cl(−A)⊆−A

olduğunu gösterirsek kanıt biter. Şimdi y ∈ e∗-cl(−A) olsun. y ∈ −A yani −y ∈ A

olduğunu göstereceğiz. Keyfi bir W ∈ O(R,−y) alalım.

W ∈ O(R,−y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,y))(−U ⊆W )

y ∈ e∗-cl(−A)

⇒ (U ⊆−W )(U ∩ (−A) ̸= /0)

⇒ /0 ̸=U ∩ (−A)⊆ (−W )∩ (−A)

⇒W ∩A ̸= /0

Buradan −y ∈ cl(A) elde ederiz. Ayrıca A ∈ C(R) olduğundan −y ∈ A yani y ∈ −A

olur. O halde
e∗-cl(−A)⊆−A . . .(2)

(1),(2)⇒−A = e∗-cl(−A)⇒−A ∈ e∗C(R).

b) y ∈ R ve A ∈C(R) olsun. Amacımız

x+A ∈ e∗C(R)

yani
x+A = e∗-cl(x+A)

olduğunu göstermek. Bunun için de

x+A ⊆ e∗-cl(x+A)

ve
e∗-cl(x+A)⊆ x+A

olduğunu göstermeliyiz.

x+A ⊆ e∗-cl(x+A) . . .(1)
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ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

e∗-cl(x+A)⊆ x+A

olduğunu gösterirsek kanıt biter. y ∈ e∗-cl(x+A) olsun. y ∈ x+A yani −x+ y ∈ A

olduğunu göstereceğiz. Keyfi bir W ∈ O(R,−x+ y) alalım.

W ∈ O(R,−x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,−x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W )

y ∈ e∗-cl(x+A)

⇒

⇒ (U +V ⊆W )(V ∩ (x+A) ̸= /0)

⇒ /0 ̸= (−x+V )∩A ⊆ (U +V )∩A ⊆W ∩A

⇒W ∩A ̸= /0

Buradan −x+ y ∈ cl(A) elde ederiz. A ∈ C(R) olduğundan −x+ y ∈ A olur. Dolayı-
sıyla y ∈ x+A.

c) Toplama işleminin değişmeli olmasından dolayı (b) şıkkından hemen çıkar.

Sonuç 2.1.11. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:

a) A ∈C(R)⇒ int(cl(int(−A)))⊆−A,

b) (A ∈C(R))(x ∈ R)⇒ int(cl(int(x+A)))⊆ x+A,

c) (A ∈C(R))(x ∈ R)⇒ int(cl(int(A+ x)))⊆ A+ x.

2.2. Bazı Temel Sonuçlar

Teorem 2.2.1. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve a, R kümesinin belirli bir elemanı
olmak üzere fa(x) := a+ x kuralı ile verilen fa : R → R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. V ∈ O(R) olsun. Amacımız f−1[V ] ∈ e∗O(R) olduğunu göstermek.

f−1[V ] = {x ∈ R : fa(x) ∈V}= {x ∈ R : x ∈ −a+V}=−a+V

(a ∈ R)(V ∈ O(R))

 Teorem 2.1.8⇒

⇒ f−1[V ] ∈ e∗O(R).
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Teorem 2.2.2. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka olmak üzere f (x) := −x kuralı ile
verilen f : R → R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. V ∈ O(R) olsun. Amacımız f−1[V ] ∈ e∗O(R) olduğunu göstermek.

f−1[V ] = {x ∈ R : f (x) ∈V}= {x ∈ R : −x ∈V}=−V

V ∈ O(R)

⇒

Teorem 2.1.8⇒ f−1[V ] ∈ e∗O(R).

Teorem 2.2.3. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve a, R kümesinin belirli bir elemanı
olmak üzere fa(x) := x+a kuralı ile verilen fa : R → R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. Toplamanın değişmeli olmasından dolayı Teorem 2.2.1’den direkt çıkar.

Teorem 2.2.4. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve a, R kümesinin belirli bir elemanı
olmak üzere fa(x) := a+ x+a kuralı ile verilen fa : R → R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2’den direkt çıkar.

Tanım 2.2.5. (R,τ),(S,σ) topolojik uzaylar ve f : R → S fonksiyon olmak üzere eğer
f fonksiyonu bijektif, e∗-sürekli ve tersi de e∗-sürekli ise o zaman f fonksiyonuna
e∗-homeomorfizma denir.
Biçimsel olarak

((R,τ),(S,σ) topolojik uzaylar)
(

f ∈ SR)
:⇒

f , e∗-homeomorfizma :⇔


1) f , bijektif

2) f , e∗-sürekli

3) f−1, e∗-sürekli

şeklinde ifade edilir.

Sonuç 2.2.6. Teorem 2.2.1, Teorem 2.2.2, Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4’te verilen
fonksiyonlar e∗-homeomorfizmdir.

Tanım 2.2.7. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka olmak üzere eğer (R,+, ·) halkası bi-
rimli bir halka ise o zaman (R,+, ·,τ) e∗-topolojik halkasına birimli e∗-topolojik halka

25



denir. Bir (R,+, ·) halkasındaki tüm tersinir elemanların oluşturduğu küme R∗ ile gös-
terilecektir.
Biçimsel olarak

R∗ := {x ∈ R|(∃y ∈ R)(xy = yx = 1R)}

şeklinde ifade edilir.

Teorem 2.2.8. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özel-
likler sağlanır:

a) (A ∈ O(R))(r ∈ R∗)⇒ Ar ∈ e∗O(R),

b) (A ∈ O(R))(r ∈ R∗)⇒ rA ∈ e∗O(R).

Kanıt. a) A ∈ O(R) and r ∈ R∗ olsun. Amacımız

Ar ∈ e∗O(R)

yani
Ar = e∗-int(Ar)

olduğunu göstermek. Bunun için de

e∗-int(Ar)⊆ Ar

ve
Ar ⊆ e∗-int(Ar)

olduğunu göstermeliyiz.
e∗-int(Ar)⊆ Ar . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

Ar ⊆ e∗-int(Ar)

olduğunu gösterirsek kanıt biter. Şimdi x ∈ Ar olsun. x ∈ e∗-int(Ar) olduğunu göste-
receğiz.

x ∈ Ar ⇒ (∃a ∈ A)(x = ar)

r ∈ R∗

 ⇒ (∃a ∈ A)(xr−1 = a)

A ∈ O(R)

⇒
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⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,r−1))(Ur−1 ⊆UV ⊆ A)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(U ⊆ Ar)

⇒ x ∈ e∗-int(Ar)

O halde
Ar ⊆ e∗-int(Ar) . . .(2)

(1),(2)⇒ Ar = e∗-int(Ar)⇒ Ar ∈ e∗O(R).

b) (a) şıkkına benzer şekilde yapılır.

Teorem 2.2.9. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özel-
likler sağlanır:

a) (A ∈C(R))(r ∈ R∗)⇒ Ar ∈ e∗C(R),

b) (A ∈C(R))(r ∈ R∗)⇒ rA ∈ e∗C(R).

Kanıt. A ∈C(R) ve r ∈ R∗ olsun. Amacımız

Ar ∈ e∗C(R)

yani
Ar = e∗-cl(Ar)

olduğunu göstermek. Bunun için de

Ar ⊆ e∗-cl(Ar)

ve
e∗-cl(Ar)⊆ Ar

olduğunu göstermeliyiz.
Ar ⊆ e∗-cl(Ar) . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

e∗-cl(Ar)⊆ Ar

olduğunu gösterirsek kanıt biter.

x /∈ Ar olsun. x /∈ e∗-cl(Ar) olduğunu göstereceğiz.
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x /∈ rA ⇒ (∀a ∈ A)(x ̸= ra)

A ∈C(R)⇒ A = cl(A)

⇒ (∀a ∈ cl(A))(x ̸= ra)

⇒ (∀a ∈ cl(A))(r−1x ̸= a)

⇒ r−1x /∈ cl(A)

⇒ (∃W ∈ O(R,r−1x))(W ∩A = /0)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r−1))(∃V ∈ e∗O(R,r−1))(r−1V ∩A ⊆UV ∩A ⊆W ∩A = /0)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,x))(r−1V ∩A = /0)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,x))(V ∩ rA = /0)

⇒ x /∈ e∗-cl(rA)

O halde
e∗-cl(rA)⊆ rA . . .(2)

(1),(2)⇒ rA = e∗-cl(rA)⇒ rA ∈ e∗C(R).

b) (a) şıkkına benzer şekilde yapılır.

Teorem 2.2.10. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve A ⊆ R olsun. Aşağıdaki özel-
likler sağlanır:

a) r ∈ R ⇒ r · e∗-cl(A)⊆ cl(rA),

b) r ∈ R ⇒ int(rA)⊆ r · e∗-int(A),

c) r ∈ R∗ ⇒ r · int(A)⊆ e∗-int(rA),

d) r ∈ R∗ ⇒ e∗-cl(rA)⊆ r · cl(A),

e) r ∈ R ⇒ e∗-cl(A) · r ⊆ cl(Ar),

f ) r ∈ R∗ ⇒ int(A) · r ⊆ e∗-int(Ar).

Kanıt. a) x ∈ r · e∗-cl(A) olsun. Amacımız x ∈ cl(rA) olduğunu göstermek. Keyfi bir
W ∈ O(R,x) alalım. W ∩ rA ̸= /0 olduğunu göstereceğiz.

x ∈ r · e∗-cl(A)⇒ (∃y ∈ e∗-cl(A))(x = ry)

W ∈ O(R,x)

⇒

⇒ (x ∈ e∗-cl(A))(∃U ∈ e∗O(R,r))(∃V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W )
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⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r))(∃V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W )(V ∩A ̸= /0)

⇒ /0 ̸=UV ∩ rA ⊆W ∩ rA

⇒ /0 ̸=W ∩ rA

O halde x ∈ cl(rA). Dolayısıyla r · e∗-cl(A)⊆ cl(rA).

b) x ∈ int(rA) olsun. Amacımız x ∈ r · e∗-int(A) olduğunu göstermek.

x ∈ int(rA) ⇒ (x ∈ rA)(int(rA) ∈ O(R,x))

⇒ (∃y ∈ A)(x = ry)(int(rA) ∈ O(R,x))

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r))(∃V ∈ e∗O(R,y))(rV ⊆UV ⊆ int(rA)⊆ rA)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,y))(V ⊆ A)

⇒ y ∈ e∗-int(A)

⇒ x = ry ∈ r · e∗-int(A).

c) x ∈ r · int(A) olsun.

x ∈ r · int(A) ⇒ r−1x ∈ int(A)

⇒ int(A) ∈ O(R,r−1x)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r−1))(∃V ∈ e∗O(R,x))(r−1V ⊆UV ⊆ int(A)⊆ A)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,x))(V ⊆ rA)

⇒ x ∈ e∗-int(rA).

d) x∈ e∗-cl(rA) olsun. Amacımız x∈ r ·cl(A) yani r−1x∈ cl(A) olduğunu göstermek.
Keyfi bir W ∈ O(R,r−1x) alalım. W ∩A ̸= /0 olduğunu göstereceğiz.

W ∈ O(R,r−1x)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r−1))(∃V ∈ e∗O(R,x))(r−1V ⊆UV ⊆W )

x ∈ e∗-cl(rA)

⇒

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,r−1))(∃V ∈ e∗O(R,x))(r−1V ⊆UV ⊆W )(V ∩ rA ̸= /0)

⇒ /0 ̸=UV ∩A ⊆W ∩A

O halde r−1x ∈ cl(A) yani x ∈ r · cl(A). Dolayısıyla e∗-cl(rA)⊆ r · cl(A).

e) x ∈ e∗-cl(A) · r olsun. Amacımız x ∈ cl(Ar) olduğunu göstermek. Şimdi W ∈
O(R,x) olsun.
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x ∈ e∗-cl(A) · r ⇒ (∃y ∈ e∗-cl(A))(x = yr)

W ∈ O(R,x)

⇒

⇒ (y ∈ e∗-cl(A))(∃U ∈ e∗O(R,y))(∃V ∈ e∗O(R,r))(UV ⊆W )

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,y))(∃V ∈ e∗O(R,r))(UV ⊆W )(U ∩A ̸= /0)

⇒ /0 ̸=UV ∩Ar ⊆W ∩Ar

⇒ /0 ̸=W ∩Ar

O halde x ∈ cl(Ar). Dolayısıyla e∗-cl(A) · r ⊆ cl(Ar).

f ) x ∈ int(A) · r olsun. Amacımız x ∈ e∗-int(Ar) olduğunu göstermek.

x ∈ int(A) · r ⇒ xr−1 ∈ int(A)

⇒ int(A) ∈ O(R,xr−1)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,r−1))(Ur−1 ⊆UV ⊆ int(A)⊆ A)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(U ⊆ Ar)

⇒ x ∈ e∗-int(Ar).

Teorem 2.2.11. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve r, R∗ kümesinin belirli bir
elemanı olmak üzere fr(x) := rx kuralı ile verilen fr : R→ R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. V ∈ O(R) olsun. Amacımız

f−1
r [V ] ∈ e∗O(R)

yani
f−1
r [V ] = e∗-int( f−1

r [V ])

olduğunu göstermek. Bunun için de

e∗-int( f−1
r [V ])⊆ f−1

r [V ]

ve
f−1
r [V ]⊆ e∗-int( f−1

r [V ])

30



olduğunu göstermeliyiz.

e∗-int( f−1
r [V ])⊆ f−1

r [V ] . . .(1)

ilişkisi her zaman doğru. Dolayısıyla

f−1
r [V ]⊆ e∗-int( f−1

r [V ])

olduğunu gösterirsek kanıt biter. x ∈ f−1
r [V ] olsun. x ∈ e∗-int( f−1

r [V ]) olduğunu gös-
tereceğiz.

x ∈ f−1
r [V ] = r−1V

V ∈ O(R)⇒V = int(V )

⇒ x ∈ r−1 · int(V )
Teorem 2.2.10⇒ x ∈ e∗-int(r−1V )

r−1V = f−1
r [V ]

⇒

⇒ x ∈ e∗-int( f−1
r [V ])

O halde
f−1
r [V ]⊆ e∗-int( f−1

r [V ]) . . .(2)

(1),(2)⇒ f−1
r [V ] = e∗-int( f−1

r [V ])⇒ f−1
r [V ] ∈ e∗O(R).

Teorem 2.2.12. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve r, R∗ kümesinin belirli bir
elemanı olmak üzere fr(x) := xr kuralı ile verilen fr : R→ R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. Teorem 2.2.11’e benzer şekilde yapılır.

Teorem 2.2.13. (R,+, ·,τ) birimli e∗-topolojik halka ve r, R∗ kümesinin belirli bir ele-
manı olmak üzere fr(x) := rxr kuralı ile verilen fr : R → R fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. Teorem 2.2.11 ve Teorem 2.2.12’dan direkt çıkar.

Sonuç 2.2.14. Teorem 2.2.11, Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.13’de verilen fonksiyon-
lar birer e∗-homeomorfizmadır.

Teorem 2.2.15. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve A⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:

a) x ∈ R ⇒ x+ e∗-cl(A)⊆ cl(x+A),

b) x ∈ R ⇒ e∗-cl(x+A)⊆ x+ cl(A),

c) x ∈ R ⇒ x+ int(A)⊆ e∗-int(x+A),
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d) x ∈ R ⇒ int(x+A)⊆ x+ e∗-int(A).

Kanıt. a) x ∈ R ve y ∈ x+ e∗-cl(A) olsun. Amacımız y ∈ cl(x+A) olduğunu göster-
mek. Keyfi bir W ∈ O(R,y) alalım. W ∩ (x+A) ̸= /0 olduğunu göstereceğiz.

y ∈ x+ e∗-cl(A)⇒ (∃z ∈ e∗-cl(A))(y = x+ z)

W ∈ O(R,y)

⇒

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,z))( /0 ̸= (U +V )∩ (x+A)⊆W ∩ (x+A))

⇒W ∩ (x+A) ̸= /0.

b) x ∈ R ve y ∈ e∗-cl(x + A) olsun. Amacımız y ∈ x + cl(A) yani −x + y ∈ cl(A)

olduğunu göstermek. Keyfi bir W ∈ O(R,−x+ y) alalım. W ∩A ̸= /0 olduğunu göste-
receğiz.

W ∈ O(R,−x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,−x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(−x+V ⊆U +V ⊆W )

⇒ /0 ̸= (−x+V )∩A ⊆W ∩A

O halde −x+ y ∈ cl(A) yani y ∈ x+ cl(A). Dolayısıyla e∗-cl(x+A)⊆ x+ cl(A).

c) x ∈ R ve y ∈ x+ int(A) olsun. Amacımız y ∈ e∗-int(x+A) olduğunu göstermek.

y ∈ x+ int(A) ⇒ −x+ y ∈ int(A) ∈ O(R)

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,−x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(−x+V ⊆U +V ⊆ int(A)⊆ A)

⇒ (∃V ∈ e∗O(R,y))(V ⊆ x+A)

⇒ y ∈ e∗-int(x+A).

d) y ∈ int(x+A) olsun. Amacımız y ∈ x+ e∗-int(A) olduğunu göstermek.

y ∈ int(x+A) ⇒ (∃U ∈ O(R,y))(U ⊆ x+A)

⇒ (∃U ∈ O(R,y))(−x+U ⊆ A)

Teorem 2.1.8⇒ (−x+U ∈ e∗O(R,−x+ y))(−x+U ⊆ A)

⇒ −x+ y ∈ e∗-int(A)

⇒ y ∈ x+ e∗-int(A).

Teorem 2.2.16. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve A⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:
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a) −e∗-cl(A)⊆ cl(−A),

b) e∗-cl(−A)⊆−cl(A),

c) −int(A)⊆ e∗-int(−A),

d) int(−A)⊆−e∗-int(A).

Kanıt. a) x /∈ cl(−A) olsun.

x /∈ cl(−A) ⇒ (∃U ∈ O(R,x))(U ∩ (−A) = /0)

⇒ (−U ∈ e∗O(R,−x))((−U)∩A = /0)

⇒ −x /∈ e∗-cl(A)

⇒ x /∈ −e∗-cl(A).

b) x /∈ −cl(A) olsun.

x /∈ −cl(A) ⇒ −x /∈ cl(A)

⇒ (∃U ∈ O(R,−x))(U ∩A = /0)

⇒ (−U ∈ e∗O(R,x))((−U)∩ (−A) = /0)

⇒ x /∈ e∗-cl(−A).

c) x ∈ −int(A) olsun.

x ∈ −int(A) ⇒ −x ∈ int(A)

⇒ (∃U ∈ O(R,−x))(U ⊆ A)

⇒ (−U ∈ e∗O(R,x))(−U ⊆−A)

⇒ x ∈ e∗-int(−A).
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d) x ∈ int(−A) olsun.

x ∈ int(−A) ⇒ (∃U ∈ O(R,x))(U ⊆−A)

⇒ (−U ∈ e∗O(R,−x))(−U ⊆ A)

⇒ −x ∈ e∗-int(A)

⇒ x ∈ −e∗-int(A).

Teorem 2.2.17. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve A⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:

a) x ∈ R ⇒ x+ int(cl(δ-int(A)))⊆ cl(x+A),

b) x ∈ R ⇒ int(cl(δ-int(x+A)))⊆ x+ cl(A),

c) x ∈ R ⇒ x+ int(A)⊆ cl(in(δ-cl(x+A))),

d) x ∈ R ⇒ int(x+A)⊆ x+ cl(δ-cl(A)).

Kanıt. a) A ⊆ R and x ∈ R olsun.

(A ⊆ R)(x ∈ R)⇒ cl(x+A) ∈C(R) Teorem 2.1.8⇒ −x+ cl(x+A) ∈ e∗C(R)

⇒ int(cl(δ-int(e∗-cl(A))))⊆ int(cl(δ-int(−x+ cl(x+A))))⊆−x+ cl(x+A)

⇒ int(cl(δ-int(A)))⊆ int(cl(δ-int(e∗-cl(A))))⊆−x+ cl(x+A)

⇒ x+ int(cl(δ-int(A)))⊆ cl(x+A).

b) A ⊆ R and x ∈ R olsun.

A ⊆ R ⇒ cl(A) ∈C(R)

x ∈ R

 Teorem 2.1.8⇒ x+ cl(A) ∈ e∗C(R)

⇒ int(cl(δ-int(x+A)))⊆ int(cl(δ-int(x+ cl(A))))⊆ x+ cl(x+A).

c) A ⊆ R and x ∈ R olsun.

A ⊆ R ⇒ int(A) ∈ O(R)

x ∈ R

 Teorem 2.1.8⇒ x+ int(A) ∈ e∗O(R)

⇒ x+ int(A)⊆ cl(int(δ-cl(x+ int(A))))⊆ cl(int(δ-cl(x+A))).

d) A ⊆ R and x ∈ R olsun.
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(A ⊆ R)(x ∈ R)⇒ int(x+A) ∈ O(R) Teorem 2.1.8⇒ −x+ int(x+A) ∈ e∗O(R)

⇒−x+ int(x+A)⊆ cl(int(δ-cl(−x+ int(x+A))))⊆ cl(int(δ-cl(A))).

Teorem 2.2.18. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve A⊆ R olsun. Aşağıdaki özellikler
sağlanır:

a) −int(cl(δ-int(A)))⊆ cl(−A),

b) int(cl(δ-int(−A)))⊆−cl(A),

c) −int(A)⊆ cl(int(δ-cl(−A))),

d) int(−A)⊆−cl(int(δ-cl(A))).

Kanıt. a) A ⊆ R olsun.

A ⊆ R ⇒ cl(−A) ∈C(R)

Teorem 2.1.8⇒ −cl(−A) ∈ e∗C(R)

⇒ int(cl(δ-int(A)))⊆ int(cl(δ-int(−cl(−A))))⊆−cl(−A)

⇒ −int(cl(δ-int(A)))⊆ cl(−A).

b) A ⊆ R olsun.

A ⊆ R ⇒ cl(A) ∈C(R)

Teorem 2.1.8⇒ −cl(A) ∈ e∗C(R)

⇒ int(cl(δ-int(−A)))⊆ int(cl(δ-int(−cl(A))))⊆−cl(A).

c) A ⊆ R olsun.

A ⊆ R ⇒ int(A) ∈ O(R)

Teorem 2.1.8⇒ −int(A) ∈ e∗O(R)

⇒ −int(A)⊆ cl(int(δ-cl(−int(A))))⊆ cl(int(δ-cl(−A))).
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d) A ⊆ R olsun.

A ⊆ R ⇒ int(−A) ∈ O(R)

Teorem 2.1.8⇒ −int(−A) ∈ e∗O(R)

⇒ −int(−A)⊆ cl(int(δ-cl(−int(−A))))⊆ cl(int(δ-cl(A)))

⇒ int(−A)⊆−cl(int(δ-cl(A))).

Teorem 2.2.19. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka olsun.

A,B ⊆ R ⇒ e∗-cl(A)+ e∗-cl(B)⊆ cl(A+B).

Kanıt. A,B ⊆ R ve z ∈ e∗-cl(A)+ e∗-cl(B) olsun. Amacımız z ∈ cl(A+B) olduğunu
göstermek. Keyfi bir W ∈ O(R,z) alalım. W ∩ (A+B) ̸= /0 olduğunu göstereceğiz.

z ∈ e∗-cl(A)+ e∗-cl(B)⇒ (∃x ∈ e∗-cl(A))(∃y ∈ e∗-cl(B))(z = x+ y)

W ∈ O(R,z)

⇒

⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W )(U ∩A ̸= /0)(V ∩B ̸= /0)

⇒ (W ∈ O(R,z))((U ∩A)+(V ∩B) ̸= /0)(U +V ⊆W )

⇒ (W ∈ O(R,z))(∃r ∈ R)(r ∈ (U ∩A)+(V ∩B))(U +V ⊆W )

⇒ (W ∈ O(R,z))(∃u ∈U ∩A)(∃v ∈V ∩B)(r = u+ v)(U +V ⊆W )

⇒ (W ∈ O(R,z))(u ∈U)(u ∈ A)(v ∈V )(v ∈ B)(U +V ⊆W )

⇒ (W ∈ O(R,z))(u+ v ∈U +V )(u+ v ∈ A+B)(U +V ⊆W )

⇒ (W ∈ O(R,z))(u+ v ∈ (U +V )∩ (A+B)⊆W ∩ (A+B))

⇒ (W ∈ O(R,z))(W ∩ (A+B) ̸= /0).

Uyarı 2.2.20. Aşağıdaki örnekten de anlaşılacağı üzere Teorem 2.2.19 verilen kapsa-
manın diğer yönü her zaman doğru değildir.

Örnek 2.2.21. R = {a,b,c,d} ve τ = { /0,R,{a},{a,b}} olsun. R kümesi üzerinde
tanımlı toplama ve çarpma işlemleri Örnek 2.1.3’deki gibi olsun. A= {a} and B= {c}
ise

cl(A+B) = cl({a}+{c}) = cl({a+ c}) = cl({c}) = {c,d}
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ve

e∗-cl(A)+ e∗-cl(B) = e∗-cl({a})+ e∗-cl({c}) = {a}+{c}= {a+ c}= {c}

olur. Buradan da

cl({c}) = {c,d}⊈ {c}= e∗-cl(A)+ e∗-cl(B)

olduğu görülür.

Teorem 2.2.22. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka ve (S,+, ·,σ) de bir topolojik halka
olmak üzere eğer f : R → S fonksiyonu bir halka homomorfizması ve 0R noktasında
sürekli ise o zaman f fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. f : X →Y homomorfizmi 0R noktasında sürekli olsun. Amacımız f fonksiyo-
nunun e∗-sürekli olduğunu göstermek. Şimdi V ∈ O(R, f (x)) olsun. f [U ]⊆V olacak
şekilde bir U ∈ e∗O(R,x) var olduğunu gösterirsek kanıt biter.

V ∈ O(R, f (x))⇒ f (x) = f (x+0R) ∈V ∈ O(R)

f , homomorfizm

⇒

⇒ f (x+0R) = f (x)+ f (0R) ∈V ∈ O(R)⇒− f (x)+V ∈ O(R, f (0R))

f , 0R’de sürekli

⇒

⇒ (∃W ∈ O(R,0R))( f [W ]⊆− f (x)+V )⇒ (∃W ∈ O(R,0R))( f (x)+ f [W ]⊆V )

f , homomorfizm

⇒

⇒ (∃W ∈ O(R,0R))( f [x+W ]⊆V )

U := x+W

 Teorem 2.1.8⇒ (U ∈ e∗O(R,x))( f [U ]⊆V ).

Teorem 2.2.23. (R,+, ·,τ) bir e∗-topolojik halka olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanır:
a) + : R2 → R, +(x,y) = x+ y fonksiyonu e∗-süreklidir.
b) · : R2 → R, ·(x,y) = x · y fonksiyonu e∗-süreklidir.
c) − : R → R, −(x) =−x fonksiyonu e∗-süreklidir.

Kanıt. a) (x,y) ∈ R2 ve W ∈ O(R,x+ y) olsun.

W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W )

O :=U ×V

⇒
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⇒ (O ∈ e∗O(R2,(x,y)))(+[O] = +[U ×V ] =U +V ⊆W ).

b) (x,y) ∈ R2 ve W ∈ O(R,xy) olsun.

W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ e∗O(R,x))(∃V ∈ e∗O(R,y))(UV ⊆W )

O :=U ×V

⇒

⇒ (O ∈ e∗O(R2,(x,y)))(·[O] = ·[U ×V ] =UV ⊆W ).

c) V ∈ O(R) olsun. Amacımız −−1[V ] ∈ e∗O(R) olduğunu göstermek.

−−1[V ] = {x ∈ R : −(x) ∈V}= {x ∈ R : −x ∈V}=−V

V ∈ O(R)

⇒

Teorem 2.1.8⇒ −−1[V ] ∈ e∗O(R).
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3. BULGULAR VE DEĞERLENDİRME

Bu çalışma kapsamında e∗-topolojik halka kavramının topolojik halka ve β- topolojik
halka kavramından daha genel bir kavram olduğu görülmüş ve karşıtının doğru ol-
madığına dair örnekler verilmiştir. 1947 yılında I. Kaplansky, Topological Rings adlı
çalışmasında topolojik halka tanımını aşağıda belirtilen şekilde ele almıştır.
(R,+, ·) halka ve (R,τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x,y ∈ R için

• + : R2 → R, +(x,y) = x+ y sürekli

• − : R → R, −(x) =−x sürekli

• · : R2 → R, ·(x,y) = xy sürekli

koşulları sağlanıyorsa o zaman (R,+, ·,τ) dörtlüsüne bir topolojik halka denir.

Biçimsel olarak
((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), topolojik halka

:⇔

+ : R2 → R, +(x,y) = x+ y sürekli,

− : R → R, −(x) =−x sürekli,

· : R2 → R, ·(x,y) = xy sürekli

şeklinde ifade edilir. Bu tanımın çarpım topolojisinin özelliklerinden aşağıdaki koşul-
lara denk olduğu görülmüştür.
(R,+, ·) halka ve (R,τ) topolojik uzay olsun. Eğer her x,y ∈ R için

• W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(U +V ⊆W ),

• W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(−U ⊆W ),
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• W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(UV ⊆W )

koşulları sağlanıyorsa o zaman (R,+, ·,τ) dörtlüsüne bir topolojik halka denir.

Biçimsel olarak
((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), topolojik halka

:⇔

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(U +V ⊆W )],

(∀x ∈ R)[W ∈ O(R,−x)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(−U ⊆W )],

(∀x,y ∈ R)[W ∈ O(R,xy)⇒ (∃U ∈ O(R,x))(∃V ∈ O(R,y))(UV ⊆W )]

şeklinde ifade edilir.
Benzer şekilde

((R,+, ·), halka)((R,τ), topolojik uzay)

:⇒

(R,+, ·,τ), e∗topolojik halka

⇔

+ : R2 → R, +(x,y) = x+ y e∗-sürekli,

− : R → R, −(x) =−x e∗-sürekli,

· : R2 → R, ·(x,y) = xy e∗-sürekli

önermesi doğru mu sorusu düşünülmüştür. Teorem 2.2.23’da söz konusu önermenin
gerek kısmı ispatlanmıştır. Yeter kısmı için çeşitli çalışmalar yapılmış olmasına karşın
olumlu ya da olumsuz bir sonuca ulaşılamamıştır. Eğer yeter kısım doğruysa kanıtın
aşağıdaki gibi olması gerektiği düşünülmektedir.
(R,+, ·) halka, (R,τ) topolojik uzay ve söz konusu olan fonksiyonlar e∗-sürekli olsun.
(R,+, ·,τ) dörtlüsünün e∗-topolojik halka olduğunu göstermeye çalışalım.

W ∈ O(R,x+ y)⇒ (∃Y ∈ e∗O(R2,(x,y)))(+[Y ]⊆W )

(U := π1[Y ])(V := π2[Y ])

⇒
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⇒ (U
?
∈ e∗O(R,x))(V

?
∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ).

W ∈ O(R,xy)⇒ (∃Y ∈ e∗O(R2,(xy)))(+[Y ]⊆W )

(U := π1[Y ])(V := π2[Y ])

⇒

⇒ (U
?
∈ e∗O(R,x))(V

?
∈ e∗O(R,y))(U +V ⊆W ).

Yukarıda söz konusu olan π1 ve π2 fonksiyonları birinci ve ikinci izdüşüm fonksi-
yonları olup ispat zincirinde tek bir soru işareti kalmıştır. Birinci ve ikinci izdüşüm
fonksiyonları altında e∗-açık kümelerin görüntüsü e∗-açık mıdır? Bu soruya çalışma
kapsamı boyunca cevap bulunamamıştır.
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çalışmada tanımlanan e∗-topolojik halka kavramının topolojik halka ve β-topolojik
halka kavramından daha genel bir kavram olduğu yani her topolojik halkanın ve
β-topolojik halkanın birer e∗-topolojik halka olduğu görülmüştür ve karşıtının doğru
olmadığına dair örnek verilmiştir. Ayrıca e∗-topolojik halka olmayan bir örnek de inşa
edilmiştir. Bu çalışmada e∗-topolojik halka yapısında ne tarz kümelerin e∗-açık veya
ne tarz kümelerin e∗-kapalı olduğu incelenmiştir.

Yine bu çalışma kapsamında e∗-topolojik halkalarda e∗-süreklilik konusu işlenmiş ve
bir takım sonuçlar elde edilmiştir. Bu çalışma kapsamında e∗-topolojik halkalarda bir
kümenin e∗-içi, bir kümenin e∗-kapanışına dair halka yapısındaki işlemleri kullana-
rak bazı temel sonuçlar elde edilmiştir. Bu çalışma kapsamında incelenen konular
e∗-açık küme kavramından daha genel veya daha özel bir açık küme kavramı kullanı-
larak yeni bir topolojik halka kavramı tanımlanabilir e∗-topolojik halka ile arasındaki
ilişkiler incelenebilir.
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