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OZET
¢*-TOPOLOJIK HALKALAR UZERINE

Can DALKIRAN

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dog. Dr. Murad OZKOC
Haziran 2024, 45 sayfa

Bu calismanin temel amaci e*-topolojik halka kavramini tanitmaktir. Bu simif, -
topolojik halkalar sinifinin genellestirilmis bir versiyonu olarak karsimiza ¢ikmak-
tadir. Ayrica, e*-topolojik halka fikri ile literatiirde var olan diger bazi topolojik halka
tiirleri arasindaki iligkiler tartisilmistir. Buna ek olarak, e*-topolojik halkalar hakkinda
bazi temel sonuglar ortaya konmustur. Sonuglarimiza iligkin bazi kars1 6rnekler veril-
misgtir.

Anahtar Kelimeler: topolojik halka, e*-acik kiime, e*-topolojik halka.
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ABSTRACT
ON ¢*-TOPOLOGICAL RINGS

Can DALKIRAN

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murad OZKOC
June 2024, 45 pages

The main purpose of this study is to introduce the concept of e*-topological ring. This
class appears as a generalised version of the class of B-topological rings. Also, the
relations between the idea of e*-topological ring and some other types of topological
rings existing in the literature have been discussed. In addition, some fundamental
results about e*-topological rings are revealed. Some counterexamples regarding our
results have been given.

Keywords: topological ring, e*-open set, e*-topological ring.



ONSOZ

Bu tez calismasinin ortaya cikma siirecinde degerli bilgilerini ve tecriibelerini be-
nimle paylasan, calisma konusunun belirlenmesinde yol gosteren, lisans ve lisansiistii
egitimim boyunca yardim ve desteklerini esirgemeyen, ahlaki degerleri ve calisma
azmiyle ornek aldigim, birlikte ¢calismaktan gurur duydugum sayin danisman hocam
Dog. Dr. Murad OZKOC’a sonsuz minnet ve siikranlarimi sunarim.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZIiNi
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X ,7) topolojik uzayindaki B-agik kiimelerin ailesi

X, 1) topolojik uzayindaki B-kapali kiimelerin ailesi

X, 1) topolojik uzayindaki x noktasini i¢eren B-acik kiimelerin ailesi

X, 1) topolojik uzayindaki x noktasini igeren 3-kapali kiimelerin ailesi
,T) topolojik uzayindaki e*-agik kiimelerin ailesi

,T) topolojik uzayindaki x noktasini iceren e*-agik kiimelerin ailesi
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X, 1) topolojik uzayindaki e*-kapali kiimelerin ailesi
X,7)

X,1)

,T) topolojik uzayindaki x noktasini iceren e*-kapali kiimelerin ailesi
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1. GIRIS

Topoloji tanimindan da anlasilacag: iizere bir (X, 7) topolojik uzaymda X kiimesinin
elemanlar1 arasindaki iligkilerin topoloji kavrami i¢in ¢ok 6nemi yoktur. Bu kiime ba-
zen alelade bir kiime bazen de gercel sayilar kiimesi gibi sonsuz elemanl ve eleman-
lar1 arasinda siralama olan bir kiime olabilir. Bu sebeple topoloji alaninda ¢aligmalar
yapan bir¢ok matematikci bazi sorulara cevap aramak amaciyla ¢alismalarinda mate-
matigin bagka bir calisma alani olan cebir alanindan faydalanmistir. Ornegin topolo-
jide iki uzayin homeomorf olmadigini gosterme problemi bazen oldukg¢a zor bir hal
alabilir yani iki uzay arasinda birebir, orten, siirekli ve tersi siirekli olan bir fonksiyon
yazilamayacagin gostermek zor olabilir. Bu yiizden topoloji alaninda ¢aligsmalar ya-
pan bir¢cok matematikg¢i ¢alismarinda iki uzayin homeomorfik olmadigini1 géstermek
amaciyla temel gruplari kullanmistir. iki topolojik uzayin temel gruplari izomorfik
degilse topolojik olarak homeomorfik olamazlar. Bu caligmalara bir bagka 6rnek ola-
rak calismamizda ilham aldigimiz 1947 yilinda I. Kaplansky tarafindan tanimlanan
topolojik halka kavramidir. I. Kaplansky ¢alismasinda halka ve 6zelliklerini kullana-

rak analizsel bircok sonuglar elde etmistir.

Bu c¢alismanin birinci boliimiinde 2021 yilinda S. Billawria ve Sh. Sharma tarafindan
tanimlanan -topolojik halka kavramindan farkli bir kavram olan ¢*- topolojik halka
kavrami tanitilmig ve e*- topolojik halka kavraminin B-topolojik halka kavramindan
daha genel bir topolojik halka kavrami oldugu gosterilmistir. Ayrica karsitinin dogru
olmadigina dair 6rnek verilmistir. Caligmanin yine birinci boliimiinde bir e*-topolojik
halkadaki ne tarz kiimelerin e*-acik kiime olabilecegi incelenmis ve bircok sonuclar

elde edilmistir.
Bu calismanin ikinci boliimiinde bir e*-topolojik halkadaki bir kiimenin e*-i¢i ve
e*-kapanigina dair bir¢cok sonuglar elde edilmistir. Bunlara ilaveten e*-topolojik hal-

kalarda e¢*-siireklilik kavramu ile ilgili sonuglar incelemistir



1.1. Bazi Temel Kavramlar

Tanmm 1.1.1. X £ 0 kiime ve T C 2X olmak iizere T ailesinin sonlu her altailesinin
kesisimi ve keyfi her altailesinin birlesimi T ailesinin elemani ise T ailesine X kiimesi

tizerinde bir topoloji, (X, ) sirali ikilisine de topolojik uzay denir.

Bicimsel olarak

(X #0)(x S 2%)
=
1) VACY(|4| < Xo=>NA€n)
T, X’de topoloji : &
2) (VACt)(UAen)

(X,1) topolojik uzay :< t, X de topoloji

seklinde ifade edilir.

Tanm 1.1.2. (X, 7) topolojik uzay olmak iizere T ailesinin elemanlarina t-agik kiime
(kisaca acik) ve tiimleyeni t-agik olan kiimelere t-kapah kiime (kisaca kapal) de-
nir. Biitiin T-a¢1k kiimelerin olusturdugu aile O(X) ve biitiin t-kapali kiimelerin olug-
turdugu aile C(X) ile gosterilir. Ayrica bir x € X noktasini igeren tiim T-agik kiimele-
rin olusturdugu aile O(X,x) ve yine bir x € X noktasini igeren tiim t-kapali kiimelerin

olusturdugu aile C(X,x) ile gosterilir.
Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)(x € X)
=
A tacik A e
A, t-kapali:& X\A €
OX)={ACX|Aer}
CX)={ACX|X\Aer1}
OX,x):={ACX|xcAer}

CX,x):={ACX|xcAeCX)}



seklinde ifade edilir.

Tanim 1.1.3. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olmak iizere A kiimesinin kapsadig1 a1k

kiimelerin birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve int(A) ile gosterilir.
Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)
=
int(A) == U{U | (U CA)(U € 0(X))}
seklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.4. (X, 1) topolojik uzay ve A,B C X olsun.
a) int(A) = {x €A| (U €0(X,x))(UCA)},

b) int(A) C

¢c)ACB= mt(A) Cint(B),

d) int(ANB) = int(A) Nint(B),

e) int(A)Uint(B) C int(AUB),

f) int(int(A)) = int(A),

g)AcOX)&eA=int(A),

h) int(A) € O(X).

Tanim 1.1.5. (X, ) topolojik uzay ve A C X olmak iizere A kiimesini kapsayan kapali
kiimelerin kesisimine A kiimesinin kapams1 denir ve c/(A) ile gosterilir.
Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)
=
cl(A):={F[(ACF)(F eC(X))}
seklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.6. (X,7) topolojik uzay ve A,B C X olsun.
a)cl(A)={xeX| (VU €0X,x))(UNA#0)},

b) A C cl(4),

¢c)ACB=cl(A) Ccl(B

d) cl(ANB) Ccl(A)Ncl (B),

e) cl(AUB) = cl(A)Ucl

f) cl(cl(A)) = cl(A),



g) A € C(X) & A = cl(A),
(

h) cl(A) € C(X),
i) int(X \A) = X \ cl(A), cl(X\A) =X\ int(A),

j) int(cl(int(cl(A)))) = int(cl(A)), cl(int(cl(int(A)))) = cl(int(A)).

Tanim 1.1.7. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olmak iizere A kiimesinin kapaniginin ici
kendisine esit ise A kiimesine bu uzayda bir regiiler acik kiime denir. Tiimleyeni re-
giiler agik olan kiimeye de bu uzayda bir regiiler kapah kiime denir. Bir (X, 1) topo-
lojik uzaymn tiim regiiler agik (regiiler kapali) kiimelerinin olusturdugu aile RO(X)
(RC(X)) ve bir x € X noktasini iceren (X,7) topolojik uzayinin tiim regiiler agik (re-
giiler kapal1) kiimelerinin olusturdugu aile de RO(X,x) (RC(X,x)) ile gosterilir.

Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)(x € X)
=
A, regiiler acik 1< A = int(cl(A))
A, regiiler kapali :< X \ A, regiiler acik
ROX):={ACX |A=int(cl(A))}
RC(X):={ACX|X\A€ROX)}
ROX,x):={ACX|x€Ac€ROX)}
RC(X,x):={ACX|x€AcRC(X)}
seklinde ifade edilir. (Stone, 1937)

Tanmm 1.1.8. (X, 1) topolojik uzay, A C X ve x € A olmak iizere A kiimesi tarafindan
kapsanan regiiler agik kiimelerin birlesimine A kiimesinin d-i¢i denir ve d-int(A) ile
gosterilir. A kiimesine ait bir x noktasi, A kiimesinin 8-i¢inin elemani ise bu noktaya

A kiimesinin bir d-i¢ noktasi denir.



Bicimsel olarak

((X, ) topolojik uzay)(A C X)(x € A)
=
8-int(A) := U{U | (U CA)(U € RO(X))}
x, A’mn 8-ig noktast 1< x € 8-int(A)

seklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.9. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olsun.

O-int(A) = {x€A|(3FU eROX,x))(UCA)}
= {x€A| (AU € O(X,x))(int(cl(U)) C A)}. (Velicko, 1968)
Tanmm 1.1.10. (X,7) topolojik uzay ve A C X olmak iizere A kiimesinin &-i¢i ken-
disine egit ise A kiimesine bu uzayda bir d-a¢ik kiime denir. Tiimleyeni 8-agik olan
kiimeye bu uzayda bir -kapal kiime denir. Bir (X, ) topolojik uzayinin tiim 8-acik
(8-kapal1) kiimelerinin olusturdugu aile 3O(X) (8C(X)) ve bir x € X noktasint ice-

ren (X,7T) topolojik uzayinin tiim §-agik (8-kapali) kiimelerinin olusturdugu aile de
d0(X,x) (8C(X,x)) ile gosterilir.

Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)(x € X)
=
A, d-acik 1= A = 8-int(A)
A, d-kapali :< X \ A, §-acik

30(X):={ACX|A=35-int(A)}

C(X):={ACX |X\Ae€dO(X)}
00(X,x) ={ACX |x€AcdOX)}
0C(X,x):={ACX |xecAecdCX)}

seklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)
Teorem 1.1.11. (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olsun.



a) AC B=d-int(A) C &-int(B),

b) &-int(ANB) = §-int(A) N é-int(B),

¢) 8-int(A) U d-int(B) C d-int(AUB),

d) A,Bcd0(X)=ANBe€dO(X),

e) ACd0(X)=UAaecd0X),

f) 8-int(A) € d0(X),

g) 8-int(8-int(A)) = &-int(A). (Velicko, 1968)

Tanmm 1.1.12. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olmak iizere A kiimesini kapsayan re-
giiler kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin d-kapamsi denir ve 3-c/(A) ile goste-
rilir. X kiimesine ait bir x noktasi, A kiimesinin d-kapaniginin elemani ise bu noktaya
A kiimesinin bir 5-degme noktasi denir.

Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)(x € X)
=
8-cl(A) :={F | (AC F)(F € RC(X))}
x, A’nin §-degme noktasi < x € §-cl(A)

seklinde ifade edilir. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.13. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olsun.

8-cl(A) = {xeX| (VU €RO(X,x))(UNA # 0)}

= {xeX | (VU € OX,x))(int(cl(U)) NA  0)}. (Velicko, 1968)

Teorem 1.1.14. (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olsun.
a) d-c/(X\A) =X\ d-int(A),

b) A C B=8-cl(A) C d-cl(B),

¢) O-cl(AUB) = 8-cl(A) Ud-cl(B),

d) d-cI(ANB) C &-cl(A)Nd-cl(B),
e)A,BcdC(X)=AUBcdC(X),

f) ACdC(X)=NA€cdC(X),

g) 0-cl(A) € 8C(X),

h) 8-¢l(8-cl(A)) = &-cl(A). (Velicko, 1968)



Sonu¢ 1.1.15. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olsun.
S-int(A) C int(A) C A C cl(A) C 8-cl(A). (Velicko, 1968)

Tanmm 1.1.16. (X, 1) topolojik uzay A C X olmak tizere A C cl(int(cl(A)) kosulunu
saglayan A kiimesine bu uzayda bir B-acik kiime denir ve yine tiimleyeni -agik olan
kiimeye B-kapali kiime denir. (X,T) topolojik uzayindaki tiim - agik kiimelerinin
olusturdugu aile BO(X) ile tiim B-kapali kiimelerinin olugturdugu aileyi BC(X) ile ve
bir x € X noktasini iceren -agik kiimelerinin ailesini de BO(X,x), bir x € X noktasini
iceren tiim B- kapali kiimelerinin ailesini BC(X,x) ile gosterilir.

Bigimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(A C X)(x € X)
=
A, B-acik 1< A C cl(int(cl(A)))
A, B-kapali :< X \ A, B-acik
BO(X) := {A CX | A C cl(int(cI(A)))}
BC(X) = {ACX | X\A € BOX)}
BO(X.x):={ACX|xecAcPBO(X)}
BC(X,x):={ACX|xeAecBC(X)}
seklinde ifade edilir.

Tanim 1.1.17. (X, 7) topolojik uzay A C X olmak iizere A C cl(int(3-cl(A)) kosulunu
saglayan A kiimesine bu uzayda bir e*-agik kiime denir ve yine tiimleyeni e*-acik olan
kiimeye e*-kapali kiime denir. (X, 1) topolojik uzayindaki tiim e*- acik kiimelerinin
olusturdugu aile e*O(X) ile tiim e*-kapal1 kiimelerinin olusturdugu aileyi eC(X) ile
ve bir x € X noktasini iceren e*-acik kiimelerinin ailesini de e*O(X,x), bir x € X

noktasini igeren tiim e*- kapali kiimelerinin ailesini e*C(X,x) ile gosterilir.



Bicimsel olarak

((X,7) topolojik uzay)(4 C X)(x € X)
=
A, e*-agik 1= A C cl(int(8-cl(A)))
A, e*-kapali 1> X \ A, e*-acik
e O(X) 1= {A CX | A Ccl(int(5-cl(A)))}
C(X):={ACX | X\A€O0(X)}
O(X,x):={ACX |x€AceO(X)}

eCX,x):={ACX|xcAece'CX)}

seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.1.18. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olmak tizere A kiimesinin kapsadig1
e*-acik kiimelerinin birlesimine A kiimesinin e*-i¢i (Ekici, 2009) denir ve e*-int(A)
ile gosterilir. Benzer sekilde A kiimesini kapsayan e*-kapali kiimelerinin arakesitine

A kiimesinin b-kapanigi e*-kapanisi denir ve e*-cl(A)) ile gosterilir.

Bicimsel olarak
((X,7), topolojik uzay)(A C X)

=
e*-int(A) == J{U | (U CA)(U € e*O(X))}
e“-cl(A):=({F | (ACF)(F €e"C(X))}
seklinde ifade edilir.

Teorem 1.1.19. (X, 1) topolojik uzay ve A, B C X olsun.
a) e -int(A)={xe€A| (AU € e*O(X,x))(U CA)},

b) A C B=e*-int(A) C e*-int(B),

¢) e*-int(ANB) C e*-int(A) Ne*-int(B),

d) e*-int(A) Ue*-int(B) C e*-int(AUB),

e) ACe'0(X)= U4 € e 0(X),

f) e*-int(A) € e O(X),

g)Ace0O(X) = A=e"-int(A),



h) e*-int(A) = ANint(cl(d-cl(A))),
i) Upege-int(A) C e-int(UpcqA)- (Ekici, 2008a)

Teorem 1.1.20. (X, 1) topolojik uzay ve A,B C X olsun.
a) e*-cl(A)={xeX | (VU € e*O(X,x))(UNA#0)},
b) e*-cl(X \A) =X\ e*-int(A) ,
¢)ACB=e"-cl(A) Ce*-cl(B),
d) e*-cl(A)Ue*-cl(B) C e*-cl(AUB),
e) ef-c (A NB) C e*-cl(A)Ne*-cl(B),
) 4CeC(X) = NA € e C(X),
g) e*- cl( ) € e*C(X),
h)AceC(X) = A=e"-cl(A),
i) e*-cl(A) = AUint(cl(8-int(A))). (Ekici, 2009)

Teorem 1.1.21. (X,7) topolojik uzay ve A C X olsun.

int(A) C e*-int(A) CA Ce*-cl(A) C cl(A). (Ekici, 2009)

Tanmm 1.1.22. (X,7), (Y,0) topolojik uzaylar ve f : X — Y fonksiyon olmak tizere
(Y,0) topolojik uzayindaki her agik kiimenin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
(X,7) topolojik uzayinda bir e*-agik kiime ise f fonksiyonuna e*-siirekli fonksiyon

denir.

Bicimsel olarak

((X,7),(Y,0) topolojik uzaylar)(f € YX)
=
f, e*-siirekli := (VW € 6)(f~![V] € e O(X))
seklinde ifade edilir.

Tamm 1.1.23. Bos kiimeden farkli bir G kiimesi iizerinde * bir iglem olmak iizere
* iglemi G iizerinde birlesme 6zelligine sahip, G kiimesi * iglemine gore birim ele-

mana sahip, G kiimesindeki her elemanin * islemine gore G i¢inde tersi var ise (G, *)



ikilisine grup denir. Bicimsel olarak

(G#0)(x € G)
=

1) (Vx,y,2 € G)(xx (y*z) = (x*y) *2)

(G,*) grup 1§ 2) (Je € G)(Vx € G)(x*e = exx =x)

3) (VxeG)( I eG)(xxx =xtxx=¢)

seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.1.24. (G,*) grup ve x,y € G olmak iizere x x y = y x x kosulunu saglayan
(G, *) ikilisine degismeli grup denir.

Bigimsel olarak

(G,*), grup
=
(G,*), degismeli grup :< (Vx,y € G)(x*xy = y*x)

Tanm 1.1.25. (R,+) degismeli bir grup R iizerinde - islemi verilmig olsun Eger;
1) R’de - islemi birlesme 6zelligine sahip

2) R’de - isleminin + iglemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi var
sartlarin1 saglayan (R, -+, -) ligliisiine bir halka denir.

Bicimsel olarak

(R #0) (+ € RR2> ( € RR2>
=
1) (R,+) degismeli grup
2) (Vx,y,z€R)(x-(y-2z) = (x-y)-2)

3) (Voyz€R)(x- (y+2) = (x-y) +(x-2))

(R,+,-) halka :<

4) (Vx,y,z € R)((x+y)-z= (x-2) +(y-2))

seklinde ifade edilir.
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Tanim 1.1.26. (R,+,-) halka, U,V C R ve x € R olsun.

U+V:i={ut+v|(mecU)(veV)},
x+U:={x}+U={x+u|uecU},
U-V:={u|(uelU)veV)},
x-U:={x}-U={xu|uecU}.
Lemma 1.1.27. (R,+,-) halka, x € R ve U,V C R olsun.

a)(U=0VV=0)=U+V=0,
b)U=0=x+U =0.

Kanit. a) U =0veyaV =0 olsun. Amacimiz U +V = 0 oldugunu gostermek. Bunun

icin olmayana ergi yontemini kullanalim. Varsayalim ki U 4V # 0.

U+V#0= (FreR)(reU+V)= (FueclU)(FveV)(r=u+v)
= Celiski.

U=0Vv V=0

b) U = 0 olsun. Amacimiz x+ U = 0 oldugunu géstermek. Bunun i¢in olmayana ergi
yontemini kullanalim. Varsayalim ki x4+ U # 0.

x+U#0= 3reR)(rex+U)= FueclU)(r=x+u)

= Celigki. [
U=0
Sonuc 1.1.28. (R,+,-) halka, x € R ve U,V C R olsun.
a)U+V #0= (U=0)(V=0),
b)x+U #0=U #0.
Kanit. Lemma 1.1.27°den acik. [

Tanim 1.1.29. (R,+,-) halka ve (R, T) topolojik uzay olsun. Eger her x,y € R i¢in

« W e O(Rx+y) = (3U € O(R,x))(3V € OR,y))(U +V C W),
« WeO(R,—x) = (3U € O(R,x))(~U C W),

« W € O(R,xy) = (U € O(R,x))(3V € O(R,y))(UV C W)

kosullari saglaniyorsa o zaman (R, +, -, ) dortliisiine bir topolojik halka denir.
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Bicimsel olarak
((R,+,-), halka)((R,T), topolojik uzay)

=
(R,+,-,7), topolojik halka
e
(Vx,y €ER)[W € O(R,x+y) = (U € O(R,x))(IV € O(R,y))(U+V CW)],
(Vx e R)[W € O(R,—x) = (3U € O(R,x))(—U CW)],
(Vx,y € R)[W € O(R,xy) = (3U € O(R,x))(3V € O(R,y))(UV CW)]
seklinde fade edilir.

Tanmm 1.1.30. (R,+,-) halka ve (R, ) topolojik uzay olsun. Eger her x,y € R i¢in

e WeOR,x+y) = (U € BO(R,x))(IV € BO(R,y))(U+V CW),
e WeO(R,—x)= (3U € BO(R,x))(—U C W),

« W € O(R,xy) = (U € BO(R,x))(3V € BO(R,y))(UV C W)

kosullari saglaniyorsa o zaman (R, +, -, ) dortliisiine bir B-topolojik halka denir.

Bicimsel olarak
((R,+,), halka)((R,7), topolojik uzay)

=
(R,+,-,7), B-topolojik halka
e
(Vx,y € R)[W € O(R,x+y) = (3U € BO(R,x))(3V € BO(R,y))(U+V CW)],
(Vx € R)[W € O(R,—x) = (U € BO(R,x))(—U CW)],
(Vx,y €R)[W € O(R,xy) = (3U € BO(R,x))(3V € BO(R,y))(UV CW)]

seklinde fade edilir.
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2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. ¢*-topolojik Halkalar

Tanim 2.1.1. (R,+,-) halka ve (R,t) topolojik uzay olsun. Eger her x,y € R i¢in

e WeOR,x+y)= (U € e*O(R,x))(TV € €*O(R,y))(U+V CW),
e WeOR,—x)= (U € *O(R,x))(-U C W),

* WeO(R,xy) = (U € €*O(R,x))(TV € " O(R,y))(UV C W)

kosullart saglaniyorsa o zaman (R, +,-,t) dortliisiine bir e*-topolojik halka denir.

Bicimsel olarak
((R,+,-), halka)((R,T), topolojik uzay)

=
(R,+,-,7), €*-topolojik halka
=
(Vx,y € R)[W € O(R,x+y) = (U € €"O(R,x))(3V € ¢"O(R,y))(U+V CW)],
(Vx € R)[W € O(R,—x) = (TU € ¢"O(R,x))(—U CW)],
(Vx,y € R)[W € O(R,xy) = (U € ¢"O(R,x))(IV € €"O(R,y))(UV CW)]
seklinde ifade edilir.

Uyan 2.1.2. B-topolojik halka ve e*-topolojik halka tanimlarindan her B-topolojik
halkanin bir e*-topolojik halka oldugu hemen goriiliir. Ancak asagidaki 6rnekten de

anlagilacag tizere karsiti her zaman dogru degildir.
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Ornek 2.1.3. R = {a,b,c,d} ve T = {0,R,{a},{a,b}} olmak iizere 4 : R> — R ve
.1 R?> — R islemleri asagidaki tablolardaki gibi tanimlansin.

+la|b|c|d -lalb|c|d
alal|b|c|d alalalala
b|b|lcl|d]a bla|cl|la|c
clcld|al|b clalalala
d|d|a|b|c dla|c|al|c

(R,T) topolojik uzayinda

C(R)={0,R,{b,c,d},{c,d}}
ve
RO(R) = RC(R) = {0,R}
olur. Bu durumda her A € 2%\ {0} igin 8-c/(A) = R olacagindan

A Ccl(int(8-cl(A))) =R

kosulu saglanir. Dolayisiyla R kiimesinin biitiin altkiimeleri (R, t) topolojik uzayinda
e*-agiktir yani
e*O(R) = 2R

olur. Ote yandan

int(cl(0))) = cl(int(0)) = cl(0) =0 2 0 = 0 € BO(R),

(int (cl(
cl(int(cl({a}))) = cl(int(R)) = cl(R) =R D {a} = {a} € PO(R),
cl(int(cl({b}))) = cl(int({b,c,d})) = cl(0) = 0 2 {b} = {b} ¢ BO(R),
cl(int (cl({c}))) = cl(int({b,c,d})) = cl(0) =0 2 {c} = {c} ¢ BO(R),
cl(in(el({d}))) = el(int({e,d})) = cl(0) =0 3 {e,d} = {cd} ¢ BO(R),
cl(int(cl({a,b}))) = cl(int(R)) = cl(R) = R D {a,b} = {a,b} € BO(R),
cl(int(cl({a,c}))) =cl(int(R)) = cl(R) =R 2 {a,c} = {a,c} € BO(R),
cl(int(cl({a,d}))) = cl(int(R)) = cl(R) =R 2 {a,d} = {a,d} € BO(R),
cl(int(cl({b,c}))) = cl(int({b,c,d cl(0)=0 2 {b,c,d} = {b,c,d} ¢ BO(R),
(int (cl({b,d}))) ({b,c,d})) = ¢

1(0) =0 2 {b,d} = {b,d} ¢ BO(R),
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cl(int(cl({c,d}))) = cl(int({b,c,d})) =
cl(int(cl({a,b,c}))) = cl(int(R)) = cl(R)

(int (cl( 1(0) =02 {b,c,d} = {c,d} ¢ BO(R),
(int(cl( =

(int(cl({a,b,d}

(int (cl(

(int(cl(

R D {a,b,c} = {a,b,c} € BO(R),

) c
cl ))) =cl(int(R)) =cl(R) =R 2 {a,b,d} = {a,b,d} € BO(R),
cl(int(cl({a,c,d}))) =cl(int({a,c,d})) =cl(R)=R 2 {a,c,d} = {a,c,d} € BO(R),
cl(int(cl({b,c,d}))) = cl(int({b,c,d})) =cl(0) =0 2 {b,c,d} = {b,c,d} ¢ BO(R),
cl(int(cl(R))) = cl(int(R)) = cl(R) =R 2O R= R € BO(R)
oldugundan

BO(R) ={0,R,{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}}

olur.

Simdi de (R, +,-,T) dortliisiiniin bir B-topolojik halka olmadigin1 gosterelim. Ele ali-
nan halkada

ct+c=a

oldugu agiktir. Eger (R,+,-,t) dortliisii bir B-topolojik halka olsaydi {a} € O(R,a)
oldugundan ¢ € Ri¢in U +V C {a} olacak sekilde U,V € BO(R,c) olmasi gerekirdi.

BO(R) ={0,R,{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}}

oldugundan
BO(R,c) ={R,{a,c},{a,b,c},{a,c,d}}

elde edilir. Dolayisiyla

U :={a,c} veV :={a,b,c} secilirse U +V ={a,b,c,d}  {a}
U :={a,c} veV :={a,c,d} secilirse U +V ={a,b,c,d}  {a}
U :={a,b,c} veV:={a,b,c} secilirse U +V = {a,b,c,d} £ {a}

olur yani
(Vx,y €R)[W € O(R,x+y) = (U € ¢"O(R,x))(IV € e"O(R,y))(U+V CW)]

onermesi dogru degildir. O halde (R, +,-,T) dortliisii bir B-topolojik halka degildir.

Simdi ise (R, 4+, -,T) dortliistiniin bir e*-topolojik halka oldugunu gosterelim.
x,y € Rve W € O(R,x+y) olsun.

W eOR,x+y)

U =)V = {y})

Simdi de x € R ve W € O(R, —x) olsun.

= (U €e*O(R,x))(V € e"O(R,y))(U+V CW).
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W e OR,—x) = —xeW € O(R) = (U € ¢*O(R,x))(—U C W)

U :={x}
Son olarak da x,y € R ve W € O(R, xy) olsun.

W € O(R,xy)

(U :={xH(V:={y})
Dolayisiyla (R,+,-,T) dortliisii bir e*-topolojik halkadir.

= (U € ¢*O(R,x))(V € €*O(R,y))(UV CW).

Lemma 2.1.4. Her x,y € R ve her € > 0 icin
(x—8,x+8)-(y—9,y+9) C (xy—¢€,xy+¢)
kosulu saglanacak sekilde en az bir 8 > 0 sayis1 vardir.
Kanit. Verilmis bir € > 0 sayisina kargilik
(x—8,x+98)-(y—98,y+9) C (xy—€,xy+¢€)
kosulunun saglanmasi igin & > 0 sayisinin
(x=8)-(y=9) € (xy—&,xy+e)

(x—9)-(y+9) € (xy—¢g,xy+¢€)
(x4+9):(y—29) € (xy—¢€,xy+¢€)
(x+8)-(y+98) € (xy—¢€,xy+¢)

kosullarint yani
xy—€<xy—x8—yd+ & <xy+e

xy—€<xy+xd—yd—& <xy+e
xy—€<xy—x84+y8—& <xy+e
xy—€ < xy+ x84+ 848> <xy+e

kosullarini yani
—e<—x3—y3+8 <e

—8§x8—y8—52 <eg
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—e< —x84+y8—-& <e
—e<xd+y8+8*<e

kosullarini yani
| —x8—y8+&% <e

x§—y8—&%| <e
| —x8+y5— 8% <e
S+ y8+8% <e

kosullarini saglamasi gerekir.
| =38~ y8+ 8| < |~ 28| + |~ y8| +[&?| = || +[y3] + &
%8 — 8+ 8| < |x8| +| —y8| + | — 8| = |x8| + [y5] + &
\—x8+y5+52| < | —x8|+ [yd| +| —52| = |x8| + [y9] + &2

8+ y8+ 8| < |xd] + |yB] + (8% = [x3]| +[y3| + &

oldugundan & > 0 sayisini
X8| + [y8| + 8% < ¢

kosulu saglanacak sekilde segersek isimiz biter. Simdi & > 0 sayisin1 0 < & < 1 olacak

sekilde sececegimizi kendimize soz verelim.
0<8<1=|xd|+ [y8] +8% < |x|8+ |y|8+8 = &(|x| +|y|+ 1)

oldugundan

€
0<d<min{1, ]
e + [yl +1

secilirse hem istenen kosul saglanmis olur hem de verdigimiz s6zii tutmus oluruz.

Toparlayacak olursak her € > 0 i¢in 0 < 6 < min { 1, m} secilirse
(x—08,x+9)-(y—06,y+90) C (xy—¢€,xy+¢€)

kosulu saglanir. ]

Ornek 2.1.5. (R, +,-) gercel sayilar halkasi ve (R, ) alisilmus topolojik uzay olsun.
Bu durumda (R, +, -, U) dortliisii bir e*-topolojik halkadir.
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Simdi x,y € R ve W € O(R,x+y) olsun.
WeOR,x+y)= (Fe>0)((x+y—€e,x+y+¢€) W)

(U= (=52 +3) (Vi= 0= §y+5))

= (U € e*OR,x))(V ee*OR,y))(U+V CW)...(1)

=

Simdi de x € R ve W € O(R, —x) olsun.
WeOR,—x)= (Fe>0)((—x—¢,—x+€) CW)

= (U ee*O(R,x))(-UCW)...

U:=(x—¢gx+e¢)
Son olarak da x,y € R ve W € O(R, xy) olsun.
W e OR,xy) = (Fe > 0)((xy —€,xy+€) CW)
o o € .
U:= <x mm{l’—lxlﬂy\ﬂ } ,x—i—mln{ ' |x|+|y|+ }

)
vim (y=min{1. s} o+ min {1, gt ) |
)

= (U € €*O(R,x))(V € €*O(R,y))(UV CW)...(3

Lemma 2.1.4
=

(1),(2),(3) = (R, +,-,1), €*-topolojik halka.

Ornek 2.1.6. (R,+,-) gercel sayilar halkas1 ve R gercel sayilar kiimesi iizerindeki
topoloji T = 2® olsun. Bu durumda (R, +, -,t) dortliisii bir e*-topolojik halkadur.

(R, ) ayrik topolojik uzay oldugundan her A C R i¢in
O-cl(A) =int(A) =cl(A) =A

olur. Dolayisiyla e*O(R) = 2 elde edilir.
Simdi x,y € Rve W € O(R,x+y) olsun.
W e O(R,x+y)

U :={x})(V:={y})
Simdi de x € R ve W € O(R, —x) olsun.

= (U €eOR,x))(VeeOR,y))(U+VCW)...(1)

WeOR,—x) = —xeW e O(R)

U = {x}

Son olarak da x,y € R ve W € O(RR,xy) olsun.

= (U €e'OR,x))(-U CW)...(2)
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W € O(R,xy)

U= {xh)(V = {y})
(1),(2),(3) = (R, +,-,7), e*-topolojik halka.

= (U € e O(R,x))(V € eO(R,y))(UV CW)...(3)

Ornek 2.1.7. (R, +,-) gercel sayilar halkas1 ve R gercel sayilar kiimesi iizerindeki
topoloji T={0,R,{1},{2},{1,2}} olsun.

int(cl(0)) =0=0 € RO(R)

int(cl(R)) =R =R € RO(R)
int(cl({1})) = {1} = {1} € RO(R)
int(cl({2})) = {2} = {2} € RO(R)

oldugundan (R, T) topolojik uzayindaki her agik kiime bir §-agiktir. Dolayisiyla
SOR) =1
olur. Simdi de

cO(R)={ACR:AN{1,2} £0}

oldugunu gosterelim.
ACRve AN{1,2} = 0 olsun. Bu durumda cl(int(3-cl(A))) = 0 olacagindan

A ¢ e"O(R)
olur. Simdide A CR ve AN{1,2} # 0 olsun. A € ¢*O(R) oldugunu gosterelim.
AN{1,2} #0=(1€A)2¢A)V(2€A)(1¢A)V(1,2€A)
I. Durum: 1 € A ve 2 ¢ A olsun.
(1€A)(2¢A)=ACR\{2} =cl(int(d-cl(A))) = A € " O(R).
II. Durum: 2 € A ve 1 ¢ A olsun.

(2€A)(1¢A)=ACR\ {1} = cl(int(3-cl(A))) = A € ' O(R).

19



II1. Durum: 1,2 € A olsun.
1,2€eA=ACR=cl(int(-cl(A))) = A € e'O(R).

Dolayisiyla
€OR)={ACR:AN{1,2} A0}

olur. Ote yandan —3,4 € Rve {1} € O(R,—3+4) = O(R, 1) i¢cin U +V C {1} olacak
sekilde U € e*O(R,—3) ve V € ¢*O(R,4) yoktur. Dolayistyla (R, +, -, ) dortliisii bir
e*-topolojik halka degildir.

Teorem 2.1.8. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:
a)A € O(R)= —Ace*O(R),
b) (A€ O(R))(xeR)=x+A € e*O(R),

c)(A€O(R))(x€ER)=A+x€e*O(R).
Kanit. a) A € O(R) olsun. Amacimiz
—A €€ O(R)

yani
e*-int(—A) = —A

oldugunu gostermek. Bunun icin de
e*-int(—A) C —A

ve
—A C e*-int(—A)

oldugunu gostermeliyiz.
e*-int(—A) C —A...(1)

iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
—A C e*-int(—A)

oldugunu gosterirsek kanit biter. Simdi y € —A olsun. y € e*-int(—A) oldugunu gos-

terecegiz.
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yeE—-A=—-ycA
T2 (U € e O(R,y)) (~U C A)

A€ O(R)
= (3U € ¢*O(R,y))(U C —A)
=y € e-int(—A)
O halde
—A C e*-int(—A)...(2)
(1),(2) = e*-int(—A) = —A = —A € ¢*O(R).

b) A € O(R) ve x € R olsun. Amacimiz
x+A€e’O(R)

yani
x+A=e"-int(x+A)

oldugunu gostermek. Bunun i¢in de
e*-int(x+A) Cx+A

ve
x+A Ce-int(x+A)

oldugunu gostermeliyiz.
e -int(x+A) Cx+A...(1)
iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
x+A Ce*-int(x+A)

oldugunu gosterirsek kanit biter. Simdi y € x+ A olsun. y € e*-int(x+ A) oldugunu

gosterecegiz.

yEX+A= (Jz€A)(y=x+72)
= —x+ycAecO(R)

A€ O(R)

BRI QU € e*O(R,—x))(3V € € O(R,Y)) (—x+V CU+V CA)
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= (IV € e*O(R,y))(—x+V CA)
= (FV € e*O(R,y))(V Cx+A))

=yc€e-int(x+A)

O halde
x+ACe-int(x+A)...(2)

(1),2) = e*-(x+A) =x+A=>x+Ace*OR).

¢) Toplama igleminin degismeli olmasindan dolay1 (b) sikkindan hemen ¢ikar. 0

Sonug 2.1.9. (R, +,-,7) bir topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki ozellikler sag-

lanir:

a)A € OR)= —A C cl(int(8-cl(—A))),

b) (x€R)(A€O(R)) = x+A Ccl(int(d-cl(x+A))),

c) (x€R)(A€ O(R)) = A+x Ccl(int(d-cl(A+x))).

Teorem 2.1.10. (R,+,-,T) bir topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zellikler
saglanir:

a)A€C(R)= —A € e*C(R),

b) (x€ER)(A€C(R)) =x+A€e"C(R),

c)(xeR)(A€C(R)) =A+xce*C(R).

Kamit. a) A € C(R) olsun. Amacimiz

—A €e*C(R)
yani
—A=¢"-cl(—A)
oldugunu gostermek. Bunun i¢in de
—A Ce*-cl(—A)
ve
e"-cl(—A) C —A
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oldugunu gostermeliyiz.
—A Ce*-cl(—A)...(1)

iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
e"-cl(—A) C —A

oldugunu gosterirsek kanit biter. Simdi y € e*-c/(—A) olsun. y € —A yani —y € A
oldugunu gosterecegiz. Keyfi bir W € O(R, —y) alalim.

WeO(R,—y) = (U € OR,y))(-U CW) = (UC -W)(UN(—A)#0)
y € e*-cl(—A)

=0#UN(-A) C (-W)N(-A)

=WNA#0

Buradan —y € cl(A) elde ederiz. Ayrica A € C(R) oldugundan —y € A yani y € —A
olur. O halde
e*-cl(—A) C —A...(2)

(1),(2) = —A = e*-cl(—A) = —A € ¢*C(R).

b) y € Rve A € C(R) olsun. Amacimiz
x+A € e*C(R)

yani
x+A=e"-cl(x+A)

oldugunu gostermek. Bunun icin de
x+ACe -cl(x+A)

ve
e*-cl(x+A) Cx+A

oldugunu gostermeliyiz.

x+ACe -cl(x+A)...(1)
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iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
e*-cl(x+A) Cx+A

oldugunu gosterirsek kanit biter. y € e*-cl(x+A) olsun. y € x+ A yani —x+y € A
oldugunu gosterecegiz. Keyfi bir W € O(R, —x +y) alalim.

W € OR,—x+y) = (3U € e"O(R, —x))(3V € " O(R,y))(U +V C W)
yeEe*-cl(x+A) ”

= (U+VCW)(VN(x+A) #£0)

=0#(—x+V)NAC(U+V)NACWNA

=WNA#0

Buradan —x+y € cl(A) elde ederiz. A € C(R) oldugundan —x+y € A olur. Dolay1-
stylay € x+A.

¢) Toplama igleminin degismeli olmasindan dolay1 (b) sikkindan hemen ¢ikar. [

Sonug 2.1.11. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki ozellikler

saglanir:

a) A € C(R) = int(cl(int(—A))) C —A,

b) (A€ C(R))(x € R) = int(cl(int(x+A))) Cx+A,
c)(AeCR))(xeR)=int(cl(int(A+x))) CA+nx.

2.2. Bazi Temel Sonuclar

Teorem 2.2.1. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve a, R kiimesinin belirli bir eleman1

olmak iizere f,(x) := a+ x kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kamit. V € O(R) olsun. Amacimiz f~!'[V] € ¢*O(R) oldugunu gostermek.
fHV]={xeR: fux)eV}={xeR:x€—a+V}=—a+V | roemo1s
=
(a€R)(V € O(R))

= f~1[V] € e O(R). O
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Teorem 2.2.2. (R,+,-,T) bir e*-topolojik halka olmak iizere f(x) := —x kurali ile

verilen f : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kamit. V € O(R) olsun. Amacimiz f~'[V] € ¢*O(R) oldugunu gostermek.

fV]={xeR: f(x)eV}={x€R: —=xcV}=-V
=

V € O(R)
Teoreén>2.1.8 fﬁl[V] c e*O(R). N
Teorem 2.2.3. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve a, R kiimesinin belirli bir eleman1

olmak iizere f,(x) := x4 a kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kanit. Toplamanin degismeli olmasindan dolay1 Teorem 2.2.1°den direkt ¢ikar. [

Teorem 2.2.4. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve a, R kiimesinin belirli bir eleman1

olmak iizere f,(x) := a+ x+ a kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kanit. Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2’den direkt ¢ikar. [

Tanm 2.2.5. (R, 1), (S,0) topolojik uzaylar ve f : R — S fonksiyon olmak iizere eger
f fonksiyonu bijektif, e*-siirekli ve tersi de e*-siirekli ise o zaman f fonksiyonuna
e*-homeomorfizma denir.
Bicimsel olarak
((R,7), (S,0) topolojik uzaylar) (f € S¥)
=
(

1) £, bijektif

f, e*-homeomorfizma :<= { 2) f. e*-siirekli

3) /1 e*-siirekli
\
seklinde ifade edilir.

Sonuc¢ 2.2.6. Teorem 2.2.1, Teorem 2.2.2, Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4’te verilen

fonksiyonlar e*-homeomorfizmdir.

Tanmm 2.2.7. (R, +,-,T) bir e*-topolojik halka olmak iizere eger (R, +, ) halkasi bi-

rimli bir halka ise 0 zaman (R, +, -, T) e*-topolojik halkasina birimli e*-topolojik halka
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denir. Bir (R, +, -) halkasindaki tiim tersinir elemanlarin olusturdugu kiime R* ile gos-
terilecektir.
Bicimsel olarak

R*:={x€R|(3y € R)(xy=yx=1g)}

seklinde ifade edilir.

Teorem 2.2.8. (R,+,-,7) birimli e*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zel-

likler saglanir:
a) (A€ O(R))(r e R*) = Ar € ¢*O(R),
b) (A€ O(R))(r e R*) =rA € e*O(R).

Kanit. a) A € O(R) and r € R* olsun. Amacimiz
Ar € e*O(R)

yani
Ar = e*-int(Ar)

oldugunu gostermek. Bunun icin de
e*-int(Ar) C Ar

ve
Ar C e*-int(Ar)

oldugunu gostermeliyiz.
e"-int(Ar) CAr...(1)

iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
Ar C e*-int(Ar)

oldugunu gosterirsek kanit biter. Simdi x € Ar olsun. x € e*-int(Ar) oldugunu goste-

recegiz.

x€Ar= (JacA)(x=ar)
= (3acA)(xr ! =a)
reR* =
A€ O(R)
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= (U € ¢*O(R,x))(AV € e*O(R,r 1)) (Ur~' CUV CA)
= (3U € ¢*O(R,x))(U C Ar)

= x € e*-int(Ar)

O halde
Ar C e*-int(Ar)...(2)

(1),(2) = Ar =e*-int(Ar) = Ar € €*O(R).
b) (a) sikkina benzer sekilde yapilir. O

Teorem 2.2.9. (R,+,-,7) birimli e*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zel-

likler saglanir:
a) (A€C(R))(r e R*) = Ar € e*C(R),
b) (A€ C(R))(re R*)=rA € e*C(R).

Kanit. A € C(R) ve r € R* olsun. Amacimiz
Ar € e*C(R)

yani
Ar=e*-cl(Ar)

oldugunu gostermek. Bunun i¢in de
Ar C e*-cl(Ar)

ve
e*-cl(Ar) C Ar

oldugunu gostermeliyiz.
Ar Ce*-cl(Ar)...(1)

iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla
e*-cl(Ar) C Ar

oldugunu gosterirsek kanit biter.

x ¢ Ar olsun. x ¢ e*-cl(Ar) oldugunu gosterecegiz.
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x¢ rA = (Va€A)(x #ra) - el )
AC€C(R)=A=cl(A)

= (Va € cl(A))(r~'x # a)

= r~lx ¢ cl(A)

= (IW € O(R,r 'x))(WNA =0)

= (U € e*O(R,r 1))(3V € e*OR,r ) (r 'VNACUVNACWNA=0)

= (IV €e*O(Rx))(r 'VNA=0)

= (3V € ¢*O(R,x))(VNrA = 0)

= x ¢ e*-cl(rA)

O halde
e*-cl(rA) CrA...(2)

(1),(2) = rA=e*-cl(rA) = rA € ¢*C(R).
b) (a) sikkina benzer sekilde yapilir. O

Teorem 2.2.10. (R, +,-,T) birimli ¢*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zel-

likler saglanir:
a)reR=r-e*-cl(A) Ccl(rA),
b) r € R= int(rA) C r-e*-int(A),
c)reR* = r-int(A) C e*-int(rA),
d)reR* = e*-cl(rA) Cr-cl(A),
e)reR=e*-cl(A)-r Ccl(Ar),
f)reR = int(A)-r C e*-int(Ar).
Kanit. a) x € r-e*-cl(A) olsun. Amacimiz x € cl(rA) oldugunu gostermek. Keyfi bir
W € O(R,x) alalim. W NrA # 0 oldugunu gosterecegiz.
xer-e'-cl(A) = (Jy e e*-cl(A))(x =ry)
W € O(R,x)

= (x€e*-cl(A))(3U € e*O(R,r))(TV € €*O(R,y))(UV C W)
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= (U € ¢*O(R,r))(TV € €*O(R,y))(UV CW)(VNA #0)
S 0ALUVNACWNrA

=0#WnNrA
O halde x € cl(rA). Dolayisiyla r-e*-cl(A) C cl(rA).
b) x € int(rA) olsun. Amacimz x € r-e*-int(A) oldugunu géstermek.
x€int(rA) = (xe€rA)(int(rA) € O(R,x))
= (yeA)(x=ry)(int(rA) € O(R,x))
(U € €*O(R,r))(TV € e*O(R,y))(rV CUV Cint(rA) C rA)
(FV €e*O(R,y))(V CA)

y € e*-int(A)

¢l

x=ry€er-e*-int(A).
¢) x € r-int(A) olsun.
xer-int(A) = rlxeint(A)
= int(A) € O(R,r 'x)
= (U €eOR,r 1))(AV €e*O(R,x))(r~ 'V CUV Cint(A) CA)
= (IV € e*O(R,x))(V CrA)
= xe€e*-int(rA).

d) x € e*-cl(rA) olsun. Amacimz x € r-cl(A) yani r~'x € cI(A) oldugunu gostermek.
Keyfi bir W € O(R,r~'x) alalim. W N A # 0 oldugunu gosterecegiz.

W e OR,rx)= (U €e*OR,r 1)) (3V € *O(R,x))(r 'V CUV CW) _
x€e-cl(rA)
= (AU € e*O(R,r 1))(3V € e O(R,x))(r 'V CUV CW)(VNrA #0)
=0£AUVNACWNA
O halde r~'x € cl(A) yani x € r-cl(A). Dolayisiyla e*-cl(rA) C r-cl(A).

e) x € e*-cl(A) - r olsun. Amacimiz x € cl(Ar) oldugunu gostermek. Simdi W €
O(R,x) olsun.
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x€e*-cl(A)-r= (Iy € e*-cl(A))(x =yr) .

W € O(R,x)
= (y € e*-cl(A))(3U € e*O(R,y))(IV € e*O(R, 7)) (UV C W)
= (3U € ¢*O(R,y))(3V € e*O(R,r))(UV CW)(UNA # 0)
= 0+£UVNArCWNAr

=0#WnAr
O halde x € cl(Ar). Dolayisiyla e*-cl(A) - r C cl(Ar).
f)x €int(A)-rolsun. Amacimiz x € e*-int(Ar) oldugunu géstermek.
x€int(A)-r = xr~! €int(A)
= int(A) € O(R,xr™ 1)
= (JU €e*O(R,x))(AV € e*OR,r 1)) (Ur ' CUV Cint(A) CA)
= (3U € ¢'O(R,x))(U C Ar)
= x€e-int(Ar). O

Teorem 2.2.11. (R,+,-,T) birimli e*-topolojik halka ve r, R* kiimesinin belirli bir

elemant olmak tizere f,(x) := rx kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.
Kanit. 'V € O(R) olsun. Amacimiz
flVI€e o)

yani
£ V= etin(f V)

oldugunu gostermek. Bunun i¢in de
e*-int(f,'[V]) € £,V

£ VIS etint (f71[V))

30



oldugunu gostermeliyiz.

e*-int(fH[V]) C £ V] (1)

iligkisi her zaman dogru. Dolayisiyla

SIS etim(f7HV])

oldugunu gosterirsek kanit biter. x € £, 1[V] olsun. x € e*-int(f,"[V]) oldugunu gos-

terecegiz.

xe fAV)=rtv . 2910
= xer bim(V) BTV x € e-int(rV)

VeOR) =V =in(V) e i =
r = r

= x € e*-int(f7[V])
O halde
S VIS et (71 [V])...(2)
(1,(2) = £\ V] = eint(f V]) = £ V] € & O(R). a
Teorem 2.2.12. (R,+,-,7) birimli e*-topolojik halka ve r, R* kiimesinin belirli bir

elemani olmak iizere f,(x) := xr kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kanit. Teorem 2.2.11°e benzer sekilde yapilir. [

Teorem 2.2.13. (R,+,-,T) birimli e*-topolojik halka ve r, R* kiimesinin belirli bir ele-

mant olmak iizere f,(x) := rxr kurali ile verilen f, : R — R fonksiyonu e*-siireklidir.

Kanit. Teorem 2.2.11 ve Teorem 2.2.12°dan direkt cikar. ]

Sonug 2.2.14. Teorem 2.2.11, Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.13’de verilen fonksiyon-

lar birer e*-homeomorfizmadir.

Teorem 2.2.15. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:

a)x ER=x+e"-cl(A) Ccl(x+A),

)
b)x e R=e*-cl(x+A) Cx+cl(A),

c)xER=x+int(A) C e*-int(x+A),
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d)xeR=int(x+A) Cx+e*-int(A).

Kamit. a) x € Rvey € x+e*-cl(A) olsun. Amacimiz y € cl(x+ A) oldugunu goster-
mek. Keyfi bir W € O(R,y) alalim. W N (x+A) # 0 oldugunu gosterecegiz.

yex+etcl(A) = (Fz € e ~cl(A)(y=x+2)

W € O(R,y)
= (AU € ¢*O(R,x))(3V € *O(R,2))(0 £ (U + V)N (x+A) CWN (x+A))
= WN(x+A)#0.

b) x € R ve y € e*-cl(x+A) olsun. Amacimiz y € x+ cl(A) yani —x+y € cl(A)
oldugunu gostermek. Keyfi bir W € O(R, —x+y) alaim. W N A # 0 oldugunu goste-

recegiz.

W eOR,—x+y)= (U € e*O(R,—x))(IV € e*O(R,y))(—x+V CU+V CW)

=0+ (—x+V)NACWNA
Ohalde —x+y € cl(A) yani y € x+cl(A). Dolayisiyla e*-cl(x +A) C x+cl(A).
c)x €Rveyex+int(A) olsun. Amacimiz y € e*-int(x+ A) oldugunu gostermek.
yex+int(A) = —x+yecint(A) € O(R)
= (U €e*O(R,—x))(TV € e*O(R,y))(—x+V CU+V Cint(A) CA)
= (V€ e'O(R,y))(V Cx+A)
= yece-int(x+A).
d)y € int(x+A) olsun. Amacimiz y € x + e*-int(A) oldugunu gostermek.
y€E€int(x+A) = (3U € O(R,y))(U Cx+A)
= (3U € O(R,y))(—x+U CA)
Teorem 218 (x4 U € e*O(R, —x+7))(—x+U C A)
= —x+y € e*-int(A)
= y€E€x+et-int(A). O

Teorem 2.2.16. (R,+,-,7) bir e*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:
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Kamit. a) x ¢ cl(—A) olsun.

x ¢ cl(—A)

b) x ¢ —cl(A) olsun.

x¢ —cl(A)

¢) x € —int(A) olsun.

x € —int(A)

I

G d

(3U € O(R,x))(UN(—A) =0)
(=U € e*O(R,—x))((-U)NA=0)
—x & e*-cl(A)

x ¢ —e*-cl(A).

—x ¢ cl(A)
(3U € O(R,—x))(UNA =0)
(=U € e*O(R,x))((-U)N(—A) =0)

x ¢ e*-cl(—A).

—x € int(A)
(3U € O(R,—x))(U C A)

(=U € e*O(R,x))(-U C —A)

ol d

x € e-int(—A).

33



d) x € int(—A) olsun.

x€int(—A) = (U € O(R,x))(U C —A)

= (-U€e*O(R,—x))(—U CA)

= —x€e-int(A)

= x€ —e-int(A). O
Teorem 2.2.17. (R, +, -, 7) bir ¢*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki ozellikler
saglanir:
a) x € R= x+int(cl(8-int(A))) Ccl(x+A),
b) x € R = int(cl(6-int(x+A))) Cx+cl(A),
c)x € R=x+int(A) C cl(in(d-cl(x+A))),

d)xeR=int(x+A) Cx+cl(d-cl(A)).

Kanit. a) A C R and x € R olsun.
(ACR)(x€R) = cl(x+A) € C(R) *" B> _x 4 cl(x+A) € e*C(R)
= int(cl(8-int(e*-cl(A)))) C int(cl(8-int(—x+cl(x+A)))) C —x+cl(x+A)
= int(cl(8-int(A))) C int(cl(8-int(e*-cl(A)))) € —x+cl(x+A)
= x+int(cl(8-int(A))) C cl(x+A).

b) A C R and x € R olsun.
ACR=cl(A) e C(R)

Teorem 2.1.8 x+cl(A) € e*C(R)

xX€ER

= int(cl(0-int(x+A))) Cint(cl(8-int(x+cl(A)))) Cx+cl(x+A).
¢) A CRandx € Rolsun.
ACR=int(A) € O(R)

Teorem 218 » 1 int(A) € e*O(R)

XER

= x+int(A) C cl(int(8-cl(x+int(A)))) C cl(int(d-cl(x+A))).

d) A CR and x € R olsun.
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(ACR)(x€R)=int(x+A) € O(R) Teorem 2.1.8

—x+int(x+A) € e€*O(R)
= —x+int(x+A) C cl(int(d-cl(—x+int(x+A)))) C cl(int(d-cl(A))). u

Teorem 2.2.18. (R,+,,7) bir ¢*-topolojik halka ve A C R olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:

a) —int(cl(8-int(A))) C cl(—A),

—int(A) C cl(int(8-cl(—A))),

I

) )
b) int(cl(8-int(—A))) C —cl(A),
) )

)

d) int(—A) C —cl(int(d-cl(A))).

Kanit. a) A C R olsun.

ACR = cl(—A) € C(R)
feorem 218 _cj(—A) € *C(R)
= int(cl(8-int(A))) Cint(cl(8-int(—cl(—A)))) C —cl(—A)
= —int(cl(8-int(A))) C cl(—A).

b) A C R olsun.

ACR =  c(A)eC(R)
Teoregl>2.l.8 —Cl(A) c €*C(R)

= int(cl(8-int(—A))) C int(cl(8-int(—cl(A)))) C —cl(A).
¢) A C R olsun.

ACR = int(A) € O(R)
Teore%Z.l.S —il’ll(A) c e*O(R)

= —int(A) C cl(int(d-cl(—int(A)))) C cl(int(d-cl(—A))).
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d) A CRolsun.

ACR =  int(—A)€O(R)
feore 218 _jni(—A) € e*O(R)
= —int(—A) C cl(int(8-cl(—int(—A)))) C cl(int(5-cl(A)))
= int(—A) C —cl(int(d-cl(A))). O
Teorem 2.2.19. (R, +,-,7) bir e*-topolojik halka olsun.

A,BCR=e*-cl(A)+e"-cl(B) C cl(A+B).

Kanmit. A,B C R ve z € *-cl(A) + e*-cl(B) olsun. Amacimiz z € cl/(A + B) oldugunu
gostermek. Keyfi bir W € O(R, z) alalim. W N (A + B) # 0 oldugunu gosterecegiz.

z€ e*-cl(A) +e*-cl(B) = (Fx € e*-cl(A))(3y € e*-cl(B))(z = x +Y)
W € O(R,z)
= (AU € €*O(R,x))(V € e*O(R,y))(U+V CW)(UNA # 0)(V 1B # 0)
= (W € O(R,2))(UNA)+ (VNB) £0)(U+V CW)
= (W€ O(R,2))(3reR)(re (UNA)+(VNB)(U+V CW)
= (W€ OR,2)(BucUNA)(IeVNB)(r=u+v)(U+V CW)
= (WeOR,2)uecU)ucA)(veV)veB)(U+VCW)
= (W e OR,2)u+veU+V)(u+veA+B)(U+V CW)
= (WeOR,z)(u+ve(U+V)N(A+B) CWN(A+B))
= (W€ O(R,z))(WN(A+B) #0). u

Uyan 2.2.20. Asagidaki ornekten de anlasilacagi tizere Teorem 2.2.19 verilen kapsa-

manin dier yonii her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.21. R = {a,b,c,d} ve 1 = {0,R,{a},{a,b}} olsun. R kiimesi iizerinde
tanimli toplama ve ¢arpma islemleri Ornek 2.1.3’deki gibi olsun. A = {a} and B = {c}

1S€

cl(A+B)=cl({a} +{c}) =cl({a+c}) =cl({c}) ={c,d}
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e*-cl(A)+e*-cl(B) = e*-cl({a}) + e*-cl({c}) = {a} + {c} ={a+c} ={c}

olur. Buradan da

cl({c}) ={c,d} & {c} =€"-cl(A)+€"-cl(B)
oldugu goriiliir.

Teorem 2.2.22. (R, +,-,7) bir e*-topolojik halka ve (S, +,-,0) de bir topolojik halka
olmak iizere eger f : R — S fonksiyonu bir halka homomorfizmasi ve Og noktasinda

stirekli ise o zaman f fonksiyonu e*-stireklidir.

Kanit. f:X — Y homomorfizmi Og noktasinda siirekli olsun. Amacimiz f fonksiyo-
nunun e*-siirekli oldugunu gostermek. Simdi V € O(R, f(x)) olsun. f[U] CV olacak
sekilde bir U € ¢*O(R,x) var oldugunu gosterirsek kanit biter.

V € OR, f(x)) = f(x) = f(x+0g) €V € O(R)

f, homomorfizm

= f(x+0r) = f(x) + f(Or) €V € O(R) = —f(x) +V € O(R, f(Or)) N

f, Og’de siirekli

= (AW € O(R,0-))(fW] € —f(x) +V) = (W € O(R,08))(f(x) + fIW] S V) N

f, homomorfizm

= (IW € O(R,0r))(flx+W] CV) Teorem 2.1.8

=77 (U ee*ORx))(flUICV). O
U:=x+W

Teorem 2.2.23. (R, +,-,7) bir e*-topolojik halka olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir:
a) +:R*> = R, +(x,y) = x+y fonksiyonu e*-siireklidir.

b) -:R> =R, -(x,y) = x-y fonksiyonu e*-siireklidir.

¢) —:R— R, —(x) = —x fonksiyonu e*-siireklidir.

Kanit. a) (x,y) € R> ve W € O(R,x +) olsun.
W € O(R,x+y) = (U € ¢*O(R,x))(IV € ¢*O(R,y))(U+V C W)

O:=UxV
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= (0 € e*O(R?,(x,y)))(+[0] = +[U x V] =U +V CW).
b) (x,y) € R* ve W € O(R, xy) olsun.
W € O(R,xy) = (3U € ¢*O(R,x))(AV € ¢*O(R,y))(UV C W)
0:=UxV } ”
= (0 € e*O(R?,(x,y)))(-]0] = -[Ux V] =UV CW).
¢) V € O(R) olsun. Amacimiz —~![V] € e*O(R) oldugunu gostermek.
—V]={xeR:—(x)eV}={x€R: —x€V}=-V }
-
V € O(R)

Teore%Zl.S _,I[V] c e*O(R).
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3. BULGULAR VE DEGERLENDIRME

Bu ¢aligma kapsaminda e*-topolojik halka kavraminin topolojik halka ve B- topolojik
halka kavramindan daha genel bir kavram oldugu goriilmiis ve karsitinin dogru ol-
madigina dair 6rnekler verilmigtir. 1947 yilinda I. Kaplansky, Topological Rings adl1
caligmasinda topolojik halka tanimini agagida belirtilen sekilde ele almistir.
(R,+,-) halka ve (R,T) topolojik uzay olsun. Eger her x,y € R i¢in

« +:R?> =R, +(x,y) =x+y siirekli

e —:R—R, —(x) = —x stirekli

« .:R> >R, -(x,y) = xy siirekli

kosullar1 saglaniyorsa o zaman (R, +, -,t) dortliisiine bir topolojik halka denir.

Bicimsel olarak
((R,+,-), halka)((R,t), topolojik uzay)

=
(R,+,-,7), topolojik halka
=
+:R> =R, +(x,y) =x+y siirekli,
—:R— R, —(x) = —x siirekli,
:R* =R, -(x,y) =xy siirekli

seklinde ifade edilir. Bu tanimin ¢carpim topolojisinin 6zelliklerinden agsagidaki kosul-
lara denk oldugu goriilmiistiir.

(R,+,) halka ve (R,7) topolojik uzay olsun. Eger her x,y € R i¢in

« WeOR,x+y)= (3U € O(R,x))(3V € O(R,y))(U+V C W),

« W€ O(R,—x) = (3U € O(R,x))(—U C W),
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« W e O(R,xy) = (U € O(R,x))(3V € O(R,y))(UV CW)

kosullart saglaniyorsa o zaman (R, +, -,T) dortliisiine bir topolojik halka denir.

Bicimsel olarak

((R,+,-), halka)((R,), topolojik uzay)
=
(R,+,-,7), topolojik halka
=
(Vx,y € R)[W € O(R,x+y) = (U € O(R,x))(IV € OR,y))(U +V CW)],
(Vx € R)[W € O(R,—x) = (3U € O(R,x))(~U C W)],
(Vx,y € R)[W € O(R,xy) = (3U € O(R,x))(IV € O(R,))(UV C W)]

seklinde ifade edilir.
Benzer sekilde

((R,+,-), halka)((R,t), topolojik uzay)
=
(R,+,-,7), e"topolojik halka
=
+:R* = R, +(x,y) =x+y e*siirekli,
—:R— R, —(x) = —x e"-siirekli,
- R> =R, -(x,y) =xy e*-siirekli

onermesi dogru mu sorusu diisiiniilmiistiir. Teorem 2.2.23’da s6z konusu 6nermenin
gerek kismi ispatlanmugtir. Yeter kismu icin cesitli calismalar yapilmis olmasina karsin
olumlu ya da olumsuz bir sonuca ulagilamamistir. Eger yeter kistm dogruysa kanitin
asagidaki gibi olmasi gerektigi diisiiniilmektedir.

(R,+,-) halka, (R,T) topolojik uzay ve s6z konusu olan fonksiyonlar e*-siirekli olsun.

(R,+,-,7) dortliisiiniin e*-topolojik halka oldugunu gostermeye ¢aligalim.

W € O(R,x+y) = (AY € e*O(R?, (x,y)))(+[Y] C W)

(U =T [Y])(V = ﬂz[Y])
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— (U € eO(R,x))(V € *O(R,y)) (U +V CW).

W € O(R,xy) = (3Y € e*O(R?, (xy)))(+[Y] CW)
=

(U :=m[Y])(V :=m[Y])

9

= (U € eO(R,x))(V € ¢ O(R,y)) (U +V C W)

Yukarida sz konusu olan m; ve 7, fonksiyonlar1 birinci ve ikinci izdiisiim fonksi-
yonlar1 olup ispat zincirinde tek bir soru isareti kalmigtir. Birinci ve ikinci izdiigiim
fonksiyonlar1 altinda e*-agik kiimelerin goriintiisii e*-a¢ik midir? Bu soruya ¢aligma

kapsami1 boyunca cevap bulunamamustir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada tanimlanan e*-topolojik halka kavraminin topolojik halka ve B-topolojik
halka kavramindan daha genel bir kavram oldugu yani her topolojik halkanin ve
B-topolojik halkanin birer e*-topolojik halka oldugu goriilmiistiir ve kargitinin dogru
olmadigina dair 6rnek verilmistir. Ayrica e*-topolojik halka olmayan bir 6rnek de inga
edilmigtir. Bu calismada e*-topolojik halka yapisinda ne tarz kiimelerin e*-acik veya

ne tarz kiimelerin e*-kapali oldugu incelenmistir.

Yine bu calisma kapsaminda e*-topolojik halkalarda e*-siireklilik konusu iglenmis ve
bir takim sonugclar elde edilmistir. Bu ¢alisma kapsaminda e*-topolojik halkalarda bir
kiimenin e*-i¢i, bir kiimenin e*-kapanisina dair halka yapisindaki iglemleri kullana-
rak baz1 temel sonuglar elde edilmistir. Bu calisma kapsaminda incelenen konular
e*-acik kiime kavramindan daha genel veya daha 6zel bir acik kiime kavrami kullani-
larak yeni bir topolojik halka kavrami tanimlanabilir e*-topolojik halka ile arasindaki

iligkiler incelenebilir.
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