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OZET

KOMORNIK ESITSiZLiGi iLE BAZI KISMi TUREVLiI DENKLEMLERIN
COZUMLERININ KARARLILIGI

AKKURT, Evrim
Yuksek Lisans, Matematik BOlum
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN
Temmuz 2024, 51 sayfa

19. ve 20. yiizyillarda kismi diferansiyel denklemler iizerine yapilan aragtirmalar, bu
denklemlerin matematigin diger dallariyla ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerle
olan iligkisini ortaya koymay1 amaclamistir. Kismi diferansiyel denklemler sadece
teorik problemlerin ¢oziimlerini saglamakla kalmamis, ayni zamanda miihendislik,
kimya ve fizik gibi alanlarda karsilagilan olaylarin matematiksel modellemelerine de
zemin hazirlamistir. Dogadaki olaylar matematiksel problemler olarak karsimiza
cikmaktadir ve bu problemlerin ¢oziimii i¢cin matematiksel modeller olusturmak
bilimin teorik gelisimine katkida bulunmaktadir. Bu modeller genellikle lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlere dayanmaktadir ve bu tiir denklemler her
zaman acik bir ¢ozlime sahip olmayabilir. C6ziimii bulunamayan lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerde, yaklasik ¢oziimler bulmak veya ¢Oziimiin davranisini
anlamak i¢cin denklemler belirli sartlarla sinirlandirilmalidir. Bu baglamda,
denklemlerin hangi sartlar altinda ¢6ziime sahip olup olmadiginin arastirilmasi,
matematikte 6nemli bir ¢alisma alani haline gelmistir.

Bu tezin ilk boliimiinde, diferansiyel denklemlerin tanimi, elde edilis yontemleri,
kismi tiirevli denklemlerin tanimi, kismi diferansiyel denklemlerin diger uygulamali
bilimlerle ile olan iligkisi, kismi diferansiyel denklemler i¢in verilen bir problemin
¢6zimi, varligy, tekligi, kararliligi ile ilgili bilgiler verilmis ve son olarak da evoliisyon
denklemleri 6zetlenmistir. Bu tezin ikinci boliminde parabolik tipteki Kirchhoff tipi
denklemler ile ilgili yapilan ¢aligmalar ve bu g¢alismalarin tarihsel gelisimi ele
almmustir. Ugiincii bdliimde ise tez boyunca kullanilacak temel tanimlar, lemmalar,
teoremler ve esitsizlikler sunulmustur. Dordiincti boliimde, yiiksek mertebeden
parabolik bir denklemin ¢dzlimlerinin global varlig1 ve enerji azalmasi incelenmistir.
Bu caligmalar, matematiksel teorinin uygulanabilirligini ve miihendislik ile fen
bilimlerindeki pratik problemlerin ¢dziimiine katkilarmi gdstermektedir. Ozellikle,
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim davraniglarini anlamak i¢in
yapilan bu tiir ¢aligmalar, teorik ve pratik agidan biiylik 6nem tagimaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kirchhoff tipi reaksiyon-diflizyon denklemi, Global varlik, Enerji
azalmasi, Komornik esitsizligi
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ABSTRACT

STABILITY OF SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH THE KOMORNIK INEQUALITY

AKKURT, Evrim
Master of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
July 2024, 51 pages

Research on partial differential equations in the 19th and 20th centuries aimed to reveal
the relationship of these equations with other branches of mathematics and applied
sciences such as engineering. Partial differential equations not only provide solutions
to theoretical problems, but also provide the basis for mathematical modeling of events
encountered in fields such as engineering, chemistry and physics. Events in nature
appear as mathematical problems, and creating mathematical models to solve these
problems contributes to the theoretical development of science. These models are often
based on nonlinear partial differential equations, and such equations may not always
have an explicit solution. In nonlinear partial differential equations for which no
solution can be found, the equations must be limited to certain conditions in order to
find approximate solutions or understand the behavior of the solution. In this context,
investigating the conditions under which equations have solutions has become an
important field of study in mathematics.

In the first part of this thesis, the definition of differential equations and their methods
of obtaining them; The definition of partial differential equations, the studies on partial
differential equations in the 19th and 20th centuries, the relationship of partial
differential equations with other applied sciences, the solution of a given problem for
partial differential equations, and finally the evolution equations are summarized. In
the second part of this thesis, studies on higher order parabolic Kirchhoff type
equations and the historical development of these studies are discussed. In the third
chapter, basic definitions, lemmas, theorems and inequalities that will be used
throughout the thesis are presented. In the fourth chapter, the global existence and
energy decay of solutions of a higher order parabolic equation are examined. These
studies demonstrate the applicability of mathematical theory and its contributions to
solving practical problems in engineering and science. In particular, such studies
carried out to understand the solution behavior of nonlinear partial differential
equations are of great theoretical and practical importance.

Keywords: Kirchhoff type reaction-diffusion equation, Global existence, Energy
decay, Komornik’s inequality



1. GIRIS

Bilimin amaglarindan biri de gercek diinya problemlerini anlayabilmektir. Dogada
karsilagilan bir cok olay matematiksel olarak bir problem olusturur. Matematigin ken-
dine 0zgii kurallart mevcuttur ve ¢cogunlukla var olan problemle bire bir uyusmaz. Bu
nedenle var olan problemlere yonelik matematiksel modellemeler olusturulur. Miihen-
dislik, fen, ekonomi,. .. gibi uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan problemlerin tek bir
denklem iizerinden modellenmesi cogu zaman miimkiin degildir. Bu matematiksel mo-
dellerin kurulabilmesi i¢in, genel olarak bir bilinmeyenli bir fonksiyon ile bu fonksiyo-
nun tiirevlerini (veya diferansiyellerini) iceren bir denkleme ihtiyag vardir. Thtiyacimizi
karsilayacak olan bu denklem diferansiyel denklemdir. Diferansiyel denklem bir fonk-

siyonu ve o fonksiyonun sonlu mertebeden tiirevlerini iceren denklemlerdir.
Diferansiyel denklemlerin elde edilmeleri genel olarak ii¢ kisimda toplanabilir;

i. Problem cebirsel olarak verilebilir. Icinde keyfi sabitlerin bulundugu bir cebirsel
denklem, diizlemde bir egri ailesi olusturur. Cebirsel denklemdeki keyfi sabitler, denk-

lem ve onun tiirevleri arasinda yok edilerek bir diferansiyel denkleme ulasilir.

ii. Geometrik 6zellikleri ile problemi tanimlayip bu 6zelliklere uyan egrinin bulunmasi

da bize bir diferansiyel denklem verir.

iii. Uygulamali bilim dallarinda problemin matematiksel modeli genellikle bir diferan-

siyel denklemdir.

Bir bagimli degiskenin iki veya daha fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren
denklemlere kismi diferansiyel denklem (kismi tiirevli denklem) denir. Kismi diferan-
siyel denklemler ile ilgili 19. ve 20. yiizyilda yapilan ¢alismalar ise kismi diferansiyel
denklemlerin matematigin diger dallariyla, miihendislik ve diger uygulamali bilimler
ile olan baglantisin1 ortaya koymustur. Bu yiizden kismi diferansiyel denklemler ma-
tematiksel modellemesi yapilan bir¢ok miihendislik, fizik vb. olaylarin calismasina ze-
min hazirlamaktadir. Olusturulan matematiksel modeller bilimin ilerlemesine katkida

bulunacaktir.

Genel olarak fen ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan denklem-

lerde baz1 yan kosullar da bulunur. Bu yan kosullar baslangi¢ ve sinir kosullart olarak

1



adlandirilir.
Eger denklem ile birlikte baglangi¢ kosullar1 verilirse baglangi¢ deger problemi, sinirda
kosullar verilirse sinir deger problemi olur. Sinir deger problemi sinirda verilen prob-

lemin durumuna gore ayrica siniflandirilir.

Kismi diferansiyel denklemler icin verilen bir problemin;
i. cOzlimii var,

ii. var olan bu ¢6ziim tek,

iil.cOziim, siirekli olarak problemde verilen verilere bagh

ise bu problem iyi konulmusg bir problemdir.

Kismi tiirevli denklemlerde bagimsiz degiskenlerden biri zaman (¢) ise bu tiir denk-
lemlere evoliisyon denklemler denir. Parabolik ve hiperbolik tipten denklemler birer
evoliisyon denklemlerdir. Bu denklemler sadece matematigin degil ayn1 zamanda fi-
zik, mekanik ve miihendislik bilimi gibi bilimin diger dallarinda da biiyiik 6nem
tagimaktadir. Kuantum mekaniginden dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemleri
ve lineer olmayan Kirchhoff denklemleri, 1s1 transferi ve biyolojik bilimlerden lineer
olmayan reaksiyon-difiizyon denklemleri, akigkanlar mekaniginden Navier-Stokes ve

Euler denklemleri bu tip 6zel denklemlerdir.

Evoliisyon denklemleri, genellikle baslangi¢ kosullar1 ve smir kosullar ile birlikte
ele almir. Baglangi¢c kosullari, zaman ¢ = 0 aninda sistemin durumunu tanimlar ve
bu kosullar denklemin ¢oziimii i¢in hayati oneme sahiptir. Sinir kogsullart ise uzaysal
degiskenler iizerindeki belirli kisitlamalar1 ifade eder ve sistemin fiziksel sinirlarim
tanimlar. Bu denklemler, zamanin ilerlemesiyle birlikte sistemin nasil evrildigini mo-

dellemek i¢in kullanilir.

Ornegin, 1s1 transferi problemlerinde kullanilan 1s1 denklemi (parabolik tipte bir denk-
lem), belirli bir bolgedeki sicaklik dagiliminin zamanla nasil degistigini tanimlar. Bu
tiir denklemler, miihendislik uygulamalarinda 1s1 degisim cihazlarinin tasariminda ve
enerji verimliliginin artirllmasinda kritik rol oynar. Benzer sekilde, biyolojik sistem-
lerdeki reaksiyon-difiizyon denklemleri, kimyasal maddelerin veya biyolojik organiz-
malarin bir ortamda nasil yayildigini1 ve reaksiyona girdiklerini modellemek icin kul-

lanilir.



Akiskanlar mekaniginde, Navier-Stokes denklemleri ve Euler denklemleri gibi denk-
lemler, akigskanlarin hareketini tanimlamak icin kullanilir. Bu denklemler, aerodina-
mikten hidrodinamige kadar genis bir yelpazede uygulama alanina sahiptir. Ozellikle
Navier-Stokes denklemleri, karmasiklig1 nedeniyle matematiksel olarak ¢oziilmesi zor
olan denklemler arasindadir ve bu denklemler iizerinde yapilan arastirmalar, modern

matematigin ve fiziksel bilimlerin 6nemli bir dalin1 olusturur.

Kuantum mekaniginde, Schrodinger denklemi evrensel bir evoliisyon denklemi drnegidir

ve kuantum sistemlerinin zamanla nasil degistigini tanimlar. Bu denklem, temel parcaciklarin
ve atom alt1 parcaciklarin davraniglarini anlamak icin vazgecilmezdir. Schrodinger
denkleminin ¢oziimleri, kuantum durumlarinin olasilik dagilimlarim verir ve bu, ku-

antum bilgisayarlarinin ve kuantum iletisim sistemlerinin temelini olusturur.

Sonug olarak, evoliisyon denklemleri, bilim ve miihendisligin pek ¢ok alaninda te-
mel bir rol oynar. Bu denklemlerin analitik ve sayisal ¢coziimleri, teorik ve uygulamali
calismalarda kritik 6neme sahiptir. Gelisen hesaplama teknikleri ve bilgisayar tekno-
lojileri, bu denklemlerin daha karmagik sistemler i¢in ¢oziilmesini ve anlasilmasini

miimkiin kilmaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu calismada yiiksek mertebeden parabolik tipten Kirchhoff denkleminin bir sinifi icin
asagidaki baglangic-sinir deger probleminin ¢oziimlerinin global varligini ve enerji

azalmasini calisacagiz:

(1+]2P%) 2+ M (HA%z

‘2) Az = 2|77 2, (2.1)
burada A = (—A)™, m > 1 bir dogal say1 ve v > 1 igin

M(s)=1+5

dir.

Bir¢ok matematiksel modelde yiiksek mertebeden kismi diferansiyel denklemlerle karsilagiriz.
Ornegin, akiskan dinamigi, elektromanyetizma, biyoloji, mekanik ve goriintii islemede
bulunabilir; burada ii¢ boyutlu problemler yiizeylerde temsil edilir; 6rnegin ince ge-

ometriler durumunda (Shahrouzi 2023).

Problem (2.1) Kirchhoff tarafindan ortaya atilan bir modelin genellestirilmesidir. Kirch-

hoff agagidaki modeli elde etti (Kirchhoff, 1883)

Eh [*
ptht + 52,5 + g (Zt> = |:p0 + ﬁ <Z$>2 dCE':| Zrx + f (Z) , (22)
0

0 <2z < L, t > 0igin z(z,t) yatay yer degistirme, £ Young modiild, p kiitle
yogunlugu, h kesit alani, L uzunluk, po baslangi¢c eksenel gerilim, ¢ diren¢ modiili,
f ve g dis kuvvetlerdir. Ayrica (2.2) ifadesinde py = 0 oldugunda dejenere denklem,
po > 0 oldugunda dejenere olmayan denklem olarak adlandirilir.

(2.1) denkleminde m = 1 alindiginda
(L4127 2 — M (|[V2]?) 2 = |27 %2

parabolik denklemi elde edilir. Ouaoua ve arkadaslar1 (2020) problemin ¢oziimiiniin

global varligini ve enerji azalmasini ¢alistilar.
Pigkin ve Ekinci (2020)

z— ANz — M| Vz|P)Az+ |24 2z = 2P 2 2



denkleminin ¢oziimlerinin patlamasini ve iistel biiylimesini calistilar.

Ishige ve arkadaslar1 (2020) dogrusal olmayan yiiksek mertebeli 1s1 denklemi icin
2+ Az = |z|
Cauchy problemini ele aldilar. Bu Cauchy probleminin ¢oziimlerinin varligini kanitladilar.

Xiao ve Li (2021) dogrusal olmayan yiiksek mertebeli 1s1 denklemleri i¢in asagidaki

baglangi¢ sinir deger problemini

2+ An+ Az = f(2)

ele aldilar ve bu problemin ¢oziimlerin varligini kanitladilar.
Pigkin ve Comert (2022)

2 — M(|Vz||?)Az — Az, = |2 zIn|2|

logaritmik kaynak terimli dogrusal olmayan Kirchhoff tipi parabolik denklemi incele-

diler. Bu problemin ¢oziimlerinin varligini ve enerji azalmasini kanitladilar.



3. ON BILGILER

Bu boliimde bir sonraki boliimdeki ¢alismamiz i¢in gerekli olan 6n bilgilere deginilecektir.
Fonksiyonel analiz ve diferansiyel denklemlerle ilgili baz1 6nemli tanim ve teoremler
verilecek, Lebesgue uzayi, Sobolev uzayi, bazi 6nemli esitsizlikler ve enerji azalmasi
aciklanacaktir (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Kesevan, 2003; Pisgkin, 2017;
Pigkin, 2018; Pigkin, 2021; Piskin, 2022; Pigkin ve Okutmustur, 2021).

3.1 Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1 Calisilan alanlarda karsilagilan problemler i¢cin matematiksel modeller
olusturmak, bilimin hemen hemen her alaninin teorik acidan gelismesinde 6nem tasir.
Bazi bilim dallarinda bir problemin ¢oziimii, problemin 6zelliklerini tagiyan bir mate-
matiksel bagint1 (veya matematiksel model) kurulmasini gerektirir. Boyle bir baginti,
genellikle bir bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun tiirevlerini (veya diferansiyel-
lerini) iceren bir denklem olarak karsimiza ¢ikar. Bir fonksiyonu ve onun sonlu merte-
beden tiirevlerini iceren denkleme diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklemde bagimli ve bagimsiz de8iskenler olmak zorunda degildir.
Fakat bagimli degiskenin herhangi bir mertebeden tiirev veya tiirevleri olmak zorun-

dadir.
Ornegin; y" = 0 ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir.

Tanim 3.1.2 Eger bir diferansiyel denklem yalnizca bir bagimli degiskenin bir bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini i¢eriyorsa, buna adi (siradan) diferansiyel denklem denir. Bu

tiir denklemler genellikle su sekilde ifade edilir:

f (x,y,y',y"7 ...,y(”)) =0

seklinde gosterilir. Eger 4™ terimi digerlerinden ayrilabiliyorsa, denklem su forma
dontstiirtilebilir:

y" = f(z,y.y Yy Y.

Ote yandan, eger diferansiyel denklem bir bagimli degiskenin birden fazla bagimsiz

degiskene gore tiirevlerini iceriyorsa, buna kismi diferansiyel denklem denir. Bu denk-

lemler genellikle su sekilde gosterilir:

0z 0z
f (may727%78_y7-") =0



ya da

fz,y, 2, 24, 2y,...) =0
biciminde yazilir.
Ornegin;

y' =2y

denklemi adi diferansiyel denklem,

9%z 0%z -

022 o

denklemi ise kismi diferansiyel denklemdir.

Tanim 3.1.3 Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebe-
sine diferansiyel denklemin mertebesi (basamagi) denir. Yani denklemdeki en yiiksek
tiirevdir. En yiiksek mertebeli tiirevin cebirsel kuvvetine (iissiine) diferansiyel denkle-

min derecesi denir. Derece bulunurken denklem tiirevlere gore polinom olarak yazilmalidir.
Ornegin;

(y")? +22°(y/)* — 3y = sinx

denklemi 2. mertebe, 3. derecedendir.

(") = (1+y):

bicimindeki denklemin derecesini bulmak i¢in 6nce denklemi tiirevlere gore polinom

olarak yazmaliyiz, bunun i¢in denklemin her iki tarafinin 2. kuvvetini alalim

(y///)G — (1 + y/)5
denklemi elde edilir. Bu da 3. mertebe, 6. dereceden bir diferansiyel denklemdir.

Tanim 3.1.4 Bir diferansiyel denklemde, bagimli degisken ve tiirevleri yalniz birinci
dereceden ve bunlar ¢carpim halinde bulunmuyorlarsa denkleme dogrusal (lineer) denk-
lem, aksi halde dogrusal olmayan (nonlineer) denklem denir. . mertebeden en genel

dogrusal adi diferansiyel denklem
an ()™ + ap_1 (2)y" Y + o+ ar(2)y + ao(z)y = b(x)

7



bicimindedir. Denklem eger; b(z) = 0 ise homojen denklem, b(z) # 0 ise homojen

olmayan denklem olarak adlandirilir.

Ayrica katsayilar sabit sayilar ise sabit katsayili diferansiyel denklem, aksi halde degisken

katsayili diferansiyel denklem olarak adlandirilir.
3.1.2 Diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
Tanim 3.1.2.1 n. mertebeden

F (:L‘, y7 y/7 y”? Y y(n)) = O

adi diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim

i) f, bir I reel araliginda (I sonlu, sonsuz, acik veya kapali aralik olabilir) Vz i¢in
taniml1 ve n. mertebeden tiireve sahip bir reel fonksiyon olsun. Eger f , asagidaki
kosullar saglarsa y = f(x), I araliginda diferansiyel denklemin bir agik ¢6ziimii ola-
rak adlandirilir;

a) F(z, f(z), f(z),...f® (z)), Vz € I i¢in tammli ve

b) Vo € I i¢in y = f (z) ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerine konuldugunda

denklemi saglar.

ii) Bir g (z, y) = 0 kapali fonksiyonun bir [ aralifinda diferansiyel denklemi saglarsa

buna diferansiyel denklemin kapali ¢oziim denir.
Acik ve kapali ¢oziimlere basit ¢oziimler denir.
Ornek:

y = flx) = 26% + 5

fonksiyonu Vx € R i¢in

Yy +y —6y=0

diferansiyel denkleminin bir agik ¢oziimiidiir.
Ornek:

g(@,y) =" +y* =4 =0



kapal1 fonksiyonu

vy +x=0

diferansiyel denkleminin bir kapal1 ¢oziimiidiir.
Tamm 3.1.2.2

f @y o y™) =0

diferansiyel denklemi verilsin. ¢y, c3,..., ¢, birbirinden bagimsiz keyfi s abitler olmak

lizere
F <x7y761702,'-'7cn> =0

bagintisiyla tanimlanan n parametreli bir fonksiyon ailesini géz Oniine alalim. Eger
ailedeki her fonksiyon diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii ise bu fonksiyona diferansi-

yel denklemin genel ¢oziimii denir.

Tamim 3.1.2.3 Keyfi sabitlere 6zel degerler vererek genel coziimden elde edilen ¢oziimlere

0zel ¢oziim denir.

Tamm 3.1.2.4 Genel ¢oziimde keyfi s abitlere 0zel degerler vererek elde edilemeyen

coziimlere tekil (aykiri, singiiler) ¢6ziim denir.

Tamim 3.1.2.5 Bir 6zel ¢o6ziimiin grafigine integral egrisi, genel ¢oziimiin grafigine ise

integral egriler ailesi (integral egriler kiimesi) denir.
3.1.3 Baslangic ve sinir deger problemleri

Tanmim 3.1.3.1 Uygulamal1 bilimlerde genellikle bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii
yerine onun bazi ek kosullari saglayan ¢6ziimlerinin bulunmasi istenir, eger ek kosullar
bagimli degisken ve tiirevlerine gore tek bir noktada verilmigse probleme baslangic-
deger problemi, eger kosullar en az iki farkli noktada verilmigse probleme sinir-deger

problemi denir.

Tamm 3.1.3.2 Bir bagimhi degiskenin iki veya daha fazla bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini iceren denklemlere kismi diferansiyel denklem (kismi tiirevli denklem) de-

nir. 4 bagimli, x ve y bagimsiz degiskenleri i¢in en genel kismi tiirevli denklem

F (‘/E7 y? u? uI? uy; u[px, uacy> ) p— 07



play 000 P P\
x’y’ﬁfﬁy’@x?’axay’m N

dir.

Iki bagimsiz degiskenli kismi tiirevli denklemlerde genellikle

ou ou 2*u . 0*u t_82u
oz’ " Oxdy’  0y?

b= oz q= a_y’
gosterimleri kullanilir.
Ornegin;

Upy — Ugplly = U
denklemi

r—pq:u2

olarak yazilabilir.

Tamim 3.1.3.3 Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebe-
den tiirevin mertebesine denklemin mertebesi (basamagi) denir. Mertebeyi belirleyen

terimin cebirsel kuvvetine denklemin derecesi denir.
Ornegin;

Upy — 22Uy + yPu = 0

kismi tiirevli denklemi ikinci mertebe birinci derecedendir.

Tanim 3.1.3.4 Kismi tiirevli denklemlerde bagimli degisken ve tiirevleri birinci dere-
ceden ve bunlar denklemde ¢arpim halinde degillerse lineer (dogrusal) denklem, aksi

halde lineer olmayan (nonlineer) denklemdir.
Az, y)us + B (z,y) uy + C (z,y) u = D (z,y)

denklemi birinci mertebeden bir bagiml (), iki bagimsiz degiskenli (x ve y) lineer

kismi tiirevli denklemlerin genel halidir.

A(z, y)uge+B (2, ) ugy+C (2, y) wyy+D (2, y) uy+E (z,y) uy+F (z,y) u = G (z,y)
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denklemi ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli lineer kismi tiirevli denklemlerin

genel halidir.

Tamim 3.1.3.5 Lineer olmayan bir kismi tiirevli denklemde en yiiksek mertebeden
tiirevli terimlerin dereceleri bir ve bunlar denklemde ¢arpim halinde bulunmuyorsa

bu denklem yar1 lineer denklemdir.
Az, y,u) uz + B (z,y,u)uy = C(,y,u)

denklemi iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci basamaktan yar1 lineer

denklemin genel halini temsil eder.

Tanim 3.1.3.6 Bir yar1 lineer denklemde en yiiksek basamaktan tiirevin katsayilari,

sadece bagimsiz degiskenleri kapsiyorsa o denkleme hemen hemen lineer denir.
Az, y)uge + B (2,y) ugy + C (2, Y) uyy + D (2, y, u, Uz, uy) =0

denklemi ikinci basamaktan hemen hemen lineer kismi tiirevli denklemi temsil eder.
3.1.4 Baslangi¢ ve sinir deger problemleri

Genellikle fen, tip ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan denklem-

lerde baz1 yan kosullar bulunur. Bu yan kosullara baglangi¢ ve sinir kosullar1 denir.

Eger denklem ile birlikte baslangic kosullar1 verilirse baslangi¢ deger problemi, sinirda
kosullar verilirse sinir deger problemi olur. Siir deger problemleri sinirda verilen
fonksiyonun durumuna gore ayrica siniflandirilir. Eger denklemin sinirda aldigi deger
verilmis ise Dirichlet sinir kosulu, sinirda fonksiyonun tiirevinin aldigi deger verilmis
ise Neumann sinir kosulu, bunlarin toplami olarak verilmis ise karisik (mixed) sinir
kosulu ve bolgenin bir kisminda fonksiyonun aldig1 deger diger bir kisminda ise fonk-
siyonun tiirevinin aldig1 deger verilmis ise Robin sinir kosulu olur.

Denklem ile baglangi¢ ve/veya sinir kosullar: birlikte ¢oziimiiniin arastirilmasi istenen

problemi olusturur.

11



Ornek.

Denklem DU — Uge = 0, O<ax<4, t>0,

Baglangic kosulu:  w (z,0) = cosz, 0<x <4,

Smur kogulu @ u(0,t) =0, t>0,
Sinir kosulu ©ou(4,t) =0, t>0,
Ornek.

Ugg + Uyy = 0

kismi tiirevli denklemi O sinirina sahip €2 bolgesinde tanimlansin.
Bu durumda 0f) da

u=f(s)

verilirse Dirichlet sinir kosulu,

ii.

ou
on f(s)

verilirse Neumann sinir kosulu,

iii.

%Jruzf(s)

verilirse karisik sinir kosulu,
iv.

u= f1(u); 0y,

% = f2 (U) ;08

verilirse Robin sinir kosuludur.
3.1.5 Coziim kavram

Bir kismi tiirevli denklemin mertebesi kadar siirekli tiirevli keyfi fonksiyon iceren ve
denklemi saglayan fonksiyonlara genel ¢6ziim denir. Denklemi saglayan fakat keyfi

sabit, fonksiyon ve parametre icermeyen ¢Oziimlere 0zel ¢cozliim denir.
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Genel olarak kismi tiirevli denklemlerde; genel ¢6ziim, 6zel ¢coziim ve tekil (aykiri,
singiiler) ¢6ziim olmak iizere ii¢ ¢esit ¢ozlim ile ilgileniyorsakta denklemin veya baslangic-
sinir kosullarinin durumuna gore zayif ¢oziim (weak solution), giiclii ¢oziim (strong
solution), yumusak ¢oziim (mild solution),... gibi ¢oziimleri olabilir. Bu nedenle genel

ve 0zel ¢oziimlere klasik ¢oziim denir.

3.1.6 (Hadamard sartlar1) Bir problemde

i. varlik: en az bir ¢oziim varsa,

ii. teklik: problemin ¢oziimii tek ise,

iii. kararlilik: Cozlim giris verilerine siirekli bagimli ise yani baglangi¢ verilerinde
olan kiiciik degisiklik ¢oziimde de kiiciik degisiklik meydana getiriyorsa probleme iyi
konulmus (well posed) problem denir. Eger bu sartlardan bir tanesi dahi saglanmiyorsa

kotii konulmus (ill posed) problem denir. Bu sartlara Hadamard sartlari denir.

3.1.7 Kanonik form

Ikinci dereceden hemen hemen lineer denklemin en genel sekli

A(x,Y)2pe + B(x,y) 20y + C(x,y) 29y + H(x,y, 2,22, 2y) =0 3.1)
dir. Burada A, B, C' € C?(R) dur. Verilen denklemde

A = B* — 4AC

olmak iizere,

i. A = 0 ise denklem parabolik,

ii. A > 0 ise denklem hiperbolik,

iii. A < 0 ise denklem eliptik olarak siniflandirilir.

Simdi (3.1) denkleminin kanonik forma nasil indirgenecegini inceleyelim. (3.1) denk-

lemine
§=o(z,y) 3.2)
n=1(z,y)

doniistimiinii uygulayalim. Burada £ ve 7 yeni bagimsiz degiskenlerdir. Burada

8(5#7) 650 Sy
= 0
i
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olsun. Simdi bu doniisiim altinda (3.1) denkleminde goriilen kismi tiirevleri hesapla-

yalim:

Ry = Zééﬂc + ZnMe,

Zy = 2g&y + Zyy,

dir.

Zze = (20)s = (2o + 2971) 2
= 2eabo T 280n T Zpalle + Zy0aa
= (2eele + 2enMe)&o + (2o + 20e€a)e + 2e€an + 2yNaa
= 2y + 220EaMe + 2yl + 266z + Zyllea

dir.

2 2
Zyy:ziigy + 2z¢n&yny + ZynTly + Zeyy + ZnTlyy

veE

= (22)y = (268 + 29M)y
= (2e&a)y + (29M2)y

= Zgybo + Ze8ay + Zpye + Zyhay

Ry

= (2eey + 2eny)Se + (20e8y + 2y )N + 266y + 29Ny

= Z{féxfy + Zep (gxny + 53/771:) + 2Ny + ngxy + 2y Ny

dir. Bu ifadeler (3.1) denkleminde yerine yazildiginda

Al(gv 77)2’55 + Bl(€7 77)Z§77 + 01(57 77)27777 + H*(Sv n,z,z¢, Z’r]) =0 (33)

olur. Burada

A& m) = A*(Em) (&2 + B (&) &me + C (£,1) ()7,

By (57 7]) =247 (57 7]) Sm% + B* (57 77) (gzny + §y771) +2C" (57 7]) gmfya

C1(&n) = A*(&,n) (0.)” + B (§,0) nany + C*(£,0)(n,)” (3.4)

dir. Burada goriildiigii gibi &, 77 doniisiimii altinda denklemin tipi degismemektedir.

Simdi denklemin kanonik forma nasil doniistiigiinii gdrelim:

14



i.Hiperbolik Tip
(3.1) denkleminde
A =DB*—-4AC >0

olsun. Bu denkleme (3.2) doniisiimii uygulandiktan sonra elde edilen (3.3) denkle-

minde A; = 0 veya C; = 0 olsun. Bu durumda (3.4) ifadesindeki birinci ve ii¢iincii esitliklerden

Ay (&m) = AY(Em) (&) + B (&,m) &me + C* (£,1) (§)° =0,

Cy(&m) = A*(&,m) (0.)” + B* (&, m) many + C*(£,m)(n,)* = 0 (3.5)

olmalidir. (3.5) ifadesindeki ilk denklemi (Sy)2 ile bolersek

* é-x)z *é-x *
A = B*>=4+C"=0 3.6
(@ o G0

olur. Simdi (3.2) ifadesindeki doniigsiimde

E=p(r,y)=a (3.7)

oldugunu varsayalim. Boylece (3.7) ile adina seviye egrileri denen bir egri elde etmis

olduk.

Tanim 3.1.7.1
g s = C s
§ 90(13 y) 1 (3.8)
77 = @D(I’,y) = C2

egrilerine (3.1) denkleminin karakteristikleri denir.

(3.8) deki ilk ifadededen
d§ = &edx + §ydy = 0

yazilabilir ve buradan

dy _ &
dx &y

elde edilir. Bu ifade (3.6) da yerine yazilirsa

dy\? dy
A (=) 2 (-Z )y =0
(%) = (i)
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olur. Buradan

dy  B*F VB2 —4AC*
dr 2A*

olur. Diger taraftan A*(§,n) = A(z,y), B*(§,n) = B(z,y), C*(&n) = C(z,y)

oldugundan
dy B—i—\/B2—4ACVe dy B—vB?—-4AC
doe 2A de 2A

olur. Boylece hiperbolik denklemin kanonik formu
zen = H™ (1, 2, 2¢, %)

olarak bulunur. Burada H** = — - H* dr.

ii. Parabolik Tip

B> —4AC =0

0zdegliginden

dy _ B
dr 2A

karakteristiklerinden biridir. Digeri

d(&,m)
0 (x,y)

olacak sekilde keyfi secilir. Boylece parabolik denklemin kanonik formu

£0

zee = H* (&,m, 2, 2, 2p)
veya

zgy = H* (€1, 2, 2¢, 29)
olarak bulunur.

iii. Eliptik Tip

B? —4AC < 0
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0zdesliginden

dy BT VB —4AC
dr 2A

olur. Buradan
f 1 (I’, y) =G
f 2 (SL’ ) y) = C2
kompleks fonksiyonlari elde edilir. Bu durumda karakteristikler

__ c1+4c
é‘_ 122

c1—c2

=%

Buradan eliptik denklemin kanonik formu
33 + “mn = H* (57777 Zy %t 277)
seklinde bulunur.

3.1.8 Is1 denklemi

Uclar sabit sicaklikta tutulan L uzunlugundaki bir tel ¢ubuk 1sinin yayilmasi proble-
mini ele alalim. Bu ¢ubugun baslangic noktast x = 0 ve bitis noktas1 x = L olacak
sekilde x ekseni boyunca verilsin ve cubugun herhangi bir ¢ aninda x noktasindaki
sicakligt u = wu(z,t) olsun. Ayrica gubugun yanal yiizeyi 1s1 gegirmeyecek sekilde

yalitilmig olsun. Yani sicaklik = ekseni yoniinde hareket etsin.

Bu cubugun A(z,0) ve B(x + Az, 0) noktalar: arasindaki kesitini alalim. Bu durumda
t aminda A noktasindaki sicaklik u(z, t), B noktaasindaki sicaklik u(z + Ax, t) olur.

Asagidaki fiziksel prensipleri hatirlatalim:

1. Birim zamanda birim alandan gecen 1s1 akim1

ou
q= _kf)_x

tir. Burada k& orant1 sabiti materyalin termal gecirgenligidir. Burada termal gegirgenlik
noktadan noktaya gore degisebilir. Yani k& = k (z) degisken veya sabit (k) olabilir. g—z

ise sicakligin grandiyentidir.
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ii. ¢ materyalin 6z 1s1s1 olmak {iizere, m kiitleli bir nesnenin sicakligim1 Aw kadar

arttirmak i¢in gerekli 1s1 miktar1
cmAu

dir.

iii. Is1 akimi, yiiksek sicakliktan diisiik sicakliga dogrudur.

Simdi 1s1 denklemini elde edelim. s ¢ubugun kesit alan1 olmak iizere, A = A(z,0)

noktasindan pozitif yone dogru akan 1s1 miktari

B ou (z,t)
q(z) = —k(z)sAt—py—,

T

B = B (x + Ax,0) noktasindan pozitif yone dogru akan 1s1 miktari

A
q(x + Azx) = —k(z + Aa:)sAtw

dir. Ayrica Q(z,t) 1s1 enerjisi yogunlugu olmak iizere, cubugun i¢inde 1s1 kaynaklari

tarafindan olusturulan 1s1 miktari:
Q (z,t) sAtAx
tir. Boylece net 1s1 miktari

AE = q(z)—q(z+ Az) + Q (z,t) sAtAx
— ALk (o + Ag) 2LE AT (;Ax’ D g2 gf; H

+Q (z,t) sAtAx (3.9)

Diger taraftan (ii) den
AFE = cmAu

dir. Burada, sicakliktaki degisiklik: Au = u (z,t + At) —u (x, t) ve kiitle: m = psAz
(p = p(x) : yogunluk ise
AE =c(z)p(x) sAz[u(x,t + At) — u (z,t)] (3.10)
dir. Sonug olarak (3.9) ve (3.10) dan
c(x)p(x)sAx[u(x,t+ At) —u(z,1)]
ou (x + Az, t)

= sAt[k(z+ Ax)] — " k()

ou (z,t)
Ox

+Q (z,t) sAtAx
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olur. Denklem sAtAz ile boliiniir ve At — 0, Az — 0 i¢in limit alinirsa

ou 0 ou
) o) G = 5 (K@) 52) + @)
kismi diferansiyel denklemi bulunur.

Eger ¢ (x), p (z) ve k (x) fonksiyonlar1 sabit ise

ou 0%*u

a:a@+F<iL‘,t)

olur. Ayrica kaynak terim yok (F (z,t) = 0) ise homojen

ou_ o
ot _aﬁxQ

181 denklemi elde edilir.
3.2 Normlu Uzaylar

Tamm 3.2.1 X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun. 77 € X vektoriinii || 7 |

reel sayisina doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan reel degerli
Il : X =R

fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. VT, 7 € X ve VA € Rigin
m) [ > 0ve [T =06 T =0

m) Az = A 7|

|7+ FI < 7]+ 71| du.

Bu durumda X vektor uzayina norm ile birlikte normlu vektor uzay1 veya normlu uzay

denir. || 2’ || gdsterimine de Z in normu denir.
3.3 i¢c Carpim Uzay1

Tamim 3.3.1 X bir reel vektor uzayi olsun.
(,): XxX—>R

fonksiyonu
i) (u,u) >0ve (u,u)=0<u=0

ii) (u,v) = (v, u)
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i) (u + v, w) = (u, w) + (v, w)
iv) (cu,v) = (u, cv) = c(u,v)

ozelliklerini saghiyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim denir.
3.4 Lebesgue Uzaylar1 (L” (2))

Tamm 3.4.1 €2, R" de olgiilebilir bir kiime olsun. u 6l¢iilebilir ve 1 < p < oo olmak

tizere |u(x)[” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

/ﬂ|u(:p)|p dr < o0

ise u (x) fonksiyonlar1 p.kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir

ve bu siif LP () veya L? ile gosterilir.

Bu uzaydaki norm

el oy = 1l = [ [t da:}

seklinde tanimlanir.

Not. L? (2) uzayinda
i.p = 1alimrsa L' (Q) = L (Q) integrallenebilir fonksiyonlar uzayi,

ii. p = 2 alimirsa L? (2) karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 olarak adlandirilir.
3.5 Sobolev Uzayr (WP (Q)))

Tanim 3.5.1 ), R"de bir bolge m negatif olmayan herhangi bir tamsayive 1 < p < oo

olmak iizere,
WmP(Q)={ue L () : D e LP(Q), 0<|a] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Yani kendisi ve m. mertebeye kadar
biitiin genellestirilmis tiirevleri L () uzayinda olan fonksiyonlar uzayma Sobolev
uzay1 denir.

Sobolev uzayinda normlar: 1 < p < oo icin

1
lellmsy =l = (osiatem 1Dl )"

20



olarak tanimlanir.

Tamm 3.5.2 Eger p = 2ise W2 (Q) = H™(Q), WJ* (Q) = H*(2) olur ve H™(Q)

uzayinda norm

N

« 2
HUHHm(Q) = Z 1D UHL2(Q)

0<|ar|<m

ile verilir.
Tanim 3.5.3 1 < p < oo ve m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 olmak iizere
Wo™ (R") = W™ (R")

dir.

Wm™P (§2) uzaymnda

m = 0ise WO (Q) = LF (Q) ile

p=2ise W2 (Q) = H™(Q) ile gosterilir.

||U||Hg(Q) > ||VU||L2(Q)

Tanim 3.5.4 (Gomiilme) X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger
i. X in biitiin elemanlar1 Y de ise (X C Y) ve

ii. © dan bagimsiz bir ¢ sabiti ve her u € X icin
lully < ellullx
oluyorsa X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X — Y seklinde gosterilir.

Teorem 3.5.5 (Sobolev Gomiilme Teoremi) (2, R" de bir koni 6zelligine sahip agik
bir bolge m > 1 ve 7 > 0 tamsayilar ve 1 < p < oo olmak iizere

i. mp > nise

Witme (Q) — C4 (Q)

gomiilmesi elde edilir.

il. mp = nise

WP (Q) < WH(Q), p < g < o0
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yadaj = 0ise

WmP(Q) — L1 p<qg< o

gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
Witml(Q) — C% (Q)

elde edilir.

iii. mp < nise

WItmP (Q) < WP (Q), p< q < p*

yadaj = 0ise

WmP(Q) = L, p<qg<p"

gomiilmesi elde edilir. Burada

np

R n > mp
+o0o n<mp
seklindedir.

Yukaridaki gomiilmelerde WP uzay1 alinirsa, W"" (€2) uzayi alimirsa €2 bolgesi tize-

rinde herhangi bir kisitlama yapilmaksizin gomiilmeler yine gecerli olur.

Teorem 3.5.6 (Sobolev Poincare esitsizligi)

2 <p<oo, n < 2m,

2n
2<p< 5

n—zam

, n>2m

olsun. Bu durumda her u € HJ" (2) i¢in
< || A2
il < [[ 4t

dir. Burada A = (—=A)",m > 1vec=c(Q,p) dur.
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3.6 Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.6.1 (Young esitsizligi) a,b > 0 ve p > 1icin - + - = 1 olsun. Bu durumda

ab? b
ab < —+ —
p q

dir.

Not. § > 0 bir reel say1 olmak iizere, Young esitsizliginde a = 0.X ve b = % alinirsa

oPXP 9Ty 4
< +
p q

XY

esitsizligi elde edilir.
Lemma 3.6.2 (¢ lu young esitsizligi)

Eger€>0,a,b€R,p>1ve%+$:1ise,

0 zaman
p b q
lab| < Jaf + ol
b
esitsizligi veya
lab| < elal? 4+ C(e)b
esitsizligi gecerlidir. Burada C'(c) = (ep) 7~ dur.

Lemma 3.6.3 (Holder esitsizligi)

1 <p<oove % +% = 1 olsun. Eger u € L?(Q), v € L1(Q) ise bu durumda
wv € L(Q) ve

Juolly < lull, v,
dir.

Lemma 3.6.4 (Minkowski esitsizligi) 1 < p < oo olsun. Eger u,v € L? () ise bu

durumda u 4+ v € L? (Q2) ve
lu +ll,, < [lull, + [lvl,
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dir.

Lemma 3.6.5 (Komornik esitsizligi) / : [0,00) — [0, 00) artmayan bir fonksiyon ve

¢ > ( sabit say1s1 V¢ > 0 icin
/Ooh(r)dT < ch(t)
t
esitsizligi saglansin. Bu durumda V¢ > ci¢in
h(t) < h(0)e =
dir (Komornik 1994).

Ispat. Vt > 0 icin

f(a:):ei/:oh(T)dT

(3.11)

(3.12)

(3.13)

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada f lokal mutlak siirekli ve (3.11) den dolay1 art-

mayandir (3.13) esitsizliginin tiirevi alinir ve (3.11) gz oniinde bulundurulursa

fl(x) = =e¢ /ooh(T) dr + e (=h(z))

Al ol

ee (/:oh(T)dT—ch(a;)> <0

olur. f artmayan oldugundan Vz > Oigin f (z) < f (0) dir. Bu gergegin goz oniinde

bulundurlmasi ve (3.11) den

e;/ooh(T)dT = f(z)
< f(0)

- /Oooh(T)dT

< ¢h(0)

bulunur. Buradan

z

/Ooh(T) dr <ch(0)e -

olur.
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Diger taraftan h negatif olmayan ve artmayan oldugundan

/:Oh(f)dT > /fch(T)dT

T+c
>  min h(7)dr / dr

TE[z,z+C]

= ch(x+c) (3.15)
dir. (3.14) ve (3.15) ten Vo > 0 icin
h(z+c) < h(O)e_%

olur. Buradan da x 4 ¢ =t olarak secilmesiyle

h(t) < h(0)el—¢

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.6.6 (Komornik esitsizligi) » : [0,00) — [0,00) artmayan bir fonksiyon

a > 0 ve ¢ > 0 sabit sayilari, Vi > 0 i¢in
/ hot (1) dr < ch® (0) h (t) (3.16)
t

esitsizligi saglansin. Bu durumda V¢ > ci¢in

c+ ac

h(t) < h(0) (Hat)_a (3.17)
dir (Komornik 1994).

Ispat. Eger h(0) = 0 ise h(t) = 0 olur. Bu durumda (3.17) esitsizligi dogrudan

saglanir. Kabul edelim ki % (0) # 0 olsun. Bu durumda % tanimlidir. Simdi A (¢) nin

yerine % ve genelligi bozmadan h (0) = 1 olarak alirsak, boylece V¢ > ¢ igin
1
ct+at) °
h(t) < 3.18
()= (c + ozc) ( )

esitsizliginin ispatlanmasi gerekir.

F :]0,00) — [0, 00) olmak iizere

F(t) = / h ROt (1) dr (3.19)
t
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda /' lokal mutlak siirekli ve artmayandir. (3.19)

ifadesinin tiirevi alinirsa
F' (t) = —h*th (1) (3.20)
olur. Diger taraftan (3.16) ve h(0) = 1 kabulii g6z 6niinde bulundurulursa
F(t) = / hot (1) dr
t
< ch®(0)h(t)
= ch(t)

olur. Buradan da

F(t)

h(t) > (3.21)
yazilir. (3.20) ve (3.21) den hemen hemen biitiin (0, co) araliginda
_F/ > C—a—lFa+1

olur. Buradan B = sup{t¢: h(t) > 0} olmak iizere, hemen hemen biitiin (0, B)

araliginda
(F)' > ac? (3.22)

yazilabilir. (F~ (¢) nin t < B i¢in tanimli olduguna dikkat ediniz). Vse [0, B) igin

(3.22) esitsizliginin [0, s] araliginda integrali alinirsa
F™(s) = F7™(0) > ac*'s

bulunur. Buradan Vse [0, B) i¢in
F(s) < (F7(0) + ac™'s) = (3.23)

olur. s > B iken F(s) = 0 oldugundan (3.23) esitsizligi aslinda Vs > 0 i¢in saglanir.
(3.16) dan

F(0) <ch*tt(0) =c

dir. Boylece (3.23) esitsizlignin sag tarafi

1

(F0)+ac*ls) = < (c*+ ozc_o‘_ls)fé

Q

+
[
-

= co (c+as) = (3.24)
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olur. Diger taraftan h negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon oldugundan (3.23)

esitsizliginin sol tarafi
F(s) = / hett (1) dr
c+(a+1)s 00
[ e [ wei

c+(a+1)s
ct(a+1)s
/ RO (1) dr

> (c+as) T e+ (a+ 1) s) (3.25)

v

olur. Boylece (3.23)-(3.25) dan
(ct+as)h® (c+(a+1)s)<ca (c+as) =
yazilir. Buradan da

R e+ (a+1)s) < co (ct+as) @

olur. Buradan ¢ + (a + 1) s = ¢ olarak segilirse

Mo < <c+at>—i

c+ ac

olur. Bu durumda ispat tamamlanmus olur.
3.7 Green ozdesligi

Simdi bazi1 notasyonlari verelim, kolaylik olmasi agisindan R? ten alahm. v = u (z, y, 2)
bir fonksiyon ve ' = (F}, F3, F3) vektor olsun.

Vu =gradu = (uy,uy, u,),

V.F =divl’ = Fi, + Fy, + F3,

Au =div grad u = V.Vu = Uy + Uy + Uz,

IVul® = u? + u + 2,

V.V =V?=Adm

Teorem 3.7.1 (Green ézdesligi) u € C*(Q2) N C (Q) olsun. O halde
/ vAudr = v—ds - / VoVudzx
Q
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dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve g—z =n.Vudir.

3.8 Enerji Azalmasi

Tanim 3.8.1 E (¢) enerji fonksiyonu ve V¢ > 0, «, 5, K > 0 olmak iizere
i. £ (t) < Ke * iistel enerji azalmasi,
ii. £ (t) < Kt~” polinomal enerji azalmas1 denir.

Ornegin; u = u(t) olmak iizere

baglangic deger problemlerinde
p = 1ligin

u(t) =e’

ustel azalma s6z konusudur.

p = 2i¢in
u(t) = (14+¢)~*

polinomal azalma s6z konusudur.
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4. YUKSEK MERTEBEDEN PARABOLIK TiPTEN BiR KiRCHHOFF DENK-
LEMININ COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE ENERJi AZALMASI

Bu boliimde yiiksek mertebeden parabolik tipten Kirchhoff denklemi i¢in asagidaki

baglangic- sinir deger problemini ¢alisacagiz.

%+ M (HAiz

2) Az + |Z]p_2 2 = |z|q_2 z, (x,t) € Q x (0,T), 4.1)
basglangi¢ kosulu

2 (x,0) =2 (z), v €Q,

ve sinir kosulu

0z (z,1)

S =0,0=0,1,2,m— 1, (2.1) € 02 x (0,1),
V’L

dir. Burada A = (—A)™, m > 1 bir dogal sayidir, € bolgesi R" de 92 sinirina sahip

sinirh bir bolgedir. v dig birim normal vektordiir. ¥ > 1 olmak iizere
M(s)=1+5"

dir.

4.1 Coziimlerin Global Varhg

(4.1) problemi i¢in asagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim:

B _1 : 2 ; . 2(y+1) _1 .
B(t) = B(2) = 5 ||4%]| + CE |42 A 4.2)
ve
1|2 1 ||20v+1) q
1) =1(2) = || 4%z +]| a2z — |12 4.3)

Simdi enerji fonksiyonelinin artmayan oldugunu ispatlayalim.

Lemma 4.1.1 z nin (4.1) in bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢ € [0, 7]

icin
E () = |lal - / 272 2 de < 0, (4.4
Q
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veE

Ispat. (4.1) ifadesinde M (s) = 1 + s” oldugunu goz oniine alip denklem z; ile

carpilirsa

2y
224 5 Az + 7 || A2z ‘ Az + |22 22 = 2|97 22, 4.5)

bulunur. Bulunan ifadenin §2 bolgesi iizerinde integrali alinirsa

/ (zf + 22 Az + 2
Q

olur. Buradan

2
/zfd:ﬁ+/ztAzda:+/zt A%z‘ V.Az—i—/ Flias zfd:v:/|z|q2zztdas (4.6)
0 Q Q 0 0
: , Y y - y

N —~ —~ —~

A1 A2 A3 A4 AE

A2z

2v
Az + |2P~2 zf) dr = / 2|72 2z dx
Q

yazilabilir. Bu durumda her bir terimi bulalim: A;terimi

A = /zfdm
Q

2
= |l
olur. A, terimi i¢in Green 6zdesligi kullanilirsa

A2 = / ZtAZd.Z‘
Q

1d 1
= m/g\f‘”
2

1d

2
dx

seklinde bulunur. A3 terimi

Ag = / Zt
Q

_ HA%Z

1

2y
A2z ‘ Azdx

2y
/ 2z Azdx
Q

2y1d 1
5o |44

2

2(7+1))

- & Gl
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bulunur. A, terimi

A4:/|z|p_22t2da:
Q

dir. Ve son olarak As terimi

A5 = /\z[q_2zztd$
Q

= /|Z|q_1thx
_ th/| 9 do

. q

olur. Buldugumuz ifadeler (4.6) denkleminde yazilirsa

v+1)
)+/ 2|72 22da
Q

d 1 1
Tt (2(7+1) HA :

1d q
= 5£H2Hq (4.7)

el 4+ 2 5 otz

2 dt

ifadesi bulunur. Buradan (4.7) ifadesi diizenlenirse

d (1) 12 O+ 1

i (a4 g ™ - )
= —lal = [ el af

Q

ifadesi elde edilir. Enerji fonksiyoneli

1 1 )12 20+ 1
s =] e e -
(1) 5 Az +27+1 Azz IE|
oldugundan
d - 2 p—2 2
o B @) =—llzll” = [ [/ [z dz <0,
t Q
E'(0) =Nl - [ Pl de <0

Q

olur. Boylece
E(t) < E(0) 48)

bulunmus olur.
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Lemma 4.1.2 (4.1) denkleminin bir ¢bziimii z olsun ve ¢ > 2 (v + 1) sart1 saglansin.

Eger
I(0)>0,
ve

B+ B2 <1, 4.9)

iset € [0, i¢in I (t) > 0 olur. Burada 0 < v < 1,

q—2 q—2(y+1)

f = ac <C]2_—q2E (0)> N ,Bo=(1—a)cd (ME (0))2M1)

q—2(y+1)

ve ¢, Hi" () — L9 () in gomme sabitidir.
Ispat. Siireklilik nedeniyle Syle bir T}, vardir ki
€ [0,7.] igin I (t) > 0, (4.10)

dir. $imdi biitiin ¢ € [0, 7] igin

1 1|2 2(y+1) 1 q
E(t):E(z):§H.A2z +2(—HA2z — el
dir. Buradan (4.3) denkleminden

(1)
() =1(z)= HAzz] +HA22] — Iz
dir. Buradan
2(y+1)
leht = [l azz] ¢ Jase T - 1)
yazilir. Bu ifade F (t) fonksiyonelinde yerine yazilirsa
Ty 12 1 L (12041
E(t) = E(z :—HA52 —I——HAiz
®) (2) 2 2(v+1)
1 |[20v+1)
- (HAzz Atz - I(t))
(v+1)
= gl g
2(y+1)
g 1 204D 1
——HAﬁz H.A?z ! +—1(t)
q q
-2 -2 1 20v+1) 1
- &2 HA ‘ a-2(y+1) )HA%Z‘ + 1)
2(v+1)q q
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olur. V¢ € [0, T,] i¢in I (t) > 0 oldugundan

2

2 qg—2(y+1) HA%
2q

‘2(v+1)
2(y+1)q

< E(t) 4.11)

ifadesi elde edilir. (4.11) denkleminden ayr1 ayrn esitsizlikler kullanilir ve (4.8) ifadesi

dikkate alinirsa

2 Qq

HA%Z < A g

< ——F(0) (4.12)
esitsizligi elde edilir. Ayn1 sekilde

2(y+1)
’7 < 200+ B (1)

T oqg—2(y+1)
2q (v + 1)
q—2(y+1)

esitsizligi de elde edilmis olur. Diger yandan

o

E(0) (4.13)

12117 = allzllg + (1 = a) 121l (4.14)

seklinde yazilabilir. Burada H{ (§2) < L7 (§2) gémiilmesini uygulanirsa

/|z!qu < acl
0

— a
= ac

q

Az z q—l—(l—a)

‘A%z

q—2 2

A2z

) ‘A%z

q—2(y+1) 2(y+1)

(4.15)

+(1—aw) ‘A%z

.HA%Z

ifadesi elde edilir. (4.12) ifadesinden

2 2
< 4

Az
H : T q—2

E (0) (4.16)

esitsizligi alinir ve (4.13) ifadesinden

2(v+1)
29+ 1)

———=FE(0 4.17
< e TnEo @17)

o

esitsizligi alinirsa ve V¢ € [0, T.] i¢in

2

) 2
o1y < act(ZLE0) Ak

g—2(y+1)

(1 —a) (Lﬂ))mo»w | 422

¢—2(y+1

o (4.18)
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ifadesi elde edilir. Burada daha dnce tanimladigimiz

q—2 q—2(y+1)
2q i 2(v+1)q ) 2(+1)
=acl| —FE (0 vefo=(1—-a)c!| ————=FE (0
g *<q—2 ()) B = )*(q—2(7+1) )
esitlikleri (4.18) esitsizliginde kullanilirsa Vt € [0, T.] igin
(v+1)
lolt < o[ abe| + s ot (4.19)

ifadesi elde edilir. 5, + 2 < 1 oldugundan

2l < A%

‘ (v+1)

i

dir. Bu da su anlama gelir
I(t)>0,vtel0,T,]
dir. Bu durumda yukaridaki prosediir tekrarlanarak 7™, 7" ye genisletilebilir.

Teorem 4.1.3 Lemma (4.1.1) varsayimi altinda (4.1) denkleminin lokal ¢6ziimii glo-
baldir.

2(v+1)

. 2
Ispat. HA%Z ifadesinin ¢ den bagimsiz oldugunu gostermek yeter-

lidir. (4.2) ve (4.3) kullanilirsa

(1) 1
B0 = gl o At -
q—QHAé q—2(7+1)H 120+ 1
= — z + — A2Z + _[ t
2q 2(v+1)q q ()
elde edilir. (¢) > 0 oldugundan
2(v+1)
HAzz’ n HA2z < CE(t) (4.20)
olur ve (4.8) ifadesi dikkate alinirsa
2(v+1)
HAzz] n HA?Z < CE(0) @.21)

ifadesi elde edilir. Burada C' = max {%, w} dir.
q q—2(y+1)

4.2 Coziimlerin Kararhhg

Bu béliimde ana sonucumuz Komornik esitsizligine dayanmaktadir. Bu amagla asagidaki

Lemma’ya ihtiyacimiz vardir.
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Lemma 4.2.1 Lemma 4.1.1 ve m > 2, varsayimlarinin gecerli oldugunu varsayalim.

Bu durumda

2] < cE(t). (4.22)
dir. Bu durumda (4.22) esitsizligini saglayan pozitif bir ¢ sabiti vardir.

Ispat. Sobolev ggmme teoreminden

Az

I2]lg < ¢!

‘q

yazilabilir. (4.16) dan

-2 2
e < ¢ 3z ! Az
IEd 1A
q—2
2q 2 2q
< d|——FE(0 —F(t
< a( ) e
< cE(t)4.23 (4.23)
olur.

Simdi, ana sonucumuzu belirleyelim.

Teorem 4.2.2 Lemma 4.1.1 varsayimlarini kabul edelim. O zaman C' > 0 sabitleri var

ve Vt > C'i¢in

E(t) < E(0) (Coijé)

Ispat. Simdi (4.1) denklemini ele alalim:

o+ M (HAiz

2
‘ ) Az + 2P 2 = |2)" %2
ifadesinde M (s) = 1 + s” oldugundan

z+ Az + HA%Z27 Az + 2P 22 = |27 22 (4.24)
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ifadesi elde edilir. Buradan (4.24) ifadesi zF9(t),(q > 0) ile ¢arpilip 2 x (S, T)

bolgesi lizerinde integral alinirsa

/ST/QEq(t) [zzt—z(M(/Q)A%z

T
= /S/QE‘](t) ztz+zAz—|—zHA§z
AN ~

Az

T
— / E (1) / |2 dadt (4.25)
S Q

ifadesi elde edilir. (4.25) ifadesinde A; ve A, terimlere Green 6zdesligi uygulanirsa

2
d:z:) Az + |z[P7? Zt)} dxdt

2y p—2
‘ Az + 2 |2|" " 2 | dadt

2

T 2z + |A2z T
/ /Eq ) . dxdt:/ E (t)/ 121 dadt
S JQ —|—HA§Z A2z —|—z’z|p_2zt S Q
2

(4.26)
bulunur. Esitliginin sol tarafina asagidaki (4.27) terimi eklenip cikarilirsa
T 1|2 1|12y 1|2
/ E (1) / [51 ‘Aiz +52HAEZ‘ ‘Aiz ddt, 4.27)
s Q 2 |
1|2 1|12y 1|2 _9
2z (t) + )Aﬁz + HAﬁz Azz| 4+ 227" %
r 1|2 ? 1|2 1|2
/ /E (t) 61 [Abe] 4 |4k |4
5 /e 1|2 1 2V2 1|2
—Bi|A2z| — By || A2z 2z| dxdt
2

T
_ / 7 (#) / 127 dudt (4.28)
S Q

olur. Buradan

a-s [ e [ [Ja
- [ E [ [|ats
+ / ") / syzdadt + /S ") /Q 2122 2dadt

2

S Q

T Bl A%Z
- o e

O Lo

2
} dxdt

2y

A2z

2
] dxdt

2

dzdt <0 (4.29)

2
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dir. Aciktir ki

T 1) 1 |2 1 L2y 2 |2
5/5 Eq(t)/QHAzz +mHA2z Asz —7} dudt
r 1,12
< (1—51)/ E1 (t)/ [— ‘Aiz ]dazdt
s ol2
T 1 1|2y 1|2
— q [ 2 2
+(1 62)/S E (z&)/Q {2(%%) HA z|| | Azz }dxdt (4.30)

olur. Buradan £ = min ((1 — ), (1 — f3)) kabul edelim

f/ST Fatl (t)ydt < —/STEq (t)/ﬂzztdxdt

T
/ — E9(t) %zt |2[P% ddt (4.31)

SQ

olur. Bu durumda (4.31) esitsizligin sag tarafina Young Esitsizligini uygulanirsa

|
XYy < ;X*1+7Y*2, XY >0, e>0

1 /\2871
ve /\i + /\i = 1 olmak iizere
1 2
i
—/ E%(t) / zzpdxdt
5 Q
T
< / E1 (t)/ (ec|2® + ce |2|?) dadt (4.32)
s Q
elde edilir. Aym sekilde yukaridaki Young Esitsizligi tekrar kullanilirsa sunu elde ede-
riz:
T
—/ E9(t) / 2z 2P dadt
s Q
= —/ E1 (t)/ lz| = zi]z] T zdxdt
s 9)
T
< / E1 (t)/ (ec|zf” + c- Fliss z7) dadt (4.33)
s Q

elde edilir. Buradan (4.32) ve (4.33) esitsizlikleri kullanilirsa
T T
f/ E () dt < / Eq(t)/(6c|z|2—|—ca|z|2dxdt)
s S Q
T
+/ E? (t)/ (ec|2” + ce |2[P72 22dadt)
s Q
T
< ac/ Eq(t)/ (o[ + 217 dudt
S Q
T
te, / B (1) / (22 + |72 22) dudt (4.34)
s Q
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olur. Buradan E’ (t) ifadesinin tanimi kullanilirsa

§/STEq“ (t) dtgec/:Eq“ (t) dt+cs/TEq (t)/Q(—E’ (t)) dadt

S

bulunur. Bu durumda
T T
¢ / ET (t)dt < ec / BT () dt + c. [ETT(S) — ETH(T)]
S S
T
< 50/ ET () dt + c.E1(0) E (S)
S
olur. Bu durumda ¢ yeteri kadar kiiciik secilirse
T
/ ET (1) dt < cE(0) E(S)
s
olur. Bu durumda 7" — o0 i¢in
/ ET(#)dt < cE(0) E (S)
s

Komornik esitsizligi istenen sonucu verir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonuclar

Bu ¢alismada A = (—A)™, m > 1 bir dogal say1 ve M (s) = 1+ s7, v > 1 olmak

lizere

2+ M <HA52

2
)Az+ 12[P % 2 = |2|772 2

yiiksek mertebeden parabolik tipten Kirchoff tipi bir denklemin sinirl bir {2 bolgesinde

coziimlerinin global varlig1 ve enerji azalmasi aragtirtlmisgtir.
5.2 Oneriler

Calisilmis olan yiiksek mertebeden parabolik tipten Kirchoff tipi denklemin ¢oziimle-
rinin global varlig1 ve enerji azalmasi bagka kosullar altinda calisilabilir.

Ayrica denklemin ¢oziimlerinin patlamast, iistel biiylimesi,... gibi 6zelliklerde ¢alisilabilir.
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