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OZET

Bu tez bes ana bdliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismi olarak
diizenlenmis, kinematik ve dual doniisim kavramlarindan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, tezde kullanilan temel kavramlar sunularak dual doniisimiin tanimi
verilmistir. Ugiincii boliimde, Oklid uzay: ile Lorentz uzay:r arasindaki iliski dual
dontisiim yardimiyla ele alinmistir. Her iki uzayda da sabit kalan donme eksenleri
tizerinde ¢aligilmistir. Ayrica, dual doniisim ve Cayley formiilii kullanilarak
olusturulan komutatif diagram incelenmistir. Dordiincii boliimde, Galile ve pseudo-
Galile wuzaylar1 arasinda tamimlanan dual doniisim verilerek, uygulamalar
yapilmistir. Son bdliim, tezin sonug¢ kismi olarak diizenlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dual Déniisiim, Lorentz Uzayi, Donme Ekseni, Galile Uzay,
Pseudo-Galile Uzay.
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ABSTRACT

This thesis consists of five main parts. The first chapter was arranged as an
introduction part, and the concepts of kinematics and dual transformation were
mentioned. In the second chapter, the definition of dual transformation is given by
presenting the basic concepts used in the thesis. In the third chapter, the relationship
between Euclidean space and Lorentz space is discussed with the help of dual
transformation. The axes of rotation that remain constant in both spaces have been
studied. In addition, the commutative diagram created using the dual transform and
Cayley formula is examined. In the fourth chapter, the dual transformation defined
between Galilean and pseudo-Galilean spaces is given and its applications are made.
The last chapter is organized as the conclusion part of the thesis.
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1. GIRIS

Kinematik, harcketi olusturan sebepler goz ardi edilerek, yalnizca hareketin
geometrisini g6z Oniine alan bilim dalidir. Kinematikte belirlenmesi gerekenler her
an noktanin veya kat1 cismin yeri (yorlingesi), hiz1 ve ivmesidir. Kinematik; yol, hiz,

ivme ve zaman arasinda bagmtilar kurar.

Son yillarda, Oklid dis1 geometrilerde yapilan calismalarin sayisi artmaktadir.
Ozellikle, Lorentz ve Galile uzaylarinda yapilan calismalarda elde edilen sonuglar ve
uygulanabilirlikleri ilgi ¢ekicidir. Bu tezin amaci, dual doniisiim yardimiyla, Oklid,
Lorentz ve Galile uzaylarindaki donme hareketleri arasindaki iligskiyi incelemek ve

bunlarin kinematik uygulamalarini1 vermektir.

Bu tez calismasinda, Dohi vd. (2010) tarafindan tanimlanmis dual doniisiim
yardimiyla, n X n-lik matrislerin iki kiimesi olan SO(n) ve SO(n — 1,1) izometri
gruplar arasindaki gecis incelenecektir. Bu gegis, benzer sekilde n-boyutlu Galile
uzayinda da ele alinacaktir. Tez siiresince ele alinacak kavramlarin tanimlari alt
bagliklar halinde ayrintili olarak verilecektir. Greub (1967) ve McCarthy (1990)
caligmalar1 temel alinarak kinematik anlamda kullanilacak tanim ve teoremler
arastirilacaktir. Lopez (2008), O’neill (1983) ve Weinstein (1996) tarafindan yapilan
caligmalar 15131inda Lorentzian geometrideki kinematik uygulamalar {izerinde
durulacaktir. Ryan (1986) ve Yiica ve Yayl (2020) tarafindan incelenen Galile
uzayidaki dual doniisiimlerin kinematigi, tezin Galile uzayinda ¢aligilan boliimiine
151k tutacaktir. Temel tanim ve teoremlerin sunulmasinin ardindan, dual doniisiimiin

uygulamalarina genis yer verilecektir.

Dual doniisim bu tezde kullanildigi anlamiyla ilk defa Dohi vd. (2010) da
tanimlanmistir. Sonrasinda Yiica ve Yayl (2018) ¢alismalarinda bu ¢alismayr dual
uzaya aktarmislar ve eksenlerin sabit kalip kalmadigimi arastirmislardir. Aym
zamanda iki uzayda elde edilen yiizeylerin gorsellerini de vererek, bunlar arasinda
bir iliski olup olmadigini yorumlamislardir. Yiica ve Yayl (2020) ¢aligmalarinda,
dual doniisiim kavramini Galile uzayina aktarmislardir. Bu ¢alismalar 1g18inda Yiica
(2021a) da komutatif bir diagramla dual doniisiimii Cayley doniigiimii ile birlikte
ifade etmistir. Yiica ve Yayli (2021b) ¢alismalarinda dual doniisiimii kuaterniyonlari

kullanarak ifade etmislerdir. Reel ve dual uzaylarda dual doniisiimle yapilan donme

1



ve vida hareketleri lizerinde ¢alismislardir. Daha sonra, Yiica ve Yayl (2021c)
calismalarinda dual donlisimii homotetik hareketlerle ifade etmislerdir. Bu tez
calismasinda, Yiica (2014) doktora tezi ve sonrasinda yapilan calismalar 1s18inda
dual doniisiime dair tim tanim ve teoremler ele alinarak, dual doniisiim kavrami

pekistirilecek ve kinematik uygulamalarla desteklenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tez siiresince kullanilacak olan temel kavramlar sunulacaktir. Uzerinde
calisilacak farkli kavramlarin daha anlasilir olmasi adina, boliim dort alt baslik

halinde verilmistir.
2.1 E™ de Hareketler
Tanmm 2.1.1 (Afin uzay) A # @ bir kiime ve bir vektor uzay1 V olsun.
Y:AXA -V

P,Q) — ¥ (P,Q) = PQ 2.)
dontlistimi
1) VP,Q,R €4 icin PR = PQ + QR
2) VP €A vea€eV iqinﬁj = a olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir.

Eger bu sartt saghyor ise A kiimesine V ile birlestirilmis bir afin uzay denir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.2 (Oklid uzayi) A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektor uzayr V

olsun. V de bir i¢ ¢arpim islemi olarak,
VXV ->NR

X=(X1, 0, Xp)

y=(Y1Yn) (2:2)

(x,y) — (x,y)= &ﬁwi{

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimu ile A afin uzayma Oklid uzay: denir

i¢ carpim islemine de standart Oklid metrigi denir. (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 2.1.1 3 - boyutlu standart reel vektdr uzayr R® ile birlestirilmis R® afin

uzaymi ele alalim. Bu R® vektor uzayinda Oklid i¢ ¢arpimu,

(,): R*xR3*-> R



{ x = (X1 X2,X3)

y=(YuY2Y3) (23)

(x»J’) = <x»3’> :21'3=1xiyi

bigiminde tanimlanir. Boylece R3? afin uzay1 3 — boyutlu Oklid uzay: olur ve E3 ile

gosterilir.

Tamim 2.1.3 R iizerinde tanimlanan biitiin n X n lik matrislerin kiimesi R} olmak
tizere, R} deki biitiin regiiler matrislerin ¢arpma iglemi ile olusturdugu gruba genel

lineer grup denir ve GL(n, R) ile gosterilir.
GL(n,R) = {A € R?| det(A) # 0} (2.4)
O(n) grubunun GL(n, R)’ nin bir altgrubu oldugu agiktir.
O(n) ={A € GL(n,R) |A.AT=AT.A=1,}. (2.5)

O(n) deki bir matrisin determinanti i¢in, AAT = ATA = I,, ifadesinde her iki tarafa

determinant fonksiyonu uygulanirsa,

detA.detAT =1 (2.6)
ve
det AT =det A 2.7)
oldugundan
detA = +1 (2.8)

oldugu goriiliir. O halde, O(n) deki bazi matrislerin determinantlart +1’dir. Bu
matrislerin kiimesi matris ¢arpimi iglemine gore bir gruptur. Bu grup O(n) in bir

altgrubu olup SO(n) ile gosterilir. Bdylece su tanim verilebilir.

Tanmm 2.1.4 SO(n) = {A: A € 0(n), detA = 1} kiimesinin ¢arpma islemine gore
olusturdugu gruba o6zel ortogonal grup veya donme grubu denir ve SO(n) ile

gosterilir.



Aym sekilde GL(n,R)’de de determinant1 +1 olan matrisler vardir. Bu matrislerin
kiimeleri de matris ¢arpimi islemine gére birer gruptur. Bu gruba da 6zel lineer grup

denir, SL(n, R) ile gosterilir. Boylece asagidaki bagint1 yazilabilir:
SO(n) = SL(n,R) N O(n)
SL(n,R) ve SO(n) gruplart GL(n, R) nin birer alt grubuna izomorfturlar.

Tamm 2.1.5 (E™ de izometri) d, E™ n- boyutlu Oklid uzay1 iizerinde bir uzaklik

fonksiyonu olmak iizere,
f:E* - E" (2.9)
fonksiyonu i¢in
d(f(X),f(Y))=d(X,Y) XY € E" (2.10)
ise f fonksiyonuna E™ in bir izometrisi denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 2.1.6 (Donme Hareketi) Diizlemde bir A noktasi ve radyan bir a-agisi
alalim. Bir P noktasi i¢in PAP’ = a ve |AP| = |AP'| olacak sekilde P yi P’ noktasina
gotiiren doniisime donme hareketi denir. Sekil 2.1°de bir dénme hareketi

gosterilmistir.

o N\

o

Sekil 2.1. Donme hareketi.
Teorem 2.1.1 E" ile eslesen R™ n-boyutlu standart reel vektor uzayinda
(X,Y) = Z?=1 XY, X= (x1,x2 e Xn )' Y =(ynLY2 - Yn) (2.11)

Oklid i¢ carpimini koruyan ortogonal grup O(n) ile, O = (0, ...,0) noktasini sabit
birakan déonme grubu eslenebilir (Hacisalihoglu, 1998).
5



Boylece herhangi bir donme hareketi altinda, E™ deki bir X noktasinin goriintiisii Y

olmak iizere,
Y =AX, A €0 (2.12)
bi¢iminde yazilabilir.

Tamim 2.1.7 (Oteleme) £, E™ nin bir izometrisi ve eger, X = (x;,%;, ..., X, ) € E"

icin,
f(X) = (Xl + tllXZ +t2,...,Xn + tl’l)’"'ti € R, 1 < i <n
ise f ye E™ de bir 6teleme fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.2 E", n - boyutlu Oklid uzaymin kati hareketlerinden birinin matrisi B

olmak iizere,

[ 17
I ta |
B = | a;j : | (213)
| v
000 1
-[3 1] e
[a;]e0m), 1<ij<n (2.15)

(n+1) X (n+ 1)-lik reel ve regiiler bir matristir. Boylece B ye karsilik gelen
izometri, E™ deki bir X noktasinin B altindaki goriintiisii Y olmak iizere, matris

formunda
Y=A.X+C, Ae0o(n), CeT(n) (2.16)
bigiminde ifade edilebilir.

Tamm 2.1.8 (Genel hareket) E™, n - boyutlu Oklid uzayinda A n x n —lik ortogonal

bir matris, C bir 6telemeye tekabiil eden n X 1 —lik matris olmak {izere

Y=AX+C (2.17)

6



ile verilen bir genel izometrinin ifadesindeki A ve C matrisleri eger, zaman ile
0zdeslenebilen bir t parametresinin fonksiyonlari, ayrica A nin determinant1 1 ve
biitiin karakteristik degerleri farkli ise Y = A.X + C izometrilerinin herhangi birine
E™ de bir genel hareket denir (Tiitiincii, 2009).

Y =AX (2.18)

Bir genel harekette A.X kismina hareketin donme kismi, C kismina da hareketin

oteleme kismi denir.

Doénme hareketlerini yaptiran ortogonal matrisler, anti-simetrik matrisler kullanilarak
Cayley formiilii yardimiyla da elde edilebilir. McCarthy (1990) de bir vektore

karsilik gelen anti-simetrik matris asagidaki gibi tanimlanmustir.
Tamm 2.1.9 § = (s4,5,,53) vektoriine karsilik gelen 3 x 3 - liik anti-simetrik S
matrisi asagidaki gibi verilir:
0 _53 52
S = [ 53 0 _51] . (219)
_SZ 51 0

Bu sayede, donme ekseni belirlenen ortogonal matris, S anti-simetrik matrisi

kullanilarak Cayley formiilii yardimiyla elde edilebilir.

Tamm 2.1.10 (Cayley formiilii) A bir ortogonal matris ve S de bir antisimetrik

matris olmak iizere Cayley formiilii asagidaki gibi verilir:

[S]=[A-1][A+1]71 (2.20)
Cayley doniisiimii ayrica,

[A] = [1=S]7[I + 5] (2.21)

es deger formuna da sahiptir. Bu sayede, bir anti-simetrik matris yardimiyla bir
ortogonal matris elde edilebildigi gibi bir ortogonal matristen de bir anti-simetrik

matris elde edilebilir.



2.2 Lorentz Uzay1

Tamim 2.2.1 Lorentz uzay1 Ef = (R", (,)) metrik uzayidir, (,) metrigi ile asagidaki

sekilde tanimlanir:
(u ) U) = ?z_ll uivi - unvn u= (ull sy un)' UV = (vll sy Un)- (222)

(,) metrigi, Lorentz metrigi olarak adlandirilir, indeksi 1 olan non-dejenere metrik
olarak yorumlanir. E} Minkowski uzayr ve (,) Minkowski metrigi olarak da
adlandirilir. Burada, R™ uzayimnda iken Oklid metrigi diisiiniilecek ve Oklid uzaymi

karsilayan E" ifadesi kullanilacaktir.

Ayn1 zamanda asagidaki gibi yazilabilir,

1 0 O
(u,v)=u"[0 1 0 |v=uTGv. (2.23)
0 0 -1

Lorentz uzayinin alt boyutlar1 asagidaki gibi gosterilir:
n=1, IE% = (]R, ())l <u ,U) = —uv.

n=2, E?=(R%(),(u,v) =uv, —u,v, EZ Lorentz diizlemi olarak ifade
edilecektir (Lopez, 2008).

Tanim 2.2.2 Bir v € E} vektord,

i) (v,v)> 0veyav = 0 ise spacelike,
i) (v,v) <0 ise timelike,

i) (v,v) = 0 ve v # 0 ise lightlike
olarak adlandirilir.

Burada, v =0 olmasi durumunda (v,v) =0 saglamasina ragmen vektoriin

spacelike oldugu belirtilir ( Lopez, 2008).



Tamm 2.2.3 Verilen u € E3 vektori igin +/|(u,u)| ifadesi u vektdriiniin normu
olarak adlandirilir ve |u| ile gosterilir. u vektoriiniin normu 1 ise bu vektore birim

denir.

Sonug¢ 2.2.1

i) u bir spacelike vektor ise |u| = /|{u, u)| ,

i) timelike vektor ise |u| = /—|{(u, u)| olur ( Lopez, 2008).

Tanmm 2.2.4 E} uzayina ait bir lihgt koni, E} uzaymin tiim lightlike vektorlerinin

kiimesidir ve asagidaki sekilde tanimlanir:
C={ve EY(v,v)=0}—-{0,..,0)}
C, alt boyutlarda asagidaki gibi hesaplanir:

n=2 icin, C= {(x,y) € E};x?2—y?=0}—1{(0,0)} biri x—y=0 digeri

x +y = 0 olan iki dogrudan olusur.

n=3icin, C = {(x,y,2) € E3;x% +y2 —z2 = 0} — {(0,0,0)} tepe noktas1 orijin

olan konidir.
Timelike vektorlerinin kiimesi T ile gosterilir ve asagidaki sekilde verilir:
T={ve E}; (v,v) <0}

Sekil 2.2° de gorildigi tizere, T timelike vektorlerin kiimesinin iki bileseni {v €
T; v, > 0} ve {v € T; v, < 0} birbiri ile tam olarak baglantili degildir. Spacelike
vektorler kiimesi daima baglantilidir. C light konisi, n = 2 durumunda birbirleri ile
baglantili dort bilesenden olusurken n > 2 olmasi durumunda iki bilesenlidir.
Lightlike w , spacelike u ve timelike v vektorleri yine Sekil 2.2 iizerinde

gosterilmistir.



timelike

y

spacelike spacelike

timelike

Sekil 2.2. Light koni.

Bu ¢alismada, dual doniisim yardimi ile ortogonal matrislerden semi-ortogonal

matrisler elde edilecegi i¢in asagidaki tanimin verilmesi faydali olacaktir.

Tamm 2.2.5 G Lorentz uzayimin isaret matrisi olmak {izere, bir n X n’ lik A matrisi,

i) AT = GAG veya A = GATG ise semi simetrik,
i) AT = —GAG veya A = —GATG ise semi anti-simetrik,
i) AT = GA G veya A™! = GATG ise semi-ortogonal olarak adlandirilir.

(Oneill, 1983).

E™ ‘de hakeretler boliimiinde, bir vektdre karsilik gelen Oklidyen anti-simetrik
matris verilmisti. Benzer sekilde, Lorentzian anti-simetrik matris de asagidaki gibi

verilir.

Tamim 2.2.6 E3 de S, = (sy, S, 53) vektoriine karsilik gelen 3 X 3 - liik Lorentzian

anti-simetrik S; matrisi agagidaki gibi verilir:

0 _53 SZ
SL == [53 0 _51]. (224)
SZ _Sl 0

10



2.3 Galile Uzay1

Bu bolimde Yaglom (1979) dan faydalanarak dual sayilar kiimesinin cebirsel

Ozellikleri ile Galile diizlemindeki tanimlara yer verildi.
Tamm 2.3.1 (Dual sayilarin vektor uzayi)
R? ={(x,y)|x,y € R}
iki boyutlu reel vektor uzayidir. Dual sayilar kiimesi,
D={Gd=a+c¢ca*|a,a* € R e+ 0, €2 =0}
olmak tizere, (D, +) bir Abel grubu olusturur (Hacisalihoglu, 1993).
D dual sayilar kiimesi tizerindeki i¢ islem (toplama):

+ : DXxD ->D

ve dis islem (skalar ile carpma islemi):
RxD -—-D
(A4,a)— Aa

olmak iizere A = a+ea*, b= b+¢eb*,é = c +ec* A u € Rigin

(2.25)

(2.26)

(2.27)

i) a+b=(a+ b)+e(a*+b")ED

i) @+b)+¢=[(a+h)+cl+e[(a*+Db*)+c*]
=la+(b+c)]+ e[a*+ (b*+ )]

=a+ (b +0)

11
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iii) 0=0+¢0 € Digin
a+0=(a+0)+¢e(a*+0). (2.30)
iv) —ad = (—a) + e(—a*) € D igin,
a+(—a)=(a+(-a)+e(a*+ (-a")) =0. (2.31)
v) a4+ b= (a+ b)+ ¢ (a*+b*)
=b+ a)+e(*+a”) (2.32)
=bh+ a
dir. Boylece (D, +) Abel grubudur.
vi) A.ad =2da+¢e(da*),la,Aa* € Rve A.a € D. (2.33)

vii) A+wa=A+wa+e(A+pa* ia,ua, Aa*, ua* € Rve(A+u)a €D
(2.34)

viii) A (@ + b) = A(a + b) + eA(a* + b*)
=Ala +¢ea*) + A(b + b*) (2.35)
=Aa+ Ab
ix) (Awa = (Awa + e(Awa*, (Awa, (Ap)a* € R
= Aua) + eA(ua*)
= Alua + e(ua*)] ve A+ w)a €D.
= A(ud) (2.36)
X) VaebD, 1eR icinl.a=aeb

Boylece D dual sayilar kiimesi, R reel sayilar cismi {izerinde bir vektor uzayidir.
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Ayrica,

f:DxD - R2
(a,b) — f(ab)=ab (2.37)
fonksiyonu ile D kiimesi R? ile birlestirilmis bir afin uzaydir. Béylece
i) va,b¢ eD igin
aé= ab+ bé dir. (2.38)

ii) YVaieD ve Va€ R?igin @d; = a olacak bicimde bir tek d; € D noktas:
vardir. ad, vektoriinde @ noktasina baglangi¢ noktasi ve @; noktasina da u¢ noktasi

denir. Diger yandan ID nin boyutu R? boyutudur; yani

boyD = boyR? (2.39)
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1993).
Tamm 2.3.24 = a + ea* ve b = b+ eb* € D olmak iizere

(,):DxD - R

S|

(d, 13) — (d,E} =re (d. )

= ab. (2.40)

olarak tanimlanan (,) islemi D tizerinde indefinit i¢ carpim iglemidir (Hacisalihoglu

1993).

Vi=a+ea* ve b= b+eb*€D igin,

i) (d, 13) =(d,b) (Konjuge simetri 6z.)

i) @) (a+b,¢)=(acé)+(be)
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b)  A{a,b) = (Aa,b) (Bilineerlik 6z.) dir.
iii) VvaeDigin,
(G,a)>0=a+0

(@,a) = re(@.a) = a® = 0 dir. Simdi @ # 0 olmasini inceleyelim:
Y

aio{d=a+£0=>(c’i,d)=0
a=0+ea"=(aa =0
dir.

<a,a)=re(a5)=a2<:a=o vea* # 0

Boylece, @ = 0 + ea” dir. a* # 0 olabilir. O halde
(a,d) = 0 olmasina ragmen @ # 0
olabilir. Dolayistyla (, ) islemi D de pozitif tanimlh degildir. (indefinit 6z.)
Tamim 2.3.3 (Baz) a@ € D olmak iizere
d=a+¢ea”

=a.1l+¢ea"

=a(l+0&)+ (0+&)a”

=a(1,0) + a*(0,1) (2.41)

olarak diistiniildigiinde D deki bir bazin {(1,0),(0,1)} oldugu goriilir. € = (0,1)
{(1,0), (0,1)} dual birimdir (Hacisalihoglu, 1993). Ayrica,

((1,0),(0,1))=0 (2.42)
[1+e0]=1 wve |0+4+¢1]=0
oldugundan {(1,0), (0,1)} sistemi ortonormal degildir.
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Tamm 2.3.4 (Galile diizlemi) D afin uzayini1 R? iizerindeki yukaridaki i¢ carpim ile
diisiinerek, D ye Galile diizlemi denir ve (R?, D, {,)) veya G? ile gosterilir.

Tanmim 2.3.5 (Norm) D {izerinde tanimli (, ) islemine gére P = (a, a*) noktasinin O

baslangi¢ noktasina olan uzakligi

¥(0,P) = OP
=a
=a+ea”
olmak iizere,
d(0,P) = ||oP| (2.43)

veya

= |a| (2.44)

olarak tanimlanir. Sekil 2.3” de Galile diizleminde bir noktanin orijine olan uzaklig
verilmistir. Sekil 2.4’ te goriildiigi tizere bir dual sayimin normu reel kisminin mutlak

degerine esittir.

>
b

Sekil 2.3. Galile diizleminde bir noktanin orijine olan uzaklig.
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Sekil 2.4. Bir dual saymin normu.

Galile diizlemini Yaglom’a gore yeniden tanimlayabiliriz. Burada, sadece norm

tanimina deginecegiz. A = (a, b) € R? igin ||. |[tanim,

al, a#0
lan={isr 270 (245

seklinde verilir. Bu norm dual sayilar yardimiyla verilen norm ile a # 0 halinde

cakismaktadir.

Tammm 2.3.6 (Galile diizleminde uzaklik ve o6zel uzaklik) Galile geometrisinde

A(x,y), A;(xq,y,) noktalar1 arasindaki uzaklik
daa, = X1 — X (2.46)

AA; dogru parcasinin x- ekseni iizerindeki PP; projeksiyonunun isaretli
uzunlugudur. Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’da sirasiyla  dyu, Ve 844, uzakliklar

gosterilmistir.

Ay (2, 31)
A(XV

ya,

Sekil 2.5. Galile diizleminde dg 4, uzakligi.
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Ay (x1,¥1)

laﬂ‘q‘_
Alx,¥)

|

|

|

1

1

Sekil 2.6. Galile diizleminde 844, 6zel uzakhgi.

dys, =0 ise x; =x ve A ve A; aym Ozel dogru iizerindedir. Bu durumdaki

noktalar i¢in
Saa, =V1—Y (2.47)
0zel uzaklig1 s6z konusudur (Yaglom, 1979).

Galile diizleminde Sekil 2.7°de goriildiigii tizere herhangi bir ABC tiggenindeki kenar

uzunluklarini inceledigimizde,

dAB =a+b
dBC =a dBC + dCA = dAB (248)
dCA = b

oldugu goriilir (Yaglom,1979).

Sekil 2.7. G? de ABC iiggeninde kenar uzunluklari.
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Sonu¢ 2.3.1 Galile iiggeninde iki kenarin uzunluklari toplami tiiglincli kenarin

uzunluguna esittir.

Tamm 2.3.7 Galile diizleminde sabit bir Q(a, b) noktasina mutlak uzaklig1 r (r €

R*) olan M(a, a*) noktalarinin S kiimesine Galile gemberi denir.
de(Q.M) =7
S¢ = {M(a,a”)|di (Q,M) =17} (2.49)
(x —a)? =r?
p=—-a veq=a?—r? olmakiizere
a’+2pa+q=0 (2.50)

dir. Sekil 2.8’de goriildugii tizere gibi Q merkezli, r yarigapli S;; Galile gemberi, Q
noktasindan r Oklid mesafesindeki iki 6zel (y — ekasenine paralel) dogru iizerindeki
noktalardan olusur. = 0 ise bu iki 6zel dogru cakisir. Onemle vurgulamaliyiz ki,
belirli bir r yarigap: (iki bilesenli 6zel dogrulari arasindaki Oklid mesafesinin yarist)
olan bir S{ Galile gemberinin, Q daki 6zel dogrusu tizerinde sonsuz ¢oklukta merkezi

vardir ( Yaglom, 1979).

y y

~ M(x.y) ~ S
T/ Mex.y)
Q(ab) + Q@b

S S
Sekil 2.8. S;, G2 de r — yarigaph Galile gemberi.
Sekil 2.9°da belirtilen Galile diizleminde birim ¢ember,
S¢ = {P(a,a*)|dg(0,P) = 1} (2.51)
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dir (Yaglom, 1979).
dg(0,P) = 0P|
= |la + ea”|l
= |al

=1 (2.52)

x-l‘ Or |x|

Sekil 2.9. G2 de birim ¢ember.
2.4 Dual Doniisiim
Bu béliimde, tez ¢alismasinin temelini olusturan dual doniisiimiin tanimi1 verilecektir.
Tamim 2.4.1 (Dual doniisiim) n X n — lik matrislerin iki kiimesi asagidaki gibidir.
SO (n) ={A € GL(n,R)|ATA = AAT =I,,detA = 1},
SO(n—1,1) ={A € GL(n,R)|ATGA = AGAT = G,detA = 1},

buradaki G matrisi, G = [In—l 0

1 7 | dirve by, m x nelik birim matristir.

SO (n), E™ n— boyutlu Oklid uzayindaki izometrilerin grubudur. Bu izometriler R™
deki yonlendirmeyi korurlar. SO (n — 1,1) de ET n — boyutlu Lorentz uzaymdaki

determinanti 1 olan semi-ortogonal matrislerin kiimesidir.
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Dual doniisiimii uygulayabilmek i¢in, n X n- lik matrisler asagidaki verilen A

matrisi gibi bloklara boliinmiis olarak yazilacaktir.

B C
A= [D a]

a,, # 0 dir. Buradaki B matrisi, (n — 1) x (n — 1) - lik kare matris, C,(n — 1) X

1 - lik siitun matrisi ve D satir matrisidir. Bu matriste, a,,, # 0 oldugu i¢in,
X={AeS0o(n);a,, #0}
Y={AeSO0(n—-11);a,, #0}
kiimeleri kullanilacaktir.
X ve Y kiimeleri arasinda bir dual doniisiim asagidaki gibi tanimlanir.

f:X-Y

f:A— f(A) == ann(_BD_l)T i , (2.53)

T, matrisin transpozudur.
Ispat f doniisiimi,
f2(A) = f(f(D)
= f(B)
= A
= f2=id.

sagladigindan bir dual doniistimdiir.
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Ornek 2.4.1 3 x 3 - liik bir ortogonal A matrisi asagidaki gibi verilsin.

V31

0 —% 3
aA=|l _¥3 _3
2 4 4

V3 1 V3
L2 4 4

A matrisinin f dual doniisimii altindaki goriintiisii f(A) semi-ortogonal matrisi
asagidaki gibi elde edilir.

3 1 1] [, _% 27

5 7 2 3 V3

_A 1B 3| rs3
IW=F1%7 ° —37(* ° =
V31 N AN

—7 7z 1| V3 V3|

o () -

Ayni zamanda f(A) matrisnin satirlarinin ve siitunlarinin kendi aralarinda i¢ ¢arpimi

sifirdir.
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Ornek 2.4.2 4 x 4 -liik bir ortogonal A matrisi asagidaki gibi verilsin.

| | Lol
N|,_\N|>—\N =N -
1 J

| |I I

l\)|y—\N RPN RN -

N RPN RPN RN -
|

N RN RN RN =

A matrisinin f dual doniisimii altindaki goriintiisii f(A) semi-ortogonal matrisi

asagidaki gibi elde edilir.

0 1 1 1

_ |1 0 1 1
f(a) = -1 -1 0o -1y

-1 -1 -1 =2
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3. LORENTZ UZAYINDA DUAL DONUSUMLERIN KiNEMATIGi

Dohi vd. (2010), ¢alismalarinda tanimladiklar1 dual déniisiim sayesinde, Oklid uzay1
ile Lorentz uzay1 arasinda bir gecisten bahsetmek miimkiin olmustur. Bu sayede,
Oklid uzayindaki bir ortogonal matristen Lorentz uzayinda bir semi-ortogonal matris
elde edilmektedir. Benzer sekilde, dual donilisiim yardimiyla Lorentz uzayindaki bir
semi-ortogonal matristen Oklid uzayinda bir ortogonal matris elde edilmektedir. Bu

nedenle doniisiim, “dual” olarak adlandirilmaktadir.

Asagidaki teorem ile dual doniisiimiin, Oklid uzaymda ve Lorentz uzaymdaki dénme

hareketinin eksenini sabit biraktig1 gésterilmistir.
Teorem 3.1 f dual doniisiimii asagidaki gibi verilsin.
f: SO(3) = S0(2,1)
A — f(A)=B

Do6nme matrisi A nin ekseni ile boost matrisi B nin ekseni, dual doniisiim altinda

degismez veya paralel kalir.

spat A € SO(3) bir ortogonal matris olmak iizere,

A= |Qz1 Az a3

az1 dzz dsz

a;; Qg2 a13]

A — AT ile A min donme ekseni hesaplanir (Ramis ve Yayli, 2010).

(11 Q12 Qg3 a; Aa4sz
A — AT = |az; az; ags|— a12 ap; da4s;
a

[d31 Q32 dsz3 23 Q33

0 A1 —04z1 QAq3 —043zq

= |d21 — Q12 0 Qap3 — A4z
Ld31 — A13 A3z — A3 0

Esitlik (2.19)’ ten, donme ekseninin dogrultman vektorii U asagidaki gibidir:

= (asp — az3,043 — A31,dz1 — A12).

23



Al = U esitliginin saglanmasi asagidaki gibidir.

a11 Q12 A3 [A32 — Q33 a3y — Qp3
a1 Qdpz Az3||A13 —A31| = |A13 — A3q

a3y dzz Aszz]ldz; —4g2 a1 — Ay

Au =

=u

Simdi, bu hesaplamalar E e tagmacaktir. Bunun igin dncelikle f(4) = B € SO(2,1)

nin dénme ekseni bulunmalidir.0; (3) iin bilesenlerinden biri 0F*(3),
07*(3) = {4 € 0,(3); det(4) = 1,a33 > 0}

seklinde ifade edilir. 0" (3) iin sabit biraktigi eksen L olmak iizere, bu tiir

izometrilere boost adi verilir (Lopez 2008).
Qz2 —04z1 4g3
f(A)=B=—|"Q12 Q11 Q3
43 |-a3 —az; 1

olmak iizere, B — B! matrisi ile B nin dénme ekseni hesaplanur.

B l=¢BTe=—|—ay;; a;; as;

Az, —ag a31]
a
33|—ay3 —azz; 1

1 0 —Qy; + a1 Qg3 — Az
B — B_l = —a —aq + azq 0 a3 — A3y
33 | _ _
az1 + a3 az; + azz 0

E3de, dénme ekseninin dogrultman vektdrii w asagidaki gibidir.

- 1
w = _a (azz — Az3,a43 — A31,021 — A12)
33

Boylelikle,

oldugu gortiliir.
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Sp{u} = Sp{w}
oldugundan, A ve B nin donme eksenleri paraleldir.

Ornek 3.1 A € SO(3) matrisi asagidaki gibi verilsin.

V3 1
0 —— =
2
A=|1 _¥3 3
2 4 4
V3 1 43
) 4 4

Ortogonal A matrisinin ve f doniisiimii altindaki goriintiisii f(A) matrisinin donme
eksenleri hesaplanacaktir. Oncelikle E® teki hesaplamalar yapilacak. A — AT,

matrisin donme eksenini bulmamiza yardimci olacaktir.

V3 17 [ 1 V3]
0 —— = 0 g
2 2 2 2
2 4 4 2 4 4
V3 1 3 1 3 3
) 41 L 2 4 4
0 —V3-1 1-+3
2 2
_{1++3
= 0 -1
2
V3—-1
z 1 0

Doénme ekseninin dogrultman vektorii d

) 1-v3 143
a=\1, )
2 2

olarak elde edilir.

Simdi, f(A) = B nin dénme ekseni i¢in B — B~ matrisi hesaplanacaktir.
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4 -2 2]
V3 V3
3
B=|2 o -7
L, 1 4
V3 V3
-1 2 2
p="3 Y &
= VB G
= Z
V3 lf‘é 2 ill
3 r__ gy
B—Bl=|2 0 ——|-| V3 V3
RS I ii
IR
. —2—2v3 2-2v3]
V3 V3
:2+2\/§ 0 4
V3 V3
2—-23 4
V3 V3

<_i 2-2v3 2+2\/§>__i<11—\/§ 1+\/§>
3 V3 0 V3 ) W3\ 2 7 2

W=-—d

il

oldugu gortiliir.

Dolayisiyla Sp{d} = Sp{w} oldugundan A ve B nin donme eksenleri paraleldir.
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Ornek 3.2 A € SO(3) matrisi asagidaki gibi verilsin.

WINWRIN W]~
[
Wl R, WINW N

(3) +(9) +(-3)
& +(-3) +6) -

(Y o -6 -

ve
det(A) =1

oldugundan A € SO(3) oldugu goriilir. Simdi, ortogonal A matrisinin ve f

doniisimii  altindaki goriintiisit f(A) matrisinin donme eksenleri incelenecektir.

A — AT yardimiyla matrisin dénme ekseni,

olarak elde edilir. D6nme ekseninin dogrultman vektorii,

W NWI N W =

Wl Wl NDW| N

o wlhs o

I

o
e wl N =

27
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i=(-303)
Y={"3""3

olarak elde edilir. Simdi, f(A) = B nin dénme ekseni i¢in B — B~ matrisi

hesaplanmalidir.
-1 -1 -1
1 1]
1 —-= = .
B = 2 2| dir.
EREREY
2 2

(-1 + (D= (-1)? =1
o (-

SHERERS

oldugundan f(A) = B € SO(2,1) oldugu goriilmektedir.

-1 -1 -17 -1 1 -1
| 1 1] | 1 1] _
1y = 2| |4 -2 2| [0 =2 0
B—B-lzl 2 2‘—[ 2 2‘= 2 0 1
1 3 1 3 0O 1 0
1 = = 1 —-= =
2 2 2 2

E3} de dénme ekseninin dogrultman vektdrii W asagidaki gibidir.

B

-
u

N W

w=(102) =—--(-1,02) =

wl N

()

oldugu goriiliir.

Dolayisiyla Sp{ii} = Sp{w} oldugundan A ve B nin donme eksenleri paraleldir.
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Ornek 3.3

matrisini inceleyelim.

ve

1
B V2
a=|r L
REERRE
1
5

det(4) =1

oldugundan A € SO(3)tiir. Simdi donme eksenlerini hesaplayalim.

A—AT

dogrultman vektori;

29

11 1111 1
V3 V2 V6| V3 V3
1 1 1 1 1
V3 vz V6| V2 V2
I I
/3 vel L6 6
o Y32 1-47]
6 V6
V2 -3 0 1
6 V6
vZ-1 1 .
V6 V6




e_<_i 1—x/ix/i—«/§>
UV Ve T s

Simdi f(A) = B matrisinin donme eksenini hesaplayalim.

V3 V2 1]
2 2 2
fy=p=|¥3 _¥2 _1
2 2 2
2 G
> 0 -3

Ve,
detB =1

oldugundan f(A) = B € SO(2,1) dir.

V3 vz 1] [V3 V3
2 2 2 2 2
p_pi=|¥3 vz 1L _1
2 2 2 V2 W2
V2 Vel |1 1
> 0 2z 3
o V2-V3 V242
2 2V2
_|v6-2 0 1
2V2 2
V2 -1 1
L2 2 0
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Donme ekseninin dogrultman vektori;

f,_<_12_‘/§ x/€—2>

T\ 2 2v2 7 2v2
. V6
b=—7a

oldugundan Sp{a} = Sp{B} bulunur ve donme eksenlerinin paralel oldugu goriiliir.

Simdi, Lie gruplarmin Lie cebirleri ¢ (n) ve ¢ (n—1,1) arasindaki gegis dual
donilisim yardimiyla tanimlanabilir. Ortogonal ve semi-ortogonal matrisler elde
etmek amaciyla, dual déniisiim Cayley formulii ile birlikte kullanilacaktir. Ozkaldi
ve Giindogan (2010) da Lorentzian matris ¢arpimiyla Cayley formiilii ele alinmisken
Yiica (2021) de Cayley formiilii Oklidyen matris ¢arpimiyla ele alinmis ve bu tezde
bu sekilde kullanilacaktir. Sonug olarak, bir antisimetrik matris kullanilarak Cayley
formiilii yardimiyla bir ortogonal matris elde edilecek, sonrasinda da dual doniisiim
ile E3 te bir Lorentzian semi-ortogonal matris iiretilecektir. Temel kavramlar

boliimiinde (2.20) ve (2.21) de verilen Cayley formiilleri bu esnada kullanilacaktir.

Teorem 3.2 ¢ (n) ve & (n—1,1) sirasiyla SO(n) ve SO(n — 1,1) Lie gruplarinin
Lie cebirleri olsun. Asagidaki gibi bir diagram verilebilir.

h
$¢(n) - 4$(n—-11)
lec N lc
f
so(n) - SO(n-—1,1)

Burada C ve C; Cayley doniisiimleri, f ise tanim (2.4) de verilen a,,, # 0 olan dual

dontistimdiir.
Ispat f o C = C; o h gosterilir. Cayley déniisiimii uygulanirsa,
C(S) =[1=5]1+5]

C(@)=[-gl ' [1+g]
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Bu nedenle,
f(c@) = f(A) =B
(€, o m)(g) = C,(h(9)) = B
Burada h(g) =S, .

Ornek 3.4 a(t) = (sin(t), cos(t), 1) egrisi ve S anti-simetrik matrisi asagidaki gibi

verilsin.
0 -1 cos(t)
S= 1 0 —sin(t)
—cos(t) sin(t) 0

Cayley doniisiimiinii kullanarak A(t) ortogonal matrisini elde edelim.

Al) =13 =S]7' - [I3 + 5]

1 1 —cos()] 1 -1 cos(t)
=| -1 1 sin(t) . 1 1 —sin(t)
cos(t) —sin(t) 1 —cos(t) sin(t) 1
1+sin?(t) —1+cos(t)sin(t)  cos(t)+sin(t)
' 3 2 3 1 -1 cos(t)
— sin(t) cos(t)+1 cos?(t)+1 cos(t)—sin(t) | . 1 1 —sin(t)
3 3 3 .
—cos(t)+sin(t) cos(t)+sin(t) 2 —COS(t) Sln(t) 1
3 3 3

[ sin?(t) — cos?(t)  2sin(t) cos(t) —2 2 cos(t) + 2sin(t)]
3 3 3
_{2cos(t)sin(t) +2  cos®(t) —sin*(t) 2 cos(t) — 2sin(t)
3 3 3
—2cos(t) + 2sin(t) 2 cos(t) + 2sin(t) 1
3 3 3

f(A(t)) = B(t) dual déniisiimii yardimuyla

cos?(t) —sin?(t) —2cos(t)sin(t) —2 2cos(t) + 2sin(t)
B(t) = [-2sin(t) cos(t) + 2  sin?(t) — cos?(t)  2cos(t) — 2sin(t)
2 cos(t) — 2sin(t)  —2cos(t) — 2sin(t) 3
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semi-ortogonal matrisi elde edilebilir. Burada,

sin?(t)—cos?(t)  2sin(t) cos(t)-2 2 cos(t)+25in(t)]

3 3 3 sin(t) sin(t)
2cos(t) sin(®)+2  cos?(t)-sin?(t) 2 cos(t)—2sin(t)| . (t) _ ®
3 3 3 COS COS
—2cos(t)+2sin(t) 2 cos(t)+2sin(t) 1 J 1 1
3 3 3
ve

cos?(t) — sin?(t) 2cos(t)sin(t) —2 2 cos(t) + 2 sin(t) [sin(t)]

—2sin(t) cos(t) + 2 sin?(t) — cos?(t)  2cos(t) — 2sin(t) |- |cos(t)
2cos(t) —2sin(t) —2cos(t) — 2sin(t) 3 1
sin(t)
= [cos(t)]
1

oldugu goriiliir. Bu nedenle A(t) ve B(t), a(t) = (sin(t),cos(t), 1) egrisini sabit

birakir.

Ornek 3.5 S = (s, 2s, s2) ifadesi ile bir S anti simetrik matrisi olusturalim.

Simdi Cayley doniisiimii yardimiyla A(t) ortogonal matrisini elde edelim.

A() = [I3 = S]7'[15 + S]

2s =S 1 —2s S 1
s 41 s? s34+ 2s
s*+5s24+1 s*+5s24+1 s*+5s2+1 1 2 5
_ 3s? 4s? +1 253 —s 5 _f s
= s —s
s*+5s24+1 s*+5s2+1 s*+5s2+1f] o 1
3 _ 3 4
S 2S 25> +s s*+1
4 +552+1 s*+5s2+1 s*+ 552+ 14
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—s* — 352 +1 252 2s3 +4s
s*+5s2+1 s*+5s2+1 s*+5s2+1

_ 65> —s*+3s%2+1  4s3—2s
| s*+5s2+1 s*+5s24+1 s*+45s%2+1
253 — 4s 4s3 + 2s s*—5s2+1
L s4#+5524+1 s*+5s2+1 s*+5s2+ 1

f(A(t)) = B(t) dual doniisiimii yardimiyla B(t) semi ortogonal matrisini elde

edelim.

(—s* 4+ 3524+ 1 —65% 253 + 4s

—5s2+4+1 —5s2+1 —5s2+1
—92 A 92 3 _

B(t) = 2s S 3s“+1 45 2s
—5s2+4+1 — 55241 s*—5s2+41
—253 + 4s —453 — 25 s*4+5s5%2+1
—5s2+1 —5s2+1 — 552 4+ 14

Ornek 3.6 a(t) = (cos(t), t, t?) ile S anti simetrik matrisi,

seklinde elde edilir. Cayley formulii yardimiyla A(t) € So(3) ortogonal matrisini

elde edelim.

At) =[1=S]7HI1+ 5]

—t2

0 —t? t
S=|t? 0 —cos(t)
—t cos(t) 0

_tz
cos(t) — cos(t)
t - cos(t) —t cos(t) 1

t

1+cos?(t) —t%+tcos(t) t2? cos(t)+t
t*+t2+cos?(t)+1  t*+t2+cos2(t)+1  t*+t2+cos?(t)+1 1 —¢2
_ t%+tcos(t) t%+1 t3—cos(t) 2 1
t*+t2+cos?(t)+1  t*+t2+cos2(t)+1  t*+t2+cos?(t)+1
t2 cos(t)—t t3+cos(t) t4+1 —t  cos(t)
t*+t2+cos?(t)+1  t*+t2+cos2(t)+1  t*+t2+cos?(t)+1
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1+ cos?(t) — t* + 2

—2t% + 2tcos(t)

2t cos(t) + 2t

t* +t2 4+ cos?(t) +1
2t% + 2tcos(t)

t*+t?2 +cos?(t) +1
—t*+t* —cos* +1

t* +t2 + cos?(t) +1
2t3 — 2cos(t)

t* +t2 4+ cos?(t) +1
2t2 cos(t) — 2t

t*+t?2 +cos?(t) +1
2t3 + 2cos(t)

t* +t2 + cos?(t) +1
t* —t2 —cos?(t) + 1

[t* + t2 + cos?(t) + 1

t* +t? + cos?(t) + 1

t* + t? + cos?(t) + 11

Simdi f(A(t)) = B(t) dual doniisiimii uygulanirsa,

—t* +t2 —cos?(t) + 1

—2t% — 2tcos(t)

2t cos(t) + 2t

t* —t? —cos?(t) +1

B(t) = 2t% — 2tcos(t)

t* —t? —cos?(t) +1
1+ cos?(t) —t* —t?

t* —t? —cos?(t) +1
2t3 — 2cos(t)

t* —t? —cos?(t) +1
—2t? cos(t) + 2t

t* —t? —cos?(t) +1
—2t3 — 2cos(t)

t* —t? —cos?(t) +1
t* +t% + cos?(t) + 1

[ t* —t? —cos?(t) +1

t* —t2 —cos?(t) + 1

t* —t2 — cos?(t) + 1.

semi ortogonal matrisi elde edilir.
Ornek 3.7 a(s) = (s, 2s,1) ile S anti simetrik matrisi;

0 -1 2s
S=11 0 -—s

—2s S 0

seklinde elde edilir. Simdi Cayley doniigsiimiinii kullanarak A(s) ortogonal matrisini

elde edelim.
A(s) = [13 - S]_l ’ [13 + S]
1 1 =2sT'r11 -1 2s
=|-1 1 S 1 1 1 —S
2s -—sS 1 —2s S 1
(s2+1 2s2—-1 3s
552+ 2 55242 55242 1 1 2
=252+1 4s5% + 1 s 1 { s
5s2+2 5s2+42 55242 25 s 1
—S 3s 2
15524+ 2 55242 5s%4 2
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[ —3s% 452 -2 6s
552+2 55242 55242

_{4s*+2  3s? 2s
552+ 2 5s242 5s242
—2s 6s —552 42

15s2+2 55242 55242

A(s) € SO(3) ortogonal matrisi elde edilir. f(A(s)) = B(s) dual doniisiimiinii

uygularsak;
3s? —452 -2 6s
—5s2+2 —5s24+2 —5s242
A2 2.2
B(s) = 45 + 2 3s 2S
—5s2+2 —5s24+42 —5s2+42
2s —6s 552 + 2
l—5524+2 —5s2+42 —55%+ 2

Semi ortogonal matrisi elde edilir.
Ornek 3.8 a(t) = (1,t,t?) egrisi ile elde edilen S anti simetrik matrisi;

0 —t?> t
=1t? 0 -1

-t 1 0

olsun. Simdi Cayley formiilii yardimiyla A(t) € So(3) ortogonal matrisini elde

edelim.
At) =[1=S]7 1+ S]
1 2 —t] ' [1 -2 t
==t 1 1] -[t* 1 -1
t -1 1 -t 1 1
[ 2 —t2+¢ t2+4t
t4+t2+42  tA+t242 t4+t2+42 )
_I t2+t t2+1 (t-1)(t*+t%+1) l 12 t t
Tt t242 t44t242  (E2—t+1)(t44t242) T -1
—t2—t 341 t*+1 —t 1 1
t4+t242  tH+t242 t4+t242
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(2 —tt —t?

—2t% 4+ 2t

2t2 4+ 2t

t*+t2+2
2t% + 2t

t*+t2+2
_t4_t2

t*+ 2+ 2
2t3 — 2

t*+t2+2
2t* -2t

t*+t2+2
2t3 + 2

tt+t2+2
t* —t?

it + 2+ 2

t*+t2+2

t* + t2 + 2-

Son olarak f(A(t)) = B(t) dual doniisiimii uygularsak;

[ —t* —t% —2t* =2t 2t +2t
t4_t2 t4_t2 t4_t2
2t2 =2t 2—t*—t> 2t3-2

B(t) =
t4_t2 t4—_t2 t4—_t2
—2t2+2t —2t3-2 t*+t*+2
_t4-_t2 t4—t2 t4_t2 i

Semi ortogonal matrisi elde edilir.
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4. GALILE UZAYINDA DUAL DONUSUMLERIN KiNEMATIGi

Bu boliimde, dual doniisiim yardimiyla Galile uzayir ile pseudo-Galile uzaylar
arasindaki gecis verilmistir. Temel tanim ve teoremler sunulduktan sonra konuya

iliskin uygulamalara da yer verilmistir.
Tamm 4.1 X = (x4, x5, ..., X,) € R* olsun, G™,

|x1|' X1 #0

X|| =
11 \/x§+x§+---+x,%, x;=0.

ile birlikte bir Galile uzayidir (R", |[II).

Teorem 4.1 A n X n-lik bir matris olsun,

_[4 C
A=t 7 (4D
- aln -
QAan
burada 4; € SO(n—1)ve C=| ~ |€R}™ (4.2)
LAn—1n

f bir Galile doniisiimiidiir ve
fiG™ > G™
X— f(X)=A4X+C. (4.3)
G3 de, f yardimiyla Shear hareketi tanimlanir.
f:63 > G3
X — f(X) = AX. (4.4)

f ayni zamanda Galilean anlaminda hareket olarak da adlandirilir. Sekil 4.1°de shear

hareketinin donme, 6teleme ve shear kisimlar1 verilmistir.
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Z ey
“Hareketin Oteleme Kismi

Sekil 4.1. Shear hareketi.
Tanmim 4.2 X = (x4, X3, ..., X,) € R™ ve G" bir pseudo- Galile uzay1 (R™, |[|l) olsun.

|x1|, X1 *0

IX1lpe =
i |x3 + x5+ +x2_; —x2|, x;=0.

G3 pseudo- Galile uzayinda,
Fi6t 62
X— f(X)=AX (4.5)
Shear hareketi olarak adlandirilir.

Teorem 4.2 A n x n-lik bir matris olsun,

_[4 C
A= [0 11’
A1n
arn
A €SO(n—2,1), A7* =GATG, G71=GT ve C= : € R olmak
LAn—1n

lizere,

f bir pseudo- Galilean doniisiimdiir.
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f: G - G
X — f(X) = AX + C. (4.6)

Tamim 4.3 a ve a* reel sayilar ve €2 = 0 ise @ = a + ea* kombinasyonu bir dual

say1 olarak adlandirilir. Burada & dual birimdir.

Tiim dual sayilar kiimesi, reel sayilar alani lizerinde degismeli bir halka olusturur ve

D ile gosterilir.
D° = {@ = (a,,8,,85)|8; € D,1 < i < 3}

D halkas: iizerinde bir modiildiir. D —modiil veya dual uzay: olarak adlandirilir. D3

un elemanlar1 dual vektorler olarak adlandirilir.

Dohi vd. (2010) da verilen f dual doniisiimiinti yardimiyla, ortogonal matrislerden
semi ortogonal matrisler elde ederiz. Bu boliimde, dual dontisimii G™ ve Gt Galile

uzaylarina tasiyacagiz.

Teorem 4.3 A € G™ asagidaki gibi verilsin,

L
i=| 4 s
l an—an
0..0 1
burada, A € SO(n — 1).
g bir dual dontistim tanimlar,
g:G" - GI
P
Ao g@)=5=|A . |
l an—an
0..0 1

f, (2.4) te verilen dual doniistimdiir, boylece f(A) € SO(n — 2,1) oldugu goriiliir.
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Ispat g asagidaki esitligi sagladig igin bir dual doniisiimdiir,

g*(4) = g(g(A)

=g(B), f*=id
=A
= g% = id.

Ornek 4.1 A 3 x 3 tipinde asagidaki gibi bir matris olsun,

1

1

B
V2 V2
0 0 1

Galile matrisi A ya g dual déniisiimii uygulariz. Sonra g(A) = B pseudo-Galile

matrisini elde ederiz.

B R )
B=1-1 v2 -2|
0o 0 1

Ornek 4.2 A matrisi asagidaki gibi verilsin.

_1 1 —_
— 0 — V2
V2 V2
1o 1 0o 2
A__lol 2
V2 V2
Lo 0 o0 1

Galilean A matrisine g dual déniisiimiinii uygularsak g(4) = B pseudo-Galile

matrisini elde ederiz.

¢
Il
ool

oo RO
I <|
=N NN

OﬁIOb—\
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Ornek 4.3 Bir parametreye bagli A matrisi asagidaki gibi verilsin.

t2(—t2+1) 2t(-t+1) 2(t3+1) I
frt2 ottt rietz -
2t(t+1) —t*—t?>+2 2t(t—-1)
A=| Tre+2 Tt +2+2 t+2+2 V2|
2(e3-1) 2t(t + 1) t2(t? —-1)
trtz rre+z treiz C
0 0 0 1-
A matrisine g dual doniisiimiinii uygularsak,
—t*—t2+2 =2t(t+1) 2(t3+1)
t2(t2 - 1) t2(t2—-1) t%2(t*—-1)
—2t(—t+1) 2t(t—1)
s@=8=|"@-n '  B@-D
—2(t3—-1) =-2t(t+1) t*+t>2+2
t2(t2—1) t2(t2—1) t2(t2-1)
0 0 0

pseudo-Galile matrisi elde edilir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Oklid uzay1 ve Lorentz uzay: arasinda bir gegise imkan
saglayabildigi diistiniilen dual doniisiim tizerinde g¢alisilmistir. Dual doniistimiin iki
uzayda da donme eksenlerini sabit biraktig1 incelenerek o6rnekler verilmistir. Ayrica,
Cayley formiilii ve dual doniisiim ile verilen komutatif diagram tizerinde calisilmus,

uygulamalar yardimiyla teoremler pekistirilmistir.

Bu tez ¢alismasinin devami olarak dual doniisiimler dual uzaylarda c¢alisilabilir ve

bunlarin geometrik uygulamalar1 incelenebilir.
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