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Bu tez c¢alismasmin Qiris boliimiinde esitsizlik ve konveks fonksiyon
kavramlarinin tarihsel gelisiminden bahsedilmektedir. Kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlari iizerine genel bilgiler verilmigtir. Kuramsal Temeller baglig1 altinda tezde
kullanilan temel tanimlar, kavramlar ve teoremlere yer verilmistir. Materyal ve
Yontem adli kisimda da Atangana-Baleanu, Caputo-Fabrizio kesirli integralleri
hakkinda genel bilgiler verilmis ve tez calismasinda kullanilacak lemmalara yer
verilmistir. Son bolim olan bulgular kisminda Atangana-Baleanu, Caputo-Fabrizio
kesirli integral operatorlerini kullanarak eksponansiyel konveks fonksiyonlar igin

esitsizlikler elde edilmistir.
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I’ [’nin igi
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L (¢p , a)p) [¢, a)] araliginda kompleks degerli Lebesque anlaminda 6lgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi

f f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

max Maksimum

min Minimum

D f (t) Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden tiirev operat6ri

1. f(t) Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorii

Dy f (t) Genellestirilmis Caputo-Fabrizio kesirli mertebeden tiirev operatorii
2o DI f (1) Caputo anlamida Atangana-Balenau kesirli tiirev operatorii
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2P17{f(t)}  Atangana-Balenau kesirli integral operatorii
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi matematigin hemen hemen biitiin dallarinda yer almakla
beraber fizik, mihendislik, iktisat gibi alanlarda da yaygin kullanim alanina sahiptir.
18 yy’ a kadar bu alanda yapilan ¢alismalarin sayis1 az olup licgen esitsizligi, aritmetik-
geometrik esitsizlik gibi birkag esitsizlikle sinirli olmasina ragmen bu ylizyildan sonra
bu alanda yapilan ¢alismalarin sayisi artmistir. Chebyshev, Gruss, Hélder, Minkowski,
Young gibi birgok esitsizlik literatiire eklenmistir. 1934 yilinda Hardy ve arkadaslari

tarafindan yazilan “Inequalities ” adl1 kitap bu alanda yazilan ilk kitaptir.

Konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisinin gelisiminde 6nemli bir rol
almaktadir. Konvekslik kavraminim kokleri her ne kadar M.O 2000 yillarina dayansa

da ilk ¢calismalar 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V Jensen tarafindan ortaya konmustur.

Kesirli tiirev ve kesirli integral konularini igeren kesirli analizin baslangici 30
Eyliil 1695 tarihinde L’Hospital’ in Leibniz’e yazdigi mektupta sordugu ilging soruyla

a"f(x)

ppe turev

baglamistir.  L’Hospital —mektupta Leibniz’e n.dereceden

1. . - oo -
notasyonunda n = 5 I6In sonucun nasil olacagini sormustur. Leibniz ise “Bir giin

faydali sonuglar ¢ikacak agik bir paradokstur” diye cevaplamistir. Boylelikle kesirli
analiz kavrami ortaya ¢ikmis ve bu alanda 300 yi1l boyunca birgok ¢alisma yapilmistir
Oyle ki 21 yiizyilin en 6nemli analiz konularindan biri olmustur. Gunimize kadar
bir¢ok kesirli integral operatorii tanimlanmig ve tanimlanmaya devam etmektedir.
Riemann-Liouville, Hadamard, Raina, Prabhakar ve Katugompola kesirli integral
operatorleri bircok arastirmaci tarafindan yogun bir sekilde ¢alisilmigtir. Bu tezin
amact Atangana —Baleanu ve Caputo-Fabrizio kesirli integral operatoriinden

yararlanarak eksponansiyel konveks fonksiyonlar icin yeni esitsizlikler elde etmektir.

2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde tezde kullanilacak 6nemli kavram ve tanimlara yer verilmistir.



2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Tanim ve Ozellikler

Tamm 2.1.1.(Konveks Kiime) R bir lineer uzay M < R olsun eger ¢,y e M

o €[0,1]olmak tizere
Az{z eR:z =G(/)+(1—G)(//} cM

ise M kimesine konveks kiime denir. A kiimesine ¢ ve y sinir noktalarina sahip

kapal1 bolge denir. z € A ise A ’nin i¢ noktasi olarak adlandirilir (Kreyszig 1978).
/ Y

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Tamm 2.1.2. (Konveks Fonksiyon) S, R de bir aralik ve f:S — R bir fonksiyon

olmak tizere her ¢, S ve o €[0,1] igin
f (a¢+(1—a)a))£0'f (¢)+(1—G) f (a))

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecaric ve ark. 1992).



y A

f(b) |-

t f(@)+(1-t) f(b)

f(ta+(1-t)b)

f(a)

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

2.2. Baz1 Temel Konveks Fonksiyon Simiflar:
Tamim 2.2.1. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon) f:R, — R ve se (0,1]

o’ +y° =1 olmak lizere her ¢, >0 igin

f(op+yw)<o*f(g)+y°f ()

sart1 gercekleniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir
(Orlicz 1961).

Tamm 2.2.2. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon) o, >0, oc+w =1 ve

s €(0,1] olmak Uzere tim ¢, w R, igin f: R, — R fonksiyonu

f(op+yw)<o*f(g)+y (o)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir

(Breckner 1978).



Tamm 2.2.3 (m-Konveks Fonksiyon) f:[0,7] - Rve z >0 olsun. Her ¢,w<[0,7]

,o€[0,1] ve me[0,1] igin
f (G¢+ m(l—a)a)) <of(¢)+m(l-o)f(w)
sart1 gercekleniyorsa f fonksiyonuna m—konveks fonksiyon denir.

Burada m=1 segilirse yukarida verilen tanim klasik konveks fonksiyon tanimina

dontisiir (Toader 1988).

Tammm 2.2.4. (Quasi-Konveks Fonksiyon) P c R bostan olmayan konveks bir

kiime f:P — R bir fonksiyon olsun. V ¢,we P ve o €[0,1]

f (op+A-0)w) <sup(f (9), (o))
ise f ’ye quasi—konveks denir. Eger;
f (op+ (1—0)w) <sup{f (4), T ()}
ise f ’yekesin quasi—konveks fonksiyon denir (Dragomir 1998).

Tamm 2.2.5. (J-Konveks Fonksiyon) S, R’ de bir aralik olmak iizere V ¢,w e S

icin

2 2

(£r2)< 01

gercekleniyorsa f fonksiyonuna S (zerinde Jensen konveks veya J— konveks

fonksiyon denir (Mitrinovic 1970).

Tamm 2.2.6. (Godunova—-Levin Fonksiyon) Negatif olmayan f: S — R fonksiyonu

verilsin. Her ¢,w e S, o €(0,1) olmak tizere



f(0'¢+(1—0')a))£ 1E(¢)+ f(a))

o 1-o

esitsizligini sagliyorsa f ’ye Godunova-—Levin fonksiyonu denir (Godunova ve

Levin 1985).

Tamim 2.2.7. ( Log-Konveks Fonksiyon) S, R’ de bir aralik olmak iizere f: S — R

bir fonksiyon olsun. Eger log f konveks ise veya her ¢, e S ve o €(0,1) igin

f(op+(1-0)o)<[f(#)] [ f ()]

esitsizligi gercekleniyorsa ise f fonksiyonuna log—konveks fonksiyon denir

(Pecaric ve ark. 1992).

Tamim 2.2.8. (Wright-Konveks Fonksiyon) f: S — R bir fonksiyon ve @ > ¢, >0

sartlar1 altinda V. o+ a,¢ € S icin

f(g+a)-f(¢)<f(o+a)-f(w)

esitsizligi saglanmiyorsa f’ye S c R’de Wright —konveks fonksiyon denir
(Dragomir 1998).

Tamm 2.2.9. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon) f:S — R bir fonksiyon olsun.

® > ¢, > 0sartlart altinda V@,0,0+a €S veVa e [0,1] icin

Lt (ap+1-0)0)+ 1 (1-0)6+ o) | <sup 1 (9). 1 (o)
veya

_[ o)+ f(g+a)|<sup{f(9), f (o+1)}



herhangi biri gercekleniyorsa f’ye S € R’de Wright —quasi —konveks fonksiyon
denir (Dragomir 1998).

Tamm 2.2.10. (P —Fonksiyon) f:S — R R ‘de negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Vn,veS,o€[0,1] olmak iizere;

f (o77+(1—0')v)£ f(n)+f(v)
gercekleniyorsa f fonksiyonuna P —fonksiyon denir (Dragomir 1995).

Tammm 2.2.11. ( h —Konveks Fonksiyon) h:S ¢ R — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. f:1 — R negatif olmayan fonksiyonu Ve, 1,0 €[0,1] icin

f (op+(1-0)w)<h(o) f (¢)+hl-0)f (v)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna h—konveks fonksiyon denir (Varosonec
2007).

Tammm 2.2.12. (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon) f: K € R — (0,0) pozitif

degerli bir doniisiim igin eger
efTP+(1-D)0) < 7o/ (D) 4 (1 — 1)/ (@) ¢, weK T E€[0,1]

gercekleniyorsa f doniisiimiine K Uzerinde eksponansiyel konveks fonksiyon denir

(Antczak 2001).

Tamm 2.2.13. (Eksponansiyel s-Konveks Fonksiyon) se[0,1] olmak tizere

f:K € R - R fonksiyonu i¢in eger

o (7)) o 50 1(#) | (1-o) of(@ $0ecK re[0,1]

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyon eksponansiyel s— konveks fonksiyon denir.

d+w

Bu tanimda 7 :% almrsa e/ (50 < % [ef®) + e/ @] elde edilir (Antczak

2001).



Tamim 2.2.14. (Eksponansiyel m-Konveks Fonksiyon) m e(O,l] iken f:K CR -

R fonksiyon icin eger

ef(A-D¢+tm10) < (1 — )/ @) + mrf(w) PweK te[0,1]
esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona eksponansiyel m - konveks fonksiyon denir.

1 ¢+mw ef(¢)+mef(w)
T=7 alinirsa 7 ) < — ¥ ¢, weK

elde edilir bu fonksiyona Jensen m - konveks denir (Rashid ve ark. 2019).

Tamim 2.2.15. (Eksponansiyel Quasi-Konveks Fonksiyon) K kiimesi bos olmayan
konveks kiime olmak tzere f fonksiyonu igin

ef @+Y@=0) < qupfef/ @) of @) v wek vel0,1]
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna eksponansiyel quasi-konveks fonksiyon

denir.

Yukaridaki tanimdan;

f(@)

of(#r(o-9) (1- ;/)ef(m +ye

bu da her eksponansiyel konveks fonksiyonun eksponansiyel quasi— konveks
oldugunu ancak tersinin dogru olmadigini gosterir (Noor 2019).

Eksponensiyel konveks fonksiyon kavramimin farkli bir versiyonu asagidaki gibi
tanimlanmustir.

Tammm 2.2.16. (Eksponansiyel Konveks Fonksiyon) f:K S R—->R ¢,weK

o€ [O,l] ve aeR iken fonksiyonu eger;

f (o) +ow)<(1-o) (9),  f(e)

ea¢ eaw

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna eksponansiyel konveks fonksiyon denir.
o =0 alinirsa eksponansiyel konveks fonksiyon tanimi konveks fonksiyona doniistir
(Awan ve ark. 2018).

Teorem 2.2.1. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [¢,w] arahginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde



Tf(a)da Sf‘f (G)‘dG (¢ < @)
¢ ¢

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic 1970).
2.3.0zel Fonksiyonlar
Tamm 2.3.1.(Gama Fonksiyonu) w >0 i¢in
[(y)= ]O.aw‘le”da
0

ile tanimlanan fonksiyona Gama Fonksiyonu denir (Kannappan 2009).

Tamm 2.3.2. (Beta Fonksiyonu) ¢, >0

o’ (1- a)v/fl do

I
O ey

B(o.w)
seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir (Rainville 1971).

3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve Integrali

Tamm 3.1.1 (Atangana-Baleanu Kesirli Tirev) fel'(4 ), ¢<w, £€[0,1]
iken

D: £ (k) = B(g)i f(k)E, {—g(’z_k)g ]dk

"SD; f (k)= f(g)f f'(k)E, {—g(k"{)g }dk.

Burada B(&) normalizasyon fonksiyonu olup; B(¢)>0, B(0)=B(1) =1 seklindedir
(Atangana ve Baleanu 2016).



Tamim 3.1.2 (Atangana-Baleanu Kesirli Integral) f e (¢, a)), p<m,
P 6[0,1] iken

212 (£ (x)) = f(zc)+;z|lf(k)(k—zc)g_ldk

Burada B(&) normalizasyon fonksiyonu olup; B(¢)>0, B(0)=B(1) =1 seklindedir
(Atangana and Baleanu 2016).

3.2. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev ve Integrali

Tamm 3.2.1 (Caputo-Fabrizio Kesirli Tirev) fel(4 o), ¢<x<w olsun. Bu

durumda, ¢e(0,1) olmak lizere &.mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli
tirevleri

—&

D () Iexp( gl(K_k)jf (k) dk K>

D f (k)= ?E‘?Texp[_gik_’()}f (k) dk K<

seklindedir (Caputo ve Fabrizio 2015).

Tamm 3.2.2 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali) f L(¢, a)), ¢ <Kk <w olsun.

Bu durumda, & €[0,1] olmak lizere &.mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli
integralleri

(1) ()=

f(x)+ Bfg)If(K)dk >

(CF|;f)(K'):B(€)f(K') Bfg)jf(lc)dk K<®

seklindedir (Caputo ve Fabrizio 2015).

3.3. integraller icin Holder Esitsizligi

11
p>1 ve 5+a:l olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml1 ve integrallenebilen iki

fonksiyon olsun. | f|” ve |g|”, [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise
1

Tlf<x>g<x>|dxs[j|f<x>|"dxj flotwr o]

¢



esitsizligi gegerlidir (Mitrinovic 1970).
3.4. Integraller i¢in Power-Mean Esitsizligi

q>1 ve %4—%:1 eger f,|f|,g ,|g|q [¢,0] araliginda tamimh ve

integrallenebilen fonksiyonlar ise

(4] @

ﬂf<k>g<k>\dks@\f<k>\dkjq(ﬂukmg(k)\“ dk]“

¢ ¢
esitsizligi gegerlidir (Mitrinovic 1970).

3.5. Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler
Oncelikle Hermite-Hadamard esitsizligi hatirlatilacak ardindan farkli fonksiyon

siniflar1 i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

I R’ de bir aralik olsun. ¢,welve ¢<w olmak lzere f:lIc R->R
konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

f(¢;a’jg wig}jif(k)dksw

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
bilinir (Pecaric ve ark. 1992).

Teorem 3.5.1 f:1 c R—- R integrallenebilir bir eksponansiyel konveks bir
fonksiyon ise

® —ak —ak

f(¢+w]£ 1 J-f(ll(()dkse f(g)+ef(w)
2 ) w-¢y e 2

esitsizligi gecerlidir (Awan ve ark. 2018)

Ispat. f eksponansiyel konveks fonksiyon olsun, bu durumda

2i(52)< 10, 10

2 ) e e

yazilir.

x=(1-k)p+keo ve y=k¢+(1-k)w degisken degistirmesi yapilirsa;

ot (¢+wj£ f((1-k)g+ko) f(kg+(1-k)o)

2 ea((lfk)qﬂka)) + ea(kqﬂ(lfk)w)

Bu ifadenin k ’ye gore [0,1] araliginda integrali alinirsa

10



f(¢+“’j< L Tf(k)dk (1)

2 ) wo-¢y e~
esitsizligi elde edilir.

f fonksiyonu eksponansiyel fonksiyon oldugundan;

f((1-K)g+ko)<(1-K) fe(af)” f (o)

eaa)

yazilir.

Bu esitsizligin k "ye gore [0,1] araliginda integrali alinirsa

k < (2)

1 % f(k)d e f(g)+e ™ f(w)
a)—¢~£ e 2

(1) ve (2) esitsizlikleri toplandiginda ispat tamamlanmis olur.

3.6. Cesitli Integral Ozdeslikler

Bu bolimde arastirma bulgularini elde etmek igin kullanilan integral esitliklerine yer
verilecektir.

Lemma 3.6.1. g,welve ¢<w olmak lzere f:1 c R— R fonklsiyonu 1" ’de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun Eger f'e L[¢, a)] ise

f(g)+f (o)
2

(©=¢)
2

O e

_ T f (k)dk = (1-2k)f (kg +(1—k)w)dk
o—¢,

esitligi yazilir (Dragomir, 1998).

Lemma 3.6.2. g,welve ¢<w olmak lzere f:] c R - R fonklsiyonu 1" ’de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f'eL[¢, o] ise

f(a’);‘f(¢)_wi¢zf(k)dk

11



esitligi gecerlidir (Alomari ve ark 2010).

Lemma 3.6.3. g,welve ¢<w olmak lzere f:] c R— R fonklsiyonu 1" ’de
ikinci mertebeden tirevi olan bir fonksiyon olsun. f", [¢a)] Uzerinde
integrallenebiliyorsa

f(g)+ (o)
2

@j’k(l—k)f "(k¢p+ (1-K)w)dk

1 [
- f(k)dk =
w_¢£ (k)

esitligi yazilir (Alomari ve ark. 2010).

Lemma 3.64. g¢welve ¢<w olmak Uzere f:Ic R—- R 1 ’de ikinci

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun Eger f'e L[¢, a)] ise

(0-X)f(@)+(X=-@)f(g) 1 j f (k)dk
w—¢ w=¢y

(0-x)°

_(X_¢)21 _ ' _
= .([(k 1) f (kx+ (1 k)¢)dk+—w_¢

j(l— k) '(kx + (1—k)w)dk

esitligi elde edilir (Kavurmaci ve ark. 2011).

Lemma 3.6.5. g,wel ve ¢<w olmak lUzere f:1 € R - R fonksiyonu 1 ’de
ikinci mertebeden tirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger f"eL[¢, o] ise

LTf(k)dk— f ("”‘"]
o—¢5 2

_ (”_2¢) j m(k)[ f "(k¢+(1-K)o) + f "(keor+ (1-k)¢)]dk

esitligi elde edilir. Burada

2 ke [O,l)
m(k) = ) 1
(1-k) ke|=,1
2
seklindedir (Sarikaya ve ark. 2010).

Lemma 3.6.6. f:[¢,w] = R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ < w,

¢€[01],k€[d,w] iken Atangana-Baleanu kesirli integral operatérii igin

12



_ (K_ ¢)£+1 ' n g+2 h g+1 ot

_(8+1)B(8)F(8)f (4) (8+1 !1 k) k (1-k) ¢)dk
(a)—K')Hl I 1 g+1

_(g+1)B(g)F(g)f (a))+(8+1 ! "(keo+(1-k)x )k

esitligi gegerlidir. Burada I'(.) Gama fonksiyonudur (Set ve ark. 2021).

Lemma3.6.7. f:[¢P, wP] - R diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. & €(0,1)
,p>0ve 0<¢<w olmak iizere f eLP (¢p,a)”) iken g(x)=x"ise ABK-integral
operatori igin
ABKpls {(f Og)(K‘)}+ ABKple {( f og)(K)}
(K‘ ) ( )+ o’ — K'p) ( ) 2(1—8)f(l(‘p)

p B(E)F(E) B(¢)
p(‘lB_ .(1[1 kP) kP2t (kP + (1K) 4"
) (a) _K €+1 1

jkspkp-lf (kpa)p+<1—kp)1<p)dk

0

{.’ lB
esitligi gecerlidir (Butt ve ark. 2021).

Lemma 3.6.8. f:[¢, w] » R fonksiyonu (¢,a))[]zerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. ¢ <, £ €[0,1] ve x €[, w] olmak lizere Atangana-Baleanu kesirli
integral operatorleri icin

ABI _
f (x,&,0,0) —

ABI;+K{.':(¢+_COJ} AS|;+K{.':[¢+UOJ} AEIK+w{f(K+a)j} A{fl;ﬂ{f(K_Fw)}
s\ 72 : 2 2 : 2

a0 1w o )2 (55 o552

13



TS RN [ EREy)
= 25B(5)F(5);[2f K 2¢dk+£2f K¢ |dk

_ e+l 1, ¢ _ 1l ¢ _
_ (0-x) J‘k_f'(ﬁ,(+_ka))dk+]‘k—f'(ﬁx+ﬁwjdk
2°B(&)T(e)| g 2 2 2 2 2 2

0 0
esitligi gecerlidir (Set ve ark. 2021).

Lemma 3.6.9. f:K c R— R fonksiyonu (¢, a)) uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyonolsun. ¢ <w, f'el [¢, 0], £€[0,1], x €[4, w], B(&)>0 normalizasyon

fonksiyonu olmak tizere

o-¢

2

(1-2K)F (kg +(1-k) o) dk - :((al)__‘;)) f(x)

O e

_ f(¢)"2‘ f (Cf))_g(Ba)(iL)[(cglsf)(K)+(CF|ag)f)(K)i|

esitligi gecerlidir (Gurblz ve ark. 2020).
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4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu boliimde klasik integral operatorler yardimiyla eksponansiyel konveks
fonksiyonlar icin ¢esitli integral esitsizlikler ispat edilmistir.

4.1. Eksponansiyel Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilen Esitsizlikler
Teorem 4.1.1. p,wel ve p<w olmak Uzere f:flcR->R 1 ’de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f | [¢, a)] uzerinde eksponansiyel

konveks bir fonksiyon ise

15



esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.1 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak asagidaki
esitsizlik yazilabilir.

f)+f(w) 1 ¢ o0l
m_¢£ (k)

‘—j 1-2K)f (ke + (L k)a))dk‘

2
s(‘"2¢)h1 2K)|| (kg + (1— K))| ck
:“’T¢ !(1 2|1k + (1K) dk+ [ (26 D) (kg + (1K)

|f| eksponansiyel konveks oldugundan,

f(9)+f(0) 1 F ek

» i@_zk)(k%ﬂu)%%k
e Jl'2k—1)(k felgf)+(1—k)$Jdk

yazilir ve gerekli islemler yapilip integraller hesaplandiginda

Teorem 4.1.2. ¢,welve ¢<w olmak Uzere f:1 € R —» R fonksiyonu 1" ’de

fg+f(o) 1
2 o—¢

T f (k)dk| <
¢

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun Eger |f '|q, [¢, a)] uzerinde eksponansiyel

konveks fonksiyon ve p > 1, i+1 =1 ise
q

16



eaa)

"It '(a))|q}q
2 |

f(g)+f(0) 1 Tf(k)dks (0—¢) [
g 2% (pe1)s
esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.1 ve integraller icin mutlak deger dzelligi kullanilarak asagidaki
esitsizlik yazilabilir.

_|(e= ¢)'1f(1 2k)f '(kgp+(1— k)w)dk‘

f(p)+f(0) 1 ok

2 w—¢ 2
f(9+f(o) 1 ¢ _(0-¢)}
5 — m[f(k)dk - !\(1 2K)|| f '(k¢p+ A~ K) )| k.

Bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanarak,

1

(@-9) . U|l 2K) dkj @|f'(k¢+(l—k)a))|qkoq

elde edilir.| f | eksponansiyel konveks oldugundan,

Gl (Hl Zk‘ko [:[k

(-9) [ ' f'(w>|“}q
1 p%?

e

g fle)__ jf(k)dk

_m

1
4 q
dk}

1L 1 eaa}

2 “(p+1)»

f()+f(0) 1 ¢
> w_¢£f(k)dks

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.3. g,weclve ¢<w olmak lzere f:I1 c R— R fonksiyonu 1" ’de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun Eger |f '|q, [¢, a)] uzerinde eksponansiyel

konveks fonksiyon ise g >1ligin

f(o)+f(w) 1 ¢
> w_¢£ f (k)dk

esitsizligi gegerlidir.
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Ispat. Lemma 3.6.1 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

f(g)+f(w 1 ¢ w—4@) 7
()2 ( )—w_¢£f(k)dk:( - )'([(1 2k)f (kg + (1 k)a))dk‘
(- mﬂl 2)|f (kg +(1—K))| dk

2

0
esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige Power —Mean esitsizligi uygulanirsa;

o=d) (ﬂ 1- 2k |dkj 1@|(12k)||f'(k¢+(1k)a))|qkoq

bulunur.|f | eksponansiyel konveks 6zelligini kullanarak;

(UEICE e

f(g)+f(w) 1

2 o—@

< @(i\(l—Zk)\dkj p {i‘(le)‘{k

elde edilir ve gerekli integral hesaplamalar1 yapildiginda

f (k)dk

S —8

),

e’

qukJé

(1 k)‘fe( ?)

1
f(g)+f(o ) o-¢||T'(4)],| (o) |"
f (k)dk|<
2 J. () 2 ea¢ ‘+ eaw ‘
2 g
bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.14. g,welve ¢<w olmak lzere f:1 c R > R fonksiyonu 1" ’de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f ', [¢, @] Uzerinde eksponansiyel

<a)—¢
-8

Ispat. Lemma 3.6.2 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanlarak

konveks fonksiyon ise

f<w>;f<¢>_wf¢zf(k)dk

(),

e’

f'(w)l}

an
€

esitsizligi gecerlidir.
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@
- (1+K —k too(14k 11—k

_“"¢ﬁk f (ﬂqﬁ LK j‘korjk f (%a)+%¢j‘ }

0
esitsizligi yazilir. | f | eksponansiyel konveks oldugu igin,

1 ' 1 '
I 1+k L1k F() ok + [ Lrk|f (@), 1-k[F(9)]),,
4 2 | e L2 e |T 2] e” |
elde edilir. Gerekli integral hesaplamalar1 yapildiginda
Ho)+ ()1 f (o= et]| @), [ (@)
2 - -8 e”’ e ‘

bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5. g,wel ve ¢<w olmak iizere f:1 ¢ R - R fonksiyonu | ’de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f|*, [¢, @] tzerinde eksponansiyel

konveks fonksiyonve p>1 1 +1 =1 olmak (izere
P q

f(g)f

e’

o [é
a(p+1) | L4

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.6.2 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak
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f(a)) 1 ¢
f(

w— ¢j!
(ﬂqj - kakok (“k 1_2k¢)dk}
(Ekonto Jace [ Bk oo

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlige HOlder esitsizligi uygulanarak;

e
Ukpko @ (1+k 1—|<¢]q 1

q
dk
elde edilir. | f " eksponansiyel konveks oldugundan;

e

sa’;¢ﬁ

0

|

2 o—¢

flo)+f(¢) 1 Tf(k)dk

1
q q
dk]

f(”);f(¢)— : If(k)dk

f(g)f

S

o [é
4(p+1)% 4

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.6. g, welve ¢<w olmak lzere f:1 c R — R fonksiyonu 1" °de

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f |", [¢,®] Uzerinde eksponansiyel
konveks bir fonksiyon ise g >1 olmak (izere

f(w)zf(¢) a);}jzf(k)dk

f'(¢)|q+i q
e | 12

f'(4)

L5
e’

12

f(o)

eaa)

12

an
e

_(0-9) F f'<w>|T

1
Q:lq

1
+ —_—
[12

31
q

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.2 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

flo)+ () wl [ (k)
%H(—k) f '(%w%wjdmim '(%m%@dk}‘

1
f (ﬂ¢+ﬂwj dk+J'k f (ﬂw+ﬂ¢) dk
2 2 2 2

0
yazilir. Bu esitsizlige Power-Mean esitsizligi uygulanarak;

sa); “k

0

IR

4

f '(ﬂ¢+ﬂa)]
2 2

<

fo)+f(s) 1 Tf(k)dk

2 w—¢@

f '(ﬁa)+ﬂ¢j
2 2

bulunur. | f " eksponansiyel konveks oldugu i¢in

21
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IA

f(“’);f(m— S If(k)dk

), 1
e” | 12

12

an
€

_(0-9) F

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem4.1.7. g,we | ve ¢ < w olmak lizere f:1 c R - R fonksiyonu I *de ikinci
mertebeden tirevi olan bir fonksiyon ve |f | [¢, a)] uzerinde eksponansiyel konveks
bir fonksiyon ise

f(p)+f(ow) 1

- —a)_¢£f(k)dk <

(0=0] { ROM "(w)}

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.3 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak

f(g)+f(o0) 1
2 —¢@

(o=9)° ¢ j k(LK) f "(Kg+ (1—K)w)dk

T f (k)dk|=
4

Gy ¢) j|k(1 || f (ke + 1—K)o)|dk

~¢) j(k —k?)| f "(kgp + (1—K) )|k .
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esitsizligi ya2111r.|f"| fonksiyonu [qﬁ,a)] araliginda eksponansiyel konveks

oldugundan;

f(g)+f(o) 1 % ( Hf(@ ‘f(w)}
> — [ (k)| < +(1-k)
olur ve gerekli islemler yapildiginda,
f)+fle) 1 Tf(k)dk<(w—¢)2[f @), f"(w)q
2 ¢ T 24 et | e

elde edilir.

Teorem 4.1.8. d,welve ¢<w olmak lzere f:I c R —> R fonksiyonu 1" ’de

ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. |f'|", [¢,@] zerinde bir

eksponansiyel fonksiyon ve p >1 i+1 =1 ise
P q

2

=g [ T+y* [0 [ |
v | T(2p+2) e e

f@)+f(@) 1 %o
w—¢£ (k)dk| <

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.3 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak

He)p o) _ If(k)dk

‘( j K@—K)f "(kg+ (L—K)w)dk

R Gl ¢) j|k(1 || f (kg + (1—K)o)|dk

esitsizlik yazilir. Bu esitsizlige Holder esitsizligini uygulayarak,
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f(g)+f(o) 1 %
> w_¢£f(k)dk

1

< @[‘[(k —kz)pdkj [£| f'(kg+(1-K)o)[* dk]

elde edilir.|f *|" eksponansiyel konveks oldugundan,

O Te) L fs oo

-

@=8) [t Loy o4 |1 (¢) f(w)a
szu(k—k) dkj u [ +(- k)| |]

bulunur ve gerekli islemler yapildiginda;

=g [ r(p+" [ |6 @) |
L IT(2p+2) e e

1+=
q

f(9)+f(w) 1 ¢
> w_qjj;f(k)dks

olur ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.9. d,welve ¢<w olmak lzere f:1 € R — R fonksiyonu 1°° de

ikinci mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. |f'|*, [¢,®] (zerinde bir

1
Q:|q

Ispat. Lemma 3.6.3 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak

eksponansiyel fonksiyon ve q>1 ise

TN

e

f (o)
ea(u

1

6.2 ¢

(o= ¢){

esitsizligi elde edilir.

Aha (‘") j f (K)dk| =

2 - ( Ik(l k)f "(k¢+(1—K)w)dk

S G ¢) j|k(1 || £ "(kgp+ (1K) )| dk
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2

o]

yazilir. |f "|q eksponansiyel konveks oldugundan,

F@)+F(@) 1 ¢ o
w_¢£ (k)

_Q\l—-

U (k—K2)|f "(kg+ (L~ K)) dkj

f(p)+f(0) 1 Pt ok

2 o—¢@
(a)_¢)2 i 2 ]
< - u(k k)dkj

U?(k—kz)[k

gerekli islemler yapildiginda istenen esitsizlik elde edilir.

FoRE

)

Teorem 4.1.10. J,welve ¢<w olmak lzere f:l cR—> R 1 ’de ikinci

+(1- k)‘

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. | f'|*, [#, @] Uzerinde bir eksponansiyel

fonksiyon ve p >1, l+1=1 ise
P q

f(¢)+f(co)_ 1 %
- w_¢£f(k)dk

<(a)¢)2( C(p+)’ 1 Pf ‘@ |f @) D

2 pr(2p+2) 2q| e* e’
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 3.6.3 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

f(g)+f(o0) 1
2 w—¢

T f (k)dk
4

:‘@jka—k)f "(kgp + (1—K) w)dk

s@i(k—kz)ﬁ "(kg + (L K)w)| dk

yazilir. Young esitsizligini kullanarak;

f(p)+f(w) 1 ¢
> w_¢£f(k)dks

(0-¢)’ jw—kﬁp+ﬁ"«¢+a—Mdek
2 o P q
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** nun eksponansiyel konvekslik 6zelligi kullamilarak;

2

f@)+f(@) 1 %o
w_¢£ (k)

(o ¢) Lrﬁj<k ) Ik|f @, k)|f (o)f 'kJ

o

2 pr(2p+2) 2q| e* e™

< (a)—¢)2£ F(p+1)* 1 Pf ‘@[T @) D

yazilir ve ispat tamamlanmais olur.

Teorem4.1.11. g,welve p<w Xxe[p w|olmak lzere f:1 c R - R fonksiyonu

I">de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f| [¢a)] Uzerinde

eksponansiyel konveks fonksiyon ise

(@=xX)f(0)+(X-9)f(s) 1 ]')f(k)dk
w—¢ o=@y

<1|f'(x)|{(x—¢)2+(a)—x)2}+ 1 {( 9|1 @), (o= )2|f'(a))|}
) )

6 e~ o—¢ 3(w—¢ e e

esitligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.4 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

(@-X)f(@)+(x-¢)f(g 1 ]')f(k)dk
w—¢ wo—¢y

j(l k)| '(kx+ (L— k) ¢)| dk + (‘" X) j(l k)| f '(kx+ (1— k) @)|dk

yazilir. | f /| fonksiyonun eksponansiyel konveks oldugu igin,

(0-X)f(@)+(x-@)f(g) 1 Tf(k)dk

o—¢ o—¢
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(a) x) J-(l k)( |f(X)| e k)|f(w)|j

PN =g +@=x2 ] 1 [(x=g)'[T Q)] (0-%°|f (o)
6 e w— ¢ (CO _ ¢) ea¢ eu®
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem4.1.12. gwelve ¢<w xe[¢ w]olmakizere f:I c R — R fonksiyonu

I">de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f '|q eksponansiyel konveks

fonksiyon ve p>1, l+—=1 ise
P q

(0-x)f(@)+(x-@)f(g) 1 Tf(k)dk

o—¢ o—¢
1 zf'qf'q% o 00 | "o
e (O | L IR B (R

(p+1)s 2° (0—9)
esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.4 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak

(@-Xf(@)+(x-¢)f(g 1 ]')f(k)dk

o—¢ o—¢

(X J'(l k)| (kx+ (1— k)¢)|dk+(‘” X)’ j(l k)| (kx+ (1 k) )|k

yazilir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanarak,

(@-X)f(0)+(x—9) F(#) 1TfWMk
o—¢ o=@y

1 1

() @(1— k)? dk]p @ Fi(kx+ (1— k)¢)|‘*jq

1 1

L(o=x) @(1— k)’ dkjp @ Fi(kx+ (1— k)a))|q]q

27



elde edilir, | f '|* eksponansiyel konveks fonksiyon oldugundan;

(@-X)f(@)+(x-g)f(p 1 Tf(k)dk
w—¢ w—¢y

1

=) Fr1 e e PP Tl F [ ‘
S !(1 k)" dk !k | +1-K)
Lo=x) Jl.(l—k)pdk ’ Jl'k G k)‘ T
a)_¢ 5 5 eax
1 o | () f'()qé o | T ) | F o
N 1 2 (x=9) ( e“i(I 4 e“f I J #H@=x) [ e“i(I " eg:))I }

(p+1)r 2% (w—9)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem4.1.13. gwelve ¢<w Xe[g w]olmakizere f:I c R - R fonksiyonu

I *de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger g >1ve |f '|q eksponansiyel

konveks fonksiyon ise

(@-Xf(@)+(x-¢)f(¢ 1 ]')f(k)dk

o—¢ o—¢

1[f’ A 2[ 1
efj’I j +(w-x) [5

1

S| (x9) {6
2 Y(w—9¢)

f (X)I

' q
f(x)| +l
™ | 3

eaX | 3

f '(w)|“]q

eaw

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.4 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak

(0-x)f(@)+(x-@)f(g) 1 Tf(k)dk

o—¢ o—¢

:_<X—¢>2j(k_1)f-(kx+(1_k)¢>dk (@=x° j (L-K)F (kx+(A— k)w)dk‘
w—¢ 0 o=

< %]a— K)| f '(kx+ (1—K)g)| dk +@j(1— k)| f '(kx+ (1— K) )| dk
-9 w—9 3
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yazilir. Bu esitsizlige Power-Mean esitsizligi uygulanirsa,

(0-X)f(@)+(x-@)f(g) 1 Tf(k)dk
w—¢ =9y

(X—¢)2 1 ~ lfé 1 ~ ' B q%
SW££(1 k)ko [!(1 k)| f(kx+ (2 k)¢)lj

+(“’_);)2u1'(1 k dk]_[_[(l k)| f '(kx+(1- k)a))|j

a)_

elde edilir. | f " eksponansiyel konveks fonksiyon oldugundan,

(0-X)f(@)+(x-@)f(g) 1 Tf(k)dk

o—¢ o—¢

< (x=9) #)’ [ | o f(X)
i [jl k) dk] u(l k)( ‘

0

(0-X°( ¢ f(x)|*
+“;7(j(1 k dk] U(l k)[ ‘

0

‘- k)‘

)
I

1

L k)‘ f (‘")

bulunur ve gerekli islemler yapildiginda;

(@-X)f(@)+(x-¢)f(g 1 ]')f(k)dk

(0—¢ a)_¢¢

1|f" Yo 2( 1
ea(f)I j +(0=Xx) Lg

—+
e(ZX | 3 eaw |

2 Yw—9)

yazilir ve ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.1.14. g,wel ve ¢d<w olmak lzere f:Ic R—> R 1 ’de ikinci

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun Eger f"e L[¢, o] ve |f'|,[4, @] Uzerinde

3(16 ){ }

eksponansiyel konveks fonksiyon ise

(o)

f"(w)
elZ(A)

@),

S |
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elde edilir.
Ispat. Lemma 3.6.5 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak asagidaki

esitsizlik yazilabilir

P+

l @
ﬂlf(k)dk—f(Tj

K[| f "(kg+ (1= K)o)|+|f "(kor+ (L—k)g)| | dk

O v [

(o—9)
2

+ j @-K)?[|f "(kp+ (1= K)@)|+| f "(ko+ (L-k)g)| | dk

2

yazilir. | f *|, eksponansiyel konveks oldugundan,

¢+w)
2

1 w
— | f(kK)dk - f
oo 10 (
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f (60)

fie [
(5ol o

+ (1—k)‘¥de

+(1- k)‘

p

(o-py |']
j(l—k)z(k
b 2o | f (@)

+J1'(1—k) (k‘e—‘ (1- k)‘

<))

bulunur ve bdylece ispat tamamlanmuis olur.

f "(a))q

eaw |

f "(¢)| .

e

Teorem 4.1.15. gd,wel ve ¢<w olmak lzere f:I c R— R 1 ’de ikinci

mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger |f "|q eksponansiyel konveks

fonksiyon ve p>1, i+1:1 ise
P q

(e

3|f (a))|q q 3| f"(9)
e | Tlel e

1| f () T

eaa)

£,

e | i)

8

__(o-9) {8

" 27 (2p+1)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 3.6.5 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelligi kullanilarak
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LTf(k)dk— f ("”‘”j
o—¢5 2

K[| f (kg + (1—K)@)|+|f "(keo + (1-k)¢)| | dk

N
O — o |

+[@=K)? [ "(kg+ 1= K)@)|+| f "(ko+ A—K)g)| |dk

2

yazilir. Bu esitsizlige Holder esitsizligini uygulanirsa,

LTf(k)dk— f ("”‘”j
o—¢5 2

[f(kz)"ko [f\f "(k¢+(1—k)w)‘q]

0

(kz)"kop(

2 E 1
p

1

|1 "(ka)+(1—k)¢)‘qJ

+
O eV |
O e V|

(1-Kk)Pdk | | [|f"(kg+(1-k)@)|" dk

+
N | P C—
N | P C—

o+
a

(1-Kk)Pdk | | [|f "(ko+(1-k)g)[" dk

+
N | P e
N | P C—

elde edilir.| f "/ eksponansiyel konveks oldugundan;
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1 ¢ P+
—l (k)dk—f( > j

F-R

q

t'(¢)

ea

+(1—k)‘%

1

+(1-k) ‘—f ;f)‘ ]dk
+(1—k)‘% ]dk
]dk

+
Ot |
—
~
I\
S~
-

o
~
Ct—— v

(L)
e

q

Afaerro| i[k\fgff)

o |~
Q|

(U k)‘ s

1 1
+ [(1-k)*" dk
o] |
2 2
yazilir ve gerekli islemler yapilip integraller hesaplandiginda;
¢ (¢+ a)j
2
1
3| f "(a))| q
e” | 8

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

1
Q:|q

Teorem 4.1.16. ¢,wel ve @J<w olmak lzere f:l c R—-> R | ’de ikinci

@,

e“¢| 8

3 f "(¢)

e

1 f"(w)
R

(0-9) {
8

T 271 (2p+1)

8

mertebeden tirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger f'elL[d,®], q>1 ve [f"[
s (¢+a)j
2
1
q |q 5
+
192

33

eksponansiyel konveks fonksiyon ise

=

t'@)

f"(w)
e | 64

eaw

" q
f (a))| N 1
e” | 64

f "(¢)|T

e |

< (a)—¢)2 ﬂ:
-1 192
24 1



esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 3.6.5 ve integraller icin mutlak deger 6zelligi kullanilarak
_t (¢ + a))
2

K[| f "(kg+(1—K)o)|+|f "(keo + (1-k)g)| | dk

IA
—
S
|
-
~—"
N
O N |

+ j @-K)?[] f "(kg + A=K)w)|+| f "(keo + (1—K)g)| ] ck

2

yazilir. Bu esitsizlige Power-Mean esitsizligini uygulanirsa,

(5

Q|

(1-K)*| f "k +(1-K) )| dk

+
N | P —
—~
[EEN
|
=~
~—
)
(o}
~
N | P —

(1-K)*|f (ko +(1-k)9)|" dk

+
N | P C—
—~
[EEN
|
=~
~—
N
Q.
~
N | P C—
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(2

+(1—k)‘7f’
e

Q|-

jk{k\m‘*

e

T

— q
1 1 n n
+ (=) dk || Ja-k) |k dk
: 1 .
1 1
1 d 1 n n d
+ [(a-k)dk | | [(a-k) ‘ +(1- k)‘ dk
; Y 4 :
elde edilir. Gerekli islemler yapilip integraller hesaplandiginda;
—jf(k)dk—f("”wj
w—¢ 2
) 1 1
o=d) | 5@, 1@ [, ]| 5 [f@[, 1T
B 24% 192| e | 64 RE 192| e | 64| e* |

olur ve ispat tamamlanir.

Bu kisimda Atangana-Baleanu kesirli integral operatorler yardimiyla elde edilen baz1
integral esitsizlikler sunulmustur.

4.2. Atangana-Baleanu Kesirli integral Operatorler Yardimiyla Eksponansiyel
Konveks Fonksiyonlar Iicin Elde Edilen Esitsizlikler

Teorem 4.2.1. f:[¢,w] = R¢ <w olmak lizere (¢,a)) acik araligmin alt kiimesi

olan I° ‘de diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f"eL[d,o] ve |f'
fonksiyonu [¢,w] araliginda eksponansiyel konveks fonksiyon ise Atangana —

Baleanu kesirli integraller icin x €[¢,®], ¢ €[0,1] olmak tizere
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AB AB (K—¢)‘ f(¢)+ a)—K) f(a))

¢|K{f(K)} I {f(K)}_ B(E)F(E -

(k—¢) i (¢)+(a)—lc)ﬁl f'(w) ~ 2(1-¢) f (x)
(e+1)B(&)I(¢) B(¢)

B S LA T L) }
(6+1)B(s)0(g)|| e~ (g+2x @ e |(+3)
. (w—rc)“z i f"(w) | 1 }
(8+1)B(8)F(5)_ e” g+3 ‘ g+2 g+3

esitsizligi gegerlidir. Burada I'(x) Euler gama ve B(g) normalizasyon

fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.6.6 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelliginden

(¢)T(¢)
(x—¢) " (¢)+(0—x) i (a))_ 2(1-¢) f (k)
(e+1)B(&)I(¢) B(¢)

(=) g e (1 N
_(g+1)B(g)F(g)-([(l k)™ | F " (kae+ (1K) 6 ek

(@—x) j(k)"”\f"(kw+(1—k)x)\dk

(e+1)B(&)I(¢)

yazilir. |f*| fonksiyonu [¢,w] tizerinde eksponansiyel konveks oldugundan;
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(K—¢)g+l f '(¢)+(a)—lc)g+l f'(w) 2(1-¢)f(x)

(e+1)B(&)I(¢) B(¢)
s(gfsg?z)r(g)+£(1—k)”1{k‘f;7(f) +(1—k)fe"T(f)}dk+

(a) _ K)5+2

(£+1)B(£)T(e) +,I(k)g+1{k‘%

+(1_k)‘m

aK

}dk

(x—¢)™"* I 1 f'(x)] 1 |f "(¢)|}

“G+1B(s)T(e) | (c+2)(c+3)

N (a)_K)HZ +_ 1
(5 +1)B(8)F(5) (8+3)

e~ +(g+3) e‘”“

t'() 1 f "(K)q

e | (e+2)(c+3)| e*

esitsizligi elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.2. f:[¢,w] = R, ¢ <w olmak lizere (¢, ®) agik araliginin alt kiimesi
olan I"de diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f "e L, [¢,®] ve |f"[' fonksiyonu

[¢, a)] araliginda eksponansiyel konveks fonksiyon ise Atangana —Baleanu kesirli

integraller icin
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o

esitsizligi elde edilir. Burada p*+q'=1 ve xe[g 0],

normalizasyon fonksiyonudur.

c€[01] ve B(e)

Ispat: Lemma 3.6.6 ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden,

1

S(3+1 ! \f (kx+(1-k)g \dk
6 1
el
0

\f (ko+(1-K)x \dk

+(g+1

Yazilir. HOlder esitsizligini uygulayarak
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AB| & AB (K_¢)U f (¢)+(w_K)E f (a))

S1 ()b + 21 () - B(e)I(¢)

(c=9)" £'(9)+(0-x)" (@) 2(1-2)f(x)
(e+1)B(e)T (&) B(#)

T U ] o 0nef o
(i

0
(Cl) _ K)g+2

e+ D)B(e) ()

j (esue dk) +Cﬂf "(keo+(1-k)x)| dkf

0 0

bulunur. |f"[* fonksiyonun [¢,®] tzerinde eksponansiyel konveksligi kullanilarak,

q
}dk
q
}dk

esitsizlikleri elde edilir. Gerekli integraller hesaplanirsa istenilen sonug elde edilir.

q

” f "(kz<+(1—k)¢)‘q dk < i[k‘% +

hf (kao+(1-k)x)[ d <l“

@

+(1- k)‘f"(’()

akK

Teorem 4.2.3. f:[$,w] = R, ¢<w olmak lizere (¢,w) agik araliginim alt kiimesi
olan I”de diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f "e L, [¢,®] ve |f"[' fonksiyonu

[¢, a)] uzerinde eksponansiyel konveks fonksiyon ise Atangana —Baleanu kesirli

integraller icin

" - (x—¢) f(¢)+(0—«) (o)
wIK{f(K)}"' wIK{f(K)}_ B(2)T(¢)
(k=) £'(9)+(0-x)" F (@) 2(1-¢)f(x)

(e +1)B(&)T(¢) B(¢)
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3 (K_¢)€+2 1 N
~(e+1)B(&)T'(¢)| p(ep+p+1) 2q

N (a)—]{)£+2 1 N
(e+1)B(&)l(¢)| p(ep+p+1) 2q

esitsizligi elde edilir. Burada p*'+q'=1 ve xe[gw]|, £€[01] ve B(e)

normalizasyon fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.6.6 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelliginden

I ()} + 21 f (K)}‘(K_(/ﬁ)g f

o K

£ (kic+ (1K) 6 )fdk

(a)_ K)a+2

"(e+1)B()T(2) (k)™

f*(keo+(1-k) x|k

yazilir. Young esitsizligi kullanilarak,
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) 21 {1 (o)) - LT o) T

B(#)T(¢)
(x=9)" £(p)+(0-x)" f'(w) 2(1-¢)f(x)
(+1)B(2)T(¢) B(z)
S(gf&;g)r(g)h{“ k)P dk + —ﬂ (kie +(1-K) ) dk}

((0 _ K)g+2

+(8+1)B(5)F(g)[%j-(k)g+lpdk —ﬂ (ko +(1-k)x) dk}

0

esitsizligine ulagilir. |f "|q fonksiyonun [¢, a)] uzerinde eksponansiyel konveksligi

kullanilarak
i1 (e i ) - L) T,
(x=9)" 1(9)+ (0-x)" 1 () 2(1-¢) f (x)
(e+1)B(&)I(¢) B(e)
s(ﬁ(f)];?)? ) [%l (1-K)“2" dk + q:[[k fe(K) +(1-K) fe(f)q]]
*<e+(332;r<e>[ﬂ(k)w"“ﬂ(k% 1| )H

elde edilir. Gerekli integraller hesaplanirsa istenilen sonug bulunur.

Teorem 4.24. f:[¢p,w] = R ,¢ < olmak lzere (¢, a)) acik araliginin alt kiimesi
olan I"de diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f "e L, [¢,®] ve |f"[' fonksiyonu

[¢, a)] araliginda eksponansiyel konveks fonksiyon ise Atangana —Baleanu kesirli

integraller igin
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AB AB | & (K_¢)‘ f(¢)+ a)—K) f(a))
IK{f(K)} IK{f(K)}_ B(g)F(E B
(=9) " 1(9)+(@-x)" (@) 2(1-2)f ()
(e+1)B(&)T (&) B(¢)
[ [ |

o
=}

+ (0-x) ( 1 )1() +
(8+1)B(8)F(5) E+2 (8+3) (6‘+2)(8+3)

esitsizligi elde edilir. Burada «e[¢, @], £€[0,1], =1 ve B(&) normalizasyon

fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 3.6.6 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelliginden

ABI { } AB| {f } ( ¢)8 f}g¢)+(a)_’()€f(w)

(£)T(e)
(k=g)" 1 (P)+(0-x)" f (@) 2(1-¢)f (x)
(e+1)B(e)T(¢) B(¢)
(g+1 j \f (kx+(1-k) \dk
+(8+1 j \f (koo+(1-k)x \dk

yazilir. Power- Mean esitsizligini kullanarak;
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AB AB| & (K_¢) f(¢)+(a)_K) f(w)

wIK{f(K)}+ wIK{f(K)}_ (g)F(E)

(k=) (@) H(e-x) T [ (@) 2(1-2)f(x)
(e+1)B(&)T(¢) B(¢)

(K‘—¢)g+2 i L)t H%) h AT ot (1— i é
(8){[5(1 k) ko u(l ) [ (ke +(1-K) )| dk]]

(a)—/c)ﬁ2 - 17%) el
+[<s+1>B<s>r<s>m(k) | [!(k)

elde edilir. |f'|' fonksiyonun [g,@] zerinde eksponansiyel konveksligi

f "(ka)+(1k)z<)qdk]q]

kullanilarak
ABy & AB| & (K_¢) f(¢)+(a)—K) f(a))
fulK{f(K)}+ wIK{f(K)}_ B(£)T(¢) -
(x—¢) o (¢)+ a)—ic)‘g+1 f (a))_Z(l—g) f(x)
(e+1)B(&)I(¢) B(¢)

(k—g)" ﬂj(l_k)g+1dkjl(;) @‘(l—k)ﬂl[k\f "(x) +(1-K)|f "(¢)‘q}dk)1

+£(3f](j;l;z(<€)';;(g)}|:(:[(k)g+l kol(q) @(k)g+l[k‘f (a))‘q +(1—k)‘f "(K)‘qj|dqu]

bulunur ve integraller hesaplandiginda istenilen esitsizlik elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.5. f:[¢,w] —» R fonksiyonu (¢,)uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. | f /| eksponansiyel konveks ve ¢ < @, £€[0,1] ve x €[¢, @] olmak

Uzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri igin
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(s, |1 (9) (x|, |1 (@)
. (K__¢)5+1 eaK ea¢ (a)—K')‘Hl eak eaw
< +
flrede) 2°"B(&)I(¢) e+1 2°"B(&)I(¢) e+1
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 3.6.8 kullanilarak
ABI f(k.¢.0,0)
£+1 '1[ ke (ﬂ 1 k¢j k+j.k—éf'(ﬂ 1+k¢jdk_
) 12 2 2 |
- e+l 1,¢ l 7
+—(a) <) Ik— f'[1+kr< 1- ka)j I (—K‘ ﬂw} dk
25B(5)F(5) 0 2 2 2 0 2 |
yazilir.|f | fonksiyonun eksponansiyel konveksligi kullanilarak;
‘ABI
f(K,E,¢,a))
(k=) |tk (1+kj|f'(/<)| (1—kjf'(¢)_ 1_&'(1«) f'(x) (1+kjf'(¢)_
2°B(£)T (&) !2 2 e "2 ) e _dk+£2 L2 )] e~ 2 ) e _dk
. (o—r)™ jg (1+kj|f'(zc)|+(1—kjf‘(w)_dk+j~£_[1—k) f'(zc)+(1+kjf'(a))_dk
2°B(e)T(e)|3 2|\ 2 )| e= 2 ) e |32l 2 )] e 2 ) e |
N oL i}
o 1 f (K) J(kg ks+1)dk+_ f gf) J'(ke_kgﬂ)dk
< (K—¢) 4| e™ 0 € 0
T 2°B(e)T (1) & !
(8) (8) +£ f (K) J'(k kg+1 dk+— J.kg_'_kﬁl
i 4| e |y 0 ]
N . X i}
RE f (K) j(kf+kf+l)dk+— Lt (ff)) (ke —Kke) ok
N (a)—]() 4| e*™ 0 e 0
2°B(&)T (1) & ()|
(£)0(e)) 1 f (K) (ke ke dko+ = L (”) (ke +ke)k
|4 e g e |4 |
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f'(x)
B (K_¢)g+1 ea,( ea¢ N ((O—K)Hl ea,(
B 2°"B(&)I(¢) e+1 2°"B(&)I(¢) e+1

f'()

aw
€

+

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.6. f:[¢,w] —» R fonksiyonu (¢,)uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. |f'|q eksponansiyel konveks fonksiyon, ¢<w), ge[O,l] ve

ke[po], pt+qt=1, q>1 olmak Uzere Atangana-Baleanu kesirli integral

operatorleri igin

o |~

(9" ( 1 ”3f'<x)“+f-<¢)” f'<,<)‘*+3f-<¢>“}q
_25+1B(5)F(8) 2p(8p+1)

1 ji 3|t () @) T [[f () <3t (@) |
)

(a) r K)8+1
+
2°"B(e)I(g)| 2P (ep+1 4 4
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.6.8 kullanilarak

AB
If

(x.6.4,0)

1l¢
f '(ﬂx+ﬂ¢j dk+ [ | f '(ﬂx+ﬂ¢] dk
2 2 ) 2 2 2

1y,¢ _
f '(ﬂx+ﬂa)) dk+I— f '(ux+ﬂa)j dk
2 2 5 2 2 2

esitsizligi yazilir. Holder esitsizligini kullanilarak

(x-¢)" { K

“2B(e)I(e)|] 2

st [

"2B(e)T ()1 2

0

0
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o |

o _(k=9)”
- 2°B(e)I(e)

AB

f(x,e.4,0)

o {5

bulunur.Boylece
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AB
If

(x.6.4,0)

o |~

4 4

N ECEUCA NI L)
- 27B(e)(e)| 2° (ep+1)

<w—x>f“{ 1 Ji 3| (e |1 (@) |10 3l (o) |
2 (ep 1)

"2 B (&) (e)| 2° (ep 1 4 4

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.7. f:[¢, w] = R fonksiyonu (¢, a)) uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. |f*

eksponansiyel konveks fonksiyon, ¢<w, c€[0,1] ve
Ke[¢,a)], p'+q'=1, g>1 olmak Uzere Atangana-Baleanu Kkesirli integral
operatorleri igin

ABI
f(k.6.0,0)

E [ ()]

eaK ea¢

S ( _¢)8+l ( 1 ]_'_
2°"B(e)T(g)[( 2" p(ep+1) q

. f'(x) ‘
N (CO— )L+ [ 1 ]4_ e
2°"B(e)T(e)[| 2" p(ep+1) q

aw
e

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 3.6.8 kullanilarak

/—\BI
f(k.6.0,0)

(x=9)" [I ke

“2B(e)I(e)|) 2

1l¢ _
f '(ﬂx+ﬂ¢j dk+jk— f '(ﬂx+ﬂ¢J dk
2 2 2 2 2

0
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(a) _ K)s+1

"2B(e)I (¢)

Tt o

yazilir ve Young esitsizligi kullanilarak,

BE

e+l

(x=¢)
25B(5)F(5)

ABI

f(x.ep0) =

e+l
. (0—x)

fal-
2[1(5 a2
A

2B ()T (¢) {%I(k?]p dk}

1
k?
5

(K
2

A

2

3

—K+—o
(5

f'(ﬂx+
2
f '(ﬁx+

f'(ﬂK-i-
2

1+k

1 k¢j
1+k

)
1-k j
—w
2
1+k J
—w
2

I

'

dk

. ;
dk}

q

ko

elde edilir. |f '|qnun eksponansiyel konveks olusunu kullanip gerekli hesaplamalar

yapildiginda istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.28.  f:[¢$,w] = R fonksiyonu (¢, w)uzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. |f " eksponansiyel konveks fonksiyon, ¢<w, c€[0,1] ve

ke[po], pT+qt=1 g>1 olmak lzere Atangana-Baleanu kesirli integral

operatorleri igin
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/—\BI

f(k.6.0,0)

. q N . q N
) 1] (26+3) f(x) + F(9) P (x) (26 +3) F(¢)
- (K'_¢) [ 1 ) q em( ea¢ . eaK ea¢
_2£B(8)F(5) c+1 4(5+1)(£+2) 4(£+1)(£+2)
f q f q ! ' q q
o4l 1| (26+3) ' (x) - F(o) ' (x) (26+3) F()
. (a)—K) ( 1 j q eazr eaw . earc eaw
2°B(e)T'(e)\e+1 4(8+1)(8+2) 4(8+1)(8+2)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Lemma 3.6.8 kullanilarak,
AB
If(K,g,¢,(u)
£+l 1 1,6 .
jk— (* v k¢jdk+f—f'(u l+k¢jdk
ZSB 0 2 2 5 2 2 2
_ e+l 1, ¢ B 1¢ B
T Gy [ f'[ﬂmﬂwj dk + [ f'(u +ﬂa)J dk
ZgB(g)F(E) 0 2 2 2 5 2 2 2

yazilir. Bu esitsizlige Power —mean esitsizligi uygulanirsa,

(x=¢)" U (k?jdkj .

“2B(e)(2)

ABI

f(x,e.4,0)
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f (ﬂx+

2

2

1-k
7“5)

Uf (Lhpiteky

]

1

q
dk

q
dk

ok




O ey
VR
|\J|’§
e

e 1T

"2 B(e) (e) -

(i) o] -

bulunur. | f '|q nun eksponansiyel konveks olusunu kullanip gerekli hesaplamalar

ok
=

O ey

yapildiginda istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.9. f:K c R - R fonksiyonu (¢,w)uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. |f| eksponansiyel konveks fonksiyon, ¢<w, f'el [ ] ,

€[0,1] , x €[¢,®], B(&)>0 normalizasyon fonksiyonu ise

f(g)+f ()

IO (MR R

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma3.6.9 ve |f| eksponansiyel fonksiyonu kullanilarak,

e B - Sl (i)

<2 ¢I 1-2K)|| f (ke +(1-k) )| dk

220

f (o)

e(l(l)

f'(4)

ea

+(1-k)

jdk
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_ C"T‘¢ j(l—Zk)(k f

yazilir ve ispat tamamlanmis olur.

4.3. ABK-Kesirli Integral Operatérler Yardimiyla Eksponansiyel Konveks
Fonksiyonlar icin Elde Edilen Esitsizlikler

Bu bolimde Atangana-Baleanu kesirli integral operatOriine nazaran daha genel
sonugclar tireten ABK kesirli integral operatorler kullanilmistir.

Teorem 43.1. f:[¢P,w’] >R ve £€(01),p>0 ve 0<g<w olmak lzere
fell (¢”,a)p) iken | f | eksponansiyel konveks fonksiyon ise ABK-kesirli integral

operatorler igin

CEA(Feg) (k) + (T o g) (1)}
_(Kp —¢p)€ f (¢p)+(a}p —Kp) f (a)p) ~ 2(1-¢) f (Kp)
p°B(#)I(¢) B(s) |

< (/(p_¢P)g+l 1 (P )+ 1 i 4p
- pg1B(8)F(8){p(8+1)(3+2)‘f ( )‘ p(g+2)‘f (¢ )@
(a)p—/(p)Hl

1 oo 1 oo
’ IO‘“B(«S)F(S){|o(e+2)‘f (") p(a+1)(g+2)‘f (x )ﬂ

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3.6.7 ve integraller icin mutlak deger dzelliginden
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P(Feg)(x)f+ SR1{(fog)(x))

f (kpx”+(l—kp)¢p)‘dk

epL, p-1
= [k

f(k"o? +(1—kp)/<p)‘dk

yazilir. |f '| fonksiyonunun eksponansiyel konveksligi kullanilarak

EELACT e 9)(x)+ ST o 0) ()]

NG ( )@ ") (") 20-¢)f(x")
g)F 5) B(g) ‘

<p(KB /) li1 K° k“[ ]
+p(w1B(K)pF) {[k ”k’”[k f(wp j(l kP)kPeke

elde edilir. Buradan,

'yf)]dk

(")

| dk
eIZK \]:I

CEA(Feg) (k) + (T o g) (1)}
(Kp —¢p)€ f (¢p)+ P —Kp) f (a)p)_Z(l—g) f (Kp)

( P_ 6+ j-u —dU f'(Kp)| f'(¢P)
g e’ ‘ ad
(wp—’f H h 1du f'(x?)) . du
SR L
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<@“wflﬁ

7)) yerdu [P L du
—pgle(g) (8) o () _([ (1 )

p eakp

e+l [
(e )

B () |1

+

Fe’) (uy ) juf(l—U)Olu

eaa)p P ea/(p

e+l

_ (x"-97) I 1
P B(e)I'(¢)| p(e+1)(e+2)

f'(l(‘p)|+ 1
p(e+2)

P
aK
€

g’

yazilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.3.2. f:[¢P,w’] >R ve £€(01),p>0 ve 0<g<w olmak lzere
fel! (¢p,a)p) iken |f '|r eksponansiyel konveks fonksiyon ise ABK- kesirli integral
operatorleri igin
PRI eg)(e)f+ (T 2 9) (%))
(Kp —¢p)€ f (¢p)+(a)p —Kp) f (a)p) 2(1-¢) f (Kp)

pP'B(&)T(¢) B(2)

N 1 f'(’jp)r r(s") ?
ey fle] e
p*"B(&)T (&) p(es+1) 2p

i sw;;:)pr)(g)( p(;l)Js 2p

esitsizligi gecerlidir ve burada 1 + 1 1vetPe [d) P, a)p} , r>1 seklindedir.
S r

Ispat: Lemma 3.6.7 ve integraller icin mutlak deger dzelliginden
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AT ea) ()} + S {(F o) (x)
_(Kp —¢p)€ f (¢p)+ w® —Kp) f (a)p)_Z(l—g) f (Kp)‘

p°B()T(¢) B(¢)

e+l

Jl'(l—kp)gkp‘l PP+ (1K) ok

(a)p _Kp)gﬂ i £ -1
IGCEICI

(k0P +(1-K" ) ok

yazilir. HOlder esitsizligini kullanarak;

TPt e g) (k) + BT o 9)(x)}
_(Kp —¢p)g f (¢p)+(a)p —K‘p) f (a)p) ~ 2(1-¢) f (Kp)
pr(g)F(g) B(g)

1

e+l

)

1 S
I (1K) k> ik | | [k
ararta
1

ol

bulunur. |f '|r eksponansiyel konveksligini kullanilarak,

Ukp-l (kPx? +(1-k" )¢ )‘ ]jkp-l kP"

e

yazilir gerekli hesaplamalar yapilirsa istenen esitsizlik elde edilir.

(KPo® +(1-K") KP)‘ J jkp-l el
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(ke + (1K) ) dk]r

(kP +(1-k7) ) dk}r

1




Teorem 4.33. f:[¢P,wP] > R ve £€(0,1),p>0 ve 0<g<w olmak lzere

fell (¢p,a)”) iken |f '|reksponansiyel konveks fonksiyon ise ABK kesirli integral

operatorleri igin

(Kp_¢p)€ f(¢”)+(a)”—r(p) f (a)p) 2(1-¢) f (Kp)

1 (o)) 1 ( F00)(0))- PBEAE B |
f(x?) ot '(4°) r
. (Kp_¢p)g+1 L ) pox’ e"
p*'B(&)T(e)| ps(es+1) 2pr
e+l f I(aip) + f I(Kp)
a)p _K-P) L X ea,(p
N +
p*'B(&)l(e)| ps(es+1) 2pr

esitsizligi gecerlidir. Burada 1+1 =1lvetPe [(Dp , a)p} , r>1 seklindedir.
S r

Ispat: Lemma 3.6.7 ve integraller i¢in mutlak deger 6zelliginden

1 (£ o))} + 1 (o) o)) —2) f(¢")+(w“—ff")f(w")_2<1—e>f(fc")‘

PB(s)I'(¢) B(s)

B Gl Jl.l k?) kP £ (KPx + (1K) g7

p p'B(£)T(¢)
e+l
p(g“’lBijkwkp-l f'(kpa)p+(1—kp)xp)‘dk

(£)T(#)s

yazilir. Young esitsizligini kullanarak;
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xP —¢p)‘g f (¢p)+(a)p —K‘p) f (a)p)_ 2(1-¢)f (K‘p)
B () Be) |

(o)) (o))

(Kp_¢p)g+l 17 &) p1 1t s
SW g!(1—10’) kP dk+F£k"

(ko +(1—kp)¢p)‘r }

e+l
+ (a)p_](p) Llj'kspskp—ldk_i_lj'kp—l
0

e (R LSS [

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda istenen sonug bulunur.

Teorem 4.34. f:[¢P,w’] >R ve £€(01),p>0 ve 0<g<w olmak lzere

fel! (¢p,a)p) iken |f '|r eksponansiyel konveks fonksiyon ise ABK kesirli integral

operatorleri igin

(<" —9") f(¢°)+(@"—x") (") 2(1-2)f(x")
¢*I'f{(f°g)(’()}+ w*'ff{(fog)(’()}_ pB(£)T(¢) - B(z) %
G ¢")”1( ) j S () IS (U

P "B(&)T (&) p(e+1) ple+1)(e+2)| e p(e+2)| e’

f '(a)p)

e

1

) (P —n?)™ [ 1 jli p(s+1)

p'B(e)I () p(e+1) 1
p(s+1)(s+2)

r
+

()|

[3)
ax
e

esitsizligi elde edilir ve burada t° e [CI)" , a)p:l , r>1 seklindedir.

Ispat. Lemma 3.6.7 ve Power -Mean esitsizligini kullanarak

xP —¢p)£ f (¢p)+(a)p —K‘p) f (a)p)_ 2(1-¢)f (Kp)
B () Be) |

912 (o))} + (1o 0)(0) -
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+1 1

oo

1 T /1
e-1 -1
PTBTE) ul k) dkj (!1 k) k®

F(kPx® +(1-k")4?)

f'(kPwP +(1-k")xP)

(a)p _K.p)‘”1 1 1‘% 1
Kok ik || ek
e e (]

yazilir. | f | fonksiyonun eksponansiyel konveksligi kullanilarak

rdkj
1
rdkj

(2 =97) H{o")+( -x") f(e") 201-2) 1 (x")

1

+1

3 (Kp—¢p)g L 1—% 1 Y A~ p‘f'(KP)r_'_ e ‘f'(¢p)
BT ) {!(1 )k {k M

) Y el @ )
BT D) [!k ‘ {“ e ) o

yazilir. Burada,

j(l—k ) kP ikPdk = ju (1-u) = L
’ p  p(e+l)(e+2)
g+ld_u_ 1

1-k?) " kPidk = S
( ) !)‘u p p(e+2)

O ey

du 1
jkpkpkpldk j o4l
d P p(g+2)

du _ 1
p p(8+1)(5+2)

O ey

(1-k")kP*kPdk ju (1-u)

olup gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra istenilen sonug elde edilir.
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4.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Integral Operatérler Yardimiyla Eksponansiyel

Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikler

Bu boélimde Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorleri iceren bazi Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler ispat edilmistir.

Teorem 4.4.1. f:K c R — R fonksiyonu (¢, ) Uzerinde diferansiyelenebilen bir
fonksiyon olsun. ¢ < @ iken |f '|°‘, [¢, a)] uzerinde eksponansiyel konveks fonksiyon
ve pl+qi=1, f'el[dw], €€[01], xe[pw], B(e)>0 normalizasyon

fonksiyonu ise

s Wf&:}ﬁ f <K>——g(8aff)¢) () +(121) ()]
. f'(«ﬁ)l‘*+ f'(w)l“ |
(0—¢ 1 p ea¢ eaw
2 [p+l} 2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.6.9 kullanilarak,

f(¢)+f(a))+ 2(1_5) i) — B(‘c") CFle )+ (CF1e P
7 o) ) el ) ()
sw_¢j.‘(1—2k)Hf'(k¢+(1—k)a))‘dk

2

yazilir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanarak,
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f(¢)+f(a))+ 2(1_5) i) — B(‘c") CFle )+ (CF1e P
‘ 2 g(a)—¢)f( ) g(a)_¢)|:( ! f)( ) ( wa)( ):|

1

<2 ¢U|1 2K) ][ﬂ (kg+(1-K)o)' Jq

elde edilir. |f '|q eksponansiyel fonksiyon olusu kullanilip gerekli hesaplamalar

yapildiginda,

f(¢)+f(a))+ 2(1-¢) ) B(&) r/cr,. (1 ) (o
‘ 2 5(0)—¢)f( ) e(a)—¢)[( )T )}

0= ¢ .
21+f p+1

bulunur ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.4.2. f:K c R - R fonksiyonu (¢, )uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun ¢ < w iken |f '|q [¢a)] uzerinde eksponansiyel konveks fonksiyon
ve pt+gqt=1,q>1 f'eL[p o], e€[0l], k€[4 o], B(¢)>0 normalizasyon

fonksiyonu ise

f(4)+ (o), 20-¢) B(2) fce,.
2 +g(a)—¢)f(’<)_m[( ) )+ () ()
), [

3"

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.6.9 kullanilarak,

f(¢)+f(a))+ 2(1-¢) ) B(&) r/ce,s (1) (e
2 g(a’—¢)f( ) 8(w—¢)[( )T )}
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<e?y
2

(1-2K)|| (kg +(1-k) )| dk

|
O'—.b—‘

yazilir. Bu esitsizlige Power-Mean esitsizligi uygulanip,

konveksligi kullanilirsa

f(¢)+f(a))+ 2(1-¢) ) B(&) r/cr,. (1 )
‘ 2 5(a)—¢)f( ) e(w—¢)[( )T )}

=0
I

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

1

(i‘l 2K)|  *(kg + (1K) )‘dqu

_QM—‘

sw¢
2

Teorem 44.3. f:K c R - R fonksiyonu (¢, ) tzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. ¢ < w iken |f '|q [¢, a)] Uzerinde eksponansiyel konveks fonksiyon
ve pt+qt=1,q>1 f'el[d 0] c€[01], xe[pw], B(e)>0 normalizasyon

fonksiyonu ise

‘f(qﬁ)+f(a))+ 2(1-¢) f(K)_i))[(czwf)(K)-G-(CFl!if)(K')}

2 e(w—9) g(o-¢
<w¢{ ! +i£ + f(a))|qﬂ
2 |p(p+]) 2q e

esitsizligi gecerlidir.

f(g)f

e ‘

Ispat. Lemma 3.6.9 kullanilarak,

60



. ) CFye )+ (CF1¢ K
o g TN (T12F) )]

<2 ¢j 1-2K)|| f (ke +(1-k) )| dk

yazilir. Bu esitsizlige Young esitsizligi uygulanarak,

f(¢)+f(a))+ 2(1-¢) ) B(&) r/cr,. (1 ) (o
‘ 2 5(a)—¢)f( ) e(w—¢)[( )T )}

N

Ml 20 2 (1K) @

i 3 v et

elde edilir.|f|" eksponansiyel konveks fonksiyon oldugundan ve gerekli

N

hesaplamalarin yapilmasi ile

@)+ (@) 20-2) o v B(E) [rorie ) ara(SF 1t ) n

‘ 2 £(0—-9) ()= g(w— ¢)[( ) () )}
< 2 [ ﬂl 2K) ‘f G q+%fego)q}
<w¢{ 1 +i£ ()| f (o) ]
~ 2 | p(p+l) 2q|| e R

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada oncelikle konveks fonksiyonlar ve esitsizlik teoriye iliskin temel bazi
tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica son zamanlarda bir¢ok arastirmaci tarafindan
ilgi odagi haline gelmis kesirli analizdeki temel bazi kesirli tlirev ve integral
operatorler tanitilmistir. Daha sonra temel sonuglari elde etmek tizere kullanilacak olan
integral 6zdeslikleri verilmistir. Bu calismanin ana motivasyon noktasi klasik integral
operatOrler iceren, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli integral
operatorlerini ihtiva eden bazi lemma ve teoremleri kullanarak eksponansiyel konveks
fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde etmektir.

Eksponansiyel konveks fonksiyon sinifi iizerine ¢alisma yapan arastirmacilar
literatiirde yer alan farkli operatorleri kullanarak yeni esitsizlikler ispatlayabilir ve
uygulamalar verebilirler.
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