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Bu ¢alismada, Diferansiyel Quadrature Metodu (DQM) gesitleri, metotlarda
kullanilan agirhikli  katsayilarin nasil hesaplanacagi, diferansiyel denklem
sistemlerinin ve miihendislik problemi olan dairesel sektér plakalarin ana
denklemleri ve tekrarlamali diferansiyel quadrature metodu ile nasil ¢oziilecegi
incelenmistir. Burada dordiincii mertebeden kismi diferansiyel denklem olan
yonetim denklemleri (dairesel sektoriin yarigcapi ve agisi cinsinden olusturulan
denklemler) hizli yakinsama ile tekrarlanir. Buna gore literatiirde yer alan diger
analitik ¢6zlimlerin sonuglariyla karsilastirilmis ve az hata payiyla dogru sonuglari
elde edildigi gézlemlenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Miihendislik Problemi, Diferansiyel Denklemler,
Tekrarlamal1 Diferansiyel Quadrature Metodu



ABSTRACT

SOLUTION OF A TWO-DIMENSIONAL ENGINEERING PROBLEM
WITH ITERATIVE DIFFERENTIAL QUADRATURE METHOD
MSC THESIS
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PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
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(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. ZEKERIYA GIRGIN)

DENIZLIi, SEPTEMBER 2021

The aim of this thesis is to run research on Differential Quadrature Method
(DQM) types by discovering how to calculate the weighted coefficients, solve the
differential equation systems which is the engineering problem of circular sector
plates with the main and iterative methods. Hereby the governing equation is the
fourth-order partial differential equation that was built by the repeated rapid
convergence of the radius and angle of the circular sector. The significance of this
study was to compare outputs taken via DQM with the other analytical approaches
in the literature. In conclusion, it was observed that besides low-margin of errors
the correct results were obtained.

KEYWORDS: Engineering Problem, Differential Equations, Iterative Differential
Quadrature Method
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1. GIRIS

Giinliik hayatta islerimizi kolaylastiran ve farkinda olmadan defalarca
karsilagtigimiz  birgok makinayr yapabilmek ve iiretebilmek i¢in kullanilan
problemlerin birgogu matematiksel modelleme ile ¢ozimi saglanmaktadir.
Matematiksel modelleme yaparken daha ¢ok diferansiyel denklemlerden yararlanilir.
Uzay bilimlerinde diinya yo6riingesinin disina atilan uydular, roketler, fiizeler vb. hava
araglar1 diferansiyel denklemlerden yararlanmaktadir. Bir teleferigin kurulumunda,
teleferik tellerinin baslangi¢ ve bitis noktalar1 arasindaki gerginlik ayarlamasinda
ayarlanmasinda diferansiyel denklemlerden yararlanilir. Bir kopriiniin yapiminda
tellerin ve yaylarin ayarlanmasinda diferansiyel denklemler kullanilmaktadir.
Miihendislik harikas1 olan denizaltilarin basing degerleri ve ne kadar derine
inebilecekleri konusunda hesaplamalar da diferansiyel denklemlerden yapilan
matematiksel modellemeler kullanilarak hesaplanir. Fizik biliminde kati hal fizigi alt
bilim dalinda 1s1, sicaklik, faz degisikligi gibi bazi deneylerde elde edilen denklemler
birden ¢ok degiskene bagli oldugundan diferansiyel denklemler cok yogun bir sekilde
kullanilmaktadir. Kimyada, zamana bagli olarak maddelerin ¢oziinmesinde ve
radyoaktif maddelerin yarilanma siirelerinde yine diferansiyel denklemler
kullanilmaktadir. Biyolojide, laboratuvar ortamlarinda incelenen viriislerin,
bakterilerin ve hiicrelerin béliinme, iireme hizlarinin tespitinde de diferansiyel
denklemlerden yararlanilir. Ekonomide denge fiyati, arz-talep, borsa vb. yerlerde
diferansiyel denklemler kullanilir. Ekosistemdeki tiim canlilarin popiilasyonu i¢in
matematiksel modeller gelistirilmekte ve bu modeller diferansiyel denklemler ile elde
edilmektedir.

Cesitli alanlarda kullanilan diferansiyel denklemler lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemler olarak kullanilmakta ve sonuglar1 analiz edilmektedir. Fakat
karmasik miihendislik problemlerinde 6zellikle lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢dziimii bir hayli zorlasmakta ve ¢6ziillememektedir. Bunun i¢in bunlara

alternatif ¢6ziim yollar1 gelistirilmis ve uygulanmaistir.



Bir¢ok miihendislik probleminde Sonlu Elemanlar Metodu ve Sonlu Farklar
Metodu gibi ¢ok fazla diigim noktas: kullanilarak bilgisayar analiz programlari
gelistirilmistir. Fakat bu bilgisayar analiz programlar1 ger¢ege ¢ok yakin sonug
bulabilmesi i¢in ¢ok yiiksek kapasiteli bilgisayarlara ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in yine de

problemin ¢ézliimii saatler ve giinler stirmektedir.

Bundan dolay1 sonlu elemanlar ve sonlu farklar metoduna gore daha hizli ve
kisa zamanda ¢6ziim sunan metotlara ihtiya¢ duyulmustur. Bu ¢6ziim yollarindan biri

de diferansiyel denklem sistemlerinde kullanilan diferansiyel quadrature metodudur.

Diferansiyel quadrature metodu da diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozliimlerinde kullanilan bir metottur. Bu metot kullanilarak lineer olmayan
diferansiyel sistemi bulunan miihendislik problemlerinin daha kisa zamanda ve daha

az hata payiyla ¢6ziimli miimkiindiir.

1.1 Tezin Amaci

Bu c¢alismanin amaci, diferansiyel denklem hesaplamalarinda kullanilan
tekrarlamali diferansiyel quadrature metodu ile iki boyutlu bir miihendislik
probleminin nasil ¢oziilecegini incelemektir. Bu metot ile ¢oziimlerin gergek

coziimlerle kiyaslanmas1 amaglanmistir.



2. LITERATUR BILGISi

Diferansiyel quadrature metodu daha az diigiim noktasi kullanilarak R. E.

Bellman ve J. Casti (1971) tarafindan gelistirilmis bir metottur.

Bellman integral quadrature yontemiyle bu metodu gelistirmistir. Bellman’a
gore bu metotta 6nemli olan herhangi bir dereceden tiirev igin agirlikli katsayilarinin
hesaplanmasidir. Birinci metotta cebirsel bir denklem sistemi ile ¢oziilmiis ve
kullanilan polinomun derecesi, diiglim sayisinin bir eksigine esit veya daha kiiciik
olmaktadir. Lineer denklem dizisinin bir tek ¢oziimii vardir. Ciinkii matris elemanlari
Vandermonde matrisinden olusmustur. Ikinci metotta ise agirlikli katsayilarin
hesabinda basit bir cebirsel formiilasyon kullanilmistir. Fakat hesaplama, N. dereceden
Otelenmis Legendre polinomunun kokleri olarak secilen diigiim noktalarin
koordinatlarina gore yapilir. Yani eger diiglim sayisi (N) belirlenirse, diigiim
noktalarinin dagilimi degisik fiziksel problemler veya degisik sinir sartlart i¢in olsa
dahi sabittir. Baz1 miihendislik problemlerinin ¢éziimlerinde sinirlara yakin digim

noktalarina ihtiya¢ oldugundan, bu metodu sinirlamaktadir.

Bellman’in bu metotlar1 ¢esitli mithendislik problemleri ile ¢6ziilmiistiir. Bu
¢oziimler i¢in genelde birinci metodu kullanmiglardir. Sebebi ise diigiim sayist (N)
bliylik oldugunda, olusan Vandermonde matrisinin tersinin hesaplanmasinin zor
olmasidir. Bundan dolay1 bu metotta fazla sayida diigiim noktas: kullanildigindan

agirlikli katsayilarin elde edilmesi ¢ok zor oldugunu ifade edilmistir.

Civan, Bellman’in ilk yaklasimindaki yiiksek diiglim noktalarinda agirlikli
katsayilarin hesaplanmasindaki zorlugun Vandermonde matrisinin karakteristiginden

kaynaklandigini 6ne stirmistiir.

Daha sonra Bellman’in yaklasimindaki zorluklari gidermek i¢in Quan ve
Chang ikilisi ve Wen ve Yu ikilisi test fonksiyonu olarak Lagrange interpolasyon
fonksiyonlarmi kullanarak, birinci ve ikinci dereceden tiirev i¢in agirlik katsayilarin

hesaplayan bir formiil gelistirmislerdir.

Shu ve Richards birinci dereceden tiirevlerin agirlikli katsayilari digim

noktalarinda hicbir kisitlama yapmadan basit bir formiil ile bulunmaktadir. Iki veya



daha {ist dereceden tiirevler icin de tekrarlamali ¢carpim yontemini gelistirmiglerdir.
Bununla birlikte Bellman’in ikinci metodundaki sinirlamalar ortadan kaldirilmis ve

istedigimiz diiglim noktasindan islem yapilabilir hale getirmislerdir.

Diferansiyel Quadrature Metodunda, bilgisayar analiz programlarina benzer
olarak verilen diferansiyel denklemler, ¢6ziim bolgesinde ve diiglim noktalarindaki
fonksiyonun degerleri cinsinden cebirsel denklemlere doniistiiriiliir. Ayrica sinir
sartlari1 ifade eden denklemler, diferansiyel quadrature formunda yazilmis
denklemlerle degistirilir ve bu metot uygulanir. Buna karsilik yiiksek dereceden
diferansiyel denklem ¢oziimlerinde, tek diigiim noktasina birden fazla sinir sartinin
uygulandigi durumlar ortaya ¢ikmaktadir. Bu metodun ¢oziimlerinde, ayni noktaya
uygulanan birden fazla sinir sartinin degerlendirmesi zordur. Bu sorunu ortadan
kaldirmak i¢in degisik metotlar gelistirilmistir. Jang ve dig. (1989), DQM nin kiris ve
plaklarin statik analizine uygulanmasi ile ilgili ¢calismalarinda, d-teknigi kullanarak bir

metot gelistirmistir.

Bu teknikte diigiim noktasmin yakininda iki sinir noktasina & kadar uzaklikta
noktalar alinir ve smir sartlar1 bu siir noktasinin kendisine ve ona ¢ok yakin olan 6
noktasina uygulanir. Sonug olarak sinir sartlarindan biri tam olarak saglanirken diger
0 noktasinda yaklagik olarak saglanir. Bu teknikte iki temel sorun vardir. §=0.001 den
daha biiyiik olamaz ve 6 degerinin daha kiiciik secilmesi agirlik katsay1 matrislerinin
¢Ozlime uygun bir bigimde ¢ikmamasina sebep olmaktadir. Sonug olarak, elde edilen

coziimler yeterli dogrulukta degildir.

Elde edilen ¢6ziimler yeterli dogrulukta olmadigi i¢in Wang ve Bert (1993) ,
Malik ve Bert (1996) agirlikli katsayilar matrisini diizenleyerek bagka bir yaklagim
gelistirme yoluna gitmislerdir. Bu yaklagima gore tiirevli ifadeler iceren sinir sartlari
agirlik katsayilar matrisinde yerine koyularak islem yapilmistir. Bu yaklasim bazi
problemlerde dogru sonuclar vermistir fakat sinir sartlarinda bazi kisitlamalara sebep

olmustur.

Sinir sartlarindaki bazi kisitlamalart ortadan kaldirabilmek igin Shu (1997)
bagka bir yaklagim onermistir. Bu yaklagima gore gelistirdigi formiiller ile sinir sartlart

dogrudan ana denklemde yerine koyularak ¢oziim yapilmistir. Bu yontemde 6



tekniginde ve agirlikli katsayillar matrisi teknigindeki eksikler giderilmis ve

kisitlamalar ortadan kalkmustir.

Shu (2000) diferansiyel quadrature metodu ile ilgili bir kitap yazarak bu konu
hakkinda tiim detaylar1 anlatmistir. Bu Kitaptan sonra diferansiyel denklemler ve
miithendislik problemleri diferansiyel quadrature metodu ile de ¢oziilebilir hale

gelmistir.

Bu metot ile yapilan ¢aligmalar 2000 yilindan sonra hiz kazanmistir. Chen
(2003) durum uzay metodunu diferansiyel quadrature metodunu birlestirerek yeni bir
metot gelistirmis ve titresim problemlerine uygulamistir. Elde ettigi sonuglar bu

problemlerin ¢6zlime yaklastigini sdylemistir.

Shu (2003) agirlikli katsayilar matrisini radyal tabanli fonksiyon kullanarak
farkli bir yontem gelistirmis ve bu yoOntemin akigkanlar mekaniginde

kullanilabilecegini gostermistir.

Shu (2004) agirlikli katsayilar matrisini radyal tabanli fonksiyon kullanarak
gelistirdigi yontemi kullanarak farkli kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
kullanmistir. Bu yontem kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde uygun oldugunu
gozlemlemistir. Shu (2005) aym1 yontemi sikistirilamayan bir akis problemi
¢ozlimiinde denemistir. Elde ettigi sonuglar bu ydntemin giivenilir oldugunu

gostermistir.

Liew ve dig. (2003-2004) yaptiklari ¢alismalarda niimerik analiz konusu olan
en kiiciik kareler regresyonu ile diferansiyel quadrature metodunu birlestirerek en
kiiglik kareler diferansiyel quadrature metodunu gelistirmistir. Bu metot ile ayni
noktada c¢oklu sinir sartin1 girerek plakalarin titresim problemi ¢éziimiinde analiz

etmeyi bagarmistir.

Diferansiyel quadrature metodu giiniimiizde mekanik, akiskanlar mekanigi,
enerji, astronomi, yer bilimleri, fizik, kimya, biyoloji ve tip alaninda matematiksel

modellemesi yapilmis tiim problemleri kolaylikla ¢oziilebilir hale getirmistir.



3. DIFERANSIYEL QUADRATURE METODU

Diferansiyel quadrature metodu Bellman tarafindan gelistirilmis diferansiyel
denklemleri ¢6zmek igin kullanilan bir ¢esit metottur. Bu metot ilk olarak integral

quadrature’den yararlanilarak ortaya ¢ikarilmis bir metottur.

3.1 Integral Quadrature

b
f (x) fonksiyonu, [a, b] araliginda bir fonksiyon olsun. Bu I f (x)dx integrali

Sekil 3.1°deki f (X) egrisinin altinda kalan alan integralin degerini gosterecektir.

f(x)

X=a X=

Sekil 3.1: f(x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki integrali

W,

l’W

L, W, ..., W degerleri agirlikli katsayilar, a=Xx;,X,,Xs,...,X, =b digiim

noktalar1 ve f,, f,,..., f sirasiyla diigiim noktalarindaki fonksiyon degerleri olmak

b
izere j f (x)dx integrali;

b n
jf(x)dx=w1f1+W2f2+W3f3+...+wnfn=Zwkfk (3.1)

a k=1

olarak hesaplanmakta ve bu ifadeye integral quadrature denilir.



Genel olarak diigiim noktalar1 diizgiin bir dagilim verecek sekilde secilir.

Burada i=2,3,..,.n ve h adim buyikligi olmak iizere X =X, ,+h olarak

bulunmaktadir. Denklem (3.1)’e ait agirlikli katsayilar ile ilgili iki 6zel durum

bulunmaktadir. Bunlardan birincisi Yamuk (Trapezoidal) kurali, digeri ise Simpson

ticte bir kuralidir.

Yamuk (Trapezoidal) kurali;

W1=h2,W2=W3,...,Wn_l:h,Wn:h2 (3.2)

Simpson ticte bir kurals;,

D,kzl,n
3
W, = 4—;,k=2,4,6,...,n—2 (3.3)
2—h,k=3,5,7,...,n—1
3

ile ifade edilmektedir.

3.2 Diferansiyel Quadrature

Diferansiyel quadrature metodu integral quadrature metodunu gelistirerek

ortaya ¢ikmis bir metottur.

f (x) fonksiyonu bir fonksiyon ve X, diigiim noktalar1 olsun.
. N
fix)=> a.f(x;),i=12..,N (3.49)
i=1

f(x;) , X; olan her bir diigiim noktasindaki fonksiyon degeridir. f(x), X

noktasindaki f (x) fonksiyonun birinci dereceden tiirevi demektir. aij' ise birinci

dereceden tiirevler i¢in agirlikli katsayilar ifadesidir. Diferansiyel quadrature

metodunda en 6nemli husus agirlikli katsayilarin hesaplanmasidir.



Bu agirlikli katsayilarin hesaplanmasinda farkli yaklasimlar ortaya atilmistir.

3.3 Birinci Mertebeden Tiirevler icin Agirhk Katsayilar1 Hesabi

Bu boliimde birinci mertebeden tlirevlerin agirlikli katsayilar hesabinda

kullanilan yaklagimlar ve bunlar arasindaki bagintilarin nasil oldugu ele alinmistir.

3.3.1 Bellman Yaklasim

Bellman (3.4) esitligindeki a; agirlik Kkatsayisinin belirlenmesinde iki

yaklagimda bulunmustur. Bu yaklasimlarda farkl: test fonksiyonlar: kullanilmistir.

3.3.1.1 Bellman Birinci Yaklasimi

Bellman bu yaklagimda test fonksiyonu olarak;
r(x)=xk=01..,N-1 (3.5)

seklinde bir fonksiyon kullanmistir. Bu denklem ile N adet test fonksiyonu

ortaya ¢ikacaktir. Esitlik (3.4)’e gore a; agirhik katsayisindaki i ve j degerleri alinr.

Boylece toplam NxN tane agirlik katsayisi elde edilecektir. Bu agirlikli katsayilar N

tane test fonksiyonuna N tane diiglim noktasi uygulanarak NxN tane denklem elde

edilecektir.

Burada olusan denklemi sistemi su sekildedir;

11 1 .. 1 1 Ia, 0
X1 X2 X3 XN—1 XN a‘i2 1
A G S PG N B -9 2,
% X X xS as =] 3% (3.6)
_Xlel Xszl X3Nfl XN_lel XNNfl_ _aiN | _N _1XiN72_




Bu denklem sisteminde agirlikli katsayilar matrisi Vandermonde formunda ve
tek bir ¢oziimii vardir. N degeri yliksek olursa matrisin determinanti alinirken
karisacak ve zorlasacaktir. Bunun i¢in bu yaklasimda N degeri 13’ten fazla

olmamalidir.

3.3.1.2 Bellman ikinci Yaklasim

Bellman bu yaklasimda test fonksiyonu olarak O&telenmis Legendre

fonksiyonunu kullanmistir.

Ly (%)
(X— Xk)LN(l)(Xk) 1

g,(x) = k=12,..N (3.7)
Bu denklemde L, (X) dtelenmis Legendre fonksiyonu L,®(x) ise &telenmis
Legendre fonksiyonun birinci dereceden tiirevidir. Burada X, otelenmis Legendre

fonksiyonun kokiidiir ve agirlikli katsayillar N tane diigiim noktasini kullanarak

olusturulur. i # j oldugu durumda olusan denklem;

— LN(l)(Xi) I
" (Xi _Xj)LN(l)(Xj)’

# (3.8)

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

_1-2x,

%= 2x (X —1) (3.9)

3.3.2 Quan-Chang Yaklasim

Quan-Chang ikilisi bu yaklasimda test fonksiyonu olarak Lagrange

interpolasyon polinomunu kullanmistir.

M (x)
(X_Xk)M (1)(Xk) '

gk(x): =1,2,...,N (310)



Burada (3.10) esitliginde M (X) ;
M (X) = (X=%)(X = X,) ... (X=Xy) (3.11)

M*(X,), M (X) ’in birinci dereceden tiirevidir. Bu da

M) = TT (6% (3.12)

k=1 k=i

seklindedir.

Test fonksiyonu ile beraber N tane diiglim noktasi kullanarak agirlikli

katsayilar olusturulur. i# j oldugu durumda olusan denklem;

1 . (Xi _Xk)

a = A # 3.13
: (Xj_xi)kzl,kﬂ,j(xj_xk) ( )
Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:
N 1
4= D, — (3.14)

3.3.3. Shu Genel Yaklasimi

Shu genel yaklasimi Bellman’in yaklagimi ile ortaya ¢ikmistir. Ayni zamanda
bu yaklagim diger yaklagimlart da igerir. Bu yaklagim iki sorundan dolay: ortaya
¢ikmistir. Bu sorunlardan ilki, Bellman’in agirlikli katsay1 hesabinda iki yaklasimi da
kullanmasidir. Diger sorun ise bu iki yaklagim ile sonuglarin ayni olmasidir. Shu
bunun iizerine bir yontem gelistirerek baska bir yaklagim elde etmistir. Burada Shu

asagidaki polinomlar1 kullanmistir;

r(x)=x*'k=12,..,N (3.15)

_ Ly (X) -
9.0 = oL Ty K b2 (3.16)
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M (X)
(X=x)M (l)(Xk) ,

gk(X): :1’2""!N (317)

LX) =Lr.(X)=X-x_)n_,x),k=2,3,...,N (3.18)

Bu polinomlar ile agirlikli katsayilar1 veren denklemler asagidaki gibi elde

edilmistir. i # j oldugu durumda olusan denklem;

a = M @ (Xi) ,i
’ (Xi _Xj)M (1)(Xj)

# ] (3.19)

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

M@ (x,)

A =— .
T (3.20)
a;, su sekilde de bulunabilir:
N N
2.8;=0-8,=-> g (3.21)
=1 j=1, j=i

3.4 Tikinci Mertebeden Tiirevler icin Agirlik Katsayilar1 Hesabi

Bu boliimde ikinci mertebeden tiirevlerin agirlikli katsayilar hesabinda

kullanilan yaklagimlar ve bunlar arasindaki bagintilarin nasil oldugu ele alinmustir.

3.4.1 ikinci Mertebeden Tiirevler icin Agirhik Katsayilari Hesabi

Ikinci mertebeden tiirevlerin agirlik katsayilar1 hesabinda birinci mertebede

oldugu gibi asagidaki yaklagimla bulunabilir.

N
fPx)=>af(x,).i=12,..,N (3.22)
j=1

11



Burada f®(x,) , (X;) noktasindaki f(x) denkleminin ikinci mertebeden
tirevidir. aij(z) ise ikinci mertebeden tiirevler i¢in agirlik katsayisidir. Birinci ve ikinci

mertebeden tiirevler arasindaki temel fark agirlikli katsayilarin hesaplanmasidir. ikinci
mertebeden tiirevlerin agirlikli katsayilar hesabinda kullanilan iki yaklagim vardir. Bu

yaklagimlar Quan-Chang ve Shu genel yaklasimidir.

3.4.1.1 Quan-Chang Yaklasim

Quan-Chang ikilisi bu yaklasimda test fonksiyonu olarak Lagrange
interpolasyon polinomunu kullanmigtir. Test fonksiyonu ile beraber N tane diigiim
noktas1 kullanarak agirlikli katsayilar olusturulur. i# j oldugu durumda olusan

denklem;

a,® 4 X)( E.,(x ))J(.;, iXI],iij (3.23)

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

@ _ N 1
a, Zklzk‘;[ — %) (I‘Hzl.l;:i (X, _XI)H (3.24)

3.4.1.2 Shu Genel Yaklasim

Shu genel yaklagiminda agirlikli katsayilar birinci mertebeden tiirev hesabina

benzer sekilde bulunur.

i # ] oldugu durumda olusan denklem;

1)
a @ =23 ® (a“(l) _—J Q%] (3.25)
j j (Xi . Xj)

(2) su sekilde de bulunabilir:

12



1 =

> a® (3.26)

N N
j=Lj#

i
3.5 Matris Carpim Yaklasim

Diferansiyel operator tanimiyla asagidaki baginti elde edilir.

o*f o (of
=—| = 3.27
ox? ax(ax) (3:27)

Diferansiyel quadrature form denklemi (3.27) esitliginin sol tarafina

uygulanirsa denklem su sekilde olacaktir:
N
fOx)=> 8% f(x,).i=12..,N (3.28)
j=1

Diferansiyel quadrature form denklemi (3.27) esitliginin sag tarafina

uygulanirsa denklem su sekilde olacaktir:
2 N 1 1 N 1 - 1 H
@ (x,)= Zaik( 19 (x,) = Zaik( )Zaki( f (x;).1=22,...,N (3.29)
k=1 k=1 j=1

Bu (3.29) esitligindeki denklemi sadelestirirsek;
N
J

fOx,)= Z{i aik‘l)aik(l’}f (x,),i=12,.,N (3.30)

Burada (3.29) ve (3.30) esitligindeki iki denklem birlestirildiginde asagidaki
ana denklem elde edilir:

N
3;,? => a,%a,® (3.31)

k=1

Bu (3.31) esitligindeki denklem matris formunda su sekilde yazilir:

[A®]=[A0[A"] (3.32)

13



f (x) denkleminin n. dereceden tiirevi de su sekilde yazilir:

oM o (oY) "D [ of
= ( j { ) (3.33)

ox™  ox| ox™Y ox" I\ ox

f (X) denkleminin n.dereceden tiirevi matris formunda su sekilde yazilir:
[AD ] =[ AW ][ AP <[ A" ][AD | n=23,..,.k-1 (3.34)

Burada 6rnek olarak 0 ile L arasinda 5 diigiim noktas1 igin birinci dereceden

tiirevin agirlikli katsayilari verilmistir:

[-25/3 16 12 16/3 -1 |
-1 -10/3 6 -2 1/3
[A®]=L| 1/3 -8/3 -5/3 8/3 -1/3 (3.35)
-1/3 2 -6 10/3 1
1 -16/3 12 -16 25/3]

Burada 6rnek olarak 0 ile L/2 arasinda 5 diigiim noktasi igin birinci dereceden

tiirevin agirlikli katsayilari verilmistir:

[-25/3 16  -12 16/3 -1 ]
-1 -10/3 6 -2 1/3
[A®]=L/2| 1/3 -8/3 -5/3 8/3 -1/3
~1/3 2 6 10/3 1
1 -16/3 12 -16 25/3]

(3.36)
[-50/3 32 24 32/3 -2 ]
2 —20/3 12 4 2/3
[A(l)]:L 2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3
—2/3 4 ~12 20/3 2
| 2 -32/3 24 32 50/3]
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Burada ornek olarak 0 ile L/2 arasinda 9 diigiim noktasi igin (3.35) ve (3.36)

numarali denklemleri kullanarak birinci dereceden tiirevin agirlikli katsayilari su

sekilde bulunur:
[-50/3 32  -24 32/3 -2 0 0 0 0]
-2 -20/3 12 -4 2/3 0 0 0 0
2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3 0O 0 0 0
0 2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3 0O 0 0
[A®]=L] o 0 2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3 0 0 | (3.37)
0 0 0 2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3 0
0 0 0 0 2/3 -16/3 -10/3 16/3 -2/3
0 0 0 0 -2/3 4 12 20/3 2
| 0 0 0 0 2 -32/3 24 32 50/3]

3.6 Diigiim Noktalar

Bu boliimde diferansiyel quadrature metodunda kullanilan diigiim noktalar1
tizerinde deginilecektir. Problemlerde sonuglarin dogruya yakin ve hassas olmasini

istiyorsak diigiim noktalar1 sayis1 ve se¢imi ¢ok dnemlidir.

3.6.1 Esit Aralikh Diigiim Noktalar1 Dagilim

Diigiim noktalar1 se¢ciminde sik kullanilan bir yontemdir. Bu yontemde lineer
bir diizlem iizerinde bulunan her diigiim noktas: arasindaki adim uzunlugu birbirine

esittir. Burada N diigiim sayisi, 0<x<a araliginda ve i =1,2,...n olmak iizere;
X, =—-—a (3.38)
Esitlik (3.38) ile her bir diigiim noktasindaki deger hesaplanabilir.
Iki diigiim noktas arasindaki fark su sekilde bulunur:
AX=X, =X =X — X, =X, — X, 4 (3.39)

Daha farkli bir ifade ile sdyle de bulunabilir:
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X, — % = AX(j —i) (3.40)
Tablo 3.1: N=6 nokta i¢in esit aralikli diigiim noktalar1 dagilim

X, X, X, X, X X,

0 0.20 0.40 0.60 0.80 1

Esit aralikli diigiim noktalar1 hesabi pratik ve kolay oldugundan dolay1 en ¢ok

tercih edilen bir yontemdir.

3.6.2 Diizgiin Olmayan Diigiim Noktalar1 Dagilim

Burada N diigiim sayisi, 0<x<a araliginda ve i =1,2,...n olmak iizere;

=Y

N-11, (3.41)

1—cos|

X, =
2

Esitlik (3.41) ile her bir diigiim noktasindaki deger hesaplanabilir.

Tablo 3.2: N=6 nokta i¢in diizglin olmayan diigiim noktalar1 dagilimi

Xl X2 X3 X4 X5 X6
0 0.0955 0.3455 0.6545 0.90451

Sinir sartlarinin tanimlandigr matrise bir 6rnek ile degerlendirelim:

Ornegin bir fonksiyonun smir sartinin tamimlandig ilk diigiim noktasindaki
tiirevi sifir oldugunu varsayalim. Buna gore y(l) (1) =0 olacaktir. Bu sinir sartlarinin

girildigi birinci dereceden tiirevin agirhikli katsayilar matrisi yazimi su sekilde

olacaktir.

0 a, a; a, a;]
O a‘22 a23 a'24 a25
axl=|0 a;, a; a;, ay, (3.42)
O a42 a43 a'44 a45
O a52 a53 a54 55 _|
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4. TEKRARLAMALI DIiFERANSIYEL QUADRATURE
METODU ILE DIiFERANSIYEL DENKLEM SISTEMIi
COZUMLEMESI

Onceki béliimlerde agirlikli  katsayilar matrisinin nasil  bulundugunu
anlatilmisti. Burada bir diferansiyel denklem sisteminin tekrarlamali diferansiyel
quadrature metodu ile nasil ¢dziilecegi incelenecektir. Ornek olarak (4.1) numarali

denklemi kullanalim:
y=e"-2x-1-x€[0,1] (4.1)

Burada fonksiyonun birinci tiirevini diferansiyel quadrature metodu formunda
yazabilmek i¢in asagidaki (4.2) numarali denklemde goriildiigii gibi “ax” agirhikli
katsayilar matrisi ile carpilir. Dérdiincli mertebeden tlirev icin dort defa agirlikhi

katsayilar matrisi ile ¢arpilarak bulunur.

y® =ax.y (4.2)

y® =axax.y (4.3)
y® = axaxax.y (4.4
y® = ax.ax.ax.ax.y (4.5)

Daha yiiksek mertebeden tiirev icin su sekilde bulunmaktadir.
y® = ax.axax....n(adet)...ax.y (4.6)

Ornek olarak ele aldigimiz (4.1) numarali denklemin birinci, ikinci, iigiincii ve
dordiincii mertebeden tiirevleri 5 nokta ve 11 nokta dagilimima gore Tablo (4.1) ve
Tablo (4.2)'de verilmistir. Diiglim noktalar1 arttitk¢a agirlikli katsayilar matrisini
hesaplamak zorlasir ve sonuclar gercek degerden uzaklasabilir. Bunun i¢in ideal nokta

dagilimini belirlemek gerekir.
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Tablo 4.1: Esit aralikli N=5 nokta i¢in (4.1) numarali denklemin tiirevleri

N X y y(l) y(Z) y(3) y(4)

1 0 0 -0.00017274 -0.98628258 0.85091410 1.67464411
2 0.25 -0.02837603 -0.21579126 -0.72122142 1.26957513 1.67464411
3 0.5 -0.10128326 -0.35206134 -0.35149501 1.68823616 1.67464411
4 0.75 -0.19561380 -0.38281666 0.12289666 2.10689719 1.67464411
5 1 -0.28171817 -0.28189091 0.70195358 2.52555822 1.67464411

Tablo 4.2: Esit aralikli N=11 nokta i¢in (4.1) numarali denklemin ttirevleri

N X y y(l) y(2) y(3) y(4)

1 0 0 -8.87068197e-14 -0.99999999 0.99999999 1.00000054
2 0.1 -0.00482908 -0.09482908 -0.89482908 1.10517092 1.10517091
3 0.2 -0.01859724 -0.17859724 -0.77859724 1.22140276 1.22140275
4 0.3 -0.04014119 -0.25014119 -0.65014119 1.34985881 1.34985881
5 0.4 -0.06817530 -0.30817530 -0.50817530 1.49182470 1.49182469
6 0.5 -0.10127873 -0.35127873 -0.35127873 1.64872127 1.64872127
7 0.6 -0.13788120 -0.37788120 -0.17788120 1.82211880 1.82211880
8 0.7 -0.17624729 -0.38624729 0.01375271 2.01375271 2.01375270
9 0.8 -0.21445907 -0.37445907 0.22554093 2.22554092 2.22554093
10 0.9 -0.25039689 -0.34039689 0.45960311 2.45960311 2.45960311
11 1 -0.28171817 -0.28171817 0.71828183 2.71828181 2.71828123
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4.1 Lineer Diferansiyel Denklemin Tekrarlamalh Diferansiyel

Quadrature ile Coziimlenmesi

Dugiim sayis1 ve agirlikli katsayilar matrisi kullanarak lineer diferansiyel
sistemi istenilen aralikta ¢oziimii yapilmaktadir. Ornek olarak (4.7) numaral1 denklemi

kullanalim:

g—y—Zy:2x+l—> y(0) =1 4.7)
X
Omek olarak alman (4.7) numarali lineer denklemin y(0) =1 degerine gore

gercek ¢oziimil (4.8) numarali denklemde verilmistir:
y(X) = —x+e* (4.8)

Diferansiyel quadrature metodu ile gergeklestirilen adi diferansiyel denklemin
¢oziimiinde fonksiyonun diigiim noktalarindaki degerlerini bulmak i¢in Newton-
Raphson Iterasyon metodu kullanilir. Buna Newton-Raphson diferansiyel quadrature
metodu veya tekrarlamali diferansiyel quadrature metodu denilir. Buna ait denklem su

sekildedir:

=y %)
i+1 i f (Xi)

(4.9)

Burada belirtilen fonksiyonun x; noktasindaki tiirevine Frechet tiirevi denilir.

Newton-Raphson iterasyon metodunda bulunan sonuglar ile gercek sonuclar

arasindaki bagil hata su sekilde hesaplanir:

c= ‘ygergek - yhesaplanan (410)

ygergek

Omek olarak alman (4.7) numarali denklemin diferansiyel quadrature

metodunda yazimi su sekildedir:
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f(x)=axy+2y—-2x+1 (4.11)

Newton-Raphson metodu formunda oldugu gibi (4.11) numarali denklemin

tiirevli hali su sekilde olacaktir.

f'(xi):ax.f(xi):% (4.12)

(4.12) numarali denklemde farkl ifade edilen kisim Newton-Raphson metodu
formunda buna “Jacobien matrisi” olarak adlandirilir. Diferansiyel quadrature metodu

formunda yazilan (4.7) numarali denklem sisteminin ¢6ziimii (4.13) numarali denklem

ile tekrarlamali diferansiyel quadrature metodu seklinde gosterilmistir.

f(x)
£ (x)

Yia (X) = Vi (X) - (4.13)

Ornek olarak verdigimiz (4.7) numarali denklem birinci mertebeden lineer bir
diferansiyel sistemi oldugundan tekrarlamaya gerek duymadan 5 diigiim noktasi ve 11
diigiim noktasi ile elde edilen sonuglar ger¢ek sonuglar ile karsilastirilmistir. (4.10)
numarali denklem ile bagil hatasi hesaplanmig ve bu veriler Tablo (4.3), Tablo (4.4),
Tablo (4.5) ve Tablo (4.6) numaral tablolarda gosterilmistir. Bu tablolarda gosterilen

degerler virgiilden sonraki 8 hane alinarak elde edilmistir.

Tablo 4.3: Esit aralikli 5 diigiim noktasi i¢in (4.7) numaral denklemin sonuglar1 ve bagil hatasi

N X Gergek Sonug Hesaplanan Sonug Bagil Hata

1 0 1 1 -

2 0.25 1.39872127 1.40834273 0.00687875434
3 0.5 2.21828182 2.23045296 0.00548674199
4 0.75 3.73168907 3.74759358 0.00426201372
5 1 6.38905609 6.42633591 0.00583494956
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Tablo 4.4: Esit aralikli 7 diigiim noktast1 igin (4.7) numarali denklemin sonuglar1 ve bagil hatasi

N X Gergek Sonug Hesaplanan Sonug Bagil Hata

1 0 1 1 -

2 1/6 1.22894575 1.22900469 4.79598062¢e-5
3 2/6 1.61440070 1.61445663 3.46444349e-5
4 3/6 2.21828182 2.21836958 3.95621509e-5
5 4/6 3.12700122 3.12713505 4.27981924e-5
6 5/6 4.46115671 4.46131453 3.53764753e-5
7 1 6.38905609 6.38933687 4.39470238e-5

Tablo 4.5: Esit aralikli 9 diigiim noktast i¢in (4.7) numarali denklemin sonuglar1 ve bagil hatasi

N X Gergek Sonug Hesaplanan Sonug Bagil Hata

1 0 1 1 -

2 0.125 1.15902541 1.15902569 2.41582467e-7
3 0.25 1.39872127 1.39872153 1.85884068e-7
4 0.375 1.74200001 1.74200040 2.23880596e-7
5 0.5 2.21828182 2.21828231 2.20891632e-7
6 0.625 2.86534295 2.86534356 2.12889002e-7
7 0.75 3.73168907 3.73168989 2.19739637e-7
8 0.875 4.87960267 4.87960365 2.00836024e-7
9 1 6.38905609 6.38905762 2.39471994e-7
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Tablo 4.6: Esit aralikli 11 diigiim noktast i¢in (4.7) numarali denklemin sonuglar1 ve bagil hatast

N X Gergek Sonug Hesaplanan Sonug Bagil Hata

1 0 1 1 -

2 0.1 1.12140275 1.12140276 8.91740296e-9
3 0.2 1.29182469 1.29182470 7.7409884e-9
4 0.3 1.52211880 1.52211880 8.5866495e-10
5 0.4 1.82554092 1.82554093 5.47782857e-9
6 0.5 2.21828182 2.21828183 4.50799716e-9
7 0.6 2.72011692 2.72011693 3.67631254e-9
8 0.7 3.35519996 3.35519997 2.98044828e-9
9 0.8 4.15303242 4.15303243 2.40787909e-9
10 0.9 5.14964746 5.14964747 1.94188049¢-9
11 1 6.38905609 6.38905610 1.56517642e-9

Bu tablolara gore 5 diigiim noktas1 alinan verilerdeki sonuglar gercek sonuca

gore virgiilden sonra bir haneye kadar dogru sonucu vermistir. 11 diigiim noktasi

alinan verilerdeki sonuglar ise ger¢ek sonuca gore virgiilden sonra yedi haneye kadar

ve bagil hataya gore de dogru sonucu verdigi tespit edilmistir. Bu tablolardan

anlasilacagi lizere diiglim noktas1 ne kadar ¢ok olursa istenilen sonu¢ o kadar yakin

olmaktadir. Onceki boliimlerde diigiim noktalar1 arttikga katsayilar matrisini

hesaplamak zorlastigini sdylemistik bu da yanlis yapma ihtimalini arttirir bunun igin

diiglim noktalari i¢in ideal nokta dagiliminin belirlenmesi gerekir.

4.2 Lineer

Olmayan

Diferansiyel

Diferansiyel Quadrature Ile Coziimlenmesi

Denklemin

Tekrarlamah

Diigiim sayist1 ve agirlikli katsayilar matrisi kullanarak lineer olmayan

diferansiyel sistemi istenilen aralikta ¢dziimii yapilmaktadir. Ornek olarak (4.14)

numarali denklemini kullanalim:

2
y oY+ Yy 05y =1y(0)=2

dx?  dx
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Ornek olarak alinan (4.14) numaral lineer olmayan denklemin gergek ¢oziimii

asagidaki (4.15) numarali denklemde verilmistir:
y(x) = x> +2x+1 (4.15)

Lineer olmayan denklemlerde lineer denklemler gibi (4.14) numarali denklem

ile ¢oziilebilmektedir. Burada tek fark (4.15) numarali denklemin f1 ve f2

degerlerinin asagidaki gibi ifade edilmesidir.

fl=y-x(ax-ax-y)+ax-y+y (4.16)
f2=y.axax.y+yaxax.y+ax.y+y (4.17)
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5. COK BOYUTLU DURUMLAR ICIN GENIiSLETME

Bir 6nceki boliimde gosterilen denklemler tek boyutludur. Bu nedenle, tek
boyutlu durumdan ¢ok boyutlu durumlara genisletmek gerekecektir. Once iki boyutlu
durumun tek boyutlu durum arasindaki baginti incelenecektir. Ardindan ayni
bagintilarla ti¢ boyutlu durum bulunacaktir. Bu boliimde ¢ok boyutlu durumlar igin

genisletmenin nasil yapilacagi ve aralarindaki bagint1 incelenecektir.

5.1 Diizenli Alan icin Dogrudan Bagint

Tek boyutlu agirlikli katsayilarin matrisleri nasil bulunacagi Bolim 5’de
aciklanmisti. Burada iki veya ti¢ boyutlu problemlerde kullanilan agirlikli katsayilar
matrisi tek boyutlu agrilik katsayilar matrisi arasindaki dogrudan bagintiya

deginilecektir.

DQ yaklagimi aslinda polinom yaklasimlarina dayanmaktadir. Diizenli ve
diizensiz alanlar i¢in polinom yaklasimlar1 farklidir. Bu yiizden DQ yaklagiminin

diizenli ve diizensiz alanlara genisletilmesi farkli olacaktir.

Shu (1991) tarafindan gosterildigi gibi, tek boyutlu polinomal diferansiyel
quadrature (PDQ) formiilasyonlari, ayriklastirma alani diizenli ise dogrudan g¢ok
boyutlu duruma genisletilebilir. Alan olarak liggen, daire ve dikdortgen gibi basit
sekiller olabilir. Sekil 5.1°deki gibi dikdortgen ornek verilebilir. Sekil 5.1°deki
dikdortgen bir alanda tanimlanan iki boyutlu bir f(X,y) fonksiyonu, x ve y
degiskenlerine bagimli bir fonksiyon oldugu goz 6niinde bulundurulur. Burada, her
yatay ve dikey c¢izgi boyunca x ve y araliginin ayni oldugu, ayni yatay ve dikey

cizgilerle x ve y koordinat dagilimi i¢in kullanabiliriz.
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Sekil 5.1: Dikddrtgen igin koordinat sistemi gdsterimi

Sekil 5.1’¢ gore herhangi bir konumunda f(X,y) fonksiyonunun degeri

yaklagik olarak;

N M

F6Y) = Py (6 Y) =D > 5 Xy (5.1)

i=l j=1

Burada C; katsayidir. By, (X,y) ise NxM boyutlu vektdr uzaymnm (V,, )

olusturdugu alandir.

Bu polinomlar ile NxM boyutlu vektdr uzaymin olusturdugu agirhikli

katsayilar1 veren denklemler asagidaki gibi elde edilmistir. Eger i=j=1,2,..., N ise;

i # j oldugu durumda olusan denklem;

o MY

a. N
5 =xIMY(x))

# (5.2)

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

N

a == a (5.3)

j=1, j=i
Eger i=j=12,...,M isg;

i # j oldugu durumda olusan denklem;
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@
aijy: P (y(llz ,iij
(yi_yj)P (Yj)

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

M

aiiy :__Z aijy

j=1,j=i

(5.4)

(5.5)

Benzer sekilde ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevler igin agirlikli

katsayilarin tekrarlama iligkisi asagidaki gibi olacaktir:
Eger n=2,3,...,N-1ise;

i # J oldugu durumda olusan denklem;

X — X.

W (n_l)
(m _ X\ (n-1) i i i
w, W =n| afw, " - —— i #
i i

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

Eger m=2,3,...,M-1 ise;

I # J oldugu durumda olusan denklem;

V—V(m—l)
Wij(m) =m aijy'v_vii(m_l) - |i# J
Yi— yj

Eger i = jise denklem su sekilde olacaktir:

7 (M _ 7 (M)
W __.Z_Wij

]

M
1, j#i
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Burada Wij(”) ve V_vij(m) , T(X,y) denkleminin n’inci ve m’inci mertebeden
tiirevlerin agirhikli katsayilaridir. Diger bir deyisle f,™ (%,y;) ve fy(m)(xi,yj)
fonksiyonlar1 sirastyla f(x,y) fonksiyonunun x ve y koordinatlarindaki (X;,Y;)

noktalarina gore yazimidir.

Eger 1=12,...,N;j=12,..,M;n=12,..,N-Lm=12,..,M-1  oldugu

durumda fx‘“’(xi,yj) ve fy(”"(xi,yj) fonksiyonlar1 su sekilde ifade edilebilir:

N

£, (%, y;)= Zwik(n)'f (X, Y;) (5.10)
k=1
M

fy(m)(xi’ yj) F ;V_ij(m)- f (Xi, yk) (5.11)

Tim digim noktalarindaki fonksiyonun degerleri elde edilirse, Lagrange
interpolasyon polinomlar1 kullanarak herhangi bir yerdeki fonksiyonun degerini

bulmak kolaydir. Burada yatay y =y, diigim noktalar1 boyunca fonksiyonun degeri

su sekilde hesaplanr:
N -
foay) =2 F06 YN, j=12,....M (5.12)
i=1

Dikeyde x=Xx digim noktalar1 boyunca fonksiyonun degeri su sekilde

hesaplanir:
M -
FOGy) =2 (%, y;)s;(¥).i=12,..,N (5.13)
i=1

Koordinat diizleminin herhangi bir yerindeki fonksiyonun degeri su sekilde

hesaplanir:

F) =3 F(%,Y,)-000.5,0) (5.14)

i=1 j=1

(5.12), (5.13) ve (5.14) denklemlerindeki r,(x) ve s;(y) degerleri Lagrange

interpolasyon polinomlaridir. Bu degerler su sekilde bulunmaktadir:
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f00= [ X% (5.15)

k=L k=i Xi — Xy

Y-y
s; =[] —= (5.16)
knk=j Yj — Y

Genel olarak, genis diiglim noktalar1 kullanarak dogru sonuglar elde edilir.
Sonrasinda diigiim noktalar1 arasindaki mesafeyi azaltarak sonuglari yakinlastirip daha

dogru sonuglara ulagsmaya calisilir.

5.2 Diferansiyel Kiip Yontemi

Normal alanlar i¢in bir dnceki bdliimde anlatilan ve gosterilen formiiller
yeterlidir. Diizensiz bir alanda bu formiiller dogrudan uygulanamaz. Uygulanmasi i¢in
bir koordinat dontisiimii gerekmektedir. Koordinat doniisimii yapildiktan sonra bir
onceki konuda anlatildig: gibi islemler uygulanir. Bu bdliimde Malik ve Civan’in

onerdigi diferansiyel kiip yontemi deginilecektir.

Diferansiyel kiip yontemini gosterebilmek icin iki boyutlu bir durum ele
alinacaktir. Bu yontemde, iki boyutlu bir alandaki herhangi bir diiglim noktasindaki
kismi tiirevi, tiim iki boyutlu alandaki tiim fonksiyon degerlerinin dogrusal agirlikli

toplamina yaklagsik olarak esittir.

anf NM .

P~ => ¢ " f,i=12.,NM (5.17)
j=1

anf NM m .
=

Bu yontem diizensiz geometrik sekillerden olusan problemlerin ¢dziimii igin
ideal bir yontemdir. Bunu yapabilmek igin ilk basta (5.17) ve (5.18) denklemlerinde
oldugu gibi kismi tlirevlerin ayriklastirilmasi gerekmektedir. Bu yontemde N degeri
biiyiik oldugu zaman elde edilen denklemler sistemi biiyiik sikintiya sebep olmaktadir.
Ayn1 zamanda diiglim noktalar1 ve test fonksiyonlarmin sayisina esit olmasi
gerekmektedir. Bazi uygulamalarda esit olmadigindan Malik ve Civan bazi test

fonksiyonlar1 eklenmesi gerektigini sOylemistir.
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Bu yontemin uygulanmasi bahsedilen zorluklar nedeniyle az diigiim noktasi

kullanan basit geometrik sekillerle sinirlandirilmistir.

5.3 Kirislerin Diferansiyel Quadrature Metodu ile Cokme Analizi

Euler-Bernoulli kiris teorisi miithendislikte yaygin olarak kullanilan bir kiris
teorisidir. Bu teori ile kayma sekil yer degisimi ihmal edilerek egim ve sehim
¢oziimleri elde edilebilmektedir. ince ve uzun kirislerde dogal frekans ¢dziimleri dogru

olarak bulurken, kisa ve kalin kirislerde dogru ¢6ziime ulasamamaktadir.

Tek boyutlu izotropik bir malzemeden imal edildigi kabul edilen ince uzun
kirigin elastiklik egrisini veren Euler-Bernoulli denklemi (5.19) numarali denklemde
verilmistir.

o> _ 0%y

o’y
f(x,t)=—[El —
(%t 8X2[ OX?

I+ pAy (5.19)

Burada E ve I ifadeleri kirisin elastisite modiilii ve atalet momentini gdsterir ve
bu deger sabit kabul edilecek olursa (5.19) numarali denklem sadelestirildiginde (5.20)

numarali denklem elde edilir. (5.20) numarali denklemde q(x) kiris {izerine gelen

yay1l yiikii ifade etmektedir.

4

El d—}{:q(x) (5.20)
dx

Elastik bir kiriste {ic farkli mesnet durumunda sinir sartlar1 asagidaki gibi

olacaktir. Ankastre mesnet durumunda;

&,

= 5.21
y I ( )
Basit mesnet durumunda;
d?y
y e ( )
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Serbest u¢ durumunda;
y=dy_dv_, (5.23)

(5.20) numarali denklemde verilen Euler-Bernoulli kiriginin titresim ve sehim
denklemi genellestirilmis diferansiyel quadrature metodu ifadesi (5.24) numaral

denklemde gosterilmistir. Kirisin yogunluk ve kesit alan1 ¢carpimi pA=1olarak ele

alinip ve sadelestirmeler ile matris formunda genellestirilmis diferansiyel quadrature

metodu agirlikli katsayilarinin ¢arpimi (5.25) numarali denklemde gosterilmistir.

E-l-ax-ax-ax-ax-y(X)=q(x) (5.24)

ax-ax~ax-ax.y(x):%-q(x) (5.25)

5.3.1 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Basit Mesnetli Kirisin Cokme Analizi

Bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli olan bir Euler-Bernoulli kirisinin sinir

sartlarin1 goz Oniinde bulundurarak ve kirisin yogunluk ve kesit alan1 ¢arpimi1 pA=1

olarak ele alindiginda genellestirilmis diferansiyel quadrature metoduna gore genel

denklem (5.26) su sekilde olacaktir.

ax-ax-dx2-dx1.y:%.q(x) (5.26)

Burada dx2 ve dx1 agirlikli katsayilar1 matrislerinin ax agirlik katsayilart
matrisinin sirasiyla ikinci ve birinci tiirevlerdeki sinir sartlarinin tanimlandig

matrislerdir.

5.3.2 Iki Ucu Basit Mesnetli Kirisin Cokme Analizi

Iki ucu basit mesnetli olan bir Euler-Bernoulli kirisinin sinir sartlarmi goz

onitinde bulundurarak ve kirisin yogunluk ve kesit alan1 ¢carpimi pA=1olarak ele
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alindiginda genellestirilmis diferansiyel quadrature metoduna gore genel denklem

(5.27) su sekilde olacaktir.
1
ax-ax-dxz-ax-y:;-q(x) (5.27)

Burada dx2 agirlikli katsayilar1 matrisinin ax agirlik katsayilart matrisinin

ikinci tliirevindeki sinir sartlarinin tanimlandigi matristir.

5.3.3 Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Kirisin Cokme Analizi

Bir ucu ankastre diger ucu serbest olan bir Euler-Bernoulli kiriginin sinir

sartlarin1 g6z 6niinde bulundurarak ve kirisin yogunluk ve kesit alan1 carpim1 pA=1

olarak ele alindiginda genellestirilmis diferansiyel quadrature metoduna gore genel

denklem (5.28) su sekilde olacaktir.
ax-dx3-dx2-dx1-y:%-q(x) (5.28)

Burada dx3, dx2 ve dx1 agirlikli katsayilart matrislerinin ax agirlik katsayilari
matrisinin sirasiyla ti¢lincii, ikinci ve birinci tlirevlerdeki sinir sartlarinin tanimlandigi

matrislerdir.

5.3.4 1ki Ucu Ankastre Kirisin Cokme Analizi

Iki ucu ankastre diger ucu serbest olan bir Euler-Bernoulli kiriginin smir

sartlarin1 g6z Oniinde bulundurarak ve kirisin yogunluk ve kesit alan1 ¢arpimi1 pA=1

olarak ele alindiginda genellestirilmis diferansiyel quadrature metoduna gore genel

denklem (5.29) su sekilde olacaktir.
1
ax-ax~ax-dx1~yza-q(x) (5.29)

Burada dx1 agirlikli katsayilar1 matrislerinin ax agirlik katsayilar1 matrisinin

birinci tiirevindeki sinir sartlarinin tanimlandigi matristir.
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5.4 Sabit Kalinhkta izotropik Plakanin Cokme Analizi

Sabit kalinlikta ince izotropik plakanin ¢6kme denklemi (5.30) numarali
denklemde verilmistir.
o'w o'w o'w p

+2 + =— 5.30
ox* ox’ey> oy' D (5:30)

Burada w = w(X,y) ¢okme denklemini, p plakanin iizerine uygulanan basinci,
D =Eh®/12(1-v?) plakanin egilme rijitligini, E Elastisite modiiliinii, h plakanin
kalinligint ve v ise Poisson oranini gosterir. Burada (5.30) numarali denklemi

kolaylik ag¢isindan boyutsuz formda yazmamiz gerekmektedir. Bu denklem (5.31)

numarali denklemde gdsterilmistir.

o'W , 0'W LO0'W  pa’
+ =
oxX* OX20Y? oYt D

(5.31)

Burada W=w/a boyutsuz ¢okme denklemi, « ise referans uzunlugu
X =x/ave Y =y/b boyutsuz koordinatlar a ve b plakanin x ve y koordinatlari
boyunca uzunlugu ve genisligidir. (5.31) numarali denklem (5.32) numarali

denklemde gosterildigi gibi ifade edilebilir.

4 4 4
OW 922 IW_ 300 W_ ey=g (5.32)
oX X 2oY oY

Burada Q= wa’,/ph/ D ifade edilen deger boyutsuz frekans ve o ise dairesel

frekans degeri olarak adlandirilir.

Basit mesnetli ve ankastre smir sartinda, plakanin enine ¢Okmesi sifir

olmaktadir:

=0 (5.33)
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Basit mesnetli sinir sartinda, plakanin momenti x ve y yonlerinde sifir

olmaktadir;

0*W

=0 5.34
e (5.34)
0*W

=0 5.35
Ve (5.35)

Ankastre ve kilavuz mesnet (guided) sinir sartinda, plakanin dénmesi X ve y

yonlerinde sifir olmaktadir:

W _ 0 (5.36)
oX
W _g (5.37)
oY

Serbest sinir sartinda, plakanin momenti x ve y yonlerinde sifir olmaktadir:

0*W 0°W

ax2 +vA? 2 =0 (5.38)
2 2

pIW_ T (529)

Serbest ve kilavuz mesnet (guided) sinir sartinda, plakanin kesme kuvveti x ve

y yonlerinde sifir olmaktadir:

o*W o°W
+(2-v)A? =0 5.40
s VA A (5.40)
a3w oO°W
/12 - 5.41
2 )axzav (41)

Iki bitisik kenarm kdsesinde bulunan noktada ek bir sinir sart1 tanimlanir:

O*'W
oXoY

(5.42)
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6. DAIRESEL SEKTOR PLAKALARININ DiFERANSIYEL
QUADRATURE ILE COKME ANALIZi

Belli bir kalinlikta izotropik bir dairesel sektor plakalarin ¢okme ve moment
analizleri diferansiyel quadrature metodu ile nasil yapilacagi incelenecektir.
6.1 Dairesel Sektor Plakalara Genel Bakis

Dairesel sektor plakasi sekil olarak bir bilgisayar cd ’sinin (Sekil 6.1) belirli bir
acida kesildigi bir plaka (Sekil 6.2) olarak degerlendirilir.

Sekil 6.1: Dairesel plaka

Sekil 6.2: Dairesel sektor plaka
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6.2 Dairesel Sektor Plakasinin Temel Denklemleri

Burada dairesel sektor plakasinin sapma, moment ve diferansiyel denklemlerin

nasil elde edildigi anlatilacaktir. Bunun i¢in temel iliskilere deginilecektir.

4

<V

Sekil 6.3: Dairesel sektor plaka kesiti ve koordinat diizleminde gdsterimi

Sekil 6.3’e gore asagidaki bagintilar elde edilir:

X =rcos(6) (6.1)
y=rsin(9) (6.2)
r’=x*+y? (6.3)
0= arctan(%) (6.4)

Yukaridaki sekil ve denklemlere gore;

o X

&z?:cos(e) (6.5)
o _y_ .

T =sin(0) (6.6)
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X r? r
00 X _ cos(0)
oy X r

ow . L . 0w
— ifadesi igin, W yerine — yazilir;
X OX

2 2 2 i 1 2
ZT\QV:ZT\Q/COSZ(G)_Z;;\; S|n(6?)rcos(¢9)Jr aw sin® ()
: .
+22_\g sin (H)rczzos(é?) A 2(9\2/ smrz(e)
Benzer sekilde;

2 2 2 i 2
6_\/2v:6_\215in2(9)+2 d*w sin(@)cos(0) , ow cos (6)
oy- or odor r

awsin(@)cos(0) 6*w cos® ()
P 7 e r
o'w _ o*w 0°w c0s(20) ow cos(20)

=——sin(@)cos(0)+

oxoy  or? oro0 r
_ dwsin(@)cos(6) . d*w sin(6)cos(6)
or r 00° r?

Bu denklemler birlestirildiginde laplace operatdr denklemine doniisiir;

o’'w 1ow 1 0w

VW=——t———+ ——
or’ ror r’oe’
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Buna gore sirastyla radyal, acisal ve burulma momentleri su sekilde olur;

o°w low 1 o°w
M, =-D A _
{ar V(r or r? o6 H (6.14)

1ow 10w o°w
M(g:—D|: or +r 692+V?j| (615)
10°w 1 ow
=—(1-v)D| =—-= ,
4-v { oroo  r? 89} (6.16)

Yukaridaki denklemlere gore polar koordinatlarda plakalarin sapmasi igin

gegerli diferansiyel denklemi agagidaki gibidir.

az 10 1 &, 0w low 1 0*°w, q(r,6)

VW= (=—+-—+= += 6.17
( ror re 662)(ar ror 692) D (©.17)
Yukaridaki (6.17) numarali denklemin agilimi asagidaki gibidir.
4 3 2 3 2 4
ow 20w 2 ow 2 ow 18W 10w ) q(r,0) 0 (6.18)

+= += += FL .
or* ror® r?or?0* rdorod* r? or? 4804 D

6.3 Dairesel Sektor Plakasinin Diferansiyel Quadrature fle Coziimii

Burada dairesel sektor plakasinin diferansiyel quadrature metodu ile nasil
coziilecegi deginilecektir. Genisletilmis Kantorovich yontemi ilk olarak A.D.Kerr
tarafindan, dikdortgen kesitli prizmatik ¢ubuklarin burulmasi i¢in hassas ve yaklasik
kapali formlu ¢6ziim elde etmek i¢in Kantorovich yontemini tanitti. Bu yontem iki
boyutlu kismi diferansiyel denklemini, ¢ift adi diferansiyel denklem setine indirgemek

i¢in kullanir.

Genigletilmis Kantorovich yontemi dordiincli mertebeden olan ana denklemi
r (yarigap) ve 6 (ag1) ‘ya bagli olan iki adi diferansiyel denklem sistemine

doniistiiriir.
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Sekil 6.4: Dairesel sektor plaka ve koordinat sistemi geometrisi

Ince izotropik bir dairesel sektdr plakasinin bilinen en iyi denklemi bir dnceki

baslikta agiklanmisti. Bu denklemde;

w(r, ) sapmay1, q(r,d) plakanin iizerine uygulanan diizgiin dagitilmis yiikii,

v ise Poisson oranini vermektedir.
Ankastre tip igin sinir kosullari,

r=r,r=r,—r <60 <rsartlaryla;

dw
=—=0 A
" dr (6.19)

IA

0 =Fr,r, <r <r,sartlariyla;

w=—2=0
dq (6.20)

Buna gore ankastre sinir kosullart uygulandiginda sapma ve onun birinci

dereceden tiirevi (6.19) ve (6.20)’de oldugu gibi sifira esitlenmelidir.
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Daha 6nce agiklanan (6.18) numarali denklemin Newton-Raphson iterasyon

metodunda oldugu gibi denklemin tiirevli hali (6.21) numarali denklem elde edilir.

f=u,, + g Y | 2—u”299 + u—r2'+ 2 uf? + u“fH _9(r.9) =0 (6.21)
r r r r r D

Burada iki farkli sekilde dairesel sektor plakay ele alacagiz:

Birinci durumda dort kenari basit mesnetli (simply supported) olacak sekilde,

ikinci durumda iki kenar1 basit mesnetli diger iki kenar1 ankastre olarak ele alinacaktir.

Sekil 6.5: Dairesel sektor plakanin kenar numaralari ve koordinat sistemi geometrisi

1. Birinci durumda 1-2-3-4 numarali kenarlar basit mesnetli (simply

suppported) olarak incelenecektir.
2. Ikinci durumda 1-3 numarali kenarlar ankastre (clamped), 2-4 numarali

kenarlar basit mesnetli (simply supported) olarak incelenecektir.
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Birinci durum:

%107

Sekil 6.6: Dort kenari basit mesnetli 60 derecelik dairesel sektor plakanin geometrisi

Birinci durum igin 60 derecelik dairesel sektor plakanin geometrisi Sekil 6.6

da gosterilmistir. Buna gore 60 derecelik dairesel sektdr plakanin diizgiin dagilimh

yiik altindaki ¢6kme, radyal ve agisal moment degerleri Tablo 6.1 de verilmistir.

Tablo 6.1: Dort kenar1 basit mesnetli 60 derecelik dairesel sektor plakanin diizgiin dagiliml yiik
altinda ¢6kme, radyal ve agisal moment degerleri

0 77 = rl / r0 w M r M [
0 0.188961 0.00028685 0.058153
60° 0.25 0.0002831571 0.0101739 0.0140100
0.5 0.0001437161 0.0073030 0.0053365
0.75 0.004941 0.00001004 0.018166
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Ikinci durum:

Sekil 6.7: Birinci ve ticlincii kenarlar1 ankastre ikinci ve dordiincii kenarlar1 basit mesnetli 60
derecelik dairesel sektor plakanin geometrisi

Ikinci durum igin 60 derecelik dairesel sektdr plakanin geometrisi Sekil 6.7 da
gosterilmistir. Buna gore 60 derecelik dairesel sektor plakanin diizgiin dagiliml yiik

altindaki ¢okme, radyal ve agisal moment degerleri Tablo 6.2 de verilmistir.

Tablo 6.2: Birinci ve {igiincii kenarlart ankastre, ikinci ve dordiincii kenarlari basit mesnetli 60
derecelik dairesel sektor plakanin diizgiin dagilimli yiik altinda ¢ékme, radyal ve agisal moment
degerleri

0 77 = rl / r0 w M r M 4
0 0.00060741 0.015903 0.023188
60° 0.25 0.00052605 0.016532 0.015709
0.5 0.00016102 0.010483 0.005168
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Tablo 6.3: Dort kenar1 basit mesnetli 60 derecelik dairesel sektor plakanin diizgiin dagiliml yiik altinda ¢6kme, radyal ve agisal moment degerleri ile ansys ve diger
degerlerinin karsilastiriimast

n="r/r, | Hesaplanan Sonug Salehi&Turvey Harik Cheung&Chang ANSYS Degerleri

0 0.188961 0.000363 0.000313 0.000308 0.000289

0.25 0.0002831571 0.000341 0.000310 0.000301 0.000284

" 0.5 0.0001437161 0.000174 0.000155 0.000154 0.000142
0.75 0.004941 1.25e-5 1.09e-5 9.83e-6 1.03e-5

0 0.00028685 0.011110 0.010950 0.011280 0.010981

M 0.25 0.0101739 0.011420 0.011120 0.011640 0.011028

0.5 0.0073030 0.009688 0.009531 0.010173 0.009412

0.75 0.00001004 0.002686 0.002686 0.002912 0.002622

0 0.058153 0.011370 0.011670 0.013010 0.011637

M, 0.25 0.0140100 0.011300 0.011460 0.01640 0.011123

0.5 0.0053365 0.005092 0.005249 0.006203 0.005007

0.75 0.018166 0.000815 0.000815 0.000907 0.001184
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7. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda diferansiyel quadrature metodu kullanilarak kenarlarindan farkl
sekillerde sabitlenmis dairesel sektor plakalarin nasil ¢oziilecegi incelenmistir.
Coziimde tiirev derecesine bagli olarak agirlik katsayilar matrisi olusturulup denklem
sistemine uygulanir. Dordiincii mertebeden olan ana denklem r (yarigap) ve 6 (ac1)
‘ya bagli olan iki adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir. Burada elde edilen
her iki adi diferansiyel denklem sistemi ile kapali formda tekrarlamali olarak ¢oziiliir
ve sonuca hizli bir sekilde ulasmasi saglanir. Bu metot ile ¢oziime hizli ve gergege cok
yakin sonuglar elde edilmistir. Ayrica sonlu elemanlar analiz sonuglariyla

karsilastirildiginda az hata payiyla dogru tahminler elde edilebildigi gorilmiistiir.
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EKLER

EK A — Agirhikh Katsayilar Matrisi

N=5 i¢in birinci dereceden tiirevin agirhklh katsayisi

[-25/3 16 -12 16/3 1]

-1 -10/3 6 -2 1/3

[A®]=| 1/3 -8/3 0 8/3 -1/3
-1/3 2 -6 10/3 1

| 1 -16/3 12 -16 25/3

N=5 i¢in ikinci dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

[140/3 -416/3 152 -224/3 44/3]
44/3 -80/3 8 16/3 -4/3
[A®]=| -4/3 64/3 -40 64/3 —4/3
—4/3 16/3 8 -80/3 44/3
| 44/3 —224/3 152 -416/3 140/3]

N=5 icin ii¢iincii dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

(4]

[-160 576 -768 448 -96|
-96 320 -384 192 32
-32 64 0 —-64 32

32 192 384 -320 96
96 448 768 -576 160

N=5 icin dordiincii dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

[40]-

256

256
256
256
256

-1024
—-1024
-1024
-1024
-1024

1536
1536
1536
1536
1536

-1024
-1024
-1024
-1024
-1024

256 |

256
256
256
256
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N=5 ve M=S5 i¢in birinci dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

I:C ? :|25x25 -

[A%%s [0l [0l
[0k [A%s [0k
[0k [0y [A%Lss
[0s  [0)sis [0

L [0]5X5 [0]5x5 [0]5x5

[01s,s
[0]s,s
[0];.s
[A(l) ]5X5
[0];,s

[0s.s
[01s,s
[05,s
[0s.s

()
[A ]5x5 _25x25

N=7 i¢in birinci dereceden tiirevin agirhklh katsayisi

[A“f]= ~1/10

-147/10 36
-1 —77/10
1/5 -12/5

9/10

1/10 —4/5
-1/5 3/2
1 -36/5

-45 40
15 -10
-7/2 8
-9/2 0
3 -8
-5 10
45/2 -40

—-45/2
5
-3
9/2
712
-15
45

36/5
-3/2

415
-9/10
12/5
77110

—-36

N=9 icin birinci dereceden tiirevin agirhklh katsayisi

[-761/35

64 -112

-1 -446/35 28
17 -16/7 -38/5

-1/21

417 —4

1/35  -32/105 8/5

-1/35

217 413

/21 -16/35 2

-1/7

413  -28/5

1 -64/7 112/3

44813  -140  448/5
-28  70/3 -l4
16 -10  16/3

-18/5 10 -4

-3215 0 32/5
4 -10  18/5

-16/3 10 -16
14 -70/3 28

-448/5 140 -448/3
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-112/3
2815
-2
413
-8/5

-1
1/5
-1/10
1/10
-1/5
1

147/10 |

64/7
-413
16/35
=217
32/105
-417
16/7
446/35
—64

-1
17
-1/21
1/35
-1/35
1/21
-1/7
1
761/35 ]




N=11 i¢in birinci dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

[4]-

[—7381/252

-1
1/9
-1/36
1/84
-1/126
1/126
-1/84
1/36
-1/9
1

100
—4609/ 252
-20/9
5/12
—-10/63
25/ 252
-2/21
5/36
—20/63
5/4
-100/9

—225 400 -525
45 —60 70
—341/28 80/3 —70/3
-15/4 -319/42 35/2
15/14 -40/7  -11/3
—25/42 50/21 -25/3
15/28 -40/21 5
-3/4 5/2 -35/6
5/3 -16/3 35/3
—45/7 20 —42
225/4  -1200/7 350

504 -350
—63 42
56/3 -35/3
-21/2 35/6
12 -5
0 25/3
-12 11/3
21/2 -35/2
-56/3 70/3
63 -70
-504 525

50

1200/7
-20
16/3
—5/2
40/ 21
-50/21
40/7
319/42
-80/3
60
—400

—225/4
45/7
-5/3
3/4
~15/28
25/ 42
~15/14
15/4
341/ 28
45
225

100/9
-5/4
20/63
—5/36
2/21
—25/252
10/63
-5/12
20/9
4609 /252
—-100

-1
1/9
~1/36
1/84
~1/126
1/126
~1/84
1/36
-1/9
1

7381/ 252 |




N=11 icin ikinci dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

47317/45 -13150/21 7129/126 ]

—-269946/13 168775/6  -27508  174025/9 -76419/8
-3035/14 10735/252 -481/126

[ 7732/11 -61727/16 153025/14
7129/126  2255/28 -10445/14 33490/21 -18845/9 3979/2  -4105/3  16623/25
—-481/126 690/7 -9448/73 2440/ 21 335 -2972/9  1355/6 —760/7 4415/126  -430/63 17/28
17/28  -2645/252 3695/28 —14465/63 505/6 109/2 -895/18 535/21 -235/28  —-415/252 -37/252
-37/252 20/9 -130/7 3280/21  -5005/18 152 -40/3 -80/63 5/4 -20/63 2/63
-500/21 500/3  -5269/18 500/3 -500/21 250/63  —125/252 2/63
-130/7 20/9 -37/252

-2645/252 17/28
690/7 -481/126

7129/126

2/63 -125/252 250/63
2/63 -20/63 5/4 -80/63 -40/3 152 -5005/18  3280/21

-37/252  415/252 —-235/28 535/21 -895/18 109/2 505/6  -14465/63  3695/28
17/28 -430/63  4415/126 —760/7 1355/6  -2972/9 335 -2440/21  -9448/73

—-481/126 10735/252 -3035/14  16623/25 -18845/9 33490/21 -10445/14  2255/28
| 7129/126 -13150/21 47317/15 -76419/8 174025/9 —-269946/13 153025/14 -61727/16 7732/11 |

-4105/3  3979/2
—-27508  168775/6
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[A@)]z 2854/421  -31525/378  13525/28  —64148/37  41725/18 0 —-41725/18  64148/37 -13525/28 31525/378 -2854/42

N=11 i¢in iiciincii dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

| —69523/5  190269/2 -310508 635840 -896113 897750 641374 320557  —-320360/3 21343 162875/84 |

-162875/84  81667/11 -195667/17 9425 —72475/18 300 -3875/2  -19598/13  17475/28 -5975/42  1528/108
1525/108  -33509/16  73808/9  -304473/22 98593/7  -10550 112025/18 -24500/9  23025/28 -11591/76  2521/193
2521/193  -16325/126 -38525/28  66502/11 -57175/6 8050  -81275/18  40175/21 -15875/28 14858/143 -2225/252

-2225/252  2975/27  -17225/28  1700/21 56375/18  -5450  23825/6  -27227/17  1825/4 -5125/63  2854/421

-2854/421 5125/63 -1825/4 27227/17  -23825/6 5450  -56375/18 -1700/21  17225/28  -2975/27 2225/ 252
2225/252  -14858/143 15875/28  -40175/21  81275/18  -8050  57175/6  —-66502/11 38525/28  9199/71  -2521/193
-2521/193  11591/76  -23025/28  24500/9  -112025/18 10550 -154932/11 -304473/22 -73808/9 33509/16 -1525/108
-1525/108  5975/42  -17475/28  19598/13 -3875/2 300 72475/18 -9425 195667/17 -81667/11 162875/84
162875/84 -21344 320360/3 320557 641374 897750 896113 —-635840 310508  -190269/2  69523/5 |
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N=11 i¢in dordiincii dereceden tiirevin agirhkh katsayisi

[ 451975/2 0 0 0 0 0 0 0 0 -523124 335037/7 |
335037/7  -901498/3 875976 0 0 0 0 -603992 194476 -113498/3  100873/30
100873/30  32627/3 -231131/2  963524/3 483722 471667 -320472  459524/3  -98381/2 2862713 -8459/10
-8459/10 38002/3  -178244/5 384127/16 -210139/5 -278750/3 727750/9 -206627/5 68006/5 -503875/189 12584/53
125847153  -221291/64  128631/5 -224476/3 921250/9 -203000/3 151000/9 -40127/16 -45125/21  34709/64  -10250/189
[A“)} =| -6291/116  157625/189 -135250/21 173373/5 -463611/5 382250/3 —463611/5 173373/5 -135250/21 157625/189  -6291/116
-10250/189  34709/64 45125/21  40127/16  151000/9 -203000/3 151000/9 -224476/3 128631/5  -221291/64  12584/53
12584/53 -503875/189  68006/5  —-206627/5 727750/9 -278750/3 210139/5 384127/16 -178244/5 3800/3 -8459/10
-8459/10 28627/3 —98381/2  459524/3 320472 471667 -483722  963524/3  -231131/2 32627/3  100873/30
100873/30  -113498/3 194476 -603992 0 0 0 0 875976 -901498/3  335037/7
| 335037/7 -523124 0 0 0 0 0 0 0 0 451975/2 |
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