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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Hahn Sturm-Liouville Operatoriiniin Genislemeleri
Mehmet Yagiz
Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA

Agustos, 2021

Bu ¢aligmada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve ¢calismada kullanilan
bazi tanim ve temel sonuclar verilmistir.

Ucgiincii boliimde, sinir deger uzayi ve disipatif genislemelerin temel tanim ve &zellikleri
verilmistir.

Son olarak, Hahn Sturm-Liouville operatoriiniin maksimal disipatif, akretif, kendine es
genislemeler sinir kosullari cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hahn kalkuliis, Sturm-Liouville operatorii, simetrik operator, kendine es
operat0r, disipatif operatdr, akretif operatdr, genisleme, sinir deger uzayi, siir kosullar:.



SUMMARY
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned and some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, basic definitions and properties of a space of boundary value and
dissipative extension are given.

Finally, a description of all maksimal dissipative, accretive, self- adjoint and, other
extensions of singular conformable fractional Sturm-Liouville operator is given in terms of
boundaryconditions.

Keywords: Hahn calculus, Sturm-Liouville operator, symmetric operators, self-adjoint
operators, dissipative operators, accretive operators, a space of boundary value, boundary
conditions.



1. GIRIS

V() fonksiyonu [a, b] aralig: lizerinde siirekli ve reel degerli,, A€ C, a;; € R ve |a;| +

la;,| #0,i = 1,2 olmak tizere

—y"+v(t)y=Ady,—0<a<t<b<om,
a;1y(a) +ay'(b) =0, (1.1)
az1y(a) + a,y'(b) = 0.

ifadesi ile tanimlanan Sturm-Liouville problemlerini inceleyen Sturm-Liouville teorisi
fizikte ve miithendislikte karsilagilan problemlerin ¢dziimiinde 6nemli bir rol oynar. Ayrintili

bilgi i i¢in bkz: Coddington ve Levinson, 1955 ; Levitan ve Sargsian, 1991; Zettl, 2005.

2005 yilinda, Annaby ve Mansour (Annaby ve Mansour, 2005) (1.1) denklemi ile

verilen Sturm-Liouville problemindeki adi tiirev yerine

y(gx) — y(x)

Py =10

,0<g <1, (1.2)

g-tiirevini alarak regiiler durumda bir q-Sturm-Liouville teorisi gelistirmistir. Daha sonra
pek ¢ok arastirmaci bu konuda galismalar yapmistir (Annaby ve Mansour, 2012, Abreu,
2005, Allahverdiev, 2016, Annaby, 2003, Annaby, vd., 2007, Erylmaz, 2012, Li ve Liu,
2005, Nemri ve Fitouhi, 2010).

Daha sonra 2018 yilinda Annaby vd. (Annaby vd., 2018) (1.2) ile verilen g-tiirevi yerine

_ flgt+w) —f(¥)
Dy of (t) = Gt =t (1.3)

ifadesi ile tanmimlanan Hahn tiirevini alarak, regiiler durumda, Hahn Sturm-Liouville

problemlerini ele almistir.

Sturm-Liouville problemleri farkli durumlarda, (Anderson, 2002, Anderson ve
Hoffacker, 2003, Anderson ve Avery, 2004, Henderson, 2000)’de oldugu gibi iist mertebe
problemlere, (Annaby ve Mansour, 2012, Brown, vd., 1996)’da oldugu gibi singiiler
problemlere, (Eryilmaz, 2012, Tuna, 2014)’te oldugu gibi genellestirilmis sinir sartlarina ve
self-adjoint olmayan problemlere, (Brown, vd., 1996, Lavagno, 2009, Suslov, 2003)’te



oldugu gibi Askey-Wilson operatérlerine genisletilmistir. Genellestirilmis Sturm-Liouville
problemleri (Abreu, 2005, Ahlbrandt, vd., 2000, Annaby, vd., 2012, Annaby, vd., 2007,
Atici ve Guseinov, 2002, Lavagno, 2009)’da oldugu gibi matematiksel ve fiziksel
problemlerde uygulanmistir (Annaby, vd., 2018).

Operatorler teorisinin dnemli problemlerden birisi de simetrik operatorlerin genislemesi
problemidir. Bu konuda 1929 yilinda ilk sonuglar J. Von Neumann (von Neumann, 1929),
tarafindan elde etmistir. Von Neumann simetrik operatorlerin hangi kosullar altinda kendine es
genislemeye sahip oldugu ve bu genislemenin nasil yapilacagini gostermistir. Krein (Krein,
1947, 1952), Rellich (Rellich, 1951), Birman (Birman, 1956), Vishik (Vishik, 1952), Phillips
(Phillips, 1959), simetrik operatorlerin genislemeleri {izerinde ¢alismalar yapmislardir.

1969 yilinda Rofe-Beketov (Rofe-Beketov, 1969 ) lineer bagintilar1 kullanarak
simetrik operatorlerin genislemesini vermistir. Ayn1 metodu kullanarak simetrik diferansiyel
operatorlerin kendine es genislemeleri sinir kosullar1 cinsinden ifade eden matematikgiler:
Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984), Bairamogly (Bairamogly, 1984),
Allahverdiev (Allahverdiev,1995, 2013, 2014, 2016, 2019), Tuna (Tuna , 2013), Tuna ve
Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018) ve
Kholkin (Kholkin, 1981) dir.

1972 yilinda Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk, vd.,1972) disipatif lineer
bagintilar kullanarak operatdr katsayili simetrik diferansiyel operatorlerin disipatif ve kendine
es genislemelerini elde etmislerdir. Daha sonralar1 birbirinden bagimsiz olarak Bruk (Bruk,
1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafindan sinir deger uzay1 kavrami yardimiyla simetrik
operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri yapildi. Simetrik operatorlerin
genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in bkz: Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei
(Gorbachuk, vd., 1989).

Bu tez ¢alismasinda, regiiler durumda Hahn Sturm-Liouville denklemi ile elde edilen
Hahn Sturm-Liouville simetrik operatorii ele alinmistir. Bu operator i¢in sinir deger uzayi
inga edildi. Sinir kosullar1 yardimryla tiim maksimal disipatif, maksimal akretif ve kendine

es genislemeleri elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar
Bu bolumde Hahn kalkiiliisiin temel kavramlar: verilecektir.

q € (0,1), w > 0, sabit olsun wy = w/(1 — q),ve I reel sayilar kiimesininin w,’1 kapsayan

bir alt aralig1 olsun. h(t) := qt + w, t € I olsun.

wy = lim (hoheo ... oR)(D),

Oldugu agiktir.

1983 yilinda Hahn (Hahn, 1983) tarafindan ¢, ®w-Hahn fark operatorii asagidaki gibi

verilmistir.

Tammm 2.1. f, | araligi iizerinde tanmimlanmis bir fonksiyon olsun. f w,'da

diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tlizere Hahn fark operatorii

(flgt + w) - f(O)

Dpuf@® =1 AT (2.1)

Ifadesi ile tanimlanir. D, f (w,) ifadesine f fonksiyonunun g, o-tiirevi denir. Eger

Dqwf(wo) tirevi mevcutsa f fonksiyonuna I iizerinde q, w-diferansiyellenebilir denir.

Eger f.g fonksiyonu ,t € I noktasinda g, w-diferansiyellenebilir asagidaki 6zellikler

saglanir:



Dgo(af +Bg)(t) = aDq,f(t) + BDq g (D), a, BeC,

Dy (FO(®) = Dy o (f(0)g(t) + f(qt + @)Dy ,g(t),

f@©  (Paaf®)g(® = f(OD4u9(®)

Paog = 9090t + w)

,9(0)g(qt + w) # 0,

(Annaby, vd., 2012).
D, fark operatdriiniin sag tersi Annaby vd. tarafindan (Annaby vd., 2012)'de Jackson —

Norlund toplamlari cinsinden su sekilde tanimlanmigtir (Jordan, 1965).
_ak
a,b € Ive[k]q = %,k € Nolsun. adan b ye f fonksiyonunun g, w-integrali su

sekilde tanimlanir.

b b a
[ rOdgot:= | r@dgut = [ gt 2.2)

[0e]

| 1©0dgut = GU-@ = 0 a flaat+ wlkl), e, 23)
wo i

=0

(2.3) esitligindeki seriler x = a ve x = b noktalarinda yakinsakdir. Bu durumda,

f fonksiyonu [a, b] aralig1 lizerinde g, w-integrallenebilir denir ve (2.3) esitliginin sag
tarafindaki toplam Jackson — Norlund toplami olarak adlandirilacaktir. Norlund toplamlari

ile fark operatorleri arasindaki iligki i¢in bkz. (Jordan, 1965).

f, g strekli fonksiyonlar1 i¢in q,w- kismi integrasyon formiilii

b b
ff(t)Dq,wg(t)dq,wt:f(t)g(t)lg - f Dy o(f(1)g(qt + w)dgut,a,b €1 (2.4)

ile verilir (Annaby vd., 2012).



g- kalkulusda (Gasper ve Rahman, 1990, Jackson, 1910) tanimlandig1 gibi oldugu gibi, iki

tiir g, o — Ustel fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir:

co

Need-9-wt 1
eq""(t’z)‘z Go. T ma-ar *9
k=0
Liek-1) N
Eyo(t,2) = - (Z((;(;)k D-0r e 2.6)
k=0

Bu fonksiyonlar

D, weoow(t,z) =ze,,(t,2),e5,(We,2) =1, |t —wo| < ——,
qw*q,w q,w q,w 0 0 |Z(1—q)|

DgwEqw(t,z) = —zE;,(qt + w,2), Egn(wo,z) =1, zt€C,

birinci mertebeden q, ®- baslangi¢ deger problemlerini saglarlar (Annaby vd., 2012).
Birinci mertebe q, ®- baglangi¢ deger problemleri i¢in varlik ve teklik problemleri Hamza
ve Ahmed (Hamza ve Ahmed, 2013) incelenmistir.

Abu Risha, vd., ,(Abu Risha vd., 2007), Swarttouw ve Meijer (Swarttouw ve Meijer,
1994) tarafindan verilen ¢ - Wronskian tanimina benzer olarak, Hamza ve Ahmed

( Hamza ve Ahmed, 2013) tarafindan q, ®- Wronskian tanimi asagidaki gibi verilmistir:
X1, X2, X3, ..., Xy | arali@i tizerinde tanimli ve (n-1). mertebeden q, o-diferansiyellenebilir

fonksiyon olsunlar . O zaman q, ®- Wronskian

VVq,a) (xlf X2 oy xn)(t)

r1(1) xo(t) L 2 (t)
Dy wai(t) Dy wa(t) L Dy.win(t)

- : : : : , tel,
Dpzte()  Digtes(t) .. DyZlea(t)




formiilii ile verilir.
Simdi Hahn kalkiiliistin temel teoremini ifade edelim.

Eger f:1 — R fonksiyonu w, noktasinda siirekli ve

F(t) = .ft f)dg wx. tel

0

ise F fonksiyonu w,’da siireklidir. Ayrica D, ,, F (t) her bir t € I igin mevcuttur

ve D, ,F(t) = f(t)dir.

Tersine, her a,b € I igin

[ Do Dt = F(b) ~ f(@)
dir (Annaby, vd., 2012).

b > 0 sabit olsun ve qu,a, (wg, b), [wg, b] aralig1 lizerinde tanimlanan ve

1

b 2
||f(-)||=< j |f<t)|2dq,wt> <

Kosulunu saglayan tiim karmasik degerli fonksiyonlar kiimesi olsun. qu,w (wg, b), C

tizerinde lineer uzaydir.

Teorem:2.2 L% ,,(wo, b) uzay

b _
(. g) = j FOTDOy ot

ile tanimlanan i¢ ¢carpim islemi altinda ayrilabilir bir Hilbert uzayidir (Annaby vd.,
2018).

Teorem:2.3 f(*), g(*) € L% ,,(wq, b) fonksiyonlart [w,, h~*(b)] araligi iizerinde

tanimli ve w, noktasinda da siirekli olsun. t € (wg, b) olmak {izere

(Dguf) (A7 () = D1-uf (), 2.7)
q q



_ _ 1
(Dgwf,g) = f(D)g(h=1(b)) — f(wo)g(wo) +(f,— aDlﬂg): (2.8)
q q

1 _ .
(—5ngf ,9) = —f(h (B g(wo) + f(wp)g(wo) + {f,Dgwg) (2.9)
q q

dir (Annaby vd., 2018).
Ispat. (2.7) esitligi dogrudan Dy Nintammindan elde edilir. (2.4) formiiliinde

u = h(t) yazilir ve Hahn kalkiiliisiin temel teoremini kullanarak

b —_—
(Dq,wfr g) = f Dq,a)f(t)g(t)dq,wt

0

—— WY b —
= F(B)g(D) — f(wo)g(ag) — f () Dy g (Ddy ot

0

h(b)

_ __Jl 1t =
= F(D)g®) - f(wo)g(@o) — f F) D1 gy
q q

— — 1
= f(b)g(b) — f(wo)g(wo) + 7 (b= h(®))f(B)D1-wg(b)
aq

b
11—
- ff(u)—Dlﬂg(u)dq,wu. (2.10)
o 4 q74q

elde edilir. (2.8) ifadesi (2.7) uygulandiktan sonra (2.10) ifadesinden elde edilir. Ayrica,
(2.9) esitligi, (2.8) ifadesi kullanilarak elde edilir ¢iinkii

-1 -1
(—Di-of,9) =(9,—D1-wf)
4 q7q aq

= —g(B)f (A1) + g(wo)f (wo) +(Dg.wg, f)



= _g((b))f(h_l(b)) + g(wo)f (wo) + (f, Dq’wg) dir.

Simdi, kendine es Hahn Sturm-Liouville problemini L , (wo, b) uzayinda tanimlayalim.

wo <t<b<oove A€ Colmak lizere

-1
ty(t) = 7D1ﬁDq,wy(t) +p@)y () = Ay(b), (2.11)
qaq
U1 (y) = a;y(wy) + azD1-wy(wy) =0, (2.12)
qq

problemini ele alalim. Burada, p(-) fonksiyonu [w,, b] aralig1 {izerinde reel-degerli siirekli
bir fonksiyondur ve {a;, b;};=1 » keyfi reel sayilar1 |a;| + |a,| = 0 = |b;| + |b,| kosulunu

saglarlar.

Teorem 2.4. (2.11) — (2.13) ile tammh Hahn Sturm-Liouville problemi L7 ,, (w,, b)
uzayinda kendine esdir (Annaby vd., 2018).

Ispat. y(°), z(") € L ,,(wo, b) Olmak iizere asagidaki q, o-Lagrange dzdesligi

b
] Ly(©z(t) — y(©)€z(0)dgut = [v,Z](b) — [v,Z](wo), (2.14)

wo

Ile verilir burada

[y,2](t) = y()D1-wz(t) — D1 -wy(®)z(t) (2.15)
q q q q

dir.

Gergekten de (2.9) ifadesinde f (t) = D 4,,Y(t) ve g(t) = z(t) yazilirsa



-1
(_DljD q,wy(t): Z(t))
4 974

= —(D 40y (h"1(0)z(B) + D 44,y (we)z(we) + (D 4oy, D ¢ u2z(t))

= _Dljy(b)z(b) + D}ﬁ}’((vo)z(wo) + (D q,wy(t):D q,wz(t)> (216)
aq qaq
elde edilir.

Tekrar (2.9) esitliginde f (t) = y(t), g(t) = D 4,,2(t) yazilirsa,

(D 4,0Y (), D g,,2(1))

= y(b)D 4,02(h71(h)) = ¥(wo)D 4,02(wo) + (y(t)'FDlﬁD q,02(0)
aq

= y(b)D1-wz(h) — y(w) D1 —wz(we) + (¥(t),— D1 -wD 4 ,2(t)) (2.17)
q q q q q q

bulunur.

(2.16) ve (2.17) ifadeleri birlikte kullanilarak

-1
(7 DlﬁD q,w’ y(©), z(t))

q q
= 3,21 - [, 21 (o) + <y<t),_7luﬂu L o(D) (2.18)
q q
elde edilir.

(2.12)-(2.13) sinir kosullarindan

}’(wo)DlﬁZ((Do) - Z(wo)DlﬂJ’(wo) =0,
qa q qq

y(b)D1-0z(b) - z(b)D1 -0y (b) = 0,
qq q q

bulunur.



p(t) reel degerli fonksiyon oldugu i¢in

(ty, z)

-1
= (—D1-wD 4,y(®) + p(O)y(t), z(t))
4 9q7q

= (_71 Di-wD 4,,y(®),z()) + (p(O)y (D), z(1))
aq

-1
=(y,—D1-wD ¢,,2()) +{(p(O)y(t),z(t))
9 97q

=(y,{z),
elde edilir.

Teorem 2.5. (2.11)—(2.13) Hahn Sturm-Liouville probleminin tiim 6zdegerleri
(eigendeger) reel ve geometrik agidan basittir. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar (eigen fonksiyon) ortogonaldir (Annaby vd., 2018).

Ispat. A, bir 6zdeger ve (t) karsilik gelen 6zfonksiyon olsun.

2P () = Ap(2), 2P(t) = Ap(2),
oldugundan

b

b
f&mwi&iuwu:fwuwwuﬁu@t

wo

dir. Dolayisiyla

b b
o [WOF dgut =70 [WOF dgut,
Wo wo

Ve sonug olarak

10



b
(o — o) f (D12 gt = 0

bulunur. (t) bir 6zfonksiyon oldugu igin, Ay = Ao'dir. Ay, ¢,Ve ¢, gibi iki tane

ozfonksiyonu olan bir 6zdeger olsun. ¢4, ¢, (2.12) sinir kosulunu sagladigindan
Wq,0 (1, P2)(wo) = @1 (wo)D q,w ¢2(wo) — ¢ (wo)D q,w $1(wo)

= ¢, (‘Uo)Dlﬂd)z(wo) - ¢2(0)0)D11¢1(w0)

qq qq
=[¢1, P2](wo) =0

elde edilir. Son olarak, A; # A, farkli 6zdegerler ve ¥, (t), ¥, (t) sirasiyla bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsunlar. (2.18) 6zdesliginden

b b
M f P1OD O dgut =g f D1 (OP2 0 dy ot

bulunur. A; = A, oldugu igin, istenilen ortogonallik elde edilir.

Simdi, Hahn Sturm-Liouville denklemine ait temel ¢6ziimlerin varligini, tekligini ve
analitik 6zelliklerini incelim.

Ct w(wo, b) = {y € L7 ,,(wo, b): y(-) ve D 4, y(-) wo noktasinda siirekli } olsun.
Hamza ve Ahmed (Hamza ve Ahmed, 2013) (2.11) denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziim
kiimesine sahip oldugunu ispatlamistir.

g, o-trigonometrik fonksiyonlarin1 su sekilde tanimlanir

co

—1)" n? 1— _ 2n

n=0

11



o)

—1)" nn+1) 1— _ 2n+1
Sqw(®) = Z( )" (qi()z j) D7 iec (2.20)

n=0

Cq,0 () Ve Sg,, () fonksiyonlart

—1
TDlﬂDq,wY(t) = y(0), teR, (2.21)
q q

y(we)=1, D q,a)Y(wO) =0, y(wp)=0, D q,wY((Uo) =1,

baslangi¢ deger problemlemini saglamaktadirlar

Teorem 2.6. (2.11) denkleminin ¢ézlimlerinin q, ®-Wronskiani, hem t hem de A
degiskeninden bagimsizdir (Annaby vd., 2018).
Teorem 2.7. A € C igin, (2.11) denklemi

P(wy, 4) = ¢1, Di-0p(wy,A) == lim Do) _ C;, €1,C5 EC, (2.22)
aq t=

+ t—w
wg 0

baslangi¢ kosullarina bagl olarak, tek bir ¢ (t,A) ¢cozlimiine sahiptir. Ayrica t € (wq, b)
i¢in, ¢(t, A) ¢oziim fonksiyonu A degiskenine gore tam fonksiyondur (Annaby vd., 2018).

ispat. u: = V2 olsun. Dolayisiyla

Sq,w(tjﬂ)
x1(t,) = Cat,p) ve  x(t,4) = W . (2.23)
t, §=

fonksiyonlari

-1
_DlﬂDq,wY(t) —Ay(t) = 0.
9 974q

denkleminin temel bir ¢6ziim kiimesi olustururlar. Burada
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o)

_1nn2 1— _ \2n
Cq’w(t'“)ZZ“( Pt - @) = )

CHAPS

n=0

Z“ (—D"g" M (u(1-g)-w)?™
S t} = ) H
q,w( ) o @Drnen tecC

ile tanimlanir. Daha &nceki teoremden W, ,, (x1(t, 1), x,(t, 1)) = 1. Simdi
(pl(t, A) = Clxl(t, A) + szz(t, A), (224)

Pm+1(E,A) = 121 (¢, ) + x5 (8, 1)
+QI e (£, Dy (h(5), A) — x5 (8, Dz (A (), DIp(A(S)) @1 (1(5))dg 05, (2.25)

m=123....

olmak tizere {¢,, (-, 1) };n=1 dizisini tanimlayalim.

Sabit bir A € Ci¢in, t degiskeninden bagimsiz olarak B(A) ve A pozitif sayilari
p@OI<4, ve DI BB, i=12t€ o b), (226)

olacak sekilde secelim.

B @)
2

K@) = (Ies] + ez

yazilirsa her t € (wg, b) i¢in @4 (t,1) < K(1) elde edilir.

Simdi timevarim kavramini kullanarak

m(m+1) (AB(A 1— _ m
|pme1(& ) — o (D) < KA)q 2 (AB( )(t((q q)q) w))

m=12,... (2.27)

esitsizligini ispatlayacagiz. ilk olarak, ii¢gen esitsizliginden

lp2 (£, 1) — @1 (t, D]

13



=q

f [x2(t, D)1 (A(5), 1) — x1(8, D)2 (h(5), DIp(h(5)) 91 (h(5))dg 05

0

2
SqAK(A)Z( @) f dgwS

[t(1—q) — w)]
1-g¢q

= qAK(1)B(A) (2.28)

bulunur. Bazi m sayilari i¢in (2.27) ifadesinin dogrulugunu varsayalim. O zaman

|@mt2(t,A) — @1 (t, )]

¢ [x2(t, Dxy(h(s),A) — x1(t, Dxy(h(s), )]
=q

f ©o X p(R($))[@m+1(h(s), ) — @m(h(s), )]s

t
< qAB(D) j (@ms1 (REFL(E), 2) — @ (BEH1(), )]y o
[ON)

m(m+1) (AB(A)(t(1 — q) — w))™ !
qu(/’DqT( ()(t((q q;l) ©)) Zq’”m"*m

k=0

m2+3m+2 (AB(1)(t(1 — q) — w))™ 1
SK@Mq 2 (@, Dm (1—g™)

(m+1)2¢+2) (ABD)(t(1—q) — o)™

=K (@ Dm+1

(2.29)

elde edilir. Bu nedenle, (2.27) esitsizligi her bir m € N i¢in dogrudur. (2.27) esitsizligi

DD+ D Prar (62 = o (6D (230)

m=1
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serisinin (wy, b) araligi lizerinde diizgiin yakinsamasini garanti eder. Serinin m’inci
kismi toplamlari ¢, 41 (-, 4), oldugu igin, o halde ¢,,+1(, 1) (® 0,b) aralig1 tizerinde bir
¢ (-, 4) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Simdi tiimevarimla, @, (t, 1) Ve Dy o, @y, (t, 4) fonksiyonlart wq noktasinda siirekli

oldugunu ispatlayalim. m=1,2,3,...i¢in

Dg w®m+1(t, 1) = c1Dg X1 (t, 1) + c2Dg x5 (t, 1)

t
+q f [Dg.wx2(t, Dx1 (h(5), 1) = Dy X1 (t, Dz (h($), D]p(h($)) @ (R(5))d o5 (2.31)

olur. Bu nedenle ¢ (, 1) ve D, ., ¢, (-, A) fonksiyonlar1 w,'da siireklidirler, yani
¢(, 1) € CZ(wo, b) . (2.24) esitliginde m — oo igin

¢(t, 1) = cyx1(t, A) + cox,(t, A)

t
+q J [x2(8, D) x1 (h(5), 1) — x1.(8, D x2 (h(s), D]p(h(5)) P (h(5) ) dg005- (2.32)

elde edilir. Diizgiin yakinsama nedeniyle integrasyon ve limit siras1 degistirilebilir.
Simdi ¢ (+, 1) fonksiyonu (2.11) denkleminin (2.22) kosullarina baglh olarak ¢oziimii
oldugunu gosterelim.

P (wo, 4) = ¢ ve

t, 1) — A
D1-wp(wy,A) == lim P A) ~ $(wo. V)
79 towd t— wo

= c1D1-wP1 (W, 1) + ;D1 -wP2(wo, 1) = ¢y, (2.33)
aq aq

olur.

t = wg olsun. (2.32) ifadesinden

Dq'wd)(t, 2.) = Cqu'wxl(t, /1) + Cqu'wxz(t, /1)

15



t
+q f [Dg.wx2(t, Dxy (R(5), 1) = Dy X1 (t, Dz (h(5), D]p(h(s))p (h(5))dy s (2.34)

wWo

elde edilir. O zaman

-1
_Dlqu‘w(p(t, /1)
4 797

-1 t
= FDlﬁDq,a)xz(t' 7y, (Cl - qf x1(h(s), A)p(h(s))(p(h(s))dq,wS)

qaq
1 t
_aDlﬁDq,wxl(t' A) <Cz + CIj x2(h(s), Dp(h(s))p(h(s))dg,0s ) —p(®)¢(t, )
q q (O

=9t ) —p®O)e(t, 1) (2.35)

dir.

Eger t = w, ise, 0 zaman

D2y(wo) — qp(we)y(wo) = qAy(wo) (2.36)
dir. Dogrudan hesaplamalarla

D§,w¢(wo,/1) = C1D5,wx1(w0»l) + CzDé,wxz (wo, A1) + qp(wo)Pp(wo, 1)

—qAc1x1(wo, A) — gAcy Xy (o, 4) + qp(wo) P (wg, 1)

oldugu goriilir. Yani, ¢(t, A) fonksiyonu (2.11) denklemini t = w, noktasinda saglar.
Simdi ¢oziimiin tekligini gosterelim. ¥;(t, 1),

iI=1,2, (2.11),(2.22) probleminin iki ¢6ziimii oldugunu farz edelim.

Y(t, 1) =¥,(t, 1) —W,(t, 1), t € (wy, b)
olsun. O zaman Y (¢, 1) (2.11) denkleminin

16



Y(wg,4) = D1-0Y(wgy,4) = 0 baslangi¢ kosulunu saglayan bir ¢6ziimidiir. g,-o kismi
aq

integrasyonu iki kez (2.11) denklemine uygulanirsa

Y(wy, 1) = f (t — $)(A = p())Y(5, Dy 5. (2.38)

elde edilir.

Y(t,A) ve p(t) fonksiyonlar1 w, noktasinda siirekli olduklari igin,

Po.e = max|Y(h" (), D], Rye = max|d —p(h"(1))], (2:39)
olacak sekilde pozitif sayilar P, ;, R, ; mevcuttur.

Tekrar matematiksel tiimevarimla,

Y(t, )] < Py eRE,qF (1 — q)? oo™

Do keN, te€ (wyb), (2.40)

bulunur.

Nitekim eger (2.40) ifadesi k € N i¢inde saglanirsa, o zaman (2.38) denkleminden

k+1 kZ( - )™

V(6 D < PyeREg j (t = )(s — wo)?dy
(q' q)Zk Wy

1—2 q"(t(1 - q) — w) (t = A" () (h" () — wp)*

n=0
z a"(1 = @) (£ = @g) (1 — q)(E = @0) (g™ (¢ = @0))*

q)2k+1(t —w )2k+2 o
0 Z q(2k+1)n(1 _ qn)

n=0

(q' CI)Zk

1 gz (L= @t — wy)?*? < q (1 - q) >
’ (@, D2k (1—q?™*1)(1 — q?n*2)
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q)2k+2 (t — w0)2k+2

(@, D 2k+2

2 (1 -
= PR gD

)

bulunur. Dolayisiyla, (2.40) k + 1 igin gegerli olur. Sonug olarak, (2.40) timk € N

degerleri i¢in dogrudur.

(t — w)**

lim P; R¥,q* (1 — q)*
o A7 e

oldugundan her t € (wy, b) i¢in Y(t, 1) = 0 olur. Bu ¢6ziimiin tekligini ispatliyor.

Son olarak, ¢(t, 1),t € (wg, b) A degiskenine gore tam fonksiyon oldugunu ispatlayalim.
t € [wg, b] igin, keyfi bir pozitif p igin ¢ (t, 1) fonksiyonun her

D, = {A € C:|1| < p}

diskinde analitik oldugunu géstermek yeterlidir. ilk olarak t € [wy, b] i¢in hem
Pm(t,2) hem de =, (t,2) D, diski iizerinde analitik ve tiim A € D, icin ==, (t, 2)
(wg,4) noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. t € (wq, b) igin x4 (t, 1) ve x,(t, 1) A
degiskenine goére tam fonksiyonlaridir. Ayrica her 1 € C igin %Xi(t, A) (wo,1)’da

siireklidirler. Dolayistyla m = 1 i¢in ifade dogrudur. Ifadenin m > 1 igin dogru oldugunu

varsayalim. O zaman t, € (wy, b), 49 € D, igin

0Pm+1(to, 1)
oA

XZAO

axz (to, A)
1752

a(pl (tO' /1)
daA

to
f %1 (R(0), D)o (A(D), ) +
A=20 Y @o A=1o
axl(tOI /1)

oA

f s (h(0), Do (A, Dl ot
A=2, Y@o

a ([t
41,80, 1) 2 ( | @, Donno, A)dq,wt)

9 (b
—qxlcto,z)ﬁ( | x2<h(t>,A)%(h(t),@dq,wt) (241)

elde edilir.
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Tiimevarimdan %(Xi(t, Dem(h(t),),i = 1,2, (wq, o) da siirekli oldugu elde edilir.

Bu nedenle, D, (4y) = {z € C:|z — Ao| < n} olmak iizere

9
|a7 (xi(h"(to),A)(pm(hn(to),ﬂ))| <MneN, 1€D,(), (2.42)
M,n > 0 sabitleri mevcuttur. Dolayistyla her 4 € D, (4,) i¢in

9]
(to(1 = @) = )" | (1B (80), Do (0" 20), D)|

< (t(1—q)—w)g"M, ne€N,

olur.

Buna bagli olarak,

to a
f ﬁ(xi(h(t),/1)<pm(hm(t),/’l)dq,wt, i=12 (2.43)

g, w — integrallerine karsilik gelen seriler A = 4, bir komsuluk bolgesinde diizgiin
yakinsaktir. O zaman @41 (to,A) Ay ’da analitiktir. Simdi (2.41)’deki diferansiyel ve
integrasyon islemlerininin sirasin1 degistirebiliriz.

to, ile Ao keyfi oldugundan her t € (wg, b), A € Qy igin

0
ﬁ Pm+1 (t! /1)

0 ta
= 5701t +q fwﬁ(xz (&, D)1 (h(8), D (h(5), ))p (h(9)) dg 08

t 9
— g f — (56, D% (1), D (A, D)p(R(5)) d 05 (2.44)

dir. Yine, timevarimdan, (2.44)’daki integraller (wg,A1)’da stireklidirler. Sonug¢ olarak

%¢m+1(t, 1) (wy, A1) ’da siireklidirler. t, € [wy, b] keyfi olsun. O zaman

(o, DI < 225 =1, lo:(to, DI < B(te), A €D, (2.45)

olacak sekilde Y(ty),B(ty) > 0 mevcuttur.
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Sonug olarak, tiimevarimdan

|pm+1(to, 2) — @m(to, DI

mlme2) (AY (66) (E(1 = 4) = @)™
(@ Dm

elde edilir. (2.30) serileri t = t, igin D,’de ¢ (to, 4)’ya diizgiin olarak yakinsar.

, m=1,2,... (2.46)

< B(to)q

Dolayisiyla ¢(ty, 4) D,’de analitiktir, yani tamdir.

¢1(, 1) ve ¢, (-, A) fonksiyonlari
¢1((1)0,/1) = 1! Dq,wd)l(wO'A) = O; ¢2 ((1)0,/1) = O' Dq,wd)z(wOf;{) = 1' AeC
baslangi¢ kosullarini saglayan lineer bagimsiz ¢oziim olsunlar.

B;, B, rastgele sabitler olmak {izere (2.11) denkleminin her ¢6ziimii

y(t,1) = B1¢1(t, 1) + B, (8, 1), (2.47)
seklinde yazilabilir
(2.11) denkleminin bir y (-, 1) ¢oziimil, (2.12)—(2.13) sinir kosullarini sagliyorsa, yani,

B1Ui(¢1) + BUi(¢2) = 0, (2.48)
B1U;(¢1) + ByUz(¢2) = 0. (2.49)
lineer sistemi igin asikar olmayan bir ¢6ziim elde edilebilirse 6z fonksiyon olacaktir.

Bu nedenle, A bir 6z degerdir ancak ve ancak

Ui(¢1) Ui(d2) _

AD =0 Usen)l =

0.

A(A) fonksiyonu (2.11)- (2.13) probleminin karakteristik determinanti olarak adlandirilir.
A(M)'nn sifirlart tam olarak (2.11)—(2.13) probleminin 6zdegerleridir. Her bir sabit

t € [wy, b] igin ¢, (t, 1) ve ¢,(t,A) fonksiyonlar1 A degiskenine gore tam

olduklari igin, A(A) de tamdir. Bu nedenle, problemin 6zdegerleri, sonlu limit noktalari

olmaksizin sayilabilir sayidadirlar.

Teorem 2.8. (2.11)—(2.13) probleminin 6zdegerleri A(A)'nin basit sifirlaridir (Annaby vd.,
2018).
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Ispat. 1 € Cicin 0,(t, 1) ve 0,(t, A) fonksiyonlarimi

0,(t,2) = U1(¢2)d1 (8, 1) — U1 (1) d, (¢, 1),
02(t, 1) = Uy (2)P1(t, 1) — Ux (1) P2 (8, 4).
olacak sekilde tanimlayalim.

Dolayisiyla 0, (t, 1) ve 0,(t, 1) (2.11) denkleminin

61(0)0'1) = ay, Dlﬁ@1(w0: A) = —aq,
q q

@Z(b'/l) = bz, Dligz(b,/’{) = _bl'
qq

kosullarini saglayan ¢oziimleridirler.

Wq,w(gl( ‘ ,/1), @2( : ,A))(t, /1) = A(A)M/q,w((pll ¢2)(tﬂ A) = A(){)

oldugu gosterilebilir.
Waw (@1, $2) (8, 4) = Wy w (@1, §2) (W, 1) = 1
oldugundan

Wq,w(gl( ‘ !/1)! @2( ‘ ,A))(t, /1) = A(A)M/q,w((pll ¢2)(t, A) = A(A)

elde edilir.

Ao (2.11)—(2.13) probleminin bir 6zdegeri olsun. Boylece 4, bir ger¢ek sayidir ve

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

dolayisiyla da 0;(t, Ay) ,i = 1,2 gergek degerli olarak alinabilir. Ayrica, A(1y) = 0 dir.

(2.52) ifadesinden

Waw (01(t, 40), 05(t, ) = 0,

elde edilir, yani,

01(t,20)Dg,,02(t, Ag) — 05(t, Ag)Dyg ,01(t, A9) = 0.

Geometrik basitlik kavramindan
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01(t, A9) = ko0, (t, o), (2.54)

Olacak bi¢imde sifir olmayan bir k, sabiti vardir. Yani, 0,(t,1,), ©,(t, 1,) lineer bagimli
ozfonksiyonlardir. (2.54) ifadesinden

01(b, Ag) = koay, = ko0,(b, 1), (2.55)

Dl—w@l(b, Ao) = _k0a21 = Dl —w@l(b,l) (256)
T q qq

elde edilir.

(2.18) g, w-Lagrange’s 6zdesliginden ve z(t) = 0,(t, 1) ve y(t) = 0,(t, A,) alarak

b
(A= 2o) f 0:(t, A0) O1.(t, ) dy ot
w

0

= 0,(b, A)Dlﬁeﬁb, Ao) — 01(b, Ao)Dlﬁ(%(b, )
qaq aq

= ko(61(b,2))D1-00,(b, 1) — O5(b,2) D100, (b, 1))

qaq qq

= k0Wq,w(@1( ), 0,( - 'A))(h_l(b))

elde edilir.

A(A) A degiskenine gore tam fonksiyon oldugu i¢in

N'(3) = lim A

1 b
=—| 0,(t21)%*d, t+0. 2.58
T 7 kofwo 1640 dgt # (25%)

Dolayisiyla 44 A(4) fonksiyonunun bir basit sifiridir.
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Tamim 2.9. Lineer uzaylarda tanimlanmis olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig,
1978).

Tamim 2.10. U, bir kompleks lineer uzay olsun. Her u,ve U ve A € Kigin
1. (wu)=20;(v,u) =0 u =0

2. (w,v) = (v,u)

3. (Au,v) = A(u,v)

4. (uy + uy, v) = (U, v) + (uy,v)

Sartlarini saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin i¢ ¢arpimi
denir ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzay1 denir:

Ayrica verilen bu &zellikleri dikkate aldigimizda (u, Av) = A(u, v) ve
(u, vy + v3) = (U, v1) + (u, v,) 6zellikleri de yazilabilir. (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tanmm 2.11. Bir (U, (., .)) i¢ carpim uzay,

llull = (u,uw)"/2 (2.59)

normuna gore tam ise, yani (U (e ))igindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina

yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.12. H Hilbert uzayi iizerinde tanimlanan bir T lineer operatdrii verilsin. Her u €

H igin,

ITull < kllull, (2.60)

esitsizligini saglayan bir k sayisi1 varsa T Yye sinirlt lineer operator denir. Bu K sayilarinin en

kiigtigiine T sinirlt operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu
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Tl
IT|l = sup=—== sup [|Tul (2.61)

uzo |ull  uy=1

ile verilir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.13. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operator olsun. T nin tanim

kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T*t) (2.62)

esitligini saplayan T operatoriine T operatoriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan t € H vektorlerinden olusan kiimeye T* operatoriiniin tanim kiimesi denir ve

D(T™) ile gosterilir. T* operatorii asagidaki esitlikleri saglar:

.(TYy' =T
ii. (AT)* = AT*
iii. (T+L)"=T"+1L*
iv. (T)* = L*T*
V. IT*| = ITl| (T stmurl iken)

(Naimark, 1968).

Tamm 2.14. T* = T ise, T’ ye kendine es operator ad1 verilir (Akhiezer ve Glazman,

1963).

Tamim 2.15. A lineer operatoriiniin tanim kiimesi D(A), H Hilbert uzayinda yogun olsun.
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Her f € D(A) igin

Vf € D(A), Im(Af,f) = 0 (2.63)

ise, A operatoriine disipatif operator denir.

Her f € D(A) i¢in

Im(Af,f) <0 (2.64)

ise, A operatoriine akretif operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Eger A disipatif (akretif) operatorii kendinden farkli disipatif (akretif) genislemeye sahip

degilse A operatoriine maksimal disipatif (akretif) operator denir.

Tamm 2.16. Tanim kiimesin D (A) olan bir A lineer operatorii i¢in, f, g € D(A) olmak

uzere,

(Af.9) = (f,4g9)

esitligi saglanirsa, A operatdriine Hermitian denir (Naimark,1968).

Tanim 2.17. A: D(A) — H lineer bir operator ve D(A) tanim bolgesi H Hilbert uzayinda
yogun olsun (D(A) = H). Her f, g € D(A) igin,

(Af,9) = (f,4g9)

ise, yani A € A* ise, A ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tamim 2.18. D(U), U operatdriiniin tanim bolgesi olmak tizere, her x,y € D(U) i¢in
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(Ux, Uy) = (x,y)

Ise, U ya izometrik operatdr denir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tamim 2.19. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tiim H Hilbert uzayina

esit ise, U operatoriine iiniter operator denir.
Sinirli bir izometrik U operatoriiniin iiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
U*U = UU* = I olmasidir (Akhiezer and Glazman, 1963).

Tamim 2.20. f € D(A) igin,

Af = Af

ve D(A) c D(A) oluyorsa, A operatdriine A operatdriiniin genislemesidir denir.
A operatdriine ise A operatdriiniin kisitlamasidir denir. Eger A operatorii, simetrik A
operatdriiniin bir simetrik genislemesi ise, A € A* dir. Yani, A operatoriiniin her simetrik

genislemesi, A* operatoriiniin bir kisitlamasidir (Naimark,1968).

Tamim 2.21. Simetrik bir A operatoriiniin uygun bir simetrik genislemesi yoksa, A

operatorli maksimaldir denir (Naimark,1968).

Kendine es (self-adjoint) her A operatorii, maksimal simetrik bir operatordiir.
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3. DISIPATIF GENISLEMELER

Bu boliimde Hilbert uzayda simetrik operatdrlerin disipatif genislemeleri ile ilgili temel

kavramlar ve teoremler verilmistir.

3.1. Disipatif Genislemeler

Teorem 3.1.1. Her disipatif operatér maksimal disipatif genislemeye sahiptir. Disipatif bir A

operatoriin maksimal diSipatif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ImA < 0 igin

RA-AD=H

olmasidir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
Ispat: A kapali disipatif operator, ImA < 0 olsun. O zaman R(A — AI) = H

kapalidir.

Im((A = ADf, f) =2 =ImA(f, f)

Oldugu bilinmektedir. Fakat

Im((A = ADf, f) < [I(A = ADFIIIfI| = ImA < [[(A = ADf]|

dir. Oyleyse R(A — AI) = H kapalidur.

Simdi iki durum olusur:

1. ImA < 0 igin R(A — AI) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi
halde A operatoriiniin kendisinden farkli disipatif A genislemesi icin bir f # 0 elemani

bulunur dyle ki (A — AI)f, = 0 olur. Buradan
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Im(Afo, fo) = ImA(fo, fo)

olur ki bu A nin disipatifligi ile gelisir.

2. R(A — AI) #+ H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif genislemeye sahiptir ve
bu genisleme su sekilde yapilir:

N = H © R(A — Al) olmak tizere
Dij=Ds,+N,

A(f+uw)=Af + lu,f EDy,u€N

operatoriinii tanimlayalim.

A operatdrii dogru tammlanir: f + u = 0 ise

(Af,f) = (Au,u) = (u, Au) = A(u,u)

dir. Im(Af, f) < Oiseu =0, f = 0 olur.

A operatérii disipatiftir:

(A(f +w), f +u) = (Af. /) + A(ww) + (Af,w) + A(u, f)

= (Af,f) + 2w w) + (f,A"w) + A(u, f)

=(Af, ) + 2w w) + A(f,w) + 2w f)
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Buradan

Im(A(f +w), f +w) = Im(Af, f) + ImA(u,u) = 0.

Son olarak R(A — AI) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gosterildigi gibi A

operatOrii maksimal disipatiftir.

Teorem 3.1.1. den bir operatér maksimal disipatif ve maksimal akretif olmasi1 i¢in gerek ve
yeter kosul operatdriin kendine es olmasidir. Maksimal disipatif veya maksimal akretif simetrik

operatdre maksimal simetrik operatdr denir.

Teorem 3.1.1. den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir.

A operatoriiniin maksimal simetrik olmasi icin gerek ve yeter kosul A operatoriiniin

kendinden farkli simetrik genislemeye sahip olmamasidir.

Teorem 3.1.2. A operatdrii A simetrik operatdriiniin disipatif (akretif) genislemesi olsun. O
zaman A c A* dir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: Farz edelim ki

ADA

disipatif bir genisleme olsun. Teorem 3.1.1 ile A operatdriinii maksimal disipatif kabul
edelim.

B=(A—iD)A+iD™E=(A-i)(A +il)" (3.1)

operatorlerini ele alalim. —i disipatif (simetrik) operatoriin 6zdegerin olamayacagindan (3.1)
anlamhdir. B operatorii

R(A +il)

uzayini

R(A—il)

uzayina izometrik olarak resmeder. Eger f € R(A +il), yani f = (A+il)g,g € D, ise,
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IBfII> = I(A = iDglI* = ((A - iDg, (A - i)
= (Ag,Ag) —i(g —Ag) +i(Ag.9) + (9.9)
I£1I> = 11(A + iDgllI*> = ((A + iDg, (A + i)
= (Ag,49) +i(g,A9) —i(Ag,9) + (9,9)
dir.

(g, A9) = (Ag, g) ise
IBfIl = IIfIl

dir. Benzer sekilde B operatdriiniin bir biiziilme operatorii oldugu gosterilir. (3.1) ifadesinden
A=—-iB+DB-1N?', A=-iB+DHB-D*

dir. Agiktir ki Boperatérii B operatdriiniin genislemesidir. u € N_;olsun. O zaman u L Dy dir.
v € Dg, & € Cigin

I§v +ull2 = |BEv +w)]* = 0 (3.2)
dir.
1Bvll = |IBv|l = ||v||
oldugunu dikkate alinirsa (3.2) ifadesinden

llull® = lBull* — 2Re(§(Bv, Bv)) = 0

30



elde edilir. & keyfi oldugundan

olur. Boylece her v € Dy igin

B, 1B,=Bv

dir. Yani

B, L R(A—il),B, €N;.

Buradan da C,N_; den N; ye biiziilme operatorii olmak {izere

B=B®C,geD;

olsun.
f=A+ihg
Bf={A-iDg

olur. Son iki esitlikten
f1ERA+ID,f,€N_;

olmak tlizere
_1 - _1
g—E(f_Bf)—Z(f1+f2—Bf1—sz)

1 1
== (f1=Bf1) + . (f2— Cf>2)
dir. B operatoriiniin tanimindan

f1—Bf1€Dy, f2—Cf,€N_; D N,;.

Buradan g € D4+ ve
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A9 =52 (1~ B + 5 (fa + CF2)
= (frtBf)+ (£:+Cf2)

dir. Diger taraftan

Ag = A'g

dir.

3.2. Lineer Bagintilar

Tamim 3.2.1. H bir Hilbert uzay olsun. 8 € H @ H keyfi lineer kiimesine lineer bagint1 denir.
01,0, lineer bagintilar olsunlar. 8; C 6, ise 6, ye 6; in genislemesi denir. (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1991).

Tamim 3.2.2. 6 lineer bagmtisinda {x, x'} € 6 i¢in

Im(x',x) = 0, ( straswyla, Im(x',x) < 0,Im(x’,x) = 0)

oluyorsa 0 lineer bagintisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) bagint1 denir. Eger disipatif
(‘akretif, simetrik) bagmtinin kendisinden farkli disipatif genislemesi yoksa bagint1 maksimal
disipatifdir. Ayn1 anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan simetrik baginti
kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 0 disipatif bagintis1 ile eslesen Uy

operatoriinii tanimlayalim:

Dy, ={x" +ix:{x,x'} € 6},
Ug(x'"+ix) =x" —ix
olsun. Uy operatoriine 6 bagitisinin Cayley doniistimii denir. Uy operatdrii iyi

tammlanmustir. Eger {x,x'} € 6, {y,y'} € 0 i¢in x' + ix = y' + iy olursa
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x—yx' -y}ebx' -y =-i(x-y)

olur. Diger taraftan

0<Imx' —y,x—y)=Im(—=i(x—y),x—y) =—|x =yl

dir. Buradan x = y,x" = y' elde edilir.

1Ug (x' + ix)|I” = [Ix[|* + lIx]|* — 2Im(x’, x)

llx" + x| = [lx[|* + llx]|* + 2Im(x’, x)

dir. 8 bagintisi disipatif oldugundan

1Ug(x" + ix)|| < ||x" + ix]|, {x,x'} € O (3.3)

elde edilir. 0 bagintis1 simetrik ise (3.3) esitsizligi gegerlidir.

Teorem 3.2.3 K, H bir Hilbert uzay lizerinde biiziilme operatdrii olsun.

(K=Dx'+i(K+Dx=0 (3.4)

(K-Dx'—i(K+Dx=0 (3.5)

esitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir.
Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti (3.4), (3.5) biciminde gosterilebilir.
K biiziilme operatorii bagint1 ile tek tiirlii belirlenir. Maksimal disipatif (maksimal akretif)
bagint1 maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.4) ifadesindeki ( (3.5) deki ) K
operatoriiniin izometrik olmasidir. Kendine es bagintilarin genel formu (3.4) veya (3.5) ile

verilir, burada K operatorii tiniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk, 1991).

Ispat: (3.4) ile taniml1 @ lineer bagintisin1 alalim. {x, x'} € 6 olsun.
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K(x'+ix) =x"—ix
IKCG + 20112 = [Ix'1* + [Ix]|* — 2Im(x’, x)
llx" + ix||* = [|x'||* + ||x||? + 2Im(x, x).
Yukaridaki esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa
4Im(x’,x) = ||x" + ix||? = ||[K(x" + ix)||* = 0 (3.6)
elde edilir. 8 bagintis1 disipatiftir. u € H i¢in

x' =%(u+Ku),x =%(u—Ku)

olsun. O zaman {x, x'} € 0, x' + ix = u,x" — ix = Ku olur. Buda Dy, = H, Uy = K oldugunu
gosterir. 6 bagntis1 6 bagintisinin disipatif genislemesi ise Uz D Uy olur. Bu ise ancak Uy =

Up olmasiyla miimkiindiir. Buradan 8 = @ olur. Yani 6 maksimal disipatifdir. 6 keyfi

maksimal disipatif baginti, Ugda 6 bagintisinin Cayley déniigiimii olsun. O zaman Dy, = H

dir. Bunu ispatlayalim:

Tersini kabul edelim. Ug, Dy, ya siirekli olarak genisletilebilir. Dy, # H ise Up, H © Dy,
tizerinde sifira esitlenerek Uy, H a genisletilir. Buradan K © Uy biiziilme operatdrii tiim uzayda
tanimlanir. K operatdriinii insa ederek (3.4) esitligine karsilik gelen 8 bagintisini ele alalim.
Yukarida ispat ettigimiz gibi 8 bagintisi disipatif ve § > 6 dir. 0 bagintis1 maksimal disipatif
oldugundan § = 6,Uz = U, olur buradan bir celiski elde edilir. Bdylece Uy, H iizerinde

biiziilme operatoriidiir. Cayley doniigiimiiniin tanimindan her {x, x'} € 6 i¢in

Ug(x' +ix) =x" —ix (3.7)
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dir. Daha onceden belirttigimiz gibi (2.7) maksimal disipatif § D 6 bagmtisini tanimlar. 8
bagintis1 maksimal disipatif oldugunda 8 = 8, yani 6 bagintis1 (3.4) ile belirlenir. (3.6) dan 6
bagintis1 maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K izometrik operator olmasidir.

0 bagintis1t maksimal akretif olsun.

0, = {{-x,x}:{x,x}} €0 (3.8)

bagintis1 maksimal disipatifdir.

{x,x'} € 6, (veya{—x,x'}€0) ©(K—-Dx'+i(K+D(—x)=0

oldugu gosterildi. Bu ifade de (3.5) e denktir. Tersi de benzer sekilde gosterilir. Son olarak 6
bagintisi kendine es olsun. O zaman K3, K, operatorleri H tlizerinde izometrik operator olmak

uzere

(Kl _I)x’ + l(Kl +I)x = 0

(Kz - I)x, - l(KZ + I)x = O

ifadeleri denktir.

K K,(x" —ix) = x" + ix, KK, (x' 4+ ix)K, K (x" + ix)

elde edilir.

{x' +ix|{x,x'} €0} ={x' —ix|{x,x'} €0} =H

Oldugundan

Kle = K2K1 =] Olur,
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yani K, ve K, tiniterdir. Tersi asikardir.

3.3. Sinir Deger Uzaylar ve Disipatif Genislemeler

Tamm 3.3.1. K Hilbert uzay, I';, I';: Do+ = K lineer doniistimler olsun.

I. f, g € Da-icin

Af,9) — (f,A) = (T1f, T29)k— T 2f , T19)k;

i. Keyfi F1,F, € Kigin I'1f = F4,I',f = F; olacak sekilde bir f € Dp« vektorii vardir;
sartlarin1 saglayan (K,I'1,[';) tgliisine A operatoriiniin sinir deger uzayi denir
(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 3.3.2. n < oo olmak tizere (n, n) indis defektli keyfi simetrik operatdr i¢in dimK =

n olmak tizere (K, I'1, ') smir deger uzayi vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat:

Dp- =DAa @ N; BN (3.9)
idi. P_j:Da» > N_;,N; ve P;:Dp- = N; izdiisim operatorleri olsun. dimN_; = dimN;
oldugundan  U:N; = N_; izometrik donilisiimii vardir. K = N_; alirsak (H dan indirgenen

i¢ carpima gore )

r1:P_1+UPi, I—'z:—lp_1+lUPl

ile tanimlayalim. Simdi (K,I'1,I';) nin A  operatoriiniin sinir deger uzayi oldugunu

ispatlayalim. (3.9) ifadesinden f, g € D, ise

f=f"+Pif+Pf, g=9°+P.ig+Pg  fogo€Da

dir.
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A*Pi = —iPi, A*P_l' = —iP_i
ve A operatoriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak

Af,9) — (f,Ag) = 2i((P-if, P_i9) — (Pif, Pi9))

dir. Diger taraftan U operatoriiniin izometrikligine denk olarak

(T1f, T29)k — (T2f, T19)k = 2i((P-if, P-i9) — (Pif, Pig))

dir. Buradan sinir deger uzayimin (i) kosulu saglanir. F4,F, € K, f € Dy~ alalim.
f=fotfitfifo€Dy

1 1
f—i = Z_L(lFl —Fz) € Niifi = Z_LU_l(lFl+ Fz) € NL'
olsun. O zaman I'yf = Fq,I'»f = F olur.

Teorem 3.3.3. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin
(K—=DI'if +i(K+DI',f =0 (3.10)
(K-DI'yf —i(K+DIr,f =0 (3.11)

kosulunu saglayan f € Dj~vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatoriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi maksimal
disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatdriiniin (3.10) ve (3.11) kosulunu saglayan
f € Dp+ vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme operatorii genisleme ile tek
tiirli belirlenir. H Hilbert uzayi iizerinde A operatdriiniin maksimal simetrik genislemesi (3.10)

, (3.11) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik operatordiir. Eger K iiniter operator ise bu
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kosullar kendine es genisleme belirler. Son durumda (3.10), (3.11) kosullari, C, H iizerinde

kendine es operatdr olmak tlizere

(cosCYI'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genigslemelerinin genel formu

K(I'+f +ilf) =T1f —ilof, [1f +il2f € Dy (3.12)
sirastyla
K(Flf_irzf)=F1f+lT2f:F1f_lT2fEDK (3-13)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

K¢ < NIF

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik operator

olmak tizere (2.12), (2.13) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: A, A operatdriiniin maksimal disipatif genislemesi olsun. Teorem 3.1.2. ile A € A* dur.

(K, Iy, T3), A operatoriiniin sinir deger uzayi olmak {izere

0 = {I2f,I1f}:f € Ds}

olsun. (K,I'y,T';) nin (i) dzelliginden 6, K da disipatif bagmtidir. Eger § © 8 ve 0 disipatif
bagint1 ise Z,A*operatérﬁniin D:={feDp-: {I>f, [1f} € 0} kiimesinin kisitlamas1 olarak

tanimlanan A operatoriiniin disipatif genislemesidir. Buradan A =4
Eger {x,x'} € 6 ise belli bir f € D4+, igin

x=Lf, x' =Lf
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olur. Burada f € Dz, ve f € Dy, yani, {x,x'} € 6. Bdylece § = 6 ve 6 maksimal disipatif

bagintidir. Teorem 3.2.3 den istenen sonuglar elde edilir.

Farz edelim ki A,A* operatoriiniin (3.10) kosulunu saglayan vektorlerin Dz kiimesine

kisitlamasi olsun.

0 ={{Lf.Iif} : f€Ds}

ele alalim. Teorem 3.2.3 gore 0 bagintis1 maksimal disipatiftir. (K, I3, '2) nin (i) 6zelliginden

A disipatiftir.

Farz edelim ki 4 operatdrii A operatdriiniin disipatif genislemesi olsun.

6={{Lf Lf) feDy)

dir. & bagmtis1 0 bagmtisinin disipatif genislemesi oldugundan =0 dir. Eger f € D zise g €

Dj; i¢in
Lf =hg Lf =Ly .

olur. O zaman f — g € Dy, ve f€ D; Sonug olarak A=A ve A maksimal disipatiftir.

39



4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde denklemi tarafinda iiretilen Hahn Sturm-Liouville operatérii ele alinacaktir
Hahn Sturm —Liouville. Sinir kosullart kullanilarak bu operator igin sinir deger uzayi insa
edilecektir. Bu kavram yardimiyla Hahn Sturm —Liouville operatorii igin tiim maksimal
disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilecektir.

Hahn Sturm —Liouville denkleminden operatdre gegis yapmak igin,

b _
(f,g) = f F(OFDdgut,

i¢ garpimi yardimiyla L% ,(wo,b), Hilbert uzaymi gozéniine alalim.

p(+) fonksiyonu [wy, b] aralig1 tizerinde reel-degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere
1
ly = = D1-0Dq 0,y (t) + p()y(t) (4.1)
qq

Hahn Sturm-Liouville denklemini géz dniine alalim.

Simdi bu denkleme karsilik gelen maksimal ve minimal operatorlerin tanim kiimelerini verelim.

y ve Dy ,,y fonksiyonlart (wy, b) lizerinde tammli,
Dpax =3 € L4 4, (wo, b): ve w, noktasinda sirekli,
() € 1?4 (w0, b)

Dinin = {¥ € Daxi y(@0) = D -63(@0) = y(b) = D1 -wy(b) = 0}.
q 9 q 9

Dinax kiimesi lizerinde

Linaxy = ly
ile Lq maksimal operatoriinii tanimlayalim. Eger L,,,, operatoriinii D,,;, kiimesine
kisitlarsak  L,,;;, minimal operatorii elde edilir. Lin" = Lyax V€ Lmin kapali simetrik
operatoriidiir (Naimark,1968).
ile tanimlanir.
Simdi
[y, Iyt Dipax = C2,
=) = =

D1 -wy(b)
aq
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doniistimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.1. (4.2) ile tanimlanan (C?, Ty, T) tigliisii L,y,;;, operatoriiniin bir sinir deger

uzayidir.
Ispat: Vy,z € D,,,, icin

(y — Lz)ce — (y — [1Z) 2

aq

01 wz(b) ’ z(b)

q
D w}’(b)

(Dl —wy(wo) ‘<Z(wo)>)

(CZ

/ (—y(w())), D1 -wz(wo) )

(CZ

|
< y(wo) (Dl coZ(wo)> + y(b) (Dlﬁz(b)>>
7q aq

—D1 —wy(wo) (2(w)) + D1 wY(b)(Z(b))>

aq aq

= D1 -0y (wo)(2(wo)) — y(wo) (Dlﬂz(w0)>

aq aq

aq qaq

+y(b) <D122(b)) — D1-0y(b)(z(b))

= [y, z](b) — [y, z](w,)

= (Lmaxy» 2) — (V) Linax2)

Son esitlik Green 6zdesligi (2.2) yardimiyla elde edildi. Boylece sinir degeri uzayinin taniminin

ilk kosulunu ispatladik.

Simdi sinir deger uzayinin taniminin ikinci kosulunu ispatlayacagiz.

u v
uz( 1),17:( 1)6((32
Uz ()
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y(t) = a;(Du; + a, () v taz(Du, + a,(t)v, € qu,a) (wo, b),
vektor degerli fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin.
@ (we) =1 Dizeay(we)) =0 a (b)=1 Di-wa;(b)=0

T q q q

a, (wy) =1 Di-waz(wy) =0 a, (b)=1 Di-way(b)=0
aq q q

a; (wy) =1 Di-waz(wy) =0 az(b)=1 Di-waz(b)=0
q q q q

ay (wo) =1 Dl,iazt(wo) =0 a,(b)=1 Di-way(b)=0
q q q q

Bu durumda bu fonksiyon D, kiimesine aittir ve Iy = u, [,y = v oldugu aciktir.

Sonug 4.1. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise L,y;, operatdriiniin

ve
(K — DT,y — i(K + DTy = 0 (4.4

kosullarim1 saglayan y € D, fonksiyonlarmin kiimesine kisitlanmast sirasiyla Ly,
operatOriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine L,,;, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif geniglemeleri
(4.3) ve (4.4) kosullart yardimiyla verilir. K biiziilme operatorii genisleme ile tek tiirlii
belirlenir.

Eger (4.3) ve (4.4) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L,y;;, operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesini, eger {initer olursa L,,;, operatoriiniin kendine es

genislemesini verir. L,y,;, operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

KTy + ily) = (Ihy — ilLy, iy + ilLy) € D(K)

KTy —ily) = (Ihy + ilLy, Iy — ilLy) € D(K)
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kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € D(K) igin,

IKFI < Il

kosulunu saglayan lineer operatordiir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda,
1
—2D1uDq,,¥(5) + ()Y (6), t € (g, b)
q q

formundaki Hahn Sturm-Liouville differensiyel denklemleri regiiler durumda ele alindi.
Buradaki p(.) fonksiyonu, (wg, b)aralig1 tizerinde tanimli w, noktasinda siirekli reel degerli
fonksiyondur. Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal ve maksimal operatorler
olusturuldu. Sinir kosullart yardimiyla Hahn Sturm-Liouville operatériiniin sinir deger uzayi
insa edildi. Sinir deger uzayr yardimiyla Hahn Sturm-Liouville simetrik operatoriiniin

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeler sinir kosullar1 cinsinden ifade edildi.

Bu ¢alisma ayni tiirde denklemler igin singiiler durumda ele alinarak konu genisletilebilir.
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