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OZET

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir:
Birinci boliimde; bu ¢aligma ile ilgili agiklamalar verilmistir.
Ikinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii béliimde; kiire {izerinde Bertrand ve Involiit-Evoliit egrileri ile ilgili
aciklamalar yapilmistir.

Dérdiincii boliimde; 4-boyutlu uzayda Bertrand Egrileri incelenmis ve 6zel olarak
3-boyutlu kiire lizerinde ele alinarak bazi karakterizasyonlarina yonelik tanim ve

teoremler verilmistir.

Besinci boliimde; E® uzayinda Involiit-Evoliit egrileri ile ilgili tanim ve teoremler ele
alinmustir.

Altinc1 boliimde; S* kiiresi iizerinde involiit-Evoliit egrileri incelenmis ve bazi
teoremler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler; Bertrand egrileri, Involiit-evoliit egrileri, Serret-Frenet formiilleri.



SUMMARY

SOME SPECIFIC CURVES ON SPHERES

This work consists of six chapters:
In the first chapter; the explanations about that work are given.
In the second chapter; basic consepts are given.

In the third chapter; some definitions and explanations are given about that spesific
curves on spheres.

In the fourth chapter; Bertrand curves on S*c E* , some theorems and
characterizations are examined.

In the fifth chapter; Involute-evolute curves on E* are examined.

In the sixth chapter; Involute-evolute curves on S* are given and some theorems are
given.

Keywords: Bertrand curves, Involute-evolute curves, Serret-Frenet formulas.



1.BOLUM
1.1 Giris

3-boyutlu S* kiiresine daldirilmus olan bir o egrisi igin, bu egriye birebir karsilik gelen
noktalarda, asli normal geodezikleri ayni olan bir B egrisi varsa , bir Bertrand egrisidir,
denir. o ve B egrilerine de S de Bertrand egri ¢ifti denir. S deki Bertrand egrileri k ve 1
sirastyla egrinin egriligi ve torsiyonu olmak tizere, A#0 ve Ax+ut=l1 esitligini saglayan A
ve u sabitlerinin bulundugu egrilerdir. Ornegin 3-boyutlu kiire iizerinde Barros tarafindan
tanimlanan genel helisler, Bertrand egrileridir .

2. 3. ve 4. bolimlerde ; Bertrand egri ciftleri i¢in birbirine karsilik gelen noktalar
arasindaki uzakligin sabit oldugu ; birbirine karsilik gelen noktalardaki teget vektorler ve
binormal vektorler arasindaki aginin sabit oldugu gosterilmistir.

Daha sonra Bertrand egri ¢iftlerinin egrilikleri ve torsiyonlar: arasinda bazi bagntilar
bulunmus ve S* deki her ylizey egrisinin , sonsuz Bertrand yiizey egrilerine eslenik olan bir
Bertrand egrisi oldugu sonucu elde edilmistir. Burada bir yiizey egrisi 2-boyutlu total
geodezik S?c<S? kiiresi iizerinde yatan bir egridir. Ayrica S® deki Bertrand egrileri i¢in
Klasik olana benzer bir teorem ele alinmistir. Burada « ve 1 sirasiyla egrinin egriligi ve
torsiyonu olmak iizere, A0 ve Akx+ut=1 esitligini saglayan egriler oldugu ispatlanmistir.
S® deki helislerin, Bertrand egrilerinin sonsuz eslenige sahip biikiimlii egriler olarak
karakterize edilebilecegi gosterilmistir.

5. Bolimde, Involit-Evoliit egrileri 3-boyutlu E* Oklid uzaymda ele alinms ,
aralarindaki bagintilar, Frenet formiilleri ve bu egrilerin egriligi ve torsiyonlar1 cinsinden
incelenmistir. 6.B6liim calismanmn orijinal kismudir , Involiit-Evoliit egrileri St kiiresi
iizerinde tanimlanmis, daha sonra (Teorem6.1.1)e dayanarak , involiit-Evoliit egrilerinin,
S® ve S% iizerinde var olamayacagi gosterilmistir. Dolayisiyla bu egriler , acilabilir bir
yiizey olan Sl(l) kiiresi ilizerinde incelenmis ve buna bagl olarak bazi teoremler

ispatlanmustir.



2. BOLUM
2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Coo
Tamm 2.1.1. IcIR olmak iizere o : 1 — E" fonksiyonuna E" de egri denir

[1].

Tammm 2.1.2. M, (I, o) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Vsel igin

lla’(s)|| = 1 ise M egrisine birim hizli egri denir. sel ya da yay-parametresi ad1 verilir [1].

Tanim 2.1.3. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerinde tanimlanan vektor
uzay1 V olsun. Bu takdirde,

f: AXA >V
fonksiyonu i¢in asagidaki dnermeler saglaniyorsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir .

(Al) VP,Q,ReA icin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

(A2) VPeA ve VoeV icin f(PQ) = a olacak sekilde bir tek QeA vardur [1].

Tamim 2.1.4. Reel bir afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay V olsun. V de bir i¢
carpim iglemi,
<,>:VxV —IR
(@.B)><ap>= Zn:aiﬂi {0‘ = (al,-..,an)}
i1 B=Bn )

olarak, Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da, uzaklik ve a¢1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir boylece A afin uzay:1 Oklid uzay: adin1 alir ve E" ile gdsterilir [1].

Tamm 2.1.5. S"={x=(x1,X2,...,Xp1 )E E™*1 | Py xiP =1’} c E™! ciimlesine

n-boyutlu kiire , n-kiire ad1 verilir [1].

Tammm 2.1.6. E" n-boyutlu Oklid uzayinda ; (n-1)-boyutlu bir yiizey genellikle
hiperyiizey olarak adlandirilir [1].

Tanim 2.1.7. McE? egrisi (I,0)) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda

v={a', ..., a'"} sistemi lineer bagimsiz ve va), k>r igin a® e S, {w} olmak iizere



y den elde edilen {V,,V,,...,V, } ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani
denir. meM ig¢in {V,(m),V,(m),...,V, (m)} ye ise meM noktasindaki Serret-Frenet

r-ayaklisi denir. V'V, 1<i<r ye Serret-Frenet vektorii denir [1].

Tamm 2.1.8. McE?® egrisi (I,00) koordinat komsulugu ile verilsin. V't el igin a(t)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,

T(t) =

1 !
lwon® ®

N(t) = B(t)xT(t)

a'(t)xa'(t
B(t) = ,( ) ”( )
lla’ (&) >xa" (Ol
seklindedir [1].
Tanim 2.1.9. o : | — E® egrisi birim hizli bir egri olmak iizere Vsel igin a(s)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,
T(s) = a'(s)
a(s) 1
la” (I~ K&)'
B(s) =T(s)xN(s)

N(s) = T'(s)

seklindedir [1].

Tanmm 2.1.10. McE" egrisi, (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel ya karsilik
gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V (s), ...,V (s)} olsun. Buna gore,
ki:l > IR
s> ki(s)=<V,"(5),V,, (8>, 1<i<r
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu denir. sel i¢in ki(s)

reel sayisina, o(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [1].



Tanm 2.1.11. McE" egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. sel igin o(S)
noktasinda i-yinci egrilik ki(s) ve Frenet r-ayaklist {V,(s), ..., V,(S)} ve Frenet formiilleri,

1) V,'(s) = ki (s)V, (9)

2) V,'(9)= K IV, () KV () , 1<i<r

3) V,'(8) =-k,1(s) V4 (9)
seklindedir [1].

1-inci egrilik olan ki(s) degeri egrilik adiyla ve 2-nci egrilik olan Ky(s) degeri de
burulma (torsiyon) adiyla bilinir [1].

COO
Tamm 2.1.12. E? uzaymda birim hizli olmayan bir o : | — E* egrisinden elde
edilen birim hizli

p : ] - E3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T',N’, B’ ile gdsterilsin.

Esitlikleri ile tanimlanan T, N, B vektor alanlarma o egrisinin Frenet vektor alanlari denir.

B :] — E3 egrisinin egrilik ve burulmasi k, =k ve k, =1 ile gdsterilsin ;

k ~ |a'Xa”|| ~ <a'xa”,a”'>
S e T e
seklindedir [2].

Tamm 2.1.13. M\NcE" egrileri sirasiyla, (I,a) , (I,B) koordinat komsuluklar1 ile
verilsin. sel ya karsilik gelen o(s)e M ve B(s)e N noktalarnda M ve N nin {V,,V,,...,.V, }

{V.(s), ..., V. (5)} Frenet r-ayaklilari verildiginde Vsel i¢in {Va(s), V2 (s)} lineer bagimli
ise ; (M ,N) egri ikilisine bir Bertrand egri ¢ifti denir [1].

Tanim 2.1.14. X : IR3 X IR® - [R3

(,B) = axp=qpla)p)



seklinde tanimli X i¢ islemine vektorel ¢arpim islemi ve a X  vektoriine de a ile f nin
vektorel ¢arpimi denir.
axpf = 21'3=1 det(ei, o, P) e

olarak hesaplanir [1].

Tanim 2.1.15. M bir manifold olmak iizere
D:x(M) x x(M) = x(M)

X,Y) - DX, Y)=DyY

doniigiimii,

)} Dx(Y+Z)=Dy Y +Dy Z
i) Dix+yyZ=Dx Z+ Dy Z
iii) Dix Y=fDyY ; Vf €C*(M,R)
iv) Dy (fY) =X[f]Y+ fDy Y

ozelliklerini sagliyorsa ; D ye M iizerinde bir afin konneksiyon denir [3].

Tamm 2.1.16. Bir Riemann manifoldu M ve M {iizerinde bir Riemann konneksiyonu

D olsun. D nin M ye ait bir bolge tizerindeki V X, Y, Z € y(M) ve Vf € C*(M , R) i¢in ,
)  Dy(Y+Z)=DyY+DyZ
i) Dix4yyZ=Dx Z+ Dy Z
i) Dy Y=fDyY
iv) Dy (fY) =X[f]Y+ fDyY
V) Dy Y— Dy X =[X, Y]
vi) Z[<X,Y>]=<D; X, Y>+<X,D; Y>

ozelliklerini saglayan konneksiyona Riemann konneksiyonu denir [4].

Tanim 2.1.17. E" in bir hiperyiizeyi M olsun. M de bir egri o ve a nm teget vektor

alan1 T olmak tlizere, a lizerindeki Y vektor alani icin,
D}=0
ise Y vektor alanina M iizerinde o boyunca bir Levi-Civita anlaminda paralel vektor alani

denir. Eger DI = 0 ise o egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir [3].



Tamim 2.1.18. E* de birim hizhi bir o egrisinin birim teget vektor alam T olmak iizere,

d?a
dt?

kg = ID:71 = |

ifadesine o egrisinin o(s) noktasina karsilik gelen E* deki geodezik egriligi denir [4].

Tanmim 2.1.19. ( Levi-Civita Anlaminda Paralel Transport )

Paralelizm Oyle bir operatordiir ki tanjant vektorleri hiperylizeyin bir noktasindan
digerine oteler. Bir M hiperylizeyi tizerinde P ve Q gibi iki nokta verilmis olsun. M iizerinde
P den Q ya bir diferensiyellenebilir parametrik egri,

a:[a b]-> M, af(a)=Pve o(b)=0Q
olsun. Burada [a,b] kapali araliktir. Kapali bir aralikta o nin diferensiyellenebilmesinden
kastettigimiz anlam, [a,b] yi i¢eren bir agik araliktan M ye olan bir o doniistimiiniin [a,b] ye
kisitlanmasindan ibarettir. P den Q ya her bir parametrik « : /a, b]— M egrisi Pa(l7p)= V(b),
Vp € Tm(P) ve V de a boyunca V(a)= I7p olacak sekildeki tek paralel vektor alan1 olmak tizere
P.(V )= V(b) belli olan bir

Pa: Tm(P) - Tm(Q)

‘7p v I7>q

dontistimiinii belirtir. Pa(l—/p) tanjant vektoriine I7p tanjant vektoriiniin o boyunca Q ya paralel

Otelenmesi (paralel transportu) denir [3].

Tanim 2.1.20. E", n-boyutlu Oklid uzaymda bir (n-1) boyutlu hipersilindir
C={ (XX, ..., %} | Xi€IR, 1<i <n, ¥lx’=1}
bi¢iminde bir nokta ciimlesidir. Bu silindir i¢in kisaca (n-1)-silindir de denir.
C, (n-1)-silindirinin dig normallerini , C flzerindeki birim normal vektor alani olarak
diistinebiliriz.Buna gore, P=(p1, P2, ... , Pn }€ C i¢in
Np = (P1 P2, ..., Pn1, 0)
seklinde tanimli N vektor alani , C nin birim normal vektor alanidir. Ayrica
<N,e.>=0
dir [3].
Tammm 2.1.21. IR? uzayinda bir o egrisinin birim teget vektor alani T olsun. T vektor

alan1 belirli bir u vektorii ile sabit ac1 yapiyorsa o egrisine bir helis denir [1].



Tanim 2.1.22. Mve M sirasiyla n ve (n+d) boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak
iizere M ve M nin altmanifoldu ve V ve V sirasiyla M ve M de kovaryant tiirevler olsun.

Boylece X ve Y , M tlizerinde vektor alanlar1 olmak tizere ;
h: x(M) x x(M)- x*(M)
VxY = VxY-h(X,Y)

bigiminde Gauss esitligi elde edilir. Burada VxY ve h(X,Y), VxY nin sirastyla tanjant ve
normal bilesenleridir. Bu esitlik ile tanimlanan h  ya M nin ikinci temel formu adi verilir.

Eger h=0 ise , M ye total geodeziktir , denir [5].

COO
Tamm 2.1.23. o: 1 — IR? egrisinin egrilik fonksiyonu k olmak iizere, %
fonksiyonuna , « egrisinin egrilik yarigap1 fonksiyonu denir ve p ile gosterilir. t € [ igin, p(t)
COO
sayisma, o | — IR? egrisinin a(?) noktasindaki egrilik yaricap1 denir [13].

o0}

Cc
Teorem 2.1.1 & : | — IR® birim hizl1 bir egri ve s, € I olsun. Bu durumda,

y(0) = a(se), ¥’ (0) =a'(se), v"(0) =a"(s)

olacak bicimde, birim hizli bir y:J — IR3 ¢emberi vardir. Bu cember,

Po=P(So) » No=N(sq) , To=T(so)

olmak iizere,

y(0) = a(so) + poNo + Po-COS% (—No) + Po-Sinpio Ty (2.1.1)
alk (p
Bly)
b‘ m
Sekil 2.1.1



denklemiyle verilebilir. Cemberin merkezi a(sy) + poN, noktasidir[13].

Ispat. Aranilan gemberin merkezi m ve yarigapi r olsun. Cemberi i¢inde bulunduran

diizlemin ortonormal bir {a,b} tabanini géz oniine alalim. Boyle bir gemberin
B(p) =m + (rcose).a + (rsing).b
bi¢iminde verilebilecegi agiktir.

p egrisi birim hizli bir egri olacak bigimde yeniden parametrelendirilmek tizere, £ nin yay

uzunlugu fonksiyonu f olsun.
fl)= [J1B' Wlldu = [ rdu =r¢

olur. f(p) = 0 diyelim.f~1(0) = ¢ = g olur. h = f~1 olmak iizere, B°h egrisi birim hizh

bir egridir. B°h = y olsun. y(8) = B(h(6)) = A(>) oldugundan,

y(6) =m+ (rcos 6) a+ (rsin g) b (2.1.2)

-
olur. y(0) = m + ra oldugu kolayca goriilebilir. y(0) = a(s,) olmasini istiyoruz. Buna

gore, m +ra = a(s,) dir. Buradan,
m = a(s,) —ra

elde edilir.
7] 7]
y'(6) =— (sin—) a+ (cos —) b
T T

oldugundan, y'(0) = b dir. y'(0) = a'(sy) olmasini istiyoruz. a’(s,) = T(s,) oldugundan ,

b = T(sy) dir. T(s,) vektorii kisaca Tpile gosterilmek tizere,

b=T, (2.1.3)
dir.
1 7] 1 0
y"(0) = —— (cos —) a—— (sin —) b
T T T T
oldugundan, y"'(8) = — % .a dir. y"(0) = a”(sy) olmasmi istiyoruz.



a" (so) = k(s¢)N(sp)

oldugundan, —~.a = k(so)N(so) dir. 7> 0ve k >0 oldugundan, —~.a = koNo

esitliginden, 1:k0 ve a=—N, bulunur. O halde,

T

ko

dir. (2.1.2) esitliginde r ve a yerine (2.1.4) deki esitler konularak,

m = a(sq) + poNy (2.1.5)
bulunur.
Bo
a(so) ‘
To
Sekil 2.1.2

Tamm 2.1.25. a:1 — IR3 birim hizh egrisine a(s,) noktasinda ikinci basamaktan
degen yukaridaki y ¢gemberine, o egrisinin , a(s,) noktasindaki egrilik cemberi denir.

a(sy) noktasindaki egrilik cemberinin merkezine , a(sy) noktasimna iliskin egrilik
merkezi denir.

a(sg) noktasina iliskin egrilik merkezinden gegen ve Bg vektdriine paralel olan
dogruya a(sy) noktasia iliskin egrilik ekseni denir[13].

Tamm 2.1.26. Birim hizli olmayan bir a: I — IR® egrisinden elde edilen @ o h birim
hizli egrisi f ile gosterilsin.

h(sy) = t, olmak tizere f egrisinin S (s,) noktasindaki egrilik gemberine , o egrisinin
a(ty) noktasma iliskin egrilik ¢emberi denir.

S nm f (sy) noktasina iliskin egrilik merkezine, o egrisinin @ (t,) noktasma iliskin

egrilik merkezi denir.



S nin 5 (sy) noktasina iligkin egrilik eksenine, a egrisinin a(t,) noktasma iliskin

egrilik ekseni denir[13].

Teorem 2.1.2. Birim hizli olmayan bir a: I — IR3 egrisinin a(t,) noktasina iliskin

egrilik merkezi m ise,
m=a(t,) + p(te)N(to) (2.1.6)
dir[13].

Ispat. a:I — IR®egrisinden elde edilen a o h birim hizli egrisi £ ile gosterilsin. # nin
egrilik fonksiyonu kﬁ , Frenet vektor alanlari Tg , Ng, Bg olsun. a egrisinin Frenet vektor
alanlar1 ve egriligi,

T)=Tp(f (©)) . N®)= Np(f (1)) , BO)=Bg(f()) , k(t) = kp(f (1))
esitlikleriyle tanimliydi. Buna gore, p(t) = pg (f(t)) olur.
a egrisinin a(t,) noktasina iliskin egrilik merkezi m olsun. m, £ nin f (s,) noktasina
iligkin egrilik merkezine esit olarak tanimlandigindan,
m=p (so) + pp(se)- Np(so)
dir. B (so) = a(ty), pp(se) = p(ty) ve Ng(so) =N (s) oldugu gz 6niine almarak ,
(1.1.6) esitligi elde edilir. Sonug olarak, birim hizli olmayan bir a:I — IR3 egrisinin o(t)

noktasina iliskin egrilik ¢cemberi y ise ,
y(8) = a(t) + pON(®) + p(t)cos (=N (1)) + p(D)sin—=T() (2.17)

dir.

10



3.BOLUM
3.1 Kiirede Bertrand ve Involiit-Evoliit Egriler
Tamm 3.1.1 IR* de r yaricapli 3-boyutlu kiire S* ile gosterilir ve asagidaki gibi

tanimlanir ;
83(r) :{ (X1’X2’X3’X4) S |R4 | Z?zl xi2= I’2 } , r>0

at)l= IR— S(r) , S%r) kiresine daldirilmig olan bir egri olsun ve yay uzunlugu t
parametresi ile parametrize edilsin. Eger {T,N,B} a boyunca bir Frenet catis1 ise ve V ,
S%(r) nin Levi-Civita konneksiyonunu gostermek iizere , o nin Frenet denklemi sdyle

yazilabilir ;

V:T=kN
VTN:—kT + 1B
VT B=—1B

Eger v°, IR*iin Levi-Civita konneksiyonu ise , Gauss formiilii gosterir ki ;
V§ X=VrX——<X,T>a ,Vx € Y(a)
Ve T=kN-—a,
V9 N=—kN+1B
V9B=—1B

o egrisindeki her o(t) noktas i¢in , S3(r) deki o(t) noktasinda baslayan asli normal geodezik ,

bir geodezik egri olarak ;
YE= eXPag) (uN(t)):cos(%) a(t)+r sin(%)N(t) , UEIR (3.1.1)

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.1.2. Egriligi 0-olmayan bir « egrisine , f(0):J = IR = S*(r) olmak iizere a
ve B arasinda birebir bir doniisiim varsa; Bertrand egrisidir denir , dyle ki bu egrilerin asli

normal geodezikleri aynidir.  egrisine de o’ nin Bertrand ¢ifti denir.



3-boyutlu bu kiirenin r=1 yarigapli oldugu ve bu Bertrand egrilerinin yay uzunlugu
parametresine sahip oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. a(s) ve (o) egrileri bir Bertrand

egri ¢ifti olsun. Oyleyse ; diferensiyellenebilir bir a(s) fonksiyonu igin

B(o(s))= cos(a(s)) a(s)+ sin(a(s))N(S) (3.1.2)

yazilabilir. {T4,N,,B,} o’ nin Frenet ¢atis1 olmak tizere ; B(o(s)) B’ da a(s)’ e karsilik gelen
nokta olsun. d(s) uzaklik fonksiyonu S* de a(s) ve ona karsilik gelen nokta p(o(s)) arasindaki
uzaklik olarak tanimlanabilir. Ayrica IR* de verilen her X,Y,Z ii¢ vektor icin XxYxZ karma
carpimi IR* te tek vektdr olarak soyle ifade edilir ; YWE IR* i¢in

< XxYxZ, W>=det(X,Y,Z,W) (3.1.3)
Onerme 3.1.1 avep, S* de bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Buna gore ;

a) a(s) fonksiyonu sabittir.
b) d(s) uzaklik fonksiyonu sabittir.
€) Birbirine karsilik gelen noktalardaki teget vektorleri arasindaki ag1 sabittir.

d) Binormal vektorler arasindaki a¢1 sabittir.

Ispat. (a) o ve B , birbirine karsilik gelen noktalarda ayni asli normal geodeziklere sahip

oldugundan , su esitliklere sahibiz ;

o YW =N(S) Ve i ¥2(U) = Np(o(s))

daha sonra [ egrisi boyunca {Tp,Np,Bp} , Frenet catis1 olmak iizere ;

Np((s)) = — sin(a(s)) a(s)+ cos(a(s))Nu(s) (3.1.4)
elde edilir. Diger taraftan , B ya teget olan vektor ;

£B(0) = —a(s)sin(a(s))a(s) + (cos(a(s))—ki(s)sin(a(s)))Tuls) + a(s) cos(a(s)) Nafs)

+74(8)siN(a(s))Ba(s),
seklindedir.

IR* te diferensiyel d/ds ile ifade edilsin.
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“(0)=0'(5)Ty(c (5))
yazilir ve dolayisiyla

0=< 2B(0). Ny(0)>=2(s),
oldugu goriiliir ve ispat biter.

(b) Genelligi bozmadan , varsayalim ki; 0< a(s) < 2w olsun. Dolayisiyla, o(s) ile B(s)

arasinda olan uzaklik fonksiyonu d(s),
d(s)=min{a(s), 2 —a(s)}
olarak verilir, (a) sikk1 gbz oniine alindiginda d(s) in sabit bir fonksiyon oldugu goriilebilir.
(c) Basit bir hesaplama ile ;
= < Tul(8),Tp(0())> = <ka(s)Na(s) —a(s). Tp(o(s))>

+6'(s) < To(S),kp(a(s))Np(o(s))—B(0(s))> (3.1.5)

elde edilir.

Diger taraftan ;

TB(c(s))zc%(S)((cosa— K.(s)sina) T o(S)+1,(S)sin(a(s))Ba(s)),

yazilabilir.

(3.1.2), (3.1.4) ve (3.1.5) birlikte diistiniiltirse ;
a —
—~ < To(S), Tp(o(s))>=0
oldugu goriiliir ki bu iddiay1 ispatlar.
(d) 8, T4(s) ve Tp(o(s)) arasindaki ag1 olsun, dolayisiyla ,

Tp(o(s))=cosB T(S)+siNGB(S) (3.1.6)
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yazilabilir. IR* deki karma carpim kullanilarak ; bir a egrisinin binormal vektorii B,

hesaplanabilir.
Gergekten
Bu(s)=a(s)X T4(S)X Ny(S)
denklemini elde etmek kolaydir. Bu formiil kullanilarak
Bg (o(s))=—sin@ T «(S)+ cosO B,(s) (3.1.7)

formiili bulunur. Buradan ;

d A\l —
£ < Buf9).By(0(9)>=—Ta(5) < Na(s), By(0(8))> — 6'(5) 75(0(5)) < Bu(S), Ny(5(5))>=0
elde edilir , bu da ispati tamamlar.

Onerme 3.1.1 deki iddialar (c) ve (d) i¢in alternatif bir durum ifade edebilir. Bunu
yapmak i¢in P2(y&); y&(@)= B(o(s)) ve y&(0)= a(s) arasindaki paralel transportu ele alalim.
Daha sonra , B boyunca her diferensiyellenebilir Y€ y(f) vektor alanmi igin, o boyunca bir

Xe y(a) diferensiyellenebilir bir vektor alani ;

X(8)= B2 (rS)Y (o(s))
denklemiyle tanimlanabilir.

Bu denklem kisaca , X=PY olarak yazilabilir. Paralel doniistimlerin ilging bir 6zelligi
sudur; eger iki hiperyiizey S; —IR" ve S, —IR" parametrize edilmis bir o egrisi boyunca
tegetse ve Vo , Tg(50)S1 = Ty(s0)S2 esitligini saglayan bir vektor ise ; v(s) in Sy hiperyiizeyine
gore o boyunca Vo m paralel transportu olmasi igin gerek ve yeter sart v(s) in S
hiperylizeyine gdore o boyunca i¢in Vo mn paralel transportu olmasidir. Gergekten V nin

kovaryant tiirevi Dv/ds iki hiperyiizey i¢in de aynidir.

Bu 6zellik kullanilarak , bir vektorin Y= SS geodezigi boyunca paralel transportu 'Y' ne

ortogonal olan , sabit bir vektor alanidir, denilebilir. Gergekten , y=y(s) kiirenin bir geodezigi

olmak iizere, Vo da, p=y(so) olan noktada S® e teget bir vektdr ve Y'('So) a ortogonal olsun.

C =5 xIR?
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hipersilindiri gézoniine alindiginda, bu silindir y boyunca S® e teget olmak iizere; V(s)=Vo

sabit vektor alani hipersilindire gére y boyunca yo 1n paralel transportudur.

Ancak yukaridaki 6zellikten v(s) in aym zamanda , S , 3-kiiresi igin de paralel

transport oldugu goriilebilir. Béylece Onerme 2.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.1.2 o ve B, S®te bir Bertrand egri ¢ifti olsun. O zaman , asagidaki

ozellikler saglanir;

(@) T, ve PTg arasindaki a1 sabittir.

(b) B, ve P By arasindaki ag1 sabittir.
Ispat. (PTp)s) = P (¥s") (Tg(a(s)) = (Tg(o(s)) ve

(PBg) 9= Bg(a(s)) ,

oldugundan , bu sonug , Onerme 3.1.1 deki (c) ve (d) den goriilebilir.
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4. BOLUM
4.1. BERTRAND EGRILERI iCiN BAZI BAGINTILAR

3-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrileri i¢in iyi bilinen bir teorem S te asagidaki
gibi ifade edilmistir.

Teorem 4.1.1 « ve P, S°te bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Asagidaki bagntilari

saglayan a ve g sabitleri vardir;

(a) (cosa—sinak,).sing=sina.cosé.t ,
(b) (cosa+sinakg).sing=sina.cosf. 7z ,
(c) (cosa—sinak,). (cosa+sinaks)=cos*6

(d) sina. TTp = sin®6 [6].
Ispat. (@) (3.1.1) in kovaryant tiirevi alinip (3.1.6) denklemi kullanilarak ;
<(5(5))= 0'(s). COSH. Te(s) + 6'(5). Sin 6. By ()

denklemini elde ederiz. Diger taraftan Frenet denklemleri kullanilarak ve a(s)=a nin sabit

oldugu diisiiniilerek;
<(0(s))= (cosa—sinak). T, (5)+sina. o (s). Ba(s)
denklemi elde edilebilir. Son iki denklemden

0'(s). cosf = cosa—sinak,(s) (4.1.1)
c'(s). sin @ = sina. 7,(s) (4.1.2)
bulunur ki bu da (a) y1 ispatlar.

(b) o’ nin Frenet catisi, B’ nin Frenet ¢atisi cinsinden yazilirsa;

a(s(0))= cosa.p(c)—sina.Ng(c) (4.1.3)
T, (s(c))=cosO.Tg(c)— sin 6 . Bx(o) (4.1.4)
N, (s(c))= sina. B(c)+cosa. Ny(o) (4.1.5)

B,(s(c))=sin 6. Ty(c)+ cosh. Bx(o) (4.1.6)



(a) daki sonugtan ve agagidaki iki denklemle (b) sikki da ispatlanmis olur ;
s'(0). cosf = cosa. sina.Ky(o) (4.1.7)
s'(0). sinf = sina. (o) (4.1.8)
(c) Denklem (4.1.1) ve (4.1.7) iin sonucu olarak bulunabilir.

(d) Denklem (4.1.2) ve (4.1.8) in bir sonucudur.

Eger ave 3, S* de Bertrand egrileri ise , yukaridaki teoremin (d) kismina gore ;
birbirine karsilik gelen noktalarda a ve B ‘nin torsiyonlarmin ¢arpimi sabittir ve negatif

degildir.

S® deki bir o egrisine , eger 2-boyutlu total geodezik S? = S kiiresi iizerinde yatiyor
ise bir diizlem egrisidir, denir. Bunun bir sonucu olarak , o’ nm torsiyonu tiim noktalarda
sifirdir. Egriligi ve torsiyonu 0 ‘dan farkli sabitler olan S® deki bir bikiimlii egriye helis
denir. Daha genel olarak , bir o= a(s) egrisine eger a boyunca sabit uzunluga sahip bir V(S)
vektor alani varsa ve o' ile v arasindaki a¢1 sifirdan farkli bir sabitse bir genel helis denir.

Diizlem egrilerinin ve helislerin , genel helislerin asikar bir 6rnegi oldugu goriilebilir;

a eger bir diizlem egrisi ise , V = B bir eksen olarak alinabilir ; o bir helis ise vektor
alan1 V;

V(s)=c0sh.T(s) + sinb. B(s)
alinabilir.
Onerme 4.1.1 ( Bertrand Yiizey Egrileri )

(a) S* deki her yiizey egrisi bir Bertrand egrisidir ve sonsuz Bertrand eslenik yiizey egrisine

sahiptir [6].

(b) Eger bir Bertrand egrisi a ; diizlem egrisi olan bir eslenik Bertrand egrisi B ya sahipse , a

da ayni total geodezik 2-boyutlu kiire iizerindeki bir diizlem egrisidir [6].
ispat. (a) a, S de bir yiizey egrisi olsun. Va €IR igin , Ba egrisi , S° de asagidaki
bigimde tanimlansin;

Ba(S)= cosa a(s)+ sina Ny(S) (4.1.9
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Va €IR i¢in B, bir Bertrand eslenigidir. (4.1.9) denkleminin kovaryant tiirevi alinarak ve

Frenet denklemleri kullanilarak,

T ga(0(8))=Tu(S) (4.1.10)
o'(s) = cosa—sina.k,(s) (4.1.11)

elde edilebilir. Burada o=c(s) ler , Ba nin yay-uzunlugu parametrelerini gostermektedir.

(4.1.10) denkleminin tekrar kovaryant tiirevi alinarak;

Ng,(o(s))= —sina.a(s) + cosa.N(s) (4.1.12)

kﬁa(G(S)): sina+cosa.ka(s) (4.1.13)

cosa—sina.ka(s)
elde edilir.

Ba(co) , co=0(so) noktasinda baslayan asli normal geodezik asagidaki gibidir;
y(w) = cosu. fa(co)+ sinuNg,(co) = cos(u+a)a(so)+ sin(u+a). Nu(so),

Bu a(sp) da baslayan asli normal geodezigin tekrar parametrelendirilmesidir. Son olarak

(4.1.12) nin kovaryant tiirevi almarak ve Frenet denklemleri kullanilarak,
o'(s) ;—GNBa(G(s))Z—(sina + cosa. ka(s)). T,(S),
bulunur , bununla beraber (4.1.10) ve (4.1.13) esitliklerinden 7,=0 oldugu goriilir,
o halde B, S° de bir yiizey egrisidir.
(b) =0 oldugundan ve Teorem4.1.1(d) den , sin8=0 (ve bdylece cosf=+1) elde edilir.

Teorem4.1.1(a) kullanilarak sina.7,=0 bulunur. Eger sina=0 ise, a=1f dir ve ayrica ayni
total geodezik 2-boyutlu kiire tizerinde bir yiizey egrisidir; aksi halde 7,=0 dir ve bu bize ayn1

sonucu verir.
Teorem 4.1.2. S® deki bir o egrisinin Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ;

7,=0 olmak iizere , a egrisinin 2-boyutlu herhangi bir birim kiire S*(1) iginde olmasidir veya

A # 0 olmak tizere , Ak,+ ut,=1 esitligini saglayan iki A ve p sabitlerinin var olmasidir [6].
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Ispat. a, bir Bertrand egrisi olsun. Eger a bir diizlem egrisi degilse , Teorem3.1(a)
dan dolay1, A=tana ve u=tana.cotf sabitler olarak alinirsa ; Ak,+ ut,=1 denklemi elde edilir.
Simdi, Ak,+ ut,=1 oldugunu kabul edelim, 4 # 0 ve u sabitleri i¢in , A=tana olmak iizere S*
deki B egrisi;

B(s)=cosa.a(s)+sina.Ng(s) (4.1.14)

olarak tanimlansin. f(c) nin bir Bertrand eslenigi oldugu goriilecektir. (4.1.14) denklemindeki

kovaryant tiirev alimarak ve Frenet denklemi kullanilarak

Ng(o(s))=—sina. a(s) + cosa. Ny(s) (4.1.15)
denklemi elde edilir. Daha sonra (oo) noktasinda baslayan asli normal geodezik ,
y(u) = cosu. B(co)+ sinuNg(co) = cos(u+a).a(so)+ sin(u+a). Ny(So),
ile verilsin. Bu denklem a(sp)’ da baslayan asli normal geodezigin yeniden
parametrelendirilmis halidir. Bu da ispat1 tamamlar.
Onerme 4.1.2 «, S° de biikiimlii bir egri olsun. Asagidaki sartlar birbirine denktir ;
(@) o, bir helistir ,
(b) o, sonsuz Bertrand eslenik egrilerine sahiptir ,

(¢) o nn iki tane Bertrand eslenik egrisi vardir [6].
Ispat. (a)= (b) Kabul edelim ki k, , 7, sifirdan farkli sabitler olsun. Dolayisiyla, bu

sabit degiskenler arasinda sonlu lineer bir iligki elde etmek kolaydir; ancak , farkli her lineer

bagint1 i¢in farkli bir Bertrand eslenik egrisi olusturabiliriz, ki bu da bir helistir.
(b)= (c)ispat aciktrr.
(c)= (a)Eger o nin By ve P2 olmak iizere iki Bertrand eslenik egrisi varsa, a;# 0 ve a,# 0

6., 0, sabitleri alinabilir.

tan a;.k,(S)+ tan a;.cot 81.7,4(S)=1,

tan ay. k,(S)+ tan az.cot 8,.7,(S)=1,
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a1# ap dir , ¢iinkii B1 ve B2 iki farkli Bertrand egrileridir.Bu denklemlerdeki kovaryant tiirev

almarak

ke (s)+ cot 8;. T, (S)=0,
ke (S)+ cot 8;. T, (S)=0.

elde edilir ;

Boylece , 61 # 65 ( ¢linkii a;# a; ) oldugundan , k/(S)=t,=0 olarak bulunur. Yani; o,

sabit egrilik ve sabit torsiyona sahiptir. Bu da ispat1 sonu¢landirir.
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5. BOLUM

5.1. E® de Involiit ve Evoliit Egriler
Tamm 5.1.1 Birim hizli o /- IR® egrisi ile aym aralikta tanimli
p:I- IR

egrisi verilsin. Her bir s€ I i¢in , a egrisinin a(s) noktasindaki tegeti B (s) noktasindan
gegiyorsa ve

< Ta(s) , Tp(s)>=0
ise , B egrisine a egrisinin bir involiitii denir [13].
Teorem 5.1.1 p egrisi a egrisinin bir involiitii ise, ¢ sabit bir reel say1 olmak {izere,
S(s) = a(s) + (- s+C) Ta(S) (5.1.1)
dir[13].

Ispat. j egrisi P(s)= a(s)* u(s). T,(s) bigiminde verilebilir. Buradan,
B'(8)= a’(s)+ u'(s). Ta(S)+ U(s)Ta (s)
= Ta(8)+ u/(5). Ta(8)+ U(S) Ku(S) No(S)
= (1+u'(8)) - Ta(8)+ U(S) ku(S) Nu(S)

bulunur. B egrisi a egrisinin bir involiitii oldugundan, < B'(S) , T«(s)>=0 dir. Burada S’(S)

yerine yukarida bulunan esitlik yazilarak , 1+u’(s)=0 ve u(s)= —s+c elde edilir.

Teorem 5.1.2. B egrisi a egrisinin bir involiitii olsun. f egrisinin Frenet vektor alanlar1

{Ts, Ng, Bs} olduguna gore

Tp= N (5.1.2)
-k
Ny = To +=— Ba (5.1.3)
N N TR
T k

T, + —— B, (5.1.4)

dir13].



Ispat. (5.1.1) esitliginden ,
B'(s)= a’'(s)— To(s)+ (- stc) Ty(s)
=To(s) = Ta(s) + (- s*+C) Ku(S) Nu(s)
= (- 5+C) Ko(S) Na(5)

dir. Buradan, ||B'(s)|| = |(—s + ¢)k,| elde edilir.

Tp(s) = m B'(s) = m (- 5+C) Kq(S) No(S)

_(=s+c) ka(s)
I(=s+0)kq|

Na(s)

(= s+c) ka(s)

olur. Tg(s) = st Okl Nu(s) esitliginde Tx(S) ve Ny(s) vektorleri birim uzunlukta

vektorler oldugundan,
Tﬁ: N, Veya Tﬁ= —N,

olmak zorundadir. Bundan sonraki iglemler Ts= N, oldugu varsayilarak yapilacaktir. IR
uistiindeki koordinat fonksiyonun x ile gosterelim. Her s€ I i¢in , X(s)=s dir. Bu durumda

B'(s) = (- stc) Ku(S) Nu(s)
esitligi ,
B'(s) = (- x+C) Ka(s) No(s)
bi¢imine girer. x'=1 dir. a egrisi i¢in Frenet vektorlerinden yararlanarak,

B"(s)=[-(—x+ C)kgc]Ta +[—kq + (—x + C)kéx]Na"' [(=x + c)kaTo] By

ve
B ()= [2ki — 3(—x + O)kakelT,
+H[—(=x 4+ )k2—-2k} + (—x + )k} — (—x + )k,T,] N,
+[—2k, T, + 2(—x + )k}, T,]B, (5.1.5)
bulunur.
B'()x B(8)= (-x+e)k TaTy + (x+0)° k3 By (5.1.6)
ve
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1B’ (s) x B"(s)||I= \/(—x + o)t + ki 12+ (—x + ¢)*k§ = (-X+C)2k§ A kZ+ T2
oldugundan,

B xB'(S) _ TaTy+ke Ba
T x B eIl JrkZ+ 2

bulunur. Ng = Bg X Ty oldugundan

Ty,+ky B -k T
Nﬁ:’[aa a.axNa: _Ta+—Ba
/k§,+1§ VKkZ + 12 VEKZ + 12

olur.
Teorem 5.1.3 B egrisi a egrisinin bir involiitii olsun. B egrisinin egrilik ve burulmasi

kg ve 15 olduguna gore,

VEkZ + 12
kg = v

= 5.1.7
[(=s+0)|kg ( )
_ koTo— Ky Tq
s = (=s+0).kq.(k2 + 72) (5.1.8)

du[13].

16 x ') _ (xro2kd [KE+E i+

Ispat.  kq(s) = 7o ”3 I(—s+0kal®  ~ I(=s+0)lkg

bulunur. (5.1.5) ve (5.1.6) esitliklerinden yararlanarak,

<B'xpB",B" >=(—x+ )3kl (kotl, — ki.Tg)

elde edilir.
1B'(s) x B (s)|I= (-x+c)’k2 . \Jk2 + 72 dir.
<B'xB B> _  keTa—KkyTq
BTTNE B (Cstorke (K +72)
bulunur.

Tamm 5.1.2. Birim hizli a: I- IR® egrisi ile ayni aralikta taniml
p:1- IR?

egrisi verilsin. Her bir s€ T igin , B egrisinin (s) noktasindaki tegeti a(s) noktasindan
geciyorsa ve < Tg(S), Ta(s) >=0ise, B egrisine , a egrisinin bir evoliitli denir[13].
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Teorem 5.1.4. B egrisi, a egrisinin bir evoliitii ise,
CEIR ve p(s) = fos T(w)du
olmak tizere,

B(s) = a(s) + p(s)Ny(s) — p(s).tan[e(s) + c|B, (5.1.9)

dir. Ayrica, a(s) noktasindaki normal diizlemde , birinci kenar1 B(s) — a(s) , ikinci kenar1

N, (s) olan yonlii aginin dlgtisii @ (s) + ¢ dir.

Ispat. B egrisinin, B(s) noktasindaki tegeti, Tg(s) vektoriiniin gerdigi dogrudur.
Bu dogru a(s) noktasindan gegtiginden, B(s) — a(s) vektorii de T, (s) vektoriine dik olur.

Buna gére,
B(s) — a(s) = A(s) Na(s)+ u(s) By(s)
bigimindedir. Oyleyse , B(s) vektorii ,
B(s) = a(s) +A(s) Nu(s)t u(s) Ba(s)
bigimindedir. Buradan ,
B’ =a’ + (A(s)) Na+ A(S) (—Ku(S) To+ To(S) Bu))+ (1(5))' B+ p.(—7aNa)

= (1 = A(s) ka(9)) Tat ((A(5))'—p7a) Na+ (A(S) Tu(S)+ (1(5))") Ba

bulunur. Evoliit tanimina gore, < £'(S) , To(S)>=0 oldugundan, (1 — A(s) k.(S)) =0 olur.

Boylece ,
B’ = (A(8)) —#7a) No + (A(S) Tol(8)+ (u(5))’) B
olur. (1 — A(s) ku(s)) =0 esitliginden, A(s) === bulunur. - = p idi. Boylece ,

As)=p

bulunur. Evoliit tanimina gore, ' vektor alani, B(s) — a(s) vektor alanina paraleldir.

Oyleyse ,
B'= (A(s))'—uta) No + (A(8) Tu(8)+ (u(5))") B. ve

B(s) —a(s) = A(s) Na (s) + u(s) Bg(s) oldugu goz 6niine alinarak,
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/1(5) _ UTa _ i(S)‘ra iy

A(5)  A(s) u

elde edilir.

Bu esitlikte A(s) yerine p konulup, 7, hesaplanarak,

_ up-up

— _B\yr
2 p? = [arctan( p)]

a

bulunur. Oyleyse ,

fos (w)du + ¢ = arctan(— %)
demektir. fos t(u)du = ¢(s) diyelim. Boylece ,
pu= —ptan(p +c)
bulunur. Sonug olarak,
B(s) = a(s) + p Nu(s)—p tan(¢ + ) B,(9)

elde edilir. Her bir ¢ reel sayisi i¢in bir evoliit egrisi elde edilir. Buradaki a(s) + p N, (s)
noktasi, @ egrisinin a(s) noktasmna iliskin egrilik merkezidir. B(s), m, a(s) noktalarinin
belirttigi tiggende , kdsesi m olan a¢1 dik agidir. Ayni tiggende kosesi a(s) olan aginin

tanjanti,

p(s)tan(p+c)
p(s)

dir. Oyleyse , B(s) — a(s) vektorii ile N, (s) vektoriiniin belirttigi aginm dlgiisii ¢ (s) + ¢ dir.

Teorem 5.1.5.  B: 1 — IR® egrisi, birim hizli a: | - IR® egrisinin bir evoliitii

olsun. B(s) egrisinin Frenet vektor alanlar1 {Ts, Ng, Bs} olduguna gore,

Ts =cos(e + ¢) N, -sin(p + ¢)B, (5.1.10)
Ng=-T, (5.1.11)
Bs =sin(¢ + c)N, + cos(¢ + c) B, (5.1.12)

dir13].
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Ispat. B egrisinin Frenet vektor alanlar1 {Tg, Ng, B} olsun.

B(s) = a(s) + p N, (s)—p tan(¢ + ¢) B,(s) oldugundan,

B'(s)=T. +p' Nu+p N, — p’ tan(@ + ¢) By(s)— pg'(1+tan’(p + ¢)) B,(S)

— p tan(g + ¢)Bg(s)

p'+pttan(p+c) .
= eostpre)  Lcos(® + ONa—sin(e + ) Bo]
bulunur.
1B/ (s)|| = Erertante+o) o1ty

cos(ep+c)

1
IASI

oldugu kolayca goriilebilir. Ts= B'(s) oldugundan,

Ts=[cos(¢ + c)N,—sin(¢ + ¢) B,]
olur. Boylece (5.1.10) esitligi elde edilmis olur.
B(s) egrisi birim hizli degildir. (5.1.10) esitliginden,
B'(s) = —¢"(sin(@ + ¢) Ny +cos(¢ + ¢) (—Ku(s) Tu+ 74(s) Bo) —¢".cos(¢ + ¢) B,
+ sin(g + ¢) TN,
= —k,(s).cos(p + c)T,
bulunur. Frenet esitliklerine gore ,
(Ts(s)) " = 118" ()1l ks(s) Np(s)
dir. Oyleyse ,
18" ()11 ke(s) Ng(s)= —ku(s) cos(g + ) Ty (5.1.14)

olmak zorundadir.
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Ng(s) ve T, vektorleri birim uzunlukta vektorler oldugundan ,
Np(s)= —T, veya Ng(s)=T, elde edilir. Ng(s)= —T, oldugunu varsayalim. Boylece
(5.1.11) esitligi elde edilmis olur.
Bs =Ng X Tp oldugundan,

Bs =[cos(¢ + ¢) N, — sin(¢ + ¢)B,] x (—T,) = sin ((¢ + ¢))N, + cos(¢ + ¢)B,
elde edilir. Boylece (5.1.12) esitligi bulunur.

Teorem 5.1.6. - I— IR® egrisi, birim hizl1 @ | = IR® egrisinin bir evoliitii olsun.

f egrisinin egrilik ve burulmasi kg ve 75 olduguna gore,

k3 cos3(p+c)
kgTq sin(@+c)—kg.cos(@+c)

ky= (5.1.15)

» —k3 sin(@+c).cos2(@+c) (5.1.16)

T kqTasin(@+c)—kl.cos(p+c)

dir[13].
Ispat. Ng ve T, vektorleri birim uzunlukta vektorler oldugundan,

18" ()1l ka(S) = ka(s).cos(e + c)

olur. Buradan 6nce ks hesaplanip ,sonra (4.1.13) esitligi goz 6niine alinarak ,

K, = kgcos(p+c) _ kgcos(p+c) _ k3 cos®(@+c)
T Bl T pltertante+d) T k1, sin(p+c)—kf.cos(p+c)
cos(p+c)

elde edilir. Boylece (5.1.15) esitligi elde edilmis olur.
(Bp)" =¢'cos(p + c). Ny +sin(@ + ¢)(— Ku(S) Tot Tu(S) Bo)— @'sin(p + ¢)B,
+C0S(¢p + ¢)(—14Ny)
= — ky(S).sin(p + )T,
bulunur. (Bg) " = =8’ (s)|l. 75. Ng oldugundan,

—[1B'()Il. t5. Ng = — Ku(8).sin(p + ¢)T,
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elde edilir.

Ny = —T, oldugundan,

18" ()l 75 = — Ka(s)-sin(g + ¢)

bulunur. Bu esitlikten 6nce 7 hesaplanip ,daha sonra (5.1.13) esitligi kullanilarak,

T, = —sin(@+c)kq _ —sin(p+c)k, _  —k3sin(@p+c).cos?(p+c)
1Bl p'+prtan(p+c) kqTq sin(p+c)—k},.cos(p+c)
cos(p+c)
bulunur.
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6. BOLUM

6.1. 3-Boyutlu Kiirede involiit-Evoliit Egrilerinin Incelenmesi

o egrisindeki her a(t) noktast i¢in , S*(r) deki a(t) noktasinda baslayan teget normal

geodezik , bir geodezik egri olarak ;
V&= eXPago (UT(1))=cos(>) a(t)+ r sin()T(t) , ue IR (6.1.1)
seklinde tanimlanir.

Teorem 6.1.1 Bir yiizey iizerinde, ortogonal geodezik bir sistemin tanimlanabilmesi

icin ; yiizeyin acilabilir bir yilizey veya bir diizlem olmas1 gerekmektedir [14].

Teorem 6.1.1den ve Involiit-evoliit egrilerin tanimindan dolay1 , bu tip egriler 3-boyutlu
ve 2-boyutlu kiire iizerinde tanimlanamazlar. Bu nedenle bu tip egriler agilabilir bir yiizey

olan S'(r) kiiresinde ele almacaktir.

Tanimm 6.1.1 Egriligi 0-olmayan bir a egrisine , f(c):J = IR = S*(r) olmak iizere o ve
[ arasmda birebir bir doniisiim varsa ve bu egrilerin teget normal geodeziklerinin i¢ carpimlari

0 ise; o ve P egri ¢iftine Involiit-evoliit egri ¢ifti denir.

SY(r) kiiresi r=1 yaricapli ve Involiit-evoliit egrileri yay uzunlugu parametresine sahip
olmak {izere a(s) ve p(o) egrileri bir Involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Oyleyse ;

diferensiyellenebilir bir a(s) fonksiyonu i¢in

B(o(s))= cos(a(s)) as)+ sin(a(s))T(S) (6.1.2)

yazilabilir. B(o(s)) , B” da a(s)’ e karsilik gelen nokta olsun. d(s) uzaklik fonksiyonu St de a(s)

ve ona karsilik gelen nokta B(o(s)) arasindaki uzaklik olarak tanimlanabilir.
Onerme 6.1.1 ave p, S*de bir involiit_evoliit egri ¢ifti olsun. Buna gore ;

a) a(s) fonksiyonunun degeri c-s e esittir.

b) d(s) uzaklik fonksiyonu s parametresine baglidir.



Ispat. (a) a ve B , birbirine karsilik gelen noktalarda i¢ carpimlar1 0 olan teget normal

geodeziklere sahip oldugundan , su esitliklere sahibiz ;

d a
du | u=0 Vso(u) =Tos) ve dau | u=a(s) YSO (u) = Tp(a(s))

daha sonra Frenet denklemleri kullantlarak ve (6.1.2) denkleminin tiirevi alinarak ;
d%ﬁ(a) = —a(s)sin(a(s))a(s) + cos(a(s)).a’(s)+ a(s) cos(a(s)) Ta(s)+sin(a(s)). Ta'(s)
= —a'(s)sin(a(s))a(s) + cos(a(s)).Tq(s) + a'(s)cos(a(s)) Tu(s)
+ sin(a(s)).ku(s)-Na(s)
= —a'(s)sin(a(s))a(s) + cos(a(s)). To(S).(1+ a'(s)) + sin(a(s))-ka(s).Na(s)
bulumur.
Buradan < =-f(c), Tu(0)>=0 esitligi kullanilarak;
< —a'(s)sin(a(s))a(s) + cos(a(s)). Ta(s )(1+ a(s)) + ka(s).sin(a(s))-Nu(s) , T (s)>=0
< —a'(s)sin(a(s))afs) , Ta (5)> +< cos(a(s)). Tu(s )(1+a(s)) . Ta(s)> +
<sin(a(s)). k(s). Nu(s) , Ta (s)>=0
elde edilir.
< cosa(s)Ty(s )(1+ a(s)), Tp(o)> =0 seklinde sadelestirildiginde,

buradan (1+ a'(s)) in 0 olmasi gerektigi bulunur, dolayisiyla a(s) in c-s e esit oldugu goriiliir

ve ispat biter.

(b) Varsayalim ki; 0< a(s) < 2m olsun. Dolayisiyla, a(s) ile B(s) arasinda olan uzaklik

fonksiyonu d(s),
d(s)=min{a(s), 2r —a(s)}

olarak verilir, (a) sikk1 goz oniine alindiginda d(s) uzaklik fonksiyonunun s parametresine

bagli olarak bulunur.
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Teorem 6.1.2 a(s) ve P(o(s)) egrileri involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. a(s) € a ve

B(a(s))€B(o) ve B(o(s)) nin egrilik fonksiyonu kg(o(s)) olmak iizere;
k3(o(s))=cosec?(—s + c) (6.1.3)

seklindedir.

ispat. B(o(s))= cos(-s+c) a(s)+ sin(-s+¢).Tu(S) (6.1.4)

denkleminin s parametresine bagl tiirevi alinarak;

oB(o(s): 52 = sin(-s+c). ofs) + cos(-s+€) 7% — cos(—s + ). Tu(s) +
sin(-s+c). - Tals)
Th(o(9). T2 = sin(-s#c). k(s). No(S) (6.1.5)
elde edilir.
Buradan ;
Tio(s) =No(s)  ve  ZT =sin(s+c) k() (6.1.6)

esitlikleri bulunur.

Son denklemin diferensiyeli alinarak ve Frenet formiilleri kullanilarak,

d(o(s)) _ d
LT(o) 2D = L

4 Nu(S) = — Ku(S). To(S)

Kp((5)). Ny(o(s)). o2 == ko(s). Tuls)

K(0(3). Np(o(s). “E2 = — ——s T(5)

Buradan,
kj (o(s)) = cosec?(—s + ¢)
oldugu goriiliir ve ispat biter.
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Geodeziklerle ilgili olarak verilen (Teorem6.1.1) gbz Oniine alindiginda, yani eger bir
yiizey ortogonal bir geodezik sisteme sahip ise, sistem ya acgilabilirdir ya da bir diizlemdir,

ifadesinden, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1.4. Birim hizli a(s): 1- S*(1) egrisi ile aym aralikta taniml
B:I- S1(1) cIR? egrisi verilsin. § egrisi , o egrisinin bir evoliitii olsun. S*(1) deki her a(s)

egrisinin diizlemsel evoliitesi, egrilik merkezinin geometrik yeridir.

Ispat.
T,(s) = Ng (a(s))

oldugundan,
(s) = cos(a(s)). P(o(s)) + sin(a(s). Ty (a(s)) (6.1.7)
cos(a(s). Blo(s)) = a(s) — sin(a(s)). Ty (a(s)) (6.1.8)
cos(als). Bo(s)) = a(s) = sin(a(s)). No(s) (6.1.9)
c0s(a(s)). ~B(o(5)- "> = Tp(o(s)) = Tuls) = A

elde edilir.

(6.1.7) denkleminde a(s) yerine —s+c yazilarak;
a(s) = cos(—s + c). B(a(s)) + sin(—s + ¢). Tg(a(s))
cos(—s + ¢). B(a(s)) = a(s) — sin(—s + ¢). N, (s)

a(s)

B(o(s)) = os(=s10) —tan(—s + ¢). N,(s)

Tp(a(s)) dgza((ss))) _ @' (s)-cos(=s+c)+sin(=s+c).als)

- (1+tan?(—s + ¢)). N, (s) —

cos? (—s+c)

tan(—s + c). % N, (s)
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d(d(s)) _ 1 _ 1
Tp(o(8)). “ae) - T,(s) cos(—s10) + tan(—s + ¢). cos(—s10) a(s)

- (1+tan?(—s + ¢)). N,(s) +tan(—s + c).k,. T,(s)
esitligi elde edilir.
Involiit-Evoliit tanimindan,

1
cos(—s+c)’

< Tp(o(s)), Ta(s) >= < T,(s) To(s) >

+tan(—s + ¢). <a(s), To(S) >

cos(—s+0)

- (1+tan?(—s + ¢)). < T,(s), N, (s) > +tan(—s + ¢).ky. < T,(s), To(S) >

bulunur.
= m + tan(—s + C). ke
A & tan(—s +c). k
cos(—s+c) $TC) K
k.= — 1 1 - 1
a— cos(—s+c) tan(—s+c) - sin(—s+c)
. 1
—Q+ = — —
sin(—s+c) s
elde edilir.
O halde
1 1
B(o(s)) = a(s). +— Ng(s)

cos(—s+c) kg

yeri oldugu goriiliir.
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