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Ikinci béliimde, sabit nokta teorisinin temel tamimlar: ve énemli teoremleri ver-
ilmigtir.

Uciincii boliimde, integral tipi genel biiziilme sartii saglayan zayif uyumlu déniisiim-
lerin sabit noktasinin varlik ve tekligi incelenmisg, bu doniisiimlerin sabit noktalarinin
tam uzaylarda ortak oldugu elde edilmigtir.

Dordiincii boliimde, {iciincii boliimde ele alinan teorem genisletilerek operator tipli
genel biiziilme sartini saglayan zayif uyumlu doniisiimler icin sabit noktanin varlik
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic definitions and main theorems of fixed point theory
have been given.

In the third chapter, the existence and uniqueness of fixed point for weakly compati-
ble maps satisfying general contractive condition of integral type is investigated and
in complete space, 1t is obtained that fixed point of these maps is common.

In the fourth chapter, theorem studying in the previous chapter is expanded and the
existence and uniqueness of fixed point for weakly compatible mappings satisfying
general contractive condition of operator type is studied and some examples and
remarks have been given.

In the last chapter the study are summarized in the thesis

July 2014, 31 pages
Key Words: Fixed point theorem, General contractive condition of operator type,

Weakly compatible maps, .

1l



TESEKKUR

(aligmalarimin her agamasinda beni yonlendiren, karsilagtigim zorluklarda degerli
yardimlarini esirgemeyen, hem akademik ortamda hem de begeri iligkilerde engin
fikirlerinden yararlandigim saygideger hocam, Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Murat OLGUN
(Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali)’a, arastirma siirecinde yardimlarini
esirgemeyen Saym Dog. Dr. Ishak ALTUN (Kirikkale Universitesi Matematik An-
abilim Dali)’a tegekkiirii bir borg bilirim. Son olarak ve en 6nemlisi, gtstermis olduk-
lar1 sabir ve vermis olduklar1t maddi ve manevi destek icin aileme sonsuz tesekkiir

ederim.

Ozge BICER
Ankara, Temmuz 2014

iv



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASI
OZE T uueeeeveeerereenesesesesessessssssssssessssssssssssssssssassssssssssssssstssisssssssssssessssssnssssssssssssssanel
ABSTRACT ..ottt sttt n ettt sttt ene et iii
TESEKKUR.....ecueeeeeeenernnrsesssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss eV
SIMGELER DIZINI......cvvveerrereenereeereressesessssensieciessiniesessssesesesesssesessesssssnsssssensesn Vi
L. GIRIS cvveeeececrrreeecncnenessesesesesessessesssssssssssnsssesesssessesessssssssessssssssesesesssssnsneseesnne
2. TEMEL TANIMLAR Ve TEOREMLER........cocsiiiiieiieeiieeeeseeesessee e 2
3. INTEGRAL TiPi GENEL BUZULME SARTINI SAGLAYAN

ZAYIF UYUMLU DONUSUMLERIN SABIT NOKTALARI......ccccocvevviiirinene, 5
4. OPERATOR TiPi GENEL BUZULME SARTINI SAGLAYAN

ZAYIF UYUMLU DONUSUMLERIN SABIT NOKTALARLI.........ccecevvuererenenne 14
5. SONUC .ccueeurerrrrrenrssssessessessessessesssssssssssssessessassassasssssnsssssnsonssssssssssssasssissinsessinoninns 29
KAYNAKLAR . .....oooveiieeiieesee e este st sses st s s en st n st ensasn s senansensas 30

OZGECMIS. e eoeererirererererenesesisesesesesesssssesesesessssssissesisssesisssssisssesesssesesesessssssssnnnn 31



SIMGELER DiZzZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Porzitif reel sayilar kiimesi

Metrik uzay

x ile y arasindaki uzaklik
Integrallenebilen fonksiyonlarm kiimesi
A nin en biiyiik elemani (Maksimum)
Dizi

{z,} dizisi z e yakinsar

Toplam sembolii

vi



1. GIRIS

X #0veT : X — X bir doniisiim olsun. Eger T'zg = x, olacak sekilde zy € X varsa
2o noktasina 7' nin bir sabit noktasi denir. Yani T" doniisiimii altinda degismeyen

noktalara T nin sabit noktasi denir.

Matematigin cegitli dallarinda Sx = 0 veya Tx = x tipindeki denklemlere sikga
rastlanmaktadir. Bu denklemleri ¢ozmek igin baz1 metotlar gelistirilmistir. Sabit

nokta teori de bu methodlardan biridir. Ornegin;

22 —5x+4=0

denkleminin kokleri z = 1 x = 4 tiir. Ayrica bu denklem

2+ 4
Tr =
5
seklinde de yazilabilir. Simdi Tz = % olmak tizere x = T'x olsun. Boylece x = 1 ve

x = 4 T nin birer sabit noktalari olur. O halde Sx = 0 gibi bir denklemin ¢oziimiiniin
bulunmasi problemi Sz = T'x — x seklinde verilen 7' doniigiimiiniin sabit noktasinin

bulunmasi problemi ile aynidir.

Tam metrik uzaylar tizerinde sabit nokta teori caligmalar: 1922’de Banach ile baglamigtar.
2002 yilinda Branciari, Banach biiziilme doniisiimiinii genisleterek integral tip biiziilme
kavramim ortaya ¢ikarmugtir. 2006 yilinda Aliouche daha genel biiziilmeler altinda

zaylf uyumlu doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri vermistir.

Bu tez ¢alismasinda integral tipli genel biiziilme sartini saglayan zayif uyumlu doniigiim-
ler icin elde edilen bazi sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin operator tipli genel
biiziilme kosulunu saglayan zayif uyumlu doniisiimlere bir genellegtirilmesi verilecek-

tir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, ileride ihtiya¢ duyulacak temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmim 2.1 X bostan farkli bir kiime ve T : X — X herhangi bir doniisiim ol-
sun. Eger T'x = x olacak sekilde bir z € X varsa, bu = noktasia 7' nin bir sabit

noktas1 denir.

Teorem 2.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi)
(X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — X , L Lipschitz sabitine sahip bir biiziilme
doniistimii olsun. Bu durumda, T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir.Ustelik

herhangi bir zy € X i¢in {T"x¢} dizisi 7' nin bu sabit noktasina yakinsar ve

n

d(T"xg, z) < . Ld(xo,Txo)

esitsizligi saglanir.
Teorem 2.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — X bir doniigiim olsun. Negatif

olmayan ¢ : [0, 00) — [0, co| déniigiimii, [0, c0) araliginin her kompakt alt araliginda

sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve her € > 0 i¢gin

j@(t)dt >0

kogulunu saglasin.

Bu durumda her z,y € X ve ¢ € (0,1) icin

d(T'z,Ty) d(z,y)
/ e(t)dt < c / o(t)dt
0 0

kosulunu gercekleyen 7' doniistimii bir tek z € X sabit noktasina sahip olup her

z € X i¢in lim 7"z = z saglanir. (Branciari 2002)

n—oo

Teorem 2.3 (X, d) bir tam metrik uzay, S ve T, X iizerinde taniml iki doniigiim
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olsun.

Negatif olmayan Lebesgue integrallenebilir ve her € > 0 i¢in

€

/cp(t)dt >0

0

kosulunu saglayan ¢ : Rt — R* doniisiimlerinin sinifi ® ile gosterilsin.
(i) ¥ negatif olmayan ve R* da azalmayan

(ii) Her ¢t > 0 igin ¢ (t) < t

(iii) Her sabit ¢ > 0 igin i P (t) < o0

n=1
ozelliklerini saglayan 1) doniisiimlerinin simift ¥ ile gosterilsin.

[d(z, Ty) + d(y, Sz)]
2

M(z,y) = max{d(z,y), d(z, Sz),d(y, Ty),

olmak tizere k € (0,1) ve her z,y € X igin

d(Sz,Ty) M(z,y)
S(t)dt < o U/ S(t)dt
0 0

gergeklensin. O halde S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (Vijayaraju vd.

2005).

i

0,00)), f :[0,00) — [0, 0] seklindeki tiim doniigiimlerin simfini gostersin.
i)

(

( O(f;0)=0vet>0igin O(f;t) >0
(i)  t<si¢in O(f;t) < O(f;s)

(i17) limy, 00 O(f; 1) = O(f; limy, 00 tn)

(W) Enazbir f € F([0,00)) icin O(f;max{t, s}) = max{O(f:1),0(f:5)}
ozelliklerini gercekleyen



seklindeki O operatorlerinin sinifi ise O ile gosterilsin.

Teorem 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay 7' : X — X bir doniigiim

m(x,y) = max{d(z,y),d(z,Tx),d(y, Ty), [d(z, Ty) ;L d(y, Tx)]}

seklinde tanimlanmak iizere A € (0,1) ve her x,y € X i¢in

O(f;d(Tz,Ty)) < XO(f;m(z,y))

gergeklensin. O halde T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir. Ayrica her x € X
icin nhg)lo Tz = z saglanir (Altun vd. 2007).
Teorem 2.5 A ve S, (X,d) metrik uzay1 iizerinde tamiml iki doniigiim olsun. A
ve S doniigiim ikilisinin zayif yerdegistirebilir olmasi igin gerek ve yeter sart her
r € X i¢in

d(ASz,SAx) < d(Azx, Sx)

olmasidir.



3. INTEGRAL TiPi GENEL BUZULME SARTINI SAGLAYAN ZAYIF
UYUMLU DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMI

Tanim 3.1 X #(, A, S : X — X doniistimleri ¢akisan noktalarinda degisebilir ise,
yani Au = Su = w oldugunda ASu = SAu ise A, S doniisiimlerine zayif uyumlu

doniistimler denir.

Lemma 3.1 ¢ : Rt — R*, her ¢ > 0 igin ¢(t) < t sartim1 saglayan sagdan siirekli
bir fonksiyon olsun. O halde r}l—{{olo " (t) =0 dir.

Teorem 3.1 (X, d) metrik uzayi iizerinde tammmlanan A, B, S, T : X — X doniigiim-
lerinin agagidaki 6zellikleri sagladigi kabul edilsin.

(a) S(X) € B(X) , T(X) C A(X)

(b)

M(x,y) = max {d(Ax, By),d(Sz, Az),d(Ty, By), d(Sz, By) ; d(Ty, Az) } (3.1)

seklinde tamimlansin. ¢ : RT™ — R* negatif olmayan Lebesque integrallenebilir her

bir £ > 0 i¢in

/ ot) dt >0 (3.2)

ile sagdan siirekli ¢ : RT™ — RT doniigiimii ¢(0) = 0, her s > 0 igin ¢(s) < s olmak

tizere her x,y € X i¢in

d(Sz,Ty) M(z,y)
ot <v | [ et (33)
0 0
esitsizligi gerceklensin.
Bu durumda A(X), B(X), S(X) veya T(X) uzaylarindan birisi X in bir tam alt
uzayl1 ise
(1) A ve S bir ortak noktaya sahiptir

veya



(2) B ve T bir ortak noktaya sahiptir.
Ayrica "S ve A" ile "T' ve B" zayif uyumlu doniisiimler ise

(3) A, B, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2007).

Ispat: 2, € X keyfi bir nokta olsun. (a) dzelliginden her n = 0,1,2, ... icin

Yont1 = STop = BTopt1 , Yont2 = TTap41 = ATop o (3.4)

olmak iizere {y, } € X dizisi tamimlanabilir. Ayricad, = d(yy, Ynt1) olarak tanimlansin.

Bazi n ler icin dy, = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda v, = 42,1 olup
Txoy—1 = Axgy, = STy, = B$2n+1

elde edilir. Dolayisiyla A ve S cakigan bir noktaya sahip olur.

Benzer sekilde eger do, 1 = 0 ise yap11 = Yonao olur. Burada
Ston = Bxopi1 = Txop41 = A$2n+2

oldugundan B ile T ¢akisan bir noktaya sahiptir.
Kabul edelim ki her bir n i¢in d,, # 0 olsun. O halde (b) den

d(szn,TxgnJrl) M($2n7$2n+1)
ewie<u| [ e (3.5)
0 0

yazilabilir.

d(ALUQn, Bx2n+1), d(SSL’Qn, A$2n),
M (720, T2p41) = max d(Txan11, Brani1), (3.6)

d(Szon,Brant1)+d(Tron41,AT2n)
2

= max {dQna d2n+l}

olmak iizere (3.5) esitsizliginden



d2n+1 max{d2'rud27L+1}

/@mﬁsw / o(t) dt (3.7)

[e=]

elde edilir. Eger dy, 11 > ds, ise

don41 don 1
/@@dt§’¢ /w@ﬁ (3.8)
0 0
dan+1
< (t) dt
/

bulunur. Bu ise bir celigkidir. O halde ds,, > d,.1 olmalhdir. Dolayisiyla

/w@dtﬁw /Mwﬁ (3.9)

elde edilir. Benzer sekilde

dan dan—1
Jewa <ol [ o a (3.10)

yazilabilir. (3.9) ve (3.10) ifadeleri birlikte diigiiniiliirse her n = 0,1, 2, ... igin

dn, dp—1
/(p(t) dt < / o(t) dt (3.11)



elde edilir. (3.11) den

dn dnfl
/ St)dt < / o(t) dt (3.12)
0 0
dn72
ey
0
do
< o (Jova
0
bulunur. Son ifadede n — oo i¢in limit alinip Lemma 3.1 kullanilirsa
dn dO
lim [ p(t) dt < lim " /gp(t) dt | =0 (3.13)
0 0
elde edilir. Her ¢ > 0 i¢in / ©(t) dt > 0 oldugundan
0
lim dn = lim d(yn, Yns1) =0 (3.14)

n—oo n—oo

elde edilir.

Simdi {y,} dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Bunun igin {ys,} dizisinin
Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki {ys,} bir Cauchy dizisi olmasin. O halde en az bir ¢ > 0 vardir ve

her bir 2k tamsayisi i¢in 2m(k) > 2n(k) > 2k olmak iizere

d(Yan(k)s Yom(k)) = € (3.15)

saglanir. Her 2k tamsays1 igin 2m(k), 2n(k) tamsayisimi gegen en kiigiik pozitif



tamsay1 olmak iizere
d(y2n(k)> y2m(k)72) <e€
esitsizligi gerceklenir. (3.15) egitsizliginden

)

0 < 6:—/<p(t)dt

0
d(y2n(k) 7y2m(k))
< o(t) dt
0
d(Yon (k) Yom(k)—2) T d2m(k)—2tdam k) -1
<

0

elde edilir. O halde (3.14), (3.15), ve (3.16) dan

d(Y2n (k) Y2m(k))

k—o0

bulunur. Ayrica tiggen esitsizliginden

| d(Y2n(e)> Y2m(i)—1) — AY2n) Yomi))| < dom—1

o(t) dt

lim / o(t) dt = 5

| d(Yan(o)+1, Yom@k)—1) — A(Yon(iys Yome))| < dam@ry—1 + d2ne)

oldugundan

| d(Yon (k) Y2m(k)—1) —Y2n (k) Y2m(k)) |

/ p(t) di <

|d(y2n(k)+l yY2m(k)—1 ) _d(yZn(k) yY2m (k) ) |

[ o s

d2m(k)—1

/ o(t) dt

0

dam(k)—1+4D2n(k)

[e=]

©(t) dt

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



elde edilir. (3.18) egitsizliginden

d(Yan(k)Y2mk)—1)
p(t)dt — 9§ (3.21)

0
A(Yan(k)+1:Y2m (k)—1)

o) dt — &

elde edilir. Dolayisiyla

A(Yon(k)s Yomk)) < donge) + A(Y2nk)+1, Yomi)) < don) + A(STank), TTommr)—1) (3.22)

oldugundan
A(Yan (k) Y2m(k)) don (k) TA(STon k) T Tomk)—1)
o(t) dt < ./ o(t) dt (3.23)
0 0

bulunur. Son egitsizligin iki tarafinda £ — oo i¢in limit alinirsa

d(STan k), TT2m(k)—1) M (Ton (k) sT2m(k)—1)
J < klim / o(t) dt < klim P / o(t) dt (3.24)
0 0

bulunur.

d(Y2n(k)> Yom(k)—1)> Aonk) s 2m k)1,

M(x2n(k)7 me(k)il) - hax d(Yon (k) +1:Y2mk) —1) Fd(Y2n k) Y2m(k)) (325)
2
oldugundan (3.14), (3.15), (3.16), (3.18) ve (3.21), (3.24) ile birlikte
5<Y(8) <o (3.26)

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Boylece {ys,} bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla
{yn} Cauchy dizisi olarak bulunur.

Simdi kabul edelim ki A(X) tam olsun. {y,} dizisi A(X) tarafindan icerildiginden
A(X) te bir limiti vardir. Bu limite u diyelim. v € A7 u olup Av = u dur. Kabul

10



edelim ki r = d(Sv,u) > 0 olsun. Teoremin (b) sartinda x = v ve y = 3,1 alinirsa

d(Sv,y2n) d(Sv,Tw2n 1) M(v,z201)
[ oewa= [ ewmasel [ e (3.27)
0 0 0
elde edilir. .
d(u, y2n-1),
d(Sv,u),
M (v, x9,-1) = max (3.28)

d(y2m y2n—1)7

d(svvy2n71)+d(y2n 7“)
\ 2 /

olmak iizere

lim d(Sv,ys,) =7, im d(u,ye,—1) = lim d(y2n, y2n_1) =0

n—o0

ve

lim [d(Sv,y2n—1) + d(y2n, u)] =7

n—oo

oldugundan

/go(t) dt <) /@(t) dt | < /go(t) dt (3.29)

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla (3.2) den Sv = u olup A ve S doniigtimleri

cakigan bir noktaya sahip olur.

S(X) C B(X) oldugundan Sv = u ve u € B(X) tir. w = B u olsun. O halde
Bw = u yazlabilir. Kabul edelim ki r = d(Tw,u) > 0 olsun. (b) de y = w ve
T = Ty = Yans1 alimsm. Onceki boliimlerle benzer islemler yapilarak Tw = u oldugu
kolayca goriilebilir. Dolayisiyla B iile T" doniigiimleri ¢akisan bir noktaya sahiptir.
Aymni sonug A(X) in tamhig yerine B(X) in tamligi kabul edilirse de saglanir.

S ile A ve B ile T' doniigimleri zayif uyumlu alinirsa

u=.Sv=Av=Tw = Bw (3.30)

11



oldugundan

Au = ASv = SAv = Su

Bu=BTw=TBw=Tu (3.31)

elde edilir. Eger Tu # u ise (b), (3.30) ve (3.31) den

d(u,T) d(Sv,Tu) M (vu)
[ewa = [ ewaze| [ o (3.32)
0 0 0
d(u,Tu) d(u,Tu)
= 9 /w(t) dt | < /w(t) di
0 0
bulunur. Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla Tu = w olmahdir. Benzer islemler

yapilarak Su = u bulunabilir. O halde (3.31) den u, A, B,S ve T nin ortak bir

sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligi gosterilecektir. Kabul edelim ki S veT" doniistimlerinin

iki farkl sabit noktas1 v ve z olsun.

B Tz A
Mu,2) = max{d(Au, Bz), d(Su, Au) d(T=, B2), 2B L ATz A,

= d(u,z)

olmak iizere (b) den

d(Su,T?) M (u,z)
/ Slt) dt < o / () di
0 0

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla sabit nokta tektir.

12



Ornek 3.1 X = {1: n € N} U {0} Euclid metrigiyle birlikte verilsin. S,T, A ve B

doniigiimleri X {izerinde agagidaki gibi tanimlansin.

nil n tek ise nLH n ¢ift ise
1 1
S(ﬁ) = #2 n ¢ift ise T(ﬁ) = n+r2 n tek ise (3.33)
0 n =00 0 n =00

m%): B%):%VneNu&m}

S(X) C B(X) ve T(X) C A(X) oldugu agikca goriilmektedir. Ayrica A(X), X in
bir tam altuzay1 ve A ile S ve B ile T' zayif uyumludur.

Simdi o(t) = max{0,t:2[1 — log#]}, t > 0, ©(0) = 0 tammlansm. O halde bir

T € (0,e) igin

/@@mﬁzTi (3.34)
0
yazilabilir. Dolayisiyla Va,y € X, sagdan siirekli ¢ : Rt — R*fonksiyonu, s > 0 i¢in
P(s) < s ve ¥(0) = 0 olmak iizere
(d(Sa, Ty)) T < (M (xr,y) 7o) (3.35)
esitsizligi gosterilmelidir. v (s) = 5 ile birlikte (3.35) saglanir. Her 2,y € X igin

1

(d(Sl’, Ty)) d(Szl’Ty) < (M(.CC, y)) M(zw) (336)

N | —

oldugunu kabul edelim. 7 — T fonksiyonu azalmayan oldugundan (3.36) yerine

d(Sx, Ty) ™19 < ~(d(z,y))T (3.37)

N | —

oldugu gosterlirse Teorem 3.1 in sartlar1 saglanmis olur.
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4. OPERATOR TiPi GENEL BUZULME SARTINI SAGLAYAN ZAYIF
UYUMLU DONUSUMLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMI

f:]0,00) — [0, 00] seklindeki tiim doniisiimlerin simifi F'([0, 00)) ile gosterilsin.
(1) O(f;0)=0vet>0icin O(f;t) >0
(i)  t<sicin O(fit) < O(f;s)
(131) lim,, oo O(f;t,) = O(f;lim,, o0 t,,)
(iv) En az bir f € F([0,00)) i¢in O(f;max{t,s}) = max{O(f;t),O(f;s)}

ozelliklerini gercekleyen

O(e;.) = F([0,00)) = F([0,00))
f — O(f; )
O operatorlerinin siifi O ile gosterilsin.
Ornek 4.1. f:[0,00) — [0, 00) fonksiyonu ¢ > 0 igin f(t) > 0 ve f(0) = 0 sartlarin

saglayan azalmayan, siirekli bir fonksiyon olmak iizere.

O(f;t) = f(#)

seklinde tanimlanan operator (i)-(iv) kosullarim saglar. Gergekten
(i) t > 0 i¢in O(f;t) = f(t) > 0 ve t = 0 igin O(f;0) = 0 bulunur.

(ii) t < s igin f azalmayan oldugundan

elde edilir.
(i)
lim O(f;t,) = lim f(t,) = f(lim t,) = O(f; lim ¢,)

n—oo n—oo

bulunur.
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(iv) Baz1 f € F(]0,00)) i¢in
O(f;max{t,s}) = f(max{t,s))

t>s 5 f(t
s>t ; f(s

= max{O(f;1), O(

Q
Kh\_/\_/

,5)}

elde edilir.

Ornek 4.2 Eger f : [0,00) — [0, 00) azalmayan, stirekli bir fonksiyon ve ¢ > 0 icin

f(t) >0 ve f(o) =0 ise
f@)
L+ f(t)

operatorii (i)-(iv) kogullarin saglar. Gergekten

(i) t > 0icin O(f;t) = LU > 0 ve t = 0 i¢in O(f;()):p{(o) = 0 elde edilir.

O(f;t) =

1+£(t) f(0)
(i) t < s i¢in f azalmayan oldugundan
f(t) < f(s)

= [+ f(£).f(s) < f(s) + f(t).f(5)
= SO+ f(s)] < fls)[1+ f(2)]
SO0+ )] f(s)[1+ f(t)]

L+ fOLL+ ()] — [+ f@OL[L+ f(s)]

ft) f(s)

MERNCESENTE
= O(f;t) <O(f;5)

bulunur.
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(iii)

, oy g flt)
dim O(fitn) = lim =20
f(limt,)

1+ f(limt,)
= O(f; lim t,)

elde edilir.

(iv) Baz1 f € F(]0,00)) i¢in

f(max{t, s})
1+ f(max{t,s})

O(f; max{t, s})

.t

_ t>s ; THF D)
. _fGs

s>t ; TH7(s)

= max{O(f;t),0(f;s)}

bulunur.

Ornek 4.3 f : [0,00) — [0,00) negatif olmayan, [0,00) un her kompakt alt

kiimesinde sonlu integrali olan Lebesque integrallenebilir bir déniigiim olmak tizere

her ¢t > 0 i¢in
t
/f(s)ds >0
0

saglansin.
t

O(f;1) = / £(s)ds

0
()-(iv) kosullarini saglar. Gergekten
¢ 0
(i) t > 0 i¢in /f(s)ds >0vet=0icin O(f;0) = /f(s)ds =0
0 0
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(i) t < s igin

olup O(f;t) < O(f;s) bulunur.

(iii)
lim ¢, = «
olsun.
lim O(f;t,) —hm/f ds—/f f,hrnt)
saglanir.
(iv)
max{t,s}

O(f; max{t.s}) = / F(y)dy

/}@Myzouw>

/ f(w)dy = O(f:5)

= rr:aX{O(f; t),0(f;s)}

elde edilir.

Teorem 4.1 (X, d) metrik uzayi iizerinde tammmh A, B, S ve T doniigiimlerinin agagi-
daki sartlar sagladigini kabul edelim.

a) S(X) C B(X), T(X) C A(X)

b) ¢ : RT— RT sagdan siirekli bir fonksiyon, 1(0) = 0 ve s > 0 i¢in ¢(s) < s olsun.

Her z,y € X i¢in
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M(z,y) = max {d(Ax, By). d(Sx. Av), d(Ty, By), % BY) ‘g d(Ty, Az) } (4.1)

olmak iizere

O(f;d(Sz,Ty)) < (O(f; M(z,y)))

esitsizligi saglansin.

Eger A(X), B(X), S(X) veya T'(X) ten biri X in bir tam altuzay: ise
(1) A ve S ¢akigan bir noktaya sahiptir

veya

(2) B ve T cakigan bir noktaya sahiptir.

Ayrica eger A ve S ile T ve B zayif uyumlu ise

(3) A, B, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2013).

Ispat: 2, € X keyfi bir nokta olsun. (a) 6zelliginden her n = 0,1,2, ... icin X
te bir {y,} dizisi insa edilebilir.

Yon+1 = Sy, = B$2n+1 y Yont2 = T$2n+1 = A$C2n+2

olmak iizere {y,} € X dizisi tammlanabilir. Ayrica d,, = d(Yn, yns1) olarak tanim-
lansin.

Baz1 n ler icin ds, = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda ys,, = 2,1 olup
Twop 1 = Aﬁzn = Sx, = B€E2n+1

elde edilir. Dolaywsiyla A ve S gakisan bir noktaya sahip olur.Benzer sekilde eger

dont1 = 0 ise Yo, 411 = Yopio olur. Bu durumda
STon = Bt = Txony1 = ATopyo

bulunur. Dolayisiyla B ile T" ¢cakigsan bir noktaya sahiptir.
Kabul edelim ki her bir n igin d,, # 0 olsun. O halde (b) ozelliginde x = x5, ve

Y = Topsp alimirsa
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M(x2na m2n+1) - max{d(A:E?na BmZn—&—l)» d(SmZna AxQn)7 d(B$2n+1a TmZn—i—l)
d(Sxon, Broni1) + d(Axg,, T$2n+1)}

2
d s mn
= maX{d(an ?/2n+1)7 d(yan, y2n+2), W}
= maX{dmu d2n+1}
olmak tizere
O(f% d(5$2n; T372n+1)) < w(O(f; M($2n; $2n+1))) (4-2)
elde edilir. Dolayisiyla (4.2) egitsizliginden
O(f; dany1) < Y(O(f; max{dy,, d2ni1})) (4.3)

bulunur. Eger bazi n ler igin dg, 1 > da, ise (4.3) esitsizliginden

O(f, dant1) < Y(O(f;dani1))
< O(f;d2n+1)

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde her n igin ds,, > ds,;0lmalidir. Dolayisiyla

O(f; dans1) < Y(O(f;dan))

bulunur. Benzer bicimde

O(f;dan) < V(O(f;dan-1))

bulunur. Genel olarak her n =1,2,3, ... icin

O(f, dn) < ¥(O(f;dn-1)) (4.4)

elde edilir. (4.4) esitsizligi kullanilarak
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O(f;dn) < ¢(O(f;dn-1))
V*(O(f; dn-s))

IN

IN

Y"(O(f;do))

bulunur. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

lim O(f;dn) < lim ¢"(O(f; do)) =0

n—oo

elde edilir. (i), (ii) ve (iii) 6zelliklerinden

lim d, < lim d(yn, Yns1) =0 (4.5)

n—oo
bulunur.

Simdi {y,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilecektir. Bunun igin {ys,}

dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.

Kabul edelim ki {ys,} bir Cauchy dizisi olmasin. O halde en az bir £ > 0 ve her 2k

tamsayisi i¢in 2m(k) > 2n(k) > 2k olmak iizere

d(Y2n (k) Yam(k)) = € (4.6)

saglanir. Her 2k tamsayisi igin 2m(k), (4.6) esitsizligini saglayan ve 2n(k) tamsayisini

gecen en kiiciik pozitif tamsay1 olmak iizere

A(Yon(k)s Yom(k)—2) < € (4.7)
esitsizligi gerceklenir. (4.6) dan
0 < d:= O(f7 5) < O(f7 d(an(k)ame(k)))

< O(f; d(Yan(k), Yam(r)—2) + dam(k)—2 + dom(r)—1)
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bulunur. O halde (4.5), (4.6) ve (4.7) birlikte diisiiniiliirse

>,
IN

I}LIEO O(f; d(Yan(k), Y2m(k)))

IN

O(f; khj{.lo d<y2n(k)7 y2m(k)—2))
= O(f;e)=0

elde edilir. Dolayisiyla
]}Hgo O(f; d(yan(r), Y2m(r))) = 0 (4.8)

bulunur. Ayrica iiggen esitsizligi kullanilarak

‘d(yZn(k)a Yom(k)—1) — A(Y2n(r), y2m(k))‘ < dam(r)-1
ve
|d(Yon(ky+1s Yom@k)—1) — AY2n(k)s Yome))| < dom@e)—1 + danr)

bulunur. (ii) 6zelliginden

O(f; |d(yany» Yomw)—1) — A(Yon(iy: Yomy)|) < O(f; damery—1)

ve

O(f; |d(Wanty+1: Yome)-1) — AW2n(k)> Y2m))|) < O(f; dom@y-1 + don(i))

elde edilir. Son esitsizliklerde & — oo i¢in limit almip (i), (ii) ve (iii) ozellikleri
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gozoniine alinirsa

0 < lim O(f; | d(Y2n(kys Yam()—1) — AYon(r)> Yom@y)|) < O(f;0)
hm ‘d(ygn(k)7 yzm(k)_1) - d(yzn(k), y2m(k))‘ =0
Jim d(Yan(k), Yom(k)-1) = Jim A(Y2n(k)s Y2m(k))

O(f; hm d(an s Yom(k)—1)) = (f;ljifilod(yzn(k),y2m(k))) =0

hm O(f; d(Y2n(k), Yom(k)-1)) = 0

I

olup

elde edilir.

0 < l}LIgOO Fi1dWaniy+15 Yome)-1) — A(W2n(kys Yo2m)|) < 0

Jim O(f; | d(yan(i)+1, Yom(r)—1) — d(Yan(ky, Y2m@))|) = 0

kh_{go |d(Y2n(e)+1, Yom)-1) — A(Y2n(iys Yomey)| = 0

khjgo d(an(k)Jrla y2m(k)71) = klim d(y2n(k)a y2m(k))

O(f; im d(yan(ky 1, Yam)-1)) = O(f; Im d(yan(w), Yamr)))

lim O(f; d(Yn(r)+1, Yomery-1)) = . O(f; d(Yan), Yomr)))
(

k—oo

kh_)rgo O(f; d(Yan(k)+1> Y2m(k)—1)) = 0

R T

olup

O(f; d(y2n(k)+1> y2m(k)—1)) — 0 (4.10)

elde edilir. Ayrica

A(Yan(k), Yomk)) < donk) + A(Yon(k)+1> Yom(k))

A

don(ky + A(STan)y, TTomk)-1)

olup
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O(f; d(Yan(k) Yamr))) < O(f; dany + d(STan(), TTom(k)-1))

bulunur. Son egitsizlikte her iki tarafin k¥ — oo i¢in limiti alinirsa

d < lim O(f; d(ngn(k),Talgm(k)_l)) (4.11)

k—o0

< kh_{go Y(O(f; M(xonys Tam(r)—1)))

elde edilir.

d(AZan(k), BTam(r)-1),
d(Al’Qn(k), Sx2n(k))?
M (Zon(k), Tam(k)—1) = max
d(Tl’gm(k)_l, B$2m(k¢)—1)a
d(Sxan (k) s Bam k) —1)+d(AZon k) TZ2m (k) 1)
2

\
( )

d(an(k)a y2m(k)—1)7

/

dan(r),
— max

d2m(l@)—17

d(Yon (k) +1:Y2m (k) —1) T Y2n (k) Y2m(k))
\ 2 J

oldugundan (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) ve (4.10), (4.11) de kullanilhirsa

0 <o) <4

elde edilir. Bu ise bir celigkidir.Boylece {2, } dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolaysiyla
{yn} Cauchy dizisi olarak bulunur.

Simdi kabul edelim ki A(X) tam uzay olsun. {y,} dizisi A(X) tarafindan igerilir ve
A(X) te bir limiti vardir. Bu limit u olsun. v € A~ olup Av = u yazilir. Ayrica
{Yon—1} dizisi de u ya yakimsaktir. Simdi r = d(Sv,u) > 0 oldugunu kabul edelim.

(b) sartinda x = v ve y = g, 1 alinirsa

d(Sv, yon_1) + d(yon, u
M(UJIZTL—I):maX{d(uay2n—1)7d(SU7u)ad(y2nay2n—1)7 ( U2 1; (yz )}
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olmak iizere

O(fad(S,Uaan)) = O(f;d(SU7Tx2n—1)) (412)
V(O(f; M(v, x2-1)))

IN

elde edilir. (4.12) egitsizliginde her tarafin n — oo i¢in limiti alimirsa

d(Sv,u)

O(f; lim d(Sv,yan)) < ¥(O(f; max{d(Sv, u),

= ¥(O(f;d(Sv,u)))
(O(f; 7))

fir)

),

Il
<
S

A
Q

ve dolayisiyla O(f;r) < ¥(O(f;7)) < O(f;r) bulunur. Bu ise bir geligkidir. Dolayisiyla

Sv = u olup A ve S doniigiimleri ¢akigan bir noktaya sahiptir.

S(X) C B(X) oldugundan Sv = u € B(X) tir. w = B~'u olsun. O halde Bw = u
yazilabilir.

Kabul edelim ki r = d(T'w, u) > 0 olsun ve (b) tzelliginde y = w ve x = x4, alinsin.
Onceki boliimlerle benzer islemler yapilarak Tw = u oldugu kolayca goriilebilir. Aym

sonuglar A(X) in tamligi yerine B(X) in tamhig alinarak da elde edilir.

S ile A ve T ile B doniigiimleri zayif uyumlu alinirsa

u=Sv=Av=Tw = Bw (4.13)
oldugundan
Au = ASv = SAv = Su (4.14)
ve
Bu=BTw=TBw="Tu (4.15)

elde edilir.
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Simdi kabul edelim ki T'u # wu olsun. O halde

O(f;d(u, Tw)) = O(f;d(Sv,Tu))

olup bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla T'u = w bulunur. Benzer iglemler yapilarak
Su = w bulunabilir. O halde (4.14) ve (4.15) den u A, B, S ve T nin ortak bir sabit

noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligi gosterilecektir.

Kabul edelim ki S ve T" doniigtimlerinin farkl iki sabit noktas1 u ve z olsun.

d(Su, Bz) + d(Tz, Au)

M (u, z) = max{d(Au, Bz),d(Au, Su),d(Tz, Bz), 5

olmak {izere

O(f;d(Su,Tz)) < ¥(O(f; M(u,2)))
< O(f; M(u, z))
= O(f;d(u, 2))

bulunur. Bu ise bir geligkidir. Dolaywsiyla A, S, B ve T bir tek ortak sabit noktaya
sahiptir.
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Ornek 4.4 X = {1 : n € N}U{0} kiimesini Euclid metrigi ile ele alahm. X {izerinde

tamimli A, B, S ve T doniisiimleri agagidaki gibi tanimlansin.

n+r1 n tek ise n+r1 n ¢ift ise
1 1
_ — 1 . . I 1 .
S(n) = —5 MnGiftise T(n)— 5 ntekise
0 n =00 0 n = 00
1 1 1
A(-) = B(-)=-, VneNU
(5) = B(G)=-, VneNU{w)

S(X) € B(X) ve T(X) C A(X) oldugu agikga goriilmektedir. Ayrica A(X), X in
bir tam alt uzay1 olup A ile S ve B ile T zayif uyumludur.

S, T, A ve B doniigiimleri Teorem 4.3 iin (b) sartin1 saglayan doniigiimler olmak iizere
t
f & F(0.50), 0(73t) = [ £(s)ds e £(0) =0, > 0 igin
0

£(t) = max{0,t7=2[1 — log t]}

seklinde tammlansm Ayrica 1) : Rt — R, 4(s) = 5 almsmn.

O(f;t) / f(s € (0,¢e) oldugundan her x,y € X igin
N | 1
(A(S, Ty)) 15T < (M ()7 (4.16)
saglanir.
. . 1 1 1

Durum 1. m cift olmak fizere y = —~ 2z = -~ =Ty = m_+1 ve Sz = -5 olsun.
Buradan

1 1 1 1
bulunur.

s _ 1 _ 1 _ _ _
Durum 2. m tek olmak iizere y = -, v = - =Ty = m—+2 ve St = ? olsun.
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Buradan

1 1 1 1
(57, Ty) 'm—l—?) m—l—Q' m+2 m+3
1 1 1 1
- = — <d
m+1 m+3 |n+l1 m+1 ()
bulunur.
Durum 3. n ¢ift olmak iizere x = %,y: % = Sz = n+r2ve Ty = n—}rgolsun.
Buradan
1 1 1 1
d(Sxz,Ty) = — = _
(S, Ty) n+2 n—i—S‘ n+2 n+3
1 1 1 1
— = - <d
n+l n+3 |n+1 n+3‘ (z,9)
y 1 1 1 1
Durum 4. n tek olmak tizere z = ., y = .- = Sz = -5 ve Ty = .- olsun.
Buradan
1 1 1 1
d(Sz,Ty) = — = — < d(z,
(S, Ty) n+1 n+2‘ n+1 m+1 (z.9)

bulunur. ¢ — ¢ fonksiyonu azalmayan oldugundan (4.16) yerine

1

a1 1
(d(Sa, Ty)) T < _(d(e,y)) T (4.17)
esitsizligini gostermek yeterlidir.
Ornek 4.1 ve Teorem 4.1 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 4.1 (X,d) bir metrik uzay olsun.(X,d) metrik uzay: {izerinde tammlanan

A, B, S ve T'doniistimleri agagidaki sartlari saglasin.

(a) S(X) C B(X), T(X) C A(X)
(b) Her z,y € X igin ¢ : RT — R sagdan siirekli bir fonksiyon, ¢(0) =0 ve s > 0
icin ¢ (s) < s olsun.

Ayrica ¢ : [0,00) — [0,00) azalmayan, t > 0 igin ¢(t) > 0 ve p(0) = 0 olacak sekilde
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siirekli bir fonksiyon olsun.

d(Sz, By) + d(Ty, Az)

M (z,y) = max{d(Azx, By),d(Sz, Ax),d(Ty, By), 5 }

olmak {izere

p(d(Sz,Ty)) < P(p(M(z,y)))

esitsizligi gergeklensin.

Eger A(X), B(X), S(X) veya T'(X) X in bir tam alt uzay ise
(1) A ve S gakigan bir noktaya sahiptir.

(2) B ve T ¢akisan bir noktaya sahiptir.

Ayrica S ve A ile B ve T zayif uyumlu ise

(3) A, B, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda ilk énce integral tipli genel biiziilme sartini saglayan zayif uyumlu
doniisiimler icin sabit nokta teoremi ispatlanmigtir. Bunun i¢in Banach biiziilme
prensibinin benzeri, integral tipi esitsizlikler icin verilip zayif uyumluluk tanim
yapilarak sabit noktanin zayif uyumlu doniigiimler i¢in verilen sartlar altinda ortak

oldugu elde edilmistir. Bu teoreme ait aciklayici sonug ve dérnekler verilmistir.

Diger taraftan integral tipi genel biiziilme sart1 genellestirilerek operator tipi genel
biiziilme sartin1 saglayan zayif uyumlu operatorlerin sabit noktasinin varlik ve tekligi
incelenmistir. Yine verilen sartlar altinda zayif uyumlu doniisiimlerin ortak bir sabit
noktaya sahip oldugu elde edilmistir. Bu teoreme iligskin 6rnek ve bazi sonuglar

verilmigtir.
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