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lerin sabit noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gi incelenmi̧s, bu dönüşümlerin sabit noktalar¬n¬n
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1. G·IR·IŞ

X 6= ; ve T : X ! X bir dönüşüm olsun. E¼ger Tx0 = x0 olacak şekilde x0 2 X varsa

x0 noktas¬na T nin bir sabit noktas¬denir. Yani T dönüşümü alt¬nda de¼gi̧smeyen

noktalara T nin sabit noktas¬denir.

Matemati¼gin çeşitli dallar¬nda Sx = 0 veya Tx = x tipindeki denklemlere s¬kça

rastlanmaktad¬r. Bu denklemleri çözmek için baz¬metotlar geli̧stirilmi̧stir. Sabit

nokta teori de bu methodlardan biridir. Örne¼gin;

x2 � 5x+ 4 = 0

denkleminin kökleri x = 1 x = 4 tür. Ayr¬ca bu denklem

x =
x2 + 4

5

şeklinde de yaz¬labilir. Şimdi Tx = x2+4
5
olmak üzere x = Tx olsun. Böylece x = 1 ve

x = 4 T nin birer sabit noktalar¬olur. O halde Sx = 0 gibi bir denklemin çözümünün

bulunmas¬problemi Sx = Tx� x şeklinde verilen T dönüşümünün sabit noktas¬n¬n

bulunmas¬problemi ile ayn¬d¬r.

Tammetrik uzaylar üzerinde sabit nokta teori çal¬̧smalar¬1922�de Banach ile başlam¬̧st¬r.

2002 y¬l¬nda Branciari, Banach büzülme dönüşümünü geni̧sleterek integral tip büzülme

kavram¬n¬ortaya ç¬karm¬̧st¬r. 2006 y¬l¬nda Aliouche daha genel büzülmeler alt¬nda

zay¬f uyumlu dönüşümler için sabit nokta teoremleri vermi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda integral tipli genel büzülme şart¬n¬sa¼glayan zay¬f uyumlu dönüşüm-

ler için elde edilen baz¬sabit nokta teoremleri ve bu teoremlerin operatör tipli genel

büzülme koşulunu sa¼glayan zay¬f uyumlu dönüşümlere bir genelleştirilmesi verilecek-

tir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu bölümde, ileride ihtiyaç duyulacak temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

Tan¬m 2.1 X boştan farkl¬bir küme ve T : X ! X herhangi bir dönüşüm ol-

sun. E¼ger Tx = x olacak şekilde bir x 2 X varsa, bu x noktas¬na T nin bir sabit

noktas¬denir.

Teorem 2.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X; d) bir tam metrik uzay ve T : X ! X , L Lipschitz sabitine sahip bir büzülme

dönüşümü olsun. Bu durumda, T bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahiptir.Üstelik

herhangi bir x0 2 X için fT nx0g dizisi T nin bu sabit noktas¬na yak¬nsar ve

d(T nx0; z) �
Ln

1� L
d(x0; Tx0)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.2 (X; d) bir tam metrik uzay ve T : X ! X bir dönüşüm olsun. Negatif

olmayan ' : [0;1)! [0;1] dönüşümü, [0;1) aral¬¼g¬n¬n her kompakt alt aral¬¼g¬nda

sonlu integrale sahip Lebesgue integrallenebilir ve her " > 0 için

"Z
0

'(t)dt > 0

koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda her x; y 2 X ve c 2 (0; 1) için

d(Tx;Ty)Z
0

'(t)dt � c

d(x;y)Z
0

'(t)dt

koşulunu gerçekleyen T dönüşümü bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahip olup her

x 2 X için lim
n!1

T nx = z sa¼glan¬r. (Branciari 2002)

Teorem 2.3 (X; d) bir tam metrik uzay, S ve T , X üzerinde tan¬ml¬iki dönüşüm

2



olsun.

Negatif olmayan Lebesgue integrallenebilir ve her " > 0 için

"Z
0

'(t)dt > 0

koşulunu sa¼glayan ' : R+ ! R+ dönüşümlerinin s¬n¬f¬� ile gösterilsin.

(i)  negatif olmayan ve R+ da azalmayan

(ii) Her t > 0 için  (t) < t

(iii) Her sabit t > 0 için
1P
n=1

 n(t) <1

özelliklerini sa¼glayan  dönüşümlerinin s¬n¬f¬	 ile gösterilsin.

M(x; y) = maxfd(x; y); d(x; Sx); d(y; Ty); [d(x; Ty) + d(y; Sx)]

2

olmak üzere k 2 (0; 1) ve her x; y 2 X için

d(Sx;Ty)Z
0

'(t)dt �  

0@ M(x;y)Z
0

'(t)dt

1A
gerçeklensin. O halde S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (V¬jayaraju vd.

2005).

F ([0;1)); f : [0;1)! [0;1] şeklindeki tüm dönüşümlerin s¬n¬f¬n¬göstersin.

(i) O(f ; 0) = 0 ve t > 0 için O(f ; t) > 0

(ii) t � s için O(f ; t) � O(f ; s)

(iii) limn!1O(f ; tn) = O(f ; limn!1 tn)

(iv) En az bir f 2 F ([0;1)) için O(f ; maxft; sg) = maxfO(f ; t); O(f ; s)g
özelliklerini gerçekleyen

O(�; :) : F ([0;1)) �! F ([0;1))

f ! O(f ; :)

3



şeklindeki O operatörlerinin s¬n¬f¬ise O ile gösterilsin.

Teorem 2.4 (X; d) bir tam metrik uzay T : X �! X bir dönüşüm

m(x; y) = maxfd(x; y); d(x; Tx); d(y; Ty); [d(x; Ty) + d(y; Tx)]

2
g

şeklinde tan¬mlanmak üzere � 2 (0; 1) ve her x; y 2 X için

O(f ; d(Tx; Ty)) � �O(f ;m(x; y))

gerçeklensin. O halde T bir tek z 2 X sabit noktas¬na sahiptir. Ayr¬ca her x 2 X

için lim
n!1

T nx = z sa¼glan¬r (Altun vd. 2007).

Teorem 2.5 A ve S, (X; d) metrik uzay¬üzerinde tan¬ml¬ iki dönüşüm olsun. A

ve S dönüşüm ikilisinin zay¬f yerde¼gi̧stirebilir olmas¬ için gerek ve yeter şart her

x 2 X için

d(ASx; SAx) � d(Ax; Sx)

olmas¬d¬r.
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3. ·INTEGRAL T·IP·I GENEL BÜZÜLME ŞARTINI SA¼GLAYAN ZAYIF

UYUMLU DÖNÜŞÜMLER ·IÇ·IN SAB·IT NOKTA TEOREM·I

Tan¬m 3.1 X 6= ;, A; S : X ! X dönüşümleri çak¬̧san noktalar¬nda de¼gi̧sebilir ise,

yani Au = Su = w oldu¼gunda ASu = SAu ise A; S dönüşümlerine zay¬f uyumlu

dönüşümler denir.

Lemma 3.1  : R+ ! R+, her t > 0 için  (t) < t şart¬n¬sa¼glayan sa¼gdan sürekli

bir fonksiyon olsun. O halde lim
n!1

 n(t) = 0 d¬r.

Teorem 3.1 (X; d)metrik uzay¬üzerinde tan¬mlanan A; B; S; T : X ! X dönüşüm-

lerinin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glad¬¼g¬kabul edilsin.

(a) S(X) � B(X) , T (X) � A(X)

(b)

M(x; y) = max

�
d(Ax;By); d(Sx;Ax); d(Ty;By);

d(Sx;By) + d(Ty;Ax)

2

�
(3.1)

şeklinde tan¬mlans¬n. ' : R+ ! R+ negatif olmayan Lebesque integrallenebilir her

bir " > 0 için

"Z
0

'(t) dt > 0 (3.2)

ile sa¼gdan sürekli  : R+ ! R+ dönüşümü  (0) = 0, her s > 0 için  (s) < s olmak

üzere her x; y 2 X için

d(Sx;Ty)Z
0

'(t)dt �  

0@ M(x;y)Z
0

'(t)dt

1A (3.3)

eşitsizli¼gi gerçeklensin.

Bu durumda A(X); B(X); S(X) veya T (X) uzaylar¬ndan birisi X in bir tam alt

uzay¬ise

(1) A ve S bir ortak noktaya sahiptir

veya
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(2) B ve T bir ortak noktaya sahiptir.

Ayr¬ca "S ve A" ile "T ve B" zay¬f uyumlu dönüşümler ise

(3) A, B, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2007).

·Ispat: x0 2 X key� bir nokta olsun. (a) özelli¼ginden her n = 0; 1; 2; ::: için

y2n+1 = Sx2n = Bx2n+1 , y2n+2 = Tx2n+1 = Ax2n+2 (3.4)

olmak üzere fyng 2 X dizisi tan¬mlanabilir. Ayr¬ca dn = d(yn; yn+1) olarak tan¬mlans¬n:

Baz¬n ler için d2n = 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda y2n = y2n+1 olup

Tx2n�1 = Ax2n = Sx2n = Bx2n+1

elde edilir. Dolay¬s¬yla A ve S çak¬̧san bir noktaya sahip olur.

Benzer şekilde e¼ger d2n+1 = 0 ise y2n+1 = y2n+2 olur. Burada

Sx2n = Bx2n+1 = Tx2n+1 = Ax2n+2

oldu¼gundan B ile T çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

Kabul edelim ki her bir n için dn 6= 0 olsun. O halde (b) den

d(Sx2n;Tx2n+1)Z
0

'(t)dt �  

0@ M(x2n;x2n+1)Z
0

'(t)dt

1A (3.5)

yaz¬labilir.

M(x2n; x2n+1) = max

8>>><>>>:
d(Ax2n; Bx2n+1); d(Sx2n; Ax2n);

d(Tx2n+1; Bx2n+1);

d(Sx2n;Bx2n+1)+d(Tx2n+1;Ax2n)
2

9>>>=>>>; (3.6)

= max fd2n; d2n+1g

olmak üzere (3:5) eşitsizli¼ginden

6



d2n+1Z
0

'(t) dt �  

0@ maxfd2n;d2n+1gZ
0

'(t) dt

1A (3.7)

elde edilir. E¼ger d2n+1 > d2n ise

d2n+1Z
0

'(t) dt �  

0@ d2n+1Z
0

'(t) dt

1A (3.8)

<

d2n+1Z
0

'(t) dt

bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde d2n > d2n+1 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

d2n+1Z
0

'(t) dt �  

0@ d2nZ
0

'(t) dt

1A (3.9)

elde edilir. Benzer şekilde

d2nZ
0

'(t) dt �  

0@ d2n�1Z
0

'(t) dt

1A (3.10)

yaz¬labilir. (3:9) ve (3:10) ifadeleri birlikte düşünülürse her n = 0; 1; 2; ::: için

dnZ
0

'(t) dt �  

0@ dn�1Z
0

'(t) dt

1A (3.11)

7



elde edilir. (3:11) den

dnZ
0

'(t) dt �  

0@ dn�1Z
0

'(t) dt

1A (3.12)

�  2

0@ dn�2Z
0

'(t) dt

1A
:

:

:

�  n

0@ d0Z
0

'(t) dt

1A
bulunur. Son ifadede n!1 için limit al¬n¬p Lemma 3.1 kullan¬l¬rsa

lim
n!1

dnZ
0

'(t) dt � lim
n!1

 n

0@ d0Z
0

'(t) dt

1A = 0 (3.13)

elde edilir. Her " > 0 için

"Z
0

'(t) dt > 0 oldu¼gundan

lim
n!1

dn = lim
n!1

d(yn; yn+1) = 0 (3.14)

elde edilir.

Şimdi fyng dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gu gösterilecektir. Bunun için fy2ng dizisinin

Cauchy dizisi oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Kabul edelim ki fy2ng bir Cauchy dizisi olmas¬n. O halde en az bir " > 0 vard¬r ve

her bir 2k tamsay¬s¬için 2m(k) > 2n(k) > 2k olmak üzere

d(y2n(k); y2m(k)) � " (3.15)

sa¼glan¬r. Her 2k tamsay¬s¬ için 2m(k); 2n(k) tamsay¬s¬n¬ geçen en küçük pozitif

8



tamsay¬olmak üzere

d(y2n(k); y2m(k)�2) < " (3.16)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (3:15) eşitsizli¼ginden

0 < � :=

"Z
0

'(t) dt (3.17)

�
d(y2n(k);y2m(k))Z

0

'(t) dt

�
d(y2n(k);y2m(k)�2)+d2m(k)�2+d2m(k)�1Z

0

'(t) dt

elde edilir. O halde (3:14), (3:15), ve (3:16) dan

lim
k!1

d(y2n(k);y2m(k))Z
0

'(t) dt = � (3.18)

bulunur. Ayr¬ca üçgen eşitsizli¼ginden

�� d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1 (3.19)

�� d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1 + d2n(k)

oldu¼gundan

jd(y2n(k);y2m(k)�1)�d(y2n(k);y2m(k))jZ
0

'(t) dt �
d2m(k)�1Z
0

'(t) dt (3.20)

jd(y2n(k)+1;y2m(k)�1)�d(y2n(k);y2m(k))jZ
0

'(t) dt �
d2m(k)�1+d2n(k)Z

0

'(t) dt

9



elde edilir. (3:18) eşitsizli¼ginden

d(y2n(k);y2m(k)�1)Z
0

'(t) dt ! � (3.21)

d(y2n(k)+1;y2m(k)�1)Z
0

'(t) dt ! �

elde edilir. Dolay¬s¬yla

d(y2n(k); y2m(k)) � d2n(k) + d(y2n(k)+1; y2m(k)) � d2n(k) + d(Sx2n(k); Tx2m(k)�1) (3.22)

oldu¼gundan
d(y2n(k);y2m(k))Z

0

'(t) dt �
d2n(k)+d(Sx2n(k);Tx2m(k)�1)Z

0

'(t) dt (3.23)

bulunur. Son eşitsizli¼gin iki taraf¬nda k !1 için limit al¬n¬rsa

� � lim
k!1

d(Sx2n(k);Tx2m(k)�1)Z
0

'(t) dt � lim
k!1

 

0B@ M(x2n(k);x2m(k)�1)Z
0

'(t) dt

1CA (3.24)

bulunur.

M(x2n(k); x2m(k)�1) = max

8<: d(y2n(k); y2m(k)�1); d2n(k); d2m(k)�1;
d(y2n(k)+1;y2m(k)�1)+d(y2n(k);y2m(k))

2

9=; (3.25)

oldu¼gundan (3:14), (3:15), (3:16), (3:18) ve (3:21), (3:24) ile birlikte

� �  (�) < � (3.26)

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Böylece fy2ng bir Cauchy dizisidir ve dolay¬s¬yla

fyng Cauchy dizisi olarak bulunur.

Şimdi kabul edelim ki A(X) tam olsun. fy2ng dizisi A(X) taraf¬ndan içerildi¼ginden

A(X) te bir limiti vard¬r. Bu limite u diyelim. v 2 A�1u olup Av = u dur. Kabul

10



edelim ki r = d(Sv; u) > 0 olsun. Teoremin (b) şart¬nda x = v ve y = x2n�1 al¬n¬rsa

d(Sv;y2n)Z
0

'(t) dt =

d(Sv;Tx2n�1)Z
0

'(t) dt �  

0@ M(v;x2n�1)Z
0

'(t) dt

1A (3.27)

elde edilir.

M(v; x2n�1) = max

8>>>>>><>>>>>>:

d(u; y2n�1);

d(Sv; u);

d(y2n; y2n�1);

d(Sv;y2n�1)+d(y2n;u)
2

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.28)

olmak üzere

lim
n!1

d(Sv; y2n) = r; lim
n!1

d(u; y2n�1) = lim
n!1

d(y2n; y2n�1) = 0

ve

lim
n!1

[d(Sv; y2n�1) + d(y2n; u)] = r

oldu¼gundan
rZ
0

'(t) dt �  

0@ rZ
0

'(t) dt

1A <

rZ
0

'(t) dt (3.29)

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla (3:2) den Sv = u olupA ve S dönüşümleri

çak¬̧san bir noktaya sahip olur.

S(X) � B(X) oldu¼gundan Sv = u ve u 2 B(X) tir. w = B�1u olsun. O halde

Bw = u yaz¬labilir. Kabul edelim ki r = d(Tw; u) > 0 olsun. (b) de y = w ve

x = x2n = y2n+1 al¬ns¬n. Önceki bölümlerle benzer i̧slemler yap¬larak Tw = u oldu¼gu

kolayca görülebilir. Dolay¬s¬yla B iile T dönüşümleri çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

Ayn¬sonuç A(X) in taml¬¼g¬yerine B(X) in taml¬¼g¬kabul edilirse de sa¼glan¬r.

S ile A ve B ile T dönüşümleri zay¬f uyumlu al¬n¬rsa

u = Sv = Av = Tw = Bw (3.30)
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oldu¼gundan

Au = ASv = SAv = Su

Bu = BTw = TBw = Tu (3.31)

elde edilir. E¼ger Tu 6= u ise (b), (3:30) ve (3:31) den

d(u;Tu)Z
0

'(t) dt =

d(Sv;Tu)Z
0

'(t) dt �  

0@ M(v;u)Z
0

'(t) dt

1A (3.32)

=  

0@ d(u;Tu)Z
0

'(t) dt

1A <

d(u;Tu)Z
0

'(t) dt

bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla Tu = u olmal¬d¬r. Benzer i̧slemler

yap¬larak Su = u bulunabilir. O halde (3:31) den u, A;B; S ve T nin ortak bir

sabit noktas¬d¬r.

Şimdi sabit noktan¬n tekli¼gi gösterilecektir. Kabul edelim ki S veT dönüşümlerinin

iki farkl¬sabit noktas¬u ve z olsun.

M(u; z) = maxfd(Au;Bz); d(Su;Au); d(Tz;Bz); d(Su;Bz) + d(Tz;Au)

2
g

= d(u; z)

olmak üzere (b) den

d(Su;Tz)Z
0

'(t) dt �  

0@ M(u;z)Z
0

'(t) dt

1A
<

d(u;z)Z
0

'(t) dt

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla sabit nokta tektir.
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Örnek 3.1 X = f 1
n
: n 2 Ng [ f0g Euclid metri¼giyle birlikte verilsin. S; T;A ve B

dönüşümleri X üzerinde aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

S(
1

n
) =

8>>><>>>:
1
n+1

n tek ise

1
n+2

n çift ise

0 n =1

T (
1

n
) =

8>>><>>>:
1
n+1

n çift ise
1
n+2

n tek ise

0 n =1

(3.33)

A(
1

n
) = B(

1

n
) =

1

n
8n 2 N [ f1g:

S(X) � B(X) ve T (X) � A(X) oldu¼gu aç¬kça görülmektedir. Ayr¬ca A(X), X in

bir tam altuzay¬ve A ile S ve B ile T zay¬f uyumludur.

Şimdi '(t) = maxf0; t 1t�2[1 � log t]g, t > 0, '(0) = 0 tan¬mlans¬n. O halde bir

� 2 (0; e) için
�Z
0

'(t) dt = �
1
� (3.34)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla 8x; y 2 X; sa¼gdan sürekli  : R+! R+fonksiyonu; s > 0 için

 (s) < s ve  (0) = 0 olmak üzere

(d(Sx; Ty))
1

d(Sx;Ty) �  (M(x; y)
1

M(x;y) ) (3.35)

eşitsizli¼gi gösterilmelidir.  (s) = s
2
ile birlikte (3:35) sa¼glan¬r. Her x; y 2 X için

(d(Sx; Ty))
1

d(Sx;Ty) � 1

2
(M(x; y))

1
M(x;y) (3.36)

oldu¼gunu kabul edelim. � ! �
1
� fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan (3:36) yerine

d(Sx; Ty)
1

d(Sx;Ty) � 1

2
(d(x; y))

1
d(x;y) (3.37)

oldu¼gu gösterlirse Teorem 3.1 in şartlar¬sa¼glanm¬̧s olur.
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4. OPERATÖR T·IP·I GENEL BÜZÜLME ŞARTINI SA¼GLAYAN ZAYIF

UYUMLU DÖNÜŞÜMLER ·IÇ·IN SAB·IT NOKTA TEOREM·I

f : [0;1)! [0;1] şeklindeki tüm dönüşümlerin s¬n¬f¬F ([0;1)) ile gösterilsin.
(i) O(f ; 0) = 0 ve t > 0 için O(f ; t) > 0

(ii) t � s için O(f ; t) � O(f ; s)

(iii) limn!1O(f ; tn) = O(f ; limn!1 tn)

(iv) En az bir f 2 F ([0;1)) için O(f ; maxft; sg) = maxfO(f ; t); O(f ; s)g
özelliklerini gerçekleyen

O(�; :) : F ([0;1))! F ([0;1))

f ! O(f ; :)

O operatörlerinin s¬n¬f¬O ile gösterilsin.

Örnek 4.1. f : [0;1)! [0;1) fonksiyonu t > 0 için f(t) > 0 ve f(0) = 0 şartlar¬n¬

sa¼glayan azalmayan, sürekli bir fonksiyon olmak üzere.

O(f ; t) = f(t)

şeklinde tan¬mlanan operatör (i)-(iv) koşullar¬n¬sa¼glar. Gerçekten

(i) t > 0 için O(f ; t) = f(t) > 0 ve t = 0 için O(f ; 0) = 0 bulunur.

(ii) t � s için f azalmayan oldu¼gundan

f(t) � f(s)

O(f ; t) � O(f ; s)

elde edilir.

(iii)

lim
n!1

O(f ; tn) = lim
n!1

f(tn) = f( lim
n!1

tn) = O(f ; lim
n!1

tn)

bulunur.
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(iv) Baz¬f 2 F ([0;1)) için

O(f ; maxft; sg) = f(maxft; sg)

=

8<: t > s ; f(t)

s > t ; f(s)

= maxfO(f ; t); O(f; s)g

elde edilir.

Örnek 4.2 E¼ger f : [0;1) �! [0;1) azalmayan, sürekli bir fonksiyon ve t > 0 için

f(t) > 0 ve f(o) = 0 ise

O(f ; t) =
f(t)

1 + f(t)

operatörü (i)-(iv) koşullar¬n¬sa¼glar. Gerçekten

(i) t > 0 için O(f ; t) = f(t)
1+f(t)

> 0 ve t = 0 için O(f ; 0) = f(0)
1+f(0)

= 0 elde edilir.

(ii) t � s için f azalmayan oldu¼gundan

f(t) � f(s)

) f(t) + f(t):f(s) � f(s) + f(t):f(s)

) f(t)[1 + f(s)] � f(s)[1 + f(t)]

) f(t):[1 + f(s)]

[1 + f(t)]:[1 + f(s)]
� f(s)[1 + f(t)]

[1 + f(t)]:[1 + f(s)]

) f(t)

1 + f(t)
� f(s)

1 + f(s)

) O(f ; t) � O(f ; s)

bulunur.
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(iii)

lim
n!1

O(f ; tn) = lim
n!1

f(tn)

1 + f(tn)

=
f(lim tn)

1 + f(lim tn)

= O(f ; lim
n!1

tn)

elde edilir.

(iv) Baz¬f 2 F ([0;1)) için

O(f ; maxft; sg) =
f(maxft; sg)

1 + f(maxft; sg)

=

8<: t > s ; f(t)
1+f(t)

s > t ; f(s)
1+f(s)

= maxfO(f ; t); O(f ; s)g

bulunur.

Örnek 4.3 f : [0;1) �! [0;1) negatif olmayan, [0;1) un her kompakt alt

kümesinde sonlu integrali olan Lebesque integrallenebilir bir dönüşüm olmak üzere

her t > 0 için
tZ
0

f(s)ds > 0

sa¼glans¬n.

O(f ; t) =

tZ
0

f(s)ds

(i)-(iv) koşullar¬n¬sa¼glar. Gerçekten

(i) t > 0 için

tZ
0

f(s)ds > 0 ve t = 0 için O(f ; 0) =

0Z
0

f(s)ds = 0
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(ii) t � s için

O(f ; s) =

sZ
0

f(y)dy =

tZ
0

f(y)dy +

sZ
t

f(y)dy

O(f ; s) = O(f ; t) +

sZ
t

f(y)dy

olup O(f ; t) � O(f ; s) bulunur.

(iii)

lim
n!1

tn = �

olsun.

lim
n!1

O(f ; tn) = lim
n!1

tnZ
0

f(s)ds =

�Z
0

f(s)ds = O(f ; lim
n!1

tn)

sa¼glan¬r.

(iv)

O(f ; maxft; sg) =

maxft;sgZ
0

f(y)dy

=

8>>>>>><>>>>>>:
t > s ;

tZ
0

f(y)dy = O(f ; t)

s > t ;

sZ
0

f(y)dy = O(f ; s)

= maxfO(f ; t); O(f ; s)g

elde edilir.

Teorem 4.1 (X; d)metrik uzay¬üzerinde tan¬ml¬A;B; S ve T dönüşümlerinin aşa¼g¬-

daki şartlar¬sa¼glad¬¼g¬n¬kabul edelim.

a) S(X) � B(X), T (X) � A(X)

b)  : R+! R+ sa¼gdan sürekli bir fonksiyon,  (0) = 0 ve s > 0 için  (s) < s olsun.

Her x; y 2 X için
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M(x; y) = max

�
d(Ax;By); d(Sx;Ax); d(Ty;By);

d(Sx;By) + d(Ty;Ax)

2

�
(4.1)

olmak üzere

O(f ; d(Sx; Ty)) �  (O(f ;M(x; y)))

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.

E¼ger A(X); B(X), S(X) veya T (X) ten biri X in bir tam altuzay¬ise

(1) A ve S çak¬̧san bir noktaya sahiptir

veya

(2) B ve T çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

Ayr¬ca e¼ger A ve S ile T ve B zay¬f uyumlu ise

(3) A, B, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir (Altun vd. 2013).

·Ispat: x0 2 X key� bir nokta olsun. (a) özelli¼ginden her n = 0; 1; 2; ::: için X

te bir fyng dizisi inşa edilebilir.

y2n+1 = Sx2n = Bx2n+1 , y2n+2 = Tx2n+1 = Ax2n+2

olmak üzere fyng 2 X dizisi tan¬mlanabilir. Ayr¬ca dn = d(yn; yn+1) olarak tan¬m-

lans¬n.

Baz¬n ler için d2n = 0 oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda y2n = y2n+1 olup

Tx2n�1 = Ax2n = Sx2n = Bx2n+1

elde edilir. Dolay¬s¬yla A ve S çak¬̧san bir noktaya sahip olur.Benzer şekilde e¼ger

d2n+1 = 0 ise y2n+1 = y2n+2 olur. Bu durumda

Sx2n = Bx2n+1 = Tx2n+1 = Ax2n+2

bulunur. Dolay¬s¬yla B ile T çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

Kabul edelim ki her bir n için dn 6= 0 olsun. O halde (b) özelli¼ginde x = x2n ve

y = x2n+1 al¬n¬rsa
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M(x2n; x2n+1) = maxfd(Ax2n; Bx2n+1); d(Sx2n; Ax2n); d(Bx2n+1; Tx2n+1)
d(Sx2n; Bx2n+1) + d(Ax2n; Tx2n+1)

2
g

= maxfd(y2n; y2n+1); d(y2n+1; y2n+2);
d(y2n; y2n+2)

2
g

= maxfd2n; d2n+1g

olmak üzere

O(f ; d(Sx2n; Tx2n+1)) �  (O(f ;M(x2n; x2n+1))) (4.2)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4.2) eşitsizli¼ginden

O(f ; d2n+1) �  (O(f ; maxfd2n; d2n+1g)) (4.3)

bulunur. E¼ger baz¬n ler için d2n+1 > d2n ise (4.3) eşitsizli¼ginden

O(f; d2n+1) �  (O(f ; d2n+1))

< O(f ; d2n+1)

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde her n için d2n > d2n+1olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

O(f ; d2n+1) �  (O(f ; d2n))

bulunur. Benzer biçimde

O(f ; d2n) �  (O(f ; d2n�1))

bulunur. Genel olarak her n = 1; 2; 3; ::: için

O(f; dn) �  (O(f ; dn�1)) (4.4)

elde edilir. (4.4) eşitsizli¼gi kullan¬larak
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O(f ; dn) �  (O(f ; dn�1))

�  2(O(f ; dn�2))

...

�  n(O(f ; d0))

bulunur. Son eşitsizlikte n!1 için limit al¬n¬rsa

lim
n!1

O(f ; dn) � lim
n!1

 n(O(f ; d0)) = 0

elde edilir. (i), (ii) ve (iii) özelliklerinden

lim
n!1

dn � lim
n!1

d(yn; yn+1) = 0 (4.5)

bulunur.

Şimdi fyng dizisinin bir Cauchy dizisi oldu¼gu gösterilecektir. Bunun için fy2ng

dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

Kabul edelim ki fy2ng bir Cauchy dizisi olmas¬n. O halde en az bir " > 0 ve her 2k

tamsay¬s¬için 2m(k) > 2n(k) > 2k olmak üzere

d(y2n(k); y2m(k)) � " (4.6)

sa¼glan¬r. Her 2k tamsay¬s¬için 2m(k); (4:6) eşitsizli¼gini sa¼glayan ve 2n(k) tamsay¬s¬n¬

geçen en küçük pozitif tamsay¬olmak üzere

d(y2n(k); y2m(k)�2) < " (4.7)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (4.6) dan

0 < � := O(f; ") � O(f ; d(y2n(k); y2m(k)))

� O(f ; d(y2n(k); y2m(k)�2) + d2m(k)�2 + d2m(k)�1)
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bulunur. O halde (4:5), (4:6) ve (4:7) birlikte düşünülürse

� � lim
k!1

O(f ; d(y2n(k); y2m(k)))

� O(f ; lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k)�2))

= O(f ; ") = �

elde edilir. Dolay¬s¬yla

lim
k!1

O(f ; d(y2n(k); y2m(k))) = � (4.8)

bulunur. Ayr¬ca üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak

��d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1

ve

��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� � d2m(k)�1 + d2n(k)

bulunur. (ii) özelli¼ginden

O(f ;
��d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))

��) � O(f ; d2m(k)�1)

ve

O(f ;
��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))

��) � O(f ; d2m(k)�1 + d2n(k))

elde edilir. Son eşitsizliklerde k ! 1 için limit al¬n¬p (i), (ii) ve (iii) özellikleri
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gözönüne al¬n¬rsa

0 � lim
k!1

O(f ;
��d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))

��) � O(f ; 0)

) lim
k!1

��d(y2n(k); y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� = 0

) lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k)�1) = lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k))

) O(f ; lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k)�1)) = O(f ; lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k))) = �

) lim
k!1

O(f ; d(y2n(k); y2m(k)�1)) = �

olup

O(f ; d(y2n(k); y2m(k)�1))! � (4.9)

elde edilir.

0 � lim
k!1

O(f ;
��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))

��) � 0
) lim

k!1
O(f ;

��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
��) = 0

) lim
k!1

��d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)� d(y2n(k); y2m(k))
�� = 0

) lim
k!1

d(y2n(k)+1; y2m(k)�1) = lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k))

) O(f ; lim
k!1

d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)) = O(f ; lim
k!1

d(y2n(k); y2m(k)))

) lim
k!1

O(f ; d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)) = lim
k!1

O(f ; d(y2n(k); y2m(k)))

) lim
k!1

O(f ; d(y2n(k)+1; y2m(k)�1)) = �

olup

O(f ; d(y2n(k)+1; y2m(k)�1))! � (4.10)

elde edilir. Ayr¬ca

d(y2n(k); y2m(k)) � d2n(k) + d(y2n(k)+1; y2m(k))

� d2n(k) + d(Sx2n(k); Tx2m(k)�1)

olup
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O(f ; d(y2n(k); y2m(k))) � O(f ; d2n(k) + d(Sx2n(k); Tx2m(k)�1))

bulunur. Son eşitsizlikte her iki taraf¬n k !1 için limiti al¬n¬rsa

� � lim
k!1

O(f ; d(Sx2n(k); Tx2m(k)�1)) (4.11)

� lim
k!1

 (O(f ;M(x2n(k); x2m(k)�1)))

elde edilir.

M(x2n(k); x2m(k)�1) = max

8>>>>>><>>>>>>:

d(Ax2n(k); Bx2m(k)�1);

d(Ax2n(k); Sx2n(k));

d(Tx2m(k)�1; Bx2m(k)�1);
d(Sx2n(k);Bx2m(k)�1)+d(Ax2n(k);Tx2m(k)�1)

2

9>>>>>>=>>>>>>;

= max

8>>>>>><>>>>>>:

d(y2n(k); y2m(k)�1);

d2n(k);

d2m(k)�1;
d(y2n(k)+1;y2m(k)�1)+d(y2n(k);y2m(k))

2

9>>>>>>=>>>>>>;
oldu¼gundan (4:5), (4:6), (4:7), (4:8), (4:9) ve (4:10), (4:11) de kullan¬l¬rsa

� �  (�) < �

elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.Böylece fy2ng dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolay¬s¬yla

fyng Cauchy dizisi olarak bulunur.

Şimdi kabul edelim ki A(X) tam uzay olsun. fyng dizisi A(X) taraf¬ndan içerilir ve

A(X) te bir limiti vard¬r. Bu limit u olsun. v 2 A�1u olup Av = u yaz¬l¬r. Ayr¬ca

fy2n�1g dizisi de u ya yak¬nsakt¬r. Şimdi r = d(Sv; u) > 0 oldu¼gunu kabul edelim.

(b) şart¬nda x = v ve y = x2n�1 al¬n¬rsa

M(v; x2n�1) = maxfd(u; y2n�1); d(Sv; u); d(y2n; y2n�1);
d(Sv; y2n�1) + d(y2n; u)

2
g
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olmak üzere

O(f ; d(Sv; y2n)) = O(f ; d(Sv; Tx2n�1)) (4.12)

�  (O(f ;M(v; x2n�1)))

elde edilir. (4:12) eşitsizli¼ginde her taraf¬n n!1 için limiti al¬n¬rsa

O(f ; lim
n!1

d(Sv; y2n)) �  (O(f ; maxfd(Sv; u); d(Sv; u)
2

g))

=  (O(f ; d(Sv; u)))

=  (O(f ; r))

< O(f ; r)

ve dolay¬s¬ylaO(f ; r) �  (O(f ; r)) < O(f ; r) bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla

Sv = u olup A ve S dönüşümleri çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

S(X) � B(X) oldu¼gundan Sv = u 2 B(X) tir. w = B�1u olsun. O halde Bw = u

yaz¬labilir.

Kabul edelim ki r = d(Tw; u) > 0 olsun ve (b) özelli¼ginde y = w ve x = x2n al¬ns¬n.

Önceki bölümlerle benzer i̧slemler yap¬larak Tw = u oldu¼gu kolayca görülebilir.Ayn¬

sonuçlar A(X) in taml¬¼g¬yerine B(X) in taml¬¼g¬al¬narak da elde edilir.

S ile A ve T ile B dönüşümleri zay¬f uyumlu al¬n¬rsa

u = Sv = Av = Tw = Bw (4.13)

oldu¼gundan

Au = ASv = SAv = Su (4.14)

ve

Bu = BTw = TBw = Tu (4.15)

elde edilir.
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Şimdi kabul edelim ki Tu 6= u olsun. O halde

O(f ; d(u; Tu)) = O(f ; d(Sv; Tu))

�  (O(f ;M(u; v)))

=  (O(f ; d(u; Tu)))

< O(f ; d(u; Tu))

olup bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla Tu = u bulunur. Benzer i̧slemler yap¬larak

Su = u bulunabilir. O halde (4:14) ve (4:15) den u A;B; S ve T nin ortak bir sabit

noktas¬d¬r.

Şimdi sabit noktan¬n tekli¼gi gösterilecektir.

Kabul edelim ki S ve T dönüşümlerinin farkl¬iki sabit noktas¬u ve z olsun.

M(u; z) = maxfd(Au;Bz); d(Au; Su); d(Tz;Bz); d(Su;Bz) + d(Tz;Au)

2

olmak üzere

O(f ; d(Su; Tz)) �  (O(f ;M(u; z)))

< O(f ;M(u; z))

= O(f ; d(u; z))

bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla A, S, B ve T bir tek ortak sabit noktaya

sahiptir.

25



Örnek 4.4 X = f 1
n
: n 2 Ng[f0g kümesini Euclid metri¼gi ile ele alal¬m. X üzerinde

tan¬ml¬A; B; S ve T dönüşümleri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

S(
1

n
) =

8>>><>>>:
1
n+1

n tek ise

1
n+2

n çift ise

0 n =1

T (
1

n
) =

8>>><>>>:
1
n+1

n çift ise
1
n+2

n tek ise

0 n =1

A(
1

n
) = B(

1

n
) =

1

n
; 8n 2 N [ f1g

S(X) � B(X) ve T (X) � A(X) oldu¼gu aç¬kça görülmektedir. Ayr¬ca A(X), X in

bir tam alt uzay¬olup A ile S ve B ile T zay¬f uyumludur.

S; T;A ve B dönüşümleri Teorem 4.3 ün (b) şart¬n¬sa¼glayan dönüşümler olmak üzere

f 2 F ([0;1)), O(f ; t) =
tZ
0

f(s)ds ve f(0) = 0, t > 0 için

f(t) = maxf0; t
1
t�2 [1� log t]g

şeklinde tan¬mlans¬n. Ayr¬ca  : R+ ! R+;  (s) = s
2
al¬ns¬n.

O(f ; t) =

tZ
0

f(s)ds = t
1
t ; t 2 (0; e) oldu¼gundan her x; y 2 X için

(d(Sx; Ty))
1

d(Sx;Ty) � 1

2
(M(x; y))

1
M(x;y) (4.16)

sa¼glan¬r.

Durum 1. m çift olmak üzere y = 1
m
; x = 1

n
= Ty = 1

m+1
ve Sx = 1

m+2
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

m+ 2
� 1

m+ 1

���� = ���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

���� < d(x; y)

bulunur.

Durum 2. m tek olmak üzere y = 1
m
; x = 1

n
= Ty = 1

m+2
ve Sx = 1

m+3
olsun.
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Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

m+ 3
� 1

m+ 2

���� = 1

m+ 2
� 1

m+ 3

� 1

m+ 1
� 1

m+ 3
=

���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

���� < d(x; y)

bulunur.

Durum 3. n çift olmak üzere x = 1
n
; y = 1

m
= Sx = 1

n+2
ve Ty = 1

n+3
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

n+ 2
� 1

n+ 3

���� = 1

n+ 2
� 1

n+ 3

� 1

n+ 1
� 1

n+ 3
=

���� 1

n+ 1
� 1

n+ 3

���� < d(x; y)

Durum 4. n tek olmak üzere x = 1
n
; y = 1

m
= Sx = 1

n+1
ve Ty = 1

n+2
olsun.

Buradan

d(Sx; Ty) =

���� 1

n+ 1
� 1

n+ 2

���� = ���� 1

n+ 1
� 1

m+ 1

���� < d(x; y)

bulunur. t! t
1
t fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan (4:16) yerine

(d(Sx; Ty))
1

d(Sx;Ty) � 1

2
(d(x; y))

1
d(x;y) (4.17)

eşitsizli¼gini göstermek yeterlidir.

Örnek 4.1 ve Teorem 4.1 birlikte düşünüldü¼günde aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1 (X; d) bir metrik uzay olsun.(X; d) metrik uzay¬üzerinde tan¬mlanan

A; B; S ve Tdönüşümleri aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glas¬n.

(a) S(X) � B(X); T (X) � A(X)

(b) Her x; y 2 X için  : R+ ! R+ sa¼gdan sürekli bir fonksiyon,  (0) = 0 ve s > 0

için  (s) < s olsun.

Ayr¬ca ' : [0;1)! [0;1) azalmayan, t > 0 için '(t) > 0 ve '(0) = 0 olacak şekilde
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sürekli bir fonksiyon olsun.

M(x; y) = maxfd(Ax;By); d(Sx;Ax); d(Ty;By); d(Sx;By) + d(Ty;Ax)

2
g

olmak üzere

'(d(Sx; Ty)) �  ('(M(x; y)))

eşitsizli¼gi gerçeklensin.

E¼ger A(X); B(X); S(X) veya T (X) X in bir tam alt uzay¬ise

(1) A ve S çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

(2) B ve T çak¬̧san bir noktaya sahiptir.

Ayr¬ca S ve A ile B ve T zay¬f uyumlu ise

(3) A; B; S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.
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5. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda ilk önce integral tipli genel büzülme şart¬n¬sa¼glayan zay¬f uyumlu

dönüşümler için sabit nokta teoremi ispatlanm¬̧st¬r. Bunun için Banach büzülme

prensibinin benzeri, integral tipi eşitsizlikler için verilip zay¬f uyumluluk tan¬m¬

yap¬larak sabit noktan¬n zay¬f uyumlu dönüşümler için verilen şartlar alt¬nda ortak

oldu¼gu elde edilmi̧stir. Bu teoreme ait aç¬klay¬c¬sonuç ve örnekler verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan integral tipi genel büzülme şart¬genelleştirilerek operatör tipi genel

büzülme şart¬n¬sa¼glayan zay¬f uyumlu operatörlerin sabit noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gi

incelenmi̧stir. Yine verilen şartlar alt¬nda zay¬f uyumlu dönüşümlerin ortak bir sabit

noktaya sahip oldu¼gu elde edilmi̧stir. Bu teoreme ili̧skin örnek ve baz¬ sonuçlar

verilmi̧stir.
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