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SEMBOL LISTESI

: Reel sayilar kiimesinin agik bir alt araligi.

: Reel sayilar kiimesi.

: 3-boyutlu reel uzay.

: N-boyutlu reel uzay.

: N -boyutlu reel uzayda vektor.

: N-boyutlu reel uzayda vektor.

. N -boyutlu Oklid uzay:.

. 3-boyutlu Oklid uzayi.

: Egrinin parametrik gésterimi.

: Birim hizli egrinin yay uzunlugu parametresi.
: Bir uzay egrisinin birim teget vektoru.

: Bir uzay egrisinin birim asal normal vektoru.

: Bir uzay egrisinin birim binormal vektoru.
: Bir uzay egrisinin Frenet c¢atisi.

: Bir & uzay egrisinin egrilik fonksiyonu.

: Bir & uzay egrisinin burulma fonksiyonu.
: Darboux vektora.

: Birim sabit vektor.

: Regle yuzeyin dayanak edrisi.
: Regle yuzeyin anadogrularinin birim dogrultusu.

: g -slant bir regle yiizeyde § ve U vektérleri arasindaki ag.



: h -slant bir regle yiizeyde h ve U vektdrleri arasindaki aci.
: Darboux slant bir regle ytuzeyde W ve U vektorleri arasindaki ag.
: Regle yuzey.
: Regle ylzeyin parametrik gosterimi.
: Regle ylizeyin birim normal vektord.
: Regle ylizeyin bogdaz gizgisi.
: Regle yuzeyin birim merkez teget vektoru.
: Regle yuzeyin birim merkez normal vektori.
Regle yiizeyin Frenet ¢atisi.
: Regle ylzeyin dagitma parametresi.
: Regle yuzeyin bodaz noktasi.

: Regle yuizeyin birim anadogrularinin kiiresel gostergesi.

: k1 kuresel egrisinin yay uzunlugu parametresi.

: Regle yiizeyin @ merkez teget vektorleri tarafindan cizilen kiiresel egri.

: k3 kiresel egrisinin yay uzunlugu parametresi.
: Regle yuzeyin konisel egrilik fonksiyonu.

: Regle yuzeyin birinci egriligi.

: Regle yuzeyin ikinci egriligi.

: Reel uzayin baz vektorleri.
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TESEKKUR

Yuksek lisans egitimim boyunca danismanlhigimi yapan, destegini ve tavsiyelerini higbir
zaman esirgemeyen, ¢alisma azmiyle bana her zaman érnek olan, her konuda beni yénlendiren
ve karsilastigim her sorunda beni aydinlatan Sayin Hocam Yrd. Dog. Dr. Mehmet ONDER’e

sonsuz tesekkurlerimi sunarim.

ilkokul yillarimdan beri her zaman egitimimi siirdirmem igin beni destekleyen, maddi-manevi
her anlamda yanimda olan ve zorluklara ragmen pes etmemeyi 6greterek buglnlere gelmemi

saglayan sevgili aileme tesekkuirl bir borg bilirim.

Vi



OzZET

Bu tez calismasi bes ana boélimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, diferansiyel geometride sikga kullanilan E® 3 -boyutlu Oklid uzayi ve bu
uzayda egriler ve regle ylzeyler yer alir. Egrilerin Frenet gatilari, helisler, slant helisler ve Darboux
helisler gibi 6zel egriler ve regle yuzeylerin Frenet catilari ile regle ylzeylerin acgilabilir olma sart

hatirlatilir.

ikinci béliimde, regle yiizeylerin yeni bir tiiri olan slant regle yiizeyler tanimlanir. Slant regle
ylizeyler, (-slant, h-slant ve a-slant regle yiizeyler olmak lizere ii¢ gesit olarak tanimlanir ve

bir regle ylzeyin yénll konisinin Frenet gcatisina gore slant regle yizeyler igin karakterizasyonlar

verilir.

Uclincii bélimde, slant regle yiizeylerin yeni bir tiiri olan Darboux slant regle yiizeylerin
tanimi ve karakterizasyonlari verilir ve slant regle ylzeylerle Darboux slant regle ylzeyler

arasindaki iligkiler incelenir.

Doérdinci bolim slant regle yilizeylerin diferansiyel denklem karakterizasyonlarindan olusur.
Frenet catisinin vektorleri tarafindan Uretilen regle yizeylerin catilari bulunur ve bu yizeylerin

slant regle yuzey olma sartlari diferansiyel denklemlerle incelenir.

Son bélimde ise q-slant ve h-slant regle ytizeylerin konum vektérleri calisilir. Ayrica elde

edilen sonuglarla ilgili 6rnekler ve bu érneklerdeki ylzeylerin grafikleri verilir.

Bu tez calismasinin orijinal kisimlari, ikinci, Ug¢lncu, dérdincu ve besinci bdélumlerin

tamamidir.

VIl



ABSTRACT

This thesis consists of five main sections.

In the first section, the Euclidean 3-space E® and curves and ruled surfaces in this space are
stated. Frenet frames of the curves, special curves such as helices, slant helices and Darboux
helices and Frenet frames of ruled surfaces and the condition for ruled surfaces to be developable

are reminded.

Second section contains a new kind of ruled surface called slant ruled surfaces. Three types
of slant ruled surfaces are defined such as (-slant, h-slant and a-slant ruled surfaces. Then,

characterizations for slant ruled surfaces are given with respect to Frenet frames of the directing

cone of the ruled surface.

In the third section a new kind of slant ruled surfaces called Darboux slant ruled surface is
introduced, some characterizations are given and the relations between slant ruled surfaces and
Darboux ruled surfaces are investigated.

Fourth section consists of differential equation characterizations for slant ruled surfaces.

Frenet frames are examined for the ruled surfaces generated by the vectors of {q, h, é} Frenet

frame and the conditions for those ruled surfaces to be slant ruled surfaces are given by

differential equations.

Finally, the fifth section consists of two subsections and theorems that determines the
position vectors of ( -slant and h -slant ruled surfaces are studied. Examples for obtained results

and graphs of slant ruled surfaces are also given.

The original sections of this thesis are all of Section 2, Section 3, Section 4 and Section 5.

VIl



GiRiS

Diferansiyel geometride bazi 6zel egriler ve 6zel ylizeyler blyik énem arz eder. Bu egrilerin
en onemlilerinden biri helis egrisidir. Helisler, birgok farkh bilim dalinda ¢ok genis kullanim
alanlarina ve uygulamalara sahiptirler. Tanim olarak bir genel helis, teget vektéri sabit bir
dogdrultuyla sabit a¢i yapan bir edri olarak verilir. Helisin bu tanimina benzer olarak 2002 yilinda
Izumiya ve Takeuchi tarafindan yeni bir helis tiirii olan slant helisler tanimlanmistir. Slant helis,
asal normal vektorl sabit bir dogrultuyla sabit agi yapan egri olarak tanimlanmistir [5]. Slant
helisler de helislere benzer olarak yaygin sekilde farkli matematikgiler tarafindan calisiimistir
[7,8]. Ayrica, Monterde, Salkowski edrilerini tanimlayarak sabit egrilide sahip bu egrilerin asal
normallerinin sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yaptigini, yani aslinda bir slant helis oldugunu
gOstermistir [9]. Bununla birlikte, Darboux helis adi verilen ve Darboux vektori sabit bir dogrultuyla

sabit agl yapan yeni 6zel egriler de tanimlanmis ve karakterizasyonlari incelenmistir [17].

Egrilerde oldugu gibi yuzeyler teorisinde de 6zel ylzeyler énemli bir yere sahiptir. Ancak
yuzeyler iki parametreye bagh geometrik yapilar olduklarindan yizeyler teorisinde galismak
egriler teorisinde ¢calismaktan daha zahmetlidir. Dolayisiyla 6zel ylzeyleri tanimlamak ve onlarin
karakterizasyonlarini bulabilmek ¢ok énemli bir problemdir. Ylzeyler arasinda en iyi bilinen ve en
yaygin olarak kullanilan tur regle yizeylerdir. Uzayda bir dogrunun surekli bir hareketiyle Uretilen
bu yuzeyler, 6zellikle mihendislik alaninda yaygin bir kullanima sahiptirler. Bugiine kadar bu
yuzeyler incelenirken genel ylzeyler teorisinde oldugu gibi incelemeler yapilmis olup, 6zel regle
yuzey tirlerine fazla deginilmemistir. Sadece, regle ylzeylerin agilabilir yliizey veya aykiri yluzey
olmasi durumlari tanimlanmis, regle yuzeylerin Mannheim ve Bertrand ofsetleri gibi ylzey
ciftleriyle ilgili karakterizasyonlar verilmistir [10,14]. Regle ylzeylerin farkh bir siniflandirmasi ve
bu siniflandirmaya bagli karakterizasyonlar ilk kez Onder tarafindan tanimlanmistir [12]. Onder,
slant helis kavramindan esinlenerek bu yeni regle yuzeyleri slant regle yilzeyler olarak
adlandirmis ve slant regle vyuzeylerin farkh tdrlerini tanimlayarak bu yuzeylerin
karakterizasyonlarini hem Oklid uzayinda hem de Minkowski uzayinda vermistir. Ardindan, Onder
ve Kaya, Oklid uzayinda, slant regle yiizeyler icin diferansiyel denklem karakterizasyonlarini
vermistir [13]. Daha sonra yine Onder ve Kaya tarafindan slant regle yiizeylerin yeni bir tiiri olarak
Darboux Slant regle ylzeyler tanimlanmis ve bu yiizeylerin diger slant regle ylizeylerle olan
iliskileri ortaya konmustur [11].

Bu tez galismasinda yukarida bahsedilen ¢alismalar detayli olarak incelenmis ve slant regle
yuzeylerin mevcut karakterizasyonlarina ek olarak daha 6nce verilmemis daha farkli ve yeni
karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica, Ali [1,2] tarafindan helislerin ve slant helislerin konum
vektorleriyle ilgili yapilan ¢alismalarin slant regle yuzeylerdeki karsiliklari incelenmis ve slant regle

yuzeylerin parametrizasyonlariyla ilgili teoremler verilmistir.



I. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, tezin ileriki bolimlerinde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilecek

olup, regle yuzeylerin Frenet gatilari ayrintili sekilde incelenecektir.

1.1. Oklid Uzayi

(IR, +, ) cismi verilsin.

IR" = IRx IRx..xIR={(p,, P, .., P,): P € IR, 1<i<n},
cumlesi Uzerinde toplama ve skalerle carpma islemleri, sirasiyla,
+:IR"xIR" — IR"
(( Py Poy ooy pn)’ (ql’ Uy - fqn))_)(pl+q1' P, +0, - Py +qn)’

ve

- IRxIR" — IR"
(ﬂ" (pl’ p27 L pn))_)(ﬂpli ﬂvpz, ey /’i’pn)'

esitlikleri ile tanimlanir. Bu ikili isleme gore IR", (IR, +, ) cismi Uzerinde bir vektér uzayidir

[15].



Tanim 1.1.1. IR" vektdér uzayinda iki vektor ﬁz(pl, [ pn) ve Q:(ql, o J ,qn)

olsun.
(P.Q)=2" PG = PG+ PGy +.t PGl
i=1

ile tanimli < : >: IR" x IR" — IR fonksiyonu bir ig garpim fonksiyonu olup , IR" uzayinin dogal

i carpimi veya Oklid i¢ carpimi olarak adlandirilir [15].

Tanim 1.1.2. P € IR" olmak (izere

[Fl- (e 7).

degerine P vektdriiniin normu denir. Bu norm ile birlikte IR" vektor uzay! bir normlu vektor
uzayidir [15].

Tanim 1.1.3. P, Q € IR" olmak iizere
d(P.Q)=[P-q].

metrigiyle birlikte IR" uzayina Oklid uzayi denir ve E" ile gosterilir [15].

1.2. E* 3-boyutlu Oklid Uzayinda Egriler
Tanim 1.2.1. | < IR bir agik alt kiime olmak tizere, E® uzayinda bir

a:lcIR—>E%  at)=(a(t), o), at)),

dontisimiine E* uzayinda bir egri denir. @(t) egrisinin a(t), a,(t), a,(t) bilesenlerinin her

mertebeden tlrevleri mevcutsa a(t) egrisi, diferansiyellenebilir egri adini alir [15].



Tanim 1.2.2. @ =qa(t) olmak lzere bir ;1 — IR — E® diferansiyellenebilir egrisi verilsin.

Vtel igin a'(t) #0 oluyorsa a(t) egrisine regller egri denir [15].

Tanim 1.2.3. @ =qa(t) olmak lzere bir ¢ :1 — IR — E® diferansiyellenebilir egrisi verilsin.

a(t) egrisinin a(t,) noktasindan itibaren élgllen yay uzunlugu

t
s = [[la®)]dt,
ty

fonksiyonu ile tanimlanir. Burada, S parametresine egrinin yay uzunlugu parametresi denir. Eger

bir egri yay uzunlugu parametresiyle verilmisse egriye birim hizli egri denir. Buna gore, a = a(t)

egrisinin birim hizli olmasi igin gerek ve yeter sart ||&'(t)|| =1 olmasidir [15].

Tanim 1.2.4. E® uzayinda birim hizli regiler bir & : 1 — E? egrisi igin
T(s)=a'(s),

ile verilen T (S) vektériine, @ egrisinin &(S) noktasindaki birim teget vektorii denir [15].

Tanim 1.2.5. E® uzayinda birim hizli regiler bir & : 1 — E* egrisi igin
K, 1> IR, x,8)=[T').

ile tanimhi &, fonksiyonuna, & egrisinin egrilik fonksiyonu denir. «,(S) sayisina da egrinin

a(S) noktasindaki egriligi denir [15].

Tanim 1.2.6. E® uzayinda birim hizli regiler bir & : 1 — E* egrisi igin

1

@

N(s) =




esitligiyle verilen N(S) vektoriine, @ egrisinin @(S) noktasindaki asal normal vektérii denir [15].

Tamim 1.2.7. E® uzayinda birim hizli regiler bir & : 1 — E* egrisi igin
B(s) =T (s)xN(s),

esitligiyle verilen B(S) vektériine, ¢ egrisinin ¢(S) noktasindaki binormal vektérii denir [15].

Tanim 1.2.8. T(s), N(s) ve B(S) vektorlerine, @ : | — E* egrisinin ¢(S) noktasindaki Frenet

vektorleri ve
{TG)., N(s), BGs),

kiimesine de @ egrisinin a(S) noktasindaki Frenet gatisi denir [15].

Tamim 1.2.9. E® uzayinda birim hizli regiiler bir &: 1 — E* egrisinin Frenet vektérleri T (S),

N(s) ve B(s) olmak iizere
11> IR, ra(s):—<l§'(s), N(s)>,

ile tanimli 7, fonksiyonuna, @ egrisinin burulma fonksiyonu denir [15].

Teorem 1.2.1. E? uzayinda birim hizli regiiler bir .1 — E? egrisinin Frenet vektérleri f(s)

N(s) ve B(s) olmak iizere & egrisinin Frenet tiirev formiilleri

f’:KaN,
N'=—«x,T+7,B,
B'=—z N,

seklindedir [15].



Tamim 1.2.10. E® uzayinda birim hizli regiiler bir @ : 1 — E* egrisinin Frenet vektorleri f(s)

N(s) ve B(s) olmak iizere, {'I?(S), N(S)} {f(s), I§(s)} ve {N(S), |§(S)} kiimelerinin

gerdigi dizlemlere, sirasiyla, oskulatér duzlem, rektifiyan dizlem ve normal dizlem denir [15].

Tanim 1.2.11. E® uzayinda birim hizli regiler bir & : 1 — E? egrisinin Frenet gatisi {f, N, B}

ve egrilik ve burulma fonksiyonlari, sirasiyla, x, ve 7, olmak lzere,

W=z +xB,

vektdriine o egrisinin Darboux vektorii ya da ani dénme vektorii denir [17]. Bu vektor sayesinde
Frenet tlrev formiilleri, Frenet vektorlerinin kendileri cinsinden

=
Il
=
X

-

m: 2
Il
El él
X X
W =z

seklinde verilebilir.

Tanm 1.2.12. a:1 > E® regiiler bir egri olsun. & egrisinin T teget vektdru sabit dogrultulu
bir U birim vektori ile sabit bir 8 acisi yapiyorsa, yani

<f, U>:cosezsabit, «97&%,

oluyorsa, @ egrisine bir genel helis ya da egilim gizgisi denir [3,4,16].

Teorem 1.2.2. a=a(S) edrisi, egrilik ve burulmasi, sirasiyla, k, ve 7, olan ve (¢ kez

tiirevlenebilen bir edri olsun. Bu takdirde, o edrisinin bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter

T .
sart —% =sabit olmasidir [3,16].
K

o



Teorem 1.2.3. Bir a=a(S) egrisinin genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart

det(o?", a”, a® ) =0 olmasidir [4].

Tanim 1.2.13. a:1 > E® regliler bir egri olsun. a egrisinin N asal normal vektérii sabit

dogrultulu bir U birim vektéri ile sabit bir & agisi yapiyorsa, yani
S . T
<N,u>:cos¢9:sab|t, 07&5,

sarti saglaniyorsa, & egrisine bir slant helis denir. [5]

Teorem 1.2.4. a1 — Eeregéiler bir egri olsun. o egrisinin egrilik ve burulmasi, sirasiyla, K,

ve 7, olmak iizere a egrisinin bir slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart

!
2
K T .
—0‘3/2[_‘?] =sab|t’
2 2
(K‘a +7, ) Ka

olmasidir [5].

Tanim 1.2.14. & : | — E? regiiler bir egriolsun. @ egrisinin W Darboux vektdrii sabit dogrultulu

birim bir U vektori ile sabit bir @ agisi yapiyorsa, yani
<VV, U> = sabit 0,

ise, a egrisine bir Darboux helis denir [17].



1.3. E* 3-boyutlu Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

Bu bélimde 3-boyutlu Oklid uzayinda yiizeylerin geometrisi igin Karger ve Novak [6]

tarafindan verilen bazi temel tanim ve teoriler verilmistir.

k =k(s), E* uzayinin bir agik alt araliginda tanimli regiiler bir egri ve G =a(s), E*

uzayinda yonlu bir dogrunun birim dogrultman vektori olmak Uzere, bir S regle ylzeyi, {

dogrusunun K egrisine dayanarak siirekli bir hareket yapmasi sonucu olusan 6zel bir yiizeydir

ve
F(s,v) =k (s) +Vva(s), ve IR, (1.1)

parametrizasyonu ile verilir. YlUzeyin S-parametre egrileri ylzey Uzerindeki dogrulardir. Bu
dogrulara ylizeyin anadogrulari denir. V=0 igin elde edilen V-parametre egrisi K= IZ(S) olup,
ylzeyin dayanak (Ureteg) egrisi olarak adlandirilir. Ozel olarak @ vektori sabitse, bu takdirde,

yuzeye silindirik regle ylzey, aksi takdirde, silindirik olmayan regle ylizey denir [6].

Bir S regle yiizeyinin birim normal vektéri (1.1) denkleminden

L ExF (‘Z“’a)xq
Mm=_——"=mr— , (1.2)
”sxrvn H(k +Vq)><q

seklinde elde edilir. Burada, k =dk /ds ve g =dq/ds olarak tanimlidir. Simdi, yiizeyin ayni
anadogrusunun V, #V, gibi farkli iki noktasindaki normal vektérleri digtndllrse, bu vektorlerin

vektoérel garpimindan

(€-+uc)<a] ] (K<) = (v

K, d, d‘q, (1.3)

bulunur. Burada,

K, d, é‘ :det(l?, f ci) seklindedir. Eger (1.3) denkleminde

k;, d, ﬁ‘:O ise,

ayni anadogrunun her noktasinda normal vektdrleri ayni dogrultuda olup yuzeyin tekil olmayan

noktalarinda tedet dizlemler aynidir. Dolayisiyla, teget dizlemin bir anadogru boyunca ylzeye

temas ettigi sdylenebilir. Bdyle bir anadogruya torsal anadogru denir. Eger IZ, d, q‘ # 0 ise ayni

anadogrunun her noktasinda ylzeyin teget diizlemleri farkli olur. Béyle bir anadogruya da torsal

olmayan anadogru denir [6].



Tanim 1.3.1. Butliin anadogrulari torsal olan bir regle ylzeye acilabilir regle ylzey denir. Aksi

halde regle yiizey, aykiri regle ylzey olarak adlandirilir [6].

Teorem 1.3.1. Bir S regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart ‘E, q, G‘ =0

olmasidir [6].

Ornek 1.3.1. Bir k = IZ(S) birim hizli uzay egrisinin tegetleri tarafindan uretilen regle ylizey g6z

onlne alinsin. Bu yuzeye IZ(S) egrisinin tegetler ylzeyi denir ve parametrik denklemi

F(s,V) = K(5) +VK (),

ile verilir. Bu durumda, ¢ =K olup, Teorem 1.3.1'den
k. 4. d|=|c. k. k|0,
oldugundan, bir uzay egrisinin tegetler ylzeyi acilabilir bir ylizeydir [6].

Benzer sekilde, koni, silindir ve duzlemlerin agilabilir regle yizeyler olduklar basitge

gOrulebilir.

Aykiri bir regle ylizeyin birim normal vektori m(s,V), ylizeyin S =S, gibi torsal olmayan bir

anadogrusu (izerinde, v — *oo igin a vektdriine yakinsasin. Buradan, (1.2) esitliginden

a = Jim (s, V) = qH:;Hq

(1.4)

elde edilir [6].

Tanim 1.3.2. Aykiri bir regle ylizeyin S, anadogrusundan gegen ve (1.4) esitligi ile verilen a

vektorine dik olan dlzleme asimptotik dizlem denir. Ylzeyin S, anadogrusundan gegen ve
asimptotik dizleme dik olan diizlem ise merkez dizlem olarak adlandirilir. Bu iki diizlemin degme

noktasi olan C noktasina S, anadogrusunun bogaz noktasi adi verilir. C noktasindan gegen,



asimptotik dizleme ve merkez dizleme dik olan dogrular ise, sirasiyla, merkez teget ve merkez

normal dogrulari olarak adlandirilir [6].

g ve q vektorlerinin birbirlerine dik oldugu ve (1.4) esitligi kullanilarak, h merkez normal

vektoru

=
[
.|g.

(1.5)

o))

seklinde tanimlanir ve C bogaz noktasinin V parametresini belirlemek igin hxm=0 oldugu

g6z 6nlne alinirsa
)
(d.d)

bulunur [6]. Boylece asagidaki tanima ulagilir:

V=—

Tanim 1.3.3. Aykiri bir regle ylizeyin bitin anadogrulari izerindeki bodaz noktalarinin geometrik

yerine bogaz cizgisi (sitriksiyon egrisi) denir ve bu egrinin denklemi

)

¢(s)=k(s)—~—=L4q,
(d. d)

-
|

o)
o)

ile verilir [6].

Teorem 1.3.2. Aykiri bir regle ylizeyin dayanak egrisinin bodaz ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter

sart <IZ q> =0 olmasidir [6].

Eger aykir bir regle yluzeyde dayanak egrisi boJaz cizgisi olarak segilirse, bir (s,0)

noktasinda normlanmamis ylizey normali mo olmak uzere, (1.2) esitliginden
M, =k x4,

bulunur. Dolayislyla, ﬁxrﬁo =0 olacagindan,
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olur ve buradan, q ve Iqu vektorleri lineer bagimli olup, d bir reel sayl olmak (izere

k;xq = dq yazilabilir. Béylece, <I2xq, q> =d <q q) yazilabileceginden

feg
ad)

ifadesi elde edilir. Bu ifadeye yiizeyin dagitma parametresi denir [6].

Sonug¢ 1.3.1. Bir S regle yiizeyinin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart daditma

parametresinin sifir olmasidir [6].

Tanim 1.3.4. S aykir bir regle yizey, C bu yiizeyin bir anadogrusu lzerindeki bogaz noktasi

ve (, h ve @ vektorleri, sirasiyla, anadogrunun birim dogrultman vektorii, merkez normal ve
merkez teget vektdrleri olmak lzere, {C, d, ﬁ, ﬁ} ortonormal gatisina S aykiri regle yiizeyinin
Frenet catisi denir [6].

Regiiler bir S regle yiizeyinin bogaz cizgisi dayanak egrisi olarak alinsin. Bu takdirde, bogaz
gizgisinin yay uzunlugu parametresi S olmak lizere, S regle yiizeyinin parametrizasyonu

F(s,v)=C(s)+va(s), [d(s)]=1. (1.6)

ile verilir. Eger S acilabilir bir regle yiizeyse, bogaz cizgisinin teget vektorleri anadogrularla

cakisir [14]. Bu takdirde, bogaz gizgisinin teget vektoru igin

dc _
1.7
s =q, (1.7)

yazilabilir.

Eger S regle yizeyi Uzerindeki bitin anadogrularin G(S) vektorleri orijin noktasina

baglanirsa, bu dogrular bir koni olusturur. Bu koniye S yiizeyinin yénlii konisi denir. Yonli koni
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distncesi, bir uzay egrisinin tegetler gostergesi dusiincesinin regle yuzeylere bir uyarlamasi

olarak disUnulebilir. Dolayisiyla birim dogrultman vektérlerinin ug noktalari birim kure zerinde

kiresel bir egri gizer. Bu egriye yluzeyin kilresel gdstergesi denir ve k1 ile gosterilir. k1 egrisinin

yay uzunlugu parametresi de S, ile ifade edilir [6].

dq

Yonli koninin Frenet gatisi {O, g, n, Z} ile tanimlansin. Burada fi =
sl

=(’ seklindedir.

(1.5) denkleminden

o
Il
E|Ql-
Il
=

oldugundan, ytzeyin yonli konisinin teget duzlemleri regle ylzeyin asimptotik dizlemlerine

paraleldir. Son olarak,

Z=Ggxn=0xh=4a,

Q0|

olup, buradan, ytzeyin yonli konisinin Frenet gatisi ile ylzeyin Frenet gatisinin ayni oldugu,

gOruldr.

Simdi, ylzeyin k1 kiresel gOstergesinin S, yay uzunlugu parametresine gore h ve d

vektorlerinin tiirevlerini inceleyelim. h vektérii birim oldugundan <ﬁ, ﬁ> =1 olup, bu ifadenin

- = . - dh T
tirevinden <h, h > =0 elde edilir. Dolayisiyla, h" = — vektorinin ¢ ve @ vektorleri tarafindan
Sl

gerilen dizlemde kaldigi gorilir. Buradan, &=£&(S) ve wu=u(S), S yay uzunlugu

parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak tizere

h' = &G+ a, (1.8)
yazilabilir. <ﬁ, q> — 0 oldugundan, bu ifadenin tiirevinden

<H’, q> +<ﬁ, q'> -0, (1.9)
olup, ' = h yazilirsa, h birim vektor oldugundan (1.9) esitligi

<ﬁ’, q>+1=o, (1.10)
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halini alir. Diger yandan, (1.8) esitligi q ile i¢ carpilirsa, § birim vektor oldugundan

<ﬁ’, q> =¢, (1.11)

bulunur. Son olarak, (1.10) ve (1.11) ifadelerinden & =—1 elde edilir. x=x(Ss;) alinirsa, (1.8)
esitliginden
h' =—G+x3,

bulunur. Kk = <ﬁ', <’§> ile tanimli k fonksiyonuna ylzeyin konisel edrilik fonksiyonu denir.

Benzer sekilde, <ﬁ, §> =0 oldugundan

elde edilir ve boylece
<ﬁ, §'> =K,

bulunur. Ote yandan, <5., ﬁ> =1 ve <§, q> =0 oldugundan, <§., §'> =0 ve <§.', q> =0 olup,
a' vektorinin h ile lineer bagimli oldugu sonucuna ulasilir. Dolayisiyla, 7=7(S,), S, yay

uzunlugu parametresinin diferansiyellenebilir bir fonksiyonu olmak Gzere, a' = nﬁ yazilabilir. Bu

ifade ﬁ vektord ile i¢ carpilirsa,
<ﬁ, §'> =1 =-kK,
olacagindan
d =—xh,
elde edilir [6].

Eger S ylzeyinin Frenet catisinin @(S) merkez teget vektorleri orijin noktasina baglanirsa,

bu vektbrlerin ug noktalari birim kire tzerinde yay uzunlugu parametresi S, olan bir k3 kuresel

egdrisi gizer. Buradan
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S

a dslzj-lcdsl = d—:K,
0

S
ssz.ﬂ
0

esitligine ulasilir [6].

Teorem 1.3.5. S aykiri bir regle yiizey olmak iizere, S yiizeyinin yénlii konisinin {O, d, ﬁ, ﬁ}

Frenet gatisinin, k1 kiiresel gbstergesinin S, yay parametresine gore Frenet tiirev formiilleri,

’ h ’

!

=—(+x4, (1.12)

0O O
Il

a' = —Kﬁ,

é’!

ds
seklindedir. Burada x = d—3 = | ylizeyin konisel egriligidir [6].
S,

Tanim 1.3.5. Frenet tirev formulleri kinematik olarak sdyle yorumlanabilir: S zaman parametresi

olarak alindiginda, eger G anadogrulari yonli koniyi giziyorsa, bu takdirde, {C; q, h, a}

hareketli catisi (1.12) ile verilen ¢atiya gére hareket eder. Bu hareket, ani bir 6telemeden ziyade,
W =« +4,

Darboux vektoriyle verilen agisal hizli bir ani dénme igerir. Darboux vektérinin yéoni ani dénme

ekseninin yonu ile aynidir ve uzunlugu
W= L,

kadardir. Bdylece, (1.12) ile verilen Frenet tirev formalleri

G=Wxqg, h=Wxh, a&=Wxa,
ile de verilebilir.
Aykiri bir S regle yiizeyinin bodaz gizgisinin yay uzunlugu parametresi S olsun. Buradan,

Kzﬁ_%=ds3 ds

k, ds, dsds’
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ds, ds, K, :
olup, kK, =—= ve kx; =— alinirsa x =—= olur. Burada, x; ve «, fonksiyonlari, sirasiyla,
ds ds K,
ylizeyin birinci ve ikinci egrilikleri olarak adlandirilir [6]. Bdylece, (1.12) denklemleri x; = ds, / ds

ile capilarak asagidaki teoreme ulagilir:

Teorem 1.3.6. S aykiri bir regle yiizey olsun. k; =ds, /ds, x, =ds,/ds ve s, ile S;, sirasiyla

4 ve @ vektérleri tarafindan gizilen k1 ve k3 kiiresel egrilerinin yay parametreleri olmak (izere,

S yiizeyinin {q , Fl, é} Frenet c¢atisinin yiizeyin bodaz ¢izgisinin S yay parametresine gére

Frenet tirev formdilleri

99 _ h,

ds

dh I

E = _Klq + Kza, (113)
@ ——h

ile verilir [6].
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1. BOLUM
SLANT REGLE YUZEYLER

Bu boélimde, egriler teorisinin 6nemli konularindan olan “helis” ve “slant helis” kavramlarinin
regle ylzeyler igin daslnllmesiyle tanimlanan slant regle ylzeylerin tlrlerine gore

karakterizasyonlari verilmistir. Slant regle yiizeyler ilk olarak Onder [12] tarafindan tanimlanmis
ve bu ylzeylerin karakterizasyonlar ylzeyin k; ve k, birinci ve ikinci egrilikleri tirlinden ifade

edilmigtir. Bu bélimde ise slant regle yuzeylerin karakterizasyonlari yizeyin x konisel egriligi

dikkate alinarak incelenmis olup, Onder tarafindan verilen karakterizasyonlar x fonksiyonuna
gore ifade edilmistir. Bu ozel yiizeyler (-slant, h-slant ve a-slant regle yiizeyler olarak
siniflandirilmig, daha sonra (-slant ve a-slant regle ylUzeylerin ¢akistigi gosterilerek, [12]'de

verilenlere ek yeni karakterizasyonlar da verilmistir.

2.1. q-slant Regle Yiizeyler

Tanim 2.1.1. S yiizeyi, E® uzayinda tanimli bir regle ylizey olsun. C(S), S yizeyinin bogaz

cizgisi ve S, bogaz gizgisinin yay parametresi olmak lizere; S ylizeyi
r(s,v)=C(s)+va(s),  [d(s)|=1

parametrizasyonuyla verilsin. {q, ﬁ, é} ve k=0, sirasiyla, yiizeyin Frenet ¢atisi ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir vektér U olmak (zere, ylzeyin {

anadogrular U vektori ile sabit agi yapiyorsa, yani
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(G, d)=cosl, Oe {(o, n)_%},

ise, S regle ylizeyine (| -slant regle ylizey denir [12]. U vektéri de ( -slant regle ylizeyin ekseni

olarak adlandirilir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak, bir q -slant regle ylizeyin anadogrularinin birim dogrultulari birim

kirenin merkezine baglanirsa bu vektorlerin ug noktalarinin kiire Gzerinde bir gember veya

¢ember yayi ¢izdigi sezgisel olarak sdylenebilir.

Simdi, ( -slant regle yuzeyleri karakterize eden teoremler verilecektir.

Teorem 2.1.1. S yiizeyi E® uzayinda, {q, h, é} Frenet gatisi ve k #Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. U, sabit ve birim bir vektér olmak (izere, S yiizeyi (

-Slant regle ylizeyse
I .
a1 u)=— q, u ]
(& u)==(d. 1)
ifadesi saglanir.

ispat: S yiizeyi q-slant regle ylizey oldugundan, Tanim 2.1.1°den
(d, U) = sabit = 0,
olup, bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gore tirevinden
(o, U)+(d, ") =0, (2.1)
bulunur. U sabit oldugundan U’ =0 ve Frenet tiirev formiillerinden G’ = h olup, (2.1) esitligi
<ﬁ, U> -0, 2.2)
halini alir. (2.2) esitliginin tiirevinden
(', a)+(h, a’)=0, (2.3)

elde edilir. G’ =0 ve Frenet tiirev formiillerinden h' = —( + @ oldugundan, (2.3) esitliginden
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sonucuna ulasllir.

Teorem 2.1.2. S yizeyi E*® uzayinda, {q, h, éi} Frenet catisi ve k #0 konisel egrilik

_ T
fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. U, sabit ve birim bir vektor ve 6 € {(0 ﬂ)—E}

agisi, ( ile U vektorleri arasindaki agi olmak lizere, S yiizeyi ( -slant regle yiizeyse, yiizeyin

ekseninin denklemi

U:cose[q+1*j,

A

esitligi ile verilir.
ispat: S yiizeyi q-slant regle ylizey olsun. Tanim 2.1.1’den

g, U)=cos@ =sabit =0, (2.4)
(g, d)

esitligi saglanir. (2.4) esitliginin S, yay uzunlugu parametresine goére tlrevi alinirsa, U sabit

oldugundan U" =0 ve Frenet tirev formiillerinden G =h olup
<ﬁ, U> -0, (2.5)

elde edilir. (2.5) esitliginden, U vektdriinin h vektriine dik oldugu, yani U vektérinin § ve @
vektorleri tarafindan gerilen dizlemde kaldigi gérilir. Dolayisiyla, A4, = A,(S,) ve 4, =4,(S,)

fonksiyonlari S; yay uzunlugu parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak (zere, u

vektord

u=A44q+43a, (2.6)
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seklinde yazilabilir. (2.6) ifadesi sirasiyla, § ve & vektorleri ile i¢ gapilir ve Teorem 2.1.1

kullanilirsa

(4, U)=4 =cos@ =0,

1 1 (2.7)
_” T p—l —_—— _.’ Tl —_—— 9 O,
(a,u)=4, K(q u) —cosf#

bulunur. Son iki esitlikten bulunan A, ve A, degerleri (2.6) esitliginde yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.

Sonuc¢ 2.1.1. S yiizeyi, E*® uzayinda, {ﬁ, h, é} Frenet catisi ve k #0Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. U, birim ve sabit bir vektér ve € # % agisi, G ile U

vektorleri arasindaki agi olmak lizere, S yiizeyi (| -slant regle yiizeyse, yiizeyin ekseninin ifadesi
U =coséq+singa,

seklindedir.

ispat: S yiizeyi (-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, (2.2) esitliginden
<ﬁ, U> -0, (2.8)

oldugunu biliyoruz. (2.8) esitliginden, U vektdrinin ﬁ vektériine dik oldugu, yani U vektérinin
g ve @ vektorleri tarafindan gerilen diiziemde kaldigi gériiliir. Dolayisiyla, U vektori g ile sabit

agl yaptigindan & ile de sabit agi yapar ve U, (j ve & birim olduklarindan
(a, U)=sin 0 =sabit,

elde edilir. Béylece
U =coséq+singa,

bulunur.
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Sonug 2.1.2. S yizeyi, E® uzayinda, {q, h, é} Frenet catisi ve &k #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. S yiizeyinin q-slant regle yiizey olmasi igin gerek

ve yeter sart kK =Sabit #0 olmasidir.
ispat: S yiizeyi q -slant regle ylizey olsun. Sonug 2.1.1°den
U =cosdq +sinoa, (2.9

olur. Bu ifadenin tarevi alinir ve (1.12) ile verilen Frenet tirev formlleri kullanilirsa

0=(cos@—xsind)h,
bulunur. Bu ifadede, h vektori sifirdan farkl oldugundan cos@—xsind=0 olup
Kk =cot@ =sabit =0 elde edilir.
Tersine, k¥ =cot @ =sabit # 0 olsun. U vektori

0 = cos 6 +sin 43, 9&{(0, 72')—%},

seklinde tanimlansin. Bu ifadenin tlrevi alinirsa

' =(cos@—xsino)h, (2.10)

bulunur. k& =cot @ degeri (2.10) esitliginde yerine yazilirsa U’ =0 olur. Yani U vektdrii sabit bir

vektordir. Diger yandan, U vektéri  ile i¢ garpilirsa
(d, U) =cosd = sabit,

elde edilir. Sonug olarak, (j vektorl sabit bir dogrultuyla sabit agi yaptigindan dolayr S ylizeyi q

-slant regle ylzeydir.

Sonug 2.1.3. S yiizeyi, E*® uzayinda, {q, Fl, é} Frenet catisi ve k #Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S yiizeyinin (| -slant regle yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart

det(ﬁ', qu’ qm) — O,
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olmasidir.

ispat: (1.12) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden
q'=h,
q’"
g" = (—1— K ) h+ x'a,
olup

0 1 0
det(dq’, d" d")=|-1 0  «|=«' 2.11)

0 -1-x% k'

bulunur. Buradan, S yiizeyinin ( -slant regle yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart x = sabit
oldugundan S yiizeyinin (-slant regle ylizey olmasi igin gerek ve yeter sart

det(qd’, ", ") =«"=0 elde edilir.

Sonug 2.1.4. S yiizeyi E* uzayinda, {q, h, é} Frenet catisi ve k # 0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S yiizeyinin (| -slant regle yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart
det(d, &", ") =0,

olmasidir.

ispat: Frenet tiirev formiillerinden

~/!

a =—«h,
a" = kG —x'h — x4,

=

a" = 2K'G+(K3 +K—K”)ﬁ—3l(l( a,

0" =3m

olur ve det(é', a’, a )=K'(—3K2 +2K‘3) bulunur. Buradan, S ylzeyi (-slant regle yizeyse
. A1 - =1OZ0 =M . 3
x =sabit olup det(a, a’, a’)=0 elde edilir. det(a’, a’, a ):0 ise k'=0 veya K:E

olup x =sabit elde edilir. Yani, S yiizeyi, bir ( -slant regle yiizeydir.
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2.2. h-slant Regle Yiizeyler

Tanim 2.2.1. S yizeyi, E? uzayinda tanimli bir regle ylizey olsun. C(S), S yuzeyinin bogaz

cizgisi ve S, bodaz ¢izgisinin yay uzunlugu parametresi olmak lizere, S yiizeyi

F(s,v)=c(s)+vd(s),  [d(s)|=1,

parametrizasyonuyla verilsin. {q’, h, é} ve kK #0 sirasiyla S yiizeyinin Frenet ¢atisi ve konisel

egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, U, birim ve sifir olmayan sabit bir vektdr olmak Uzere,

ylzeyin h merkez normal vektérii ile U vektori sabit agi yapiyorsa, yani
~ . T
<h, u> = C0S @ = sabit, gpe{(o, 72')—5},

ise, S regle yiizeyine h -slant regle yiizey denir.

g -slant regle yiizeylerdeki duglinceye benzer olarak, bir h -slant regle yiizeyin h merkez

normal vektdrleri birim kirenin merkezine baglanirsa, bu vektdrlerin u¢ noktalari, sezgisel olarak,

bir cember ya da cember yayi cizerler.

Simdi, h-slant regle yiizeyleri karakterize eden teoremler verilecektir.

Teorem 2.2.1. S yiizeyi E*® uzayinda, {q, h, é} Frenet gatisi ve k #Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S yiizeyinin h-slant regle yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart

(1’(—2)3/2 = Sabit * O, (212)
+K

olmasidir.

ispat: S yiizeyi h-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, m # 0 reel bir sabit olmak (izere, Tanim
2.2.1’den

<ﬁ, U> =m =sabit = 0,
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yazilabilir. Buradan, b, =b,(s;) ve b, =Db,(s;) fonksiyonlari S, yay uzunlugu parametresinin

diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak lizere, U birim vektori
i=bg+mh+b,a, (2.13)

seklinde yazilabilir. (2.13) ifadesinin tirevi alinirsa, U'=0 olacagindan ve Frenet tiirev

formiillerinden

0=(bl'—m)q+(bl—b21<)ﬁ+(b2'+mzc)é, 2.14)

bulunur. {q, h ﬁ} Frenet gatisinin vektorleri lineer bagimsiz oldugundan, (2.14) esitliginden

b/ -m=0,
bl—bzl(':O, (2.15)
b, +mx =0,

sistemine ulasilir. (2.15) sisteminin ikinci denkleminden b, =b,x olup, ||U|| =1 oldugundan (2.13)
esitliginden
b} +m® +b =1,
elde edilir. Buradan, 1—m? =h? +bZ = n* =sabit olmak tizere, b, =b,x degeri kullanilirsa

b? (1+ K'2) =n? =sabit, (2.16)

bulunur. N=0 olursa, b, =0, b,=0, M=0 ve U=0 olacagindan celigki elde edilir.

Dolayisiyla N # 0 olmalidir. (2.16) ifadesinden b2 fonksiyonu

n
b, =t—,
? 1+ K2

olur. Bu ifade (2.15) sisteminin G¢lncl denkleminde yerine yazilirsa

d {_}m

d_sl V1+x°

olup, p # 0 reel bir sayi olmak (izere
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Lw LY. p = sabit = 0,
(1+K2) n

elde edilir.
Tersine,
K )
57 = P =sabit =0, (2.17)
(1+ Kz)
olsun ve U vektori
_ R — 1 _
U:Lq+ph+—a, (2.18)
NI 1+ x?

seklinde tanimlasin. (2.18) ifadesinin tiirevi alinirsa ve (2.17) kullaniirsa U'=0 bulunur.

Dolayisiyla U =sabit olur. Diger yandan (2.18) esitligi h vektori ile i¢ carpilirsa

<ﬁ, U> = p =sabit # 0 olur ve buradan S yiizeyi h-slant regle yiizeydir.

Teorem 2.2.2. S yiizeyi E® uzayinda, {q, h, é} Frenet gatisi ve k #Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, ¢ agcisi, h ve U vektérleri arasindaki

sabit ag/ olmak lizere, S yiizeyinin h -slant regle yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart

oot S q)e{(o, ﬂ>_g},

‘tan2 Q- 812‘
olmasidir.
ispat: S yiizeyi h-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, Tanim 2.2.1°den
<ﬁ, U> = c0s ¢ =sabit 0,
olur. Bu esitligin turevi alinirsa
(~0+xd, U)=0, (2.19)

olup, (2.19) esitligi diizenlenirse
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elde edilir. Burada <2§, U> =X alinirsa, U vektori igin

U = xXq + Cos goﬁ + X4, (2.20)
yazilabilir. U vektéri birim oldugundan, (2.20) denkleminden

x—_ne (2.21)

1+ K2 ,

bulunur. Bununla birlikte, (2.19) esitliginin tirevinden
(~(1+x*)h+x'd, u)=0,

olup, < , U> =X ve <ﬁ, U> = COS ¢ oldugu gbz 6ntine alinirsa, son esitlikten

2
o retjeose 022

!

K

elde edilir. (2.21) ve (2.22) denklemlerinde X degerleri birbirine esitlenirse

!

L =Cot Q
(1+ K’ )3/2 1

olup, bu ifadenin integralinden, C reel bir sabit olmak Uzere

K
———=cotg(s, +C), (2.23)
1+ x°

bulunur. S, — S, —C parametre degisimi sayesinde C sabiti kolayca elenebilir. Béylece (2.23)

ifadesi

K
———— =(cotgp)s,,
1+ x? ( )1

halini alir. Son ifadeden x yalniz birakilirsa istenen sonuca ulagilir.



25

Tersine,
Sl
K=t —, (2.24)
ltan” s/ |
olsun. xk ve X zitisaretli kabul edilmek lGizere
sin
X=F 22 —3cosp ‘tanzgo—sf‘ (2.25)
NS
olarak alalim. Bu durumda
KX =-—§, COS @, (2.26)
bulunur. Simdi,
0 = —Xq +cos ph — xa, (2.27)

vektorii gz éniine alinsin. U vektdriiniin h ile sabit agi yaptigi agiktir. Yani,
<ﬁ, U> = c0s ¢ = sabit,

olur. Diger yandan, (2.25) ve (2.26) esitlikleri (2.27) denkleminde yazilirsa, (2.27) ifadesi
a =COS(0(SlC]+ﬁi,‘Mtan2 @—Sf‘é),

halini alir ve bu ifadenin tiirevinden U’ =0 bulunur. Dolayisiyla, U vektori sabit olup S yiizeyi

h -slant regle yiizeydir.

2.3. a-slant Regle Yiizeyler

Tanim 2.3.1. S yiizeyi, E® uzayinda tanimli bir regle yiizey olsun. ¢(s), S yiizeyinin bogaz

gizgisi ve S, bogaz cizgisinin yay uzunlugu parametresi olmak lizere, S ylizeyi

F(sv)=c(s)+va(s),  [a@s)=1
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parametrizasyonuyla verilsin. {q‘, h, é} ve K #0, sirasiyla, S yiizeyinin Frenet gatisi ve

konisel egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, U birim ve sifir oimayan sabit bir vektér olmak tizere,

ylizeyin @ merkez teget vektorii ile U vektdri sabit agl yapiyorsa, yani
(a, U) = sabit = 0,
ise, S regle ylizeyine a-slant regle yiizey denir.

g-slant ve h -slant regle yiizeylerdeki gibi, bir a-slant regle yiizeyde yiizeyin @ merkez

teget vektorleri birim kirenin merkezine baglanirsa, bu vektoérlerin ug noktalari, sezgisel olarak,

kure Uzerinde bir gember ya da ¢cember yayi gizerler.

Sonug 2.1.1’den goériildigi Gizere, S yiizeyinin a-slant regle yiizey olmasi igin gerek ve
yeter sart S ylizeyinin (-slant regle yiizey olmasidir. Dolayisiyla ( -slant regle yizeyler igin

verilen karakterizasyonlar a -slant regle ytzeyler igin de gegerlidir.
S, ve S, ikiregle yiizey, {q’l, ﬁl, 51} ve {qz, ﬁz, 52} , sirasiyla, bu regle yiizeylerin Frenet

catilari olsunlar. Eger ﬁl = ﬁz ise S, ve S, ylizeylerine Bertrand ofsetleri denir [14]. Eger &, = ﬁz

ise S, yuzeyi S, ylzeyinin Mannheim ofseti olarak adlandirilir [10]. Bu durumda, S; ve S,

Mannheim ofsetleri adini alirlar. Bu bilgiler g6z éniine alindidinda asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonug 2.3.1. S, ylzeyi h -slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, S, yuzeyinin Bertrand ofsetleri

bir h -slant regle yiizey ailesi olusturur.

Sonug 2.3.2. S, ve S, Mannheim ofsetleri olsunlar. Bu takdirde, S, yiizeyinin  -slant (@ slant)

regle ytizey olmas igin gerek ve yeter sart S, yiizeyinin h -slant regle yiizey olmasidir.
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2.4. Ornekler

Ornek 2.4.1. S regle ylizeyi,

1

r(s,v) = [%(H 5)3’2 +v%(1+ s)“2 , 5(1—5)3’2 l

- 5o )

parametrizasyonu ile verilsin. det(q’ q", CT") 0 oldugu kolayca gériilebilir. Dolayisiyla, Sonug

2.1.3'ten S yuzeyi (-slant regle yizeydir. ( -slant regle yizeyler ayni zamanda a -slant regle

yiizey olduklarindan, S vyiizeyi ayni zamanda bir @ -slant regle yiizeydir. Bu yiizeyin grafigi Sekil

2.1 ile verilmigtir.

Ornek 2.4.2. S regle yiizeyi,

r(s,v) = %sin(l&%)—%sin (505)+v{gcos(183)—£cos(505)},

r,(s,V) = —%cos(ms)+%cos(505)+v[2—gsin (185)—é—§sin (508)},

L(s,v) = %sin (165)+v§cos(16s),

olmak lzere,
F(S1V) = (rl’ r, ra)’

seklinde verilsin. Buradan x = COt (165) olup, Teorem 2.2.1 geregince

!

K

(:]_H(—z)fi’z = —16 = Sabit,

bulunur. Dolayisiyla, S yiizeyi h -slant regle yiizeydir. Bu yiizeyin grafigi Sekil 2.2 ile verilmistir.
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Sekil 2.1

04

Sekil 2.2

09
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. BOLUM
DARBOUX SLANT REGLE YUZEYLER

Slant helislerin bir 6zel tirt Darboux slant helislerdir. Bu egriler ilk defa Ziplar, Senol ve Yayli
tarafindan tanimlanmistir [17]. Bu bélimde Darboux helis kavrami regle yiizeylere uyarlanmis ve

bu ylzeyler Darboux slant regle ylzeyler olarak adlandiriimistir. Birinci bélimden bilindigi Gzere,

Frenet catisi {Cj, h, é} ve konisel egriligi x olan bir S regle yizeyinin Darboux vektérii

W =k(+a seklindedir. Bu vektor dikkate alinarak Darboux slant regle ylzeyler agagidaki gibi

tanimlanir.

Tanim 3.1. S vyiizeyi, E® uzayinda tanimli bir regle yiizey olsun. G(S), S yiizeyinin bogaz

gizgisi ve S, bogaz cizgisinin yay parametresi olmak lizere, S ylizeyi
F(s,v) =¢(s)+va(s), |a(s)||=1

parametrizasyonuyla verilsin. {q, ﬁ, é} ve k=0, sirasiyla, S yiizeyinin Frenet gatisi ve

konisel egrilik fonksiyonu olsun. Bu takdirde, U birim ve sifirdan farkli bir sabit vektdr olmak iizere,

ylzeyin W Darboux vektdrii ve U vektdrii sabit agl yaplyorsa, yani
<VV, U> = sabit = 0,

ifadesi saglaniyorsa, S ylizeyine Darboux slant regle yiizey denir.
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Teorem 3.1. S yizeyi E® uzayinda, {q’, h, é} Frenet catisi ve k #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S yiizeyi Darboux slant regle yiizeyse

K sabittir.

ispat: S yiizeyi, Darboux slant regle yiizey olsun. Tanim 3.1’den, U birim ve sabit bir vektér

olmak Uzere

<VV, U> = sabit =0, (3.1)
olur. (3.1) ifadesinin tirevi alinirsa, U sabit oldugundan

<VV', U> =0, (3.2)
olup, (1.12) ile verilen Frenet tirev formiilleri kullanilirsa (3.2) esitliginden

K'<q, U> =0,
elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur:

o

Eger (0, U)=0 ise, bu takdirde, U vektéri § vektérine dik olacagindan, & =a,(s;) ve
a, :az(sl) fonksiyonlari S, yay uzunlugu parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari

olmak lzere, U vektori
i=ah+a,3, (3.3)

seklinde yazilabilir. (3.3) esitliginin tirevi alinir ve (1.12) ile verilen Frenet tlrev formulleri

kullanilirsa
—a,G+(a —xa,)h +(a) +xa,)d =0 (3.4)

bulunur. {q,ﬁ,é} Frenet catisinin vektorleri lineer bagimsiz oldugundan, (3.4) esitliginden

asagidaki sistem elde edilir:
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a, =0,
a —ka, =0, (3.5)
a, +xa, =0.

x # 0 oldugundan, (3.5) sisteminden & =a, =0 bulunur ve bu da U =0 olmasini gerektirir ki

bu bir geligkidir. Dolayislyla, <q, U> # 0 olup, x =sabit bulunur.

Teorem 3.1’in tersi asagidaki 6zel durumda saglanir:

Sonug 3.1. S yiizeyi, E® uzayinda, {q, h, é} Frenet ¢atisi ve k =Sabit #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S regle yiizeyinin Darboux slant regle

ylizey olmasi igin gerek ve yeter sart W ile U vektérieri arasindaki @ agisinin sifirdan farkli ve

sabit bir agi olmasidir.

ispat: S Darboux slant regle yiizey olsun. Béylece, Tanim 3.1.1’den <WU> =sabit =0 olur.

W ile U vektorleri arasindaki agi ¢ olmak lizere, i¢ garpim tanimindan

”\/VH”U” cos¢=<VV,U> =sabit = 0, (3.6)

bulunur. U birim vektér oldugundan ||U|| =1ve ”\/VH =1+ x7 olup, x =sabit =0 oldugundan,

(3.6) esitliginden, X sifirdan farkli reel bir sabit olmak Gzere

COS¢p = X - sabit,
1+ x*

elde edilir. Boylece ¢ agisi sabittir.

Tersine, W ve i vektérlerinin arasindaki ¢ acisi sabit olsun. Bu takdirde, ||U|| =1 olmak

Uzere i¢ carpim tanimindan
W, U

COS¢p = u =sabit =0,
1+ x?
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elde edilir. k¥ =sabit# 0 oldugundan, son esitlikten, <V\7, U> =sabit bulunur. Béylece S regle

yuzeyi Darboux slant regle yluzeydir.

Bu sonuca ek olarak, Teorem 3.1’den asagidaki sonuglar da elde edilir:

Sonug 3.2. S yiizeyi, E? uzayinda, {q , h, é} Frenet gatisi ve k # O konisel egrilik fonksiyonu

ile verilen bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S Darboux slant regle yiizeyse

det(\/\7, W', W") =0 olur.

ispat: Darboux vektoriinin tiirevleri alinir ve (1.12) ile verilen Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa

olup, det(W, W', W") =(K’)2 bulunur. S yiizeyi Darboux slant regle yiizeyse, Teorem 3.1'den

x = sabit oldugundan, k' =0 olur ve det(\/\7, W', V\7”) =0 elde edilir.

Sonug 3.3. kK #0 olmak iizere her Darboux slant regle yiizey ayni zamanda bir (| -slant regle

ylizeydir.

ispat: S yiizeyi Darboux slant regle yiizey olsun. Teorem 3.1 geregince x =Sabit olur ve Sonug
2.1.2den x =sabit ise (-slant regle yiizey oldugundan, S Darboux slant regle yizeyi ayni

zamanda bir ( -slant regle ytzeydir.

Teorem 3.2. Eger S bir h-slant regle yiizey ise ayni zamanda, ayni eksenli bir Darboux slant

regle ylizey olamaz.

ispat: S bir h-slant regle yiizey ve yiizeyin ekseni U olsun. Bu takdirde, Tanim 2.2.1'den

<ﬁ, U> = sabit 0,
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esitligi saglanir. Bununla birlikte, Teorem 2.2.1°den bilindigi Gizere h -slant regle yiizeyin ekseni,

!

K . .
M=———s= sabit olmak lizere
(l+ K‘z)
U:Lq+mﬁ+#é, (3.7)
1+ K2 1+ K2

ile verilir. (3.7) esitligi ve W = k(g +a Darboux vektorli g6z 6niine alinirsa
W
u= m + mh, (38)

elde edilir. Eger (3.8) esitligi Darboux vektori ile i¢ carpilirsa

(W.0) = ] =L+,
bulunur. Béylece, son esitlikten, S, h -slant regle yiizeyinin ayni zamanda bir Darboux slant regle
ylizey olmasi icin gerek ve yeter sartin x =Sabit olmasi gerektigi gérilir. Ancak x = Ssabit

olursa, (3.7) esitliginden <ﬁ, U> =m =0 olur ve bu, Tanim 2.2.1 ile gelisir. Dolayisiyla, bir S h

-slant regle ylizeyi ayni zamanda ayni eksenli bir Darboux slant regle ylizey olamaz.
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Iv. BOLUM

SLANT REGLE YUZEYLERIN DIFERANSIYEL DENKLEM KARAKTERIZASYONLARI

Birinci bolimde, bir S regle yiizeyi alindiginda, bu ylzeyin § anadogrulari birim gemberin
merkezine tasinirsa bu vektoérlerin u¢ noktalarinin birim kire Uzerinde regle ylzeyin kiresel
gostergesi denilen bir lZl egrisi ¢cizdigi ve bu egrinin egdrilik fonksiyonunun x, yay parametresinin
ise S, oldugu soéylenmis, bu egri ve ¢ anadogrulariyla tanimli yonli koninin Frenet tiirev

formdlleri (1.12) denklemleriyle verilmisti. Ayrica bu gatiya regle ylzeyin yonli konisinin Frenet

gatisi denilmisti.

Bu béliimde bir S regle yiizeyinin h merkez normalinin ve d merkez tedetinin gizdikleri
regle yuzeyler dikkate alinacak olup, bu yizeylerin kiresel géstergeleri ile Frenet tirev formalleri
hesaplanacak ve S yiizeyinin tiriiyle baglantili olarak bu regle yizeylerin slant regle ylizeyler

olup olmadiginin incelenebilmesi icin diferansiyel denklem karakterizasyonlari verilecektir.

Bir S = Sq regle yuzeyinin yonla konisinin Frenet catisi {q, h, é_i} , konisel egrilik fonksiyonu
K=K, ve yay uzunlugu parametresi S, =S, olsun. Boylece (1.12) ile verilen Frenet turev
formilleri, x,(s,) = Hdéldsq H olmak lizere

dq/ds, 0O 1 0

dh/ds, |=|-1 0 «x
da/ds,| |0 -x, O

(4.1)

QQ o O
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halini alir. Sq regle yiizeyinin h merkez normali ve @ merkez tegeti tarafindan cizilen regle

yuzeyler Sh, Sa ve bu ylzeylerin kiresel gostergelerinin yay parametreleri, sirasiyla, S, S,,

Frenet ¢atilart ve konisel egrilik fonksiyonlari da, sirasiyla, {qh,hh,éh},lch ve

{ ., h,, éa}, K, olsun. Boylece asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 4.1. Sq yizeyi, E® uzayinda, {ﬁ, h, é} Frenet ¢atisi ve K, #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile taniml bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, Sq ve Sh regle yiizeylerinin konisel
egdrilik fonksiyonlari arasindaki iliski

!

Kq
K= (4.2)

(1+ K’ )3/2 ,

q

seklinde olup, Sh ylizeyinin yénlii konisinin Frenet tiirev formiilleri

ddg,/ds, | [o 1 074
dh /ds, |=|-1 0 x| h |, (4.3)
da,/ds,| |0 -x, 0|4

>

o}

ile verilir.

ispat: C(S) egrisi Sq regle ylzeyinin bodaz gizgisi ve S bogaz ¢gizgisinin yay parametresi olmak

uzere, S, regle ylizeyinin parametrizasyonu

T (s,v) =E(s)+Vvh(s), Hﬁ(s)”:l,

seklindedir. S, regle yiizeyinin Frenet catisi {qh, h,, ﬁh} oldugundan

G, =h, (4.4)

yazilabilir. (4.1) ile verilen Frenet tirev formiilleri ve (4.4) esitligi kullanilirsa, S, regle ylzeyinin

merkez normal vektori
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o0 _dd, 95 _dnds, oo 0%
" ds, ds,ds, ds,ds, ds,

|

seklinde elde edilir. hh vektoru birim oldugundan, (4.5) esitliginin normu alinirsa

dsq_ 1
ds, «fl-f-lfj,

bulunur. Boylece (4.5) esitliginden

h, = (-G +x,a),

Jl+/<§ !

elde edilir. g, =h oldugundan, (4.6) esitliginden &, merkez teget vektori

olur ve konisel egrilik fonksiyonu &, =|da, /ds,| ile tanimi oldugundan, son
' Kq ..
K, = —— olmak izere
ds,
da,| |da, ds,
K, =—=|-—"—
ds, ds, ds,

Il
—~
A
o]
+
QD
—

(4.5)

(4.6)

esitlikten
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!

K
bulunur. Buradan, S, yiizeyinin yonli konisinin Frenet tirev formiilleri ise, &, :—qw
(1+qu)
olmak Uzere
dg, / ds, 0 1 0 | Gy
dh /ds, |=|-1 0 x| h |,
da, /ds, 0 —-«, 0] a,

seklinde elde edilir.

Teorem 4.1’den asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.2. Sq regle yiizeyinin h -slant regle yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart Sh regle

ylizeyinin  -slant regle yiizey olmasidir.

ispat: S, regle yiizeyi h-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, Teorem 2.2.1'den

’
Kq

(1+ K‘;)

!
_ K
2 3/2
(1+ Kq)

K;, =sabit bulunur ve Sonug 2.1.2 geregince k; = Sabit oldugundan S, regle yiizeyi q -slant

>=sabit olur. Ayni zamanda, Teorem 4.1den K, = oldugundan

3/

regle yuzeydir.

Tersine, S, regle yiizeyi (-slant regle yiizey olsun. Sonug 2.1.2°'den k; =sabit olur.
K, .
37 ©ldugundan, 3

Teorem 4.1'den ise «, =
(1+ K: (1+ KZ)

> =sabit olup Teorem 2.2.1

q

geregince Sq regle ylizeyi h -slant regle yiizeydir.

Teorem 4.3. S, yuzeyi, E® uzayinda, {q, h, é} Frenet catisi ve x,#0Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq ve S, regle yiizeylerinin konisel

egrilik fonksiyonlari arasindaki iliski

) 4.7)
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seklinde olup, S, ytizeyinin y6nlii konisinin Frenet tiirev formiilleri

dg,/ds,| [0 1 071 0.
dh, /ds, [=|-1 0 «, ||h |, (4.8)
da,/ds,| |0 -«x, O | &,

ile verilir.

ispat: C(S) egrisi Sq regle yuzeyinin bodaz gizgisi ve S bogaz cizgisinin yay parametresi olmak

Uzere, Sa regle yuzeyinin parametrizasyonu
r,(s,v) =c(s)+va(s), [a()]|=1,

seklindedir. S, regle yiizeyinin Frenet catisi {qa, ﬁa, éa} oldugundan

d, =4, (4.9)

yazilabilir. (4.1) ile verilen Frenet tirev formiilleri ve (4.9) esitligi kullanilirsa, S, regle yiizeyinin

merkez normal vektoru

. 5] G. ds g ds — ds
hazﬁzﬁ_q:ﬁ_qz_,(qh_q, (4.10)
ds, ds, ds, ds,ds, ds,

a

seklinde elde edilir. ha vektdru birim oldugundan (4.10) esitliginin normu alinirsa

ds, 1
ds, K,

bulunur. Béylece (4.10) esitliginden h, = —ﬁ elde edilir. @, merkez normal vektori ise

a

4, =q,xh, =ax(-h)=gq,

olur ve konisel egrilik fonksiyonu &, = |da, / ds, | ile tanimli oldugundan, son esitlikten

o _foa] _|oa ds.]_[laa 1] [ 2f_ 1
©|ds,| |ds, ds,| [ds, &, K|
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1
bulunur. Buradan, S, yiizeyinin yonli konisinin Frenet tiirev formdilleri ise, k, = — olmak lizere

Kq

dd, /ds, 0 1 076
dh,/ds, [=|-1 0 «, ||h, |
da,/ds,| |0 -x, O | 4,

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3'ten asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.4, Sq regle yiizeyinin Q -slant regle ylizey olmasi igin gerek ve yeter sart Sa regle

ylizeyinin  -slant regle yiizey olmasidir.
ispat: Sq regle ylzeyi (-slant regle ylzey olsun. Sonug¢ 2.1.2’den K, =sabit olur. Teorem

1 .
4.3ten K, = — oldudundan ise K, =sabit olur ve dolayisiyla Sonug 2.1.2°den S, regle yiizeyi

Kq

g -slant regle ytzeydir.
Tersine, S, regle yiizeyi (-slant regle yiizey olsun. Sonug 2.1.2’den k, = sabit olur.

1 .
Teorem 4.3'ten k, =— oldugundan ise «, =sabit olur ve dolayisiyla Sonug 2.1.2'den Sq

Kq

regle ylzeyi ( -slant regle ytzeydir.

Teorem 4.5. S, yizeyi, E® uzayinda, {ﬁ, h, é} Frenet catisi ve K, #0 konisel egrilik
fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yizeyinin Q -slant regle ylizey
olmasi igin gerek ve yeter sart §' =dq/ds,, " = dq/ dsg’ olmak lizere, G vektériiniin

q"+(1+x2)q =0, (4.11)
diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzey olsun. (4.1) ile verilen Frenet tiirev formillerinden
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ifadesinin S, Yay parametresine gore iki kez turevi alinirsa, sirasiyla,

§"=h"=-G+x,3,

ve
" =-h+xl@—xh, (4.12)
elde edilir. Sq regle ylzeyi (-slant regle ylzey oldugundan, Sonug 2.1.2’den K, =sabit olup
K, =0 bulunur. Boylece (4.12) esitliginden
G"+(1+x2)d =0,
bulunur.
Tersine, (4.11) denklemi saglansin. (4.1) ile verilen Frenet tirev formdllerinden

h'=—G+x,3, (4.13)

olup, x, # 0 olduundan, (4.13) esitliginden

a=1(+q),
K

q

olur. Bu ifadenin Sq Yay uzunlugu parametresine gore turevi alinirsa

a=—(h"+q)-—%(I+q), (4.14)

bulunur. (4.1) ile verilen Frenet tirev formilleri ve (4.11) denklemi kullanilirsa, q”:ﬁ' ve

g"= h” oldugundan, (4.14) denkleminden

i = (~(142) 3 0) -2 (@ +0),

Kq

olup, bu ifade dlizenlenirse
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_QK |Q>§~
Q)
Il
o

elde edilir. Buradan, K(; =0 olup, K, =sabit bulunur. Béylece, Sonug 2.1.2'den Sq regle yuzeyi

g -slant regle ytzeydir.

Teorem 4.6. S, yuzeyi, E® uzayinda, {q, h, é} Frenet catisi ve K, #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Sq regle yiizeyinin Q-slant regle ylizey olmasi igin

gerek ve yeter sart h" =d?h / dss olmak iizere, h vektdriiniin

W 2\ _
h"+(1+x;)h =0, (4.15)
diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzey olsun. (4.1) ile verilen Frenet tirev formdllerinden
h'=-q+x,a,

dir. Bu esitligin Sq Yay uzunlugu parametresine gore turevi alinir ve (4.1) ile verilen Frenet tirev

formulleri kullanilirsa

h" =—F]+K‘(;é:—l(§ﬁ, (4.16)
elde edilir. Sq regle ylzeyi (] -slant regle ylzey oldugundan, Sonug 2.1.2°den K, = sabit olup
K, =0 bulunur. Boylece (4.16) esitliginden

I 2\l _

h"+(1+x;)h =0,
bulunur.

Tersine, (4.15) denklemi saglansin. (4.1) ile verilen Frenet tirev formillerinden

h'=—qg+ Kqé,

esitligi saglanir. Bu ifadenin Sq yay uzunlugu parametresine gore tirevi alinir ve (4.1) ile verilen

Frenet tirev formdlleri kullanilirsa
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4 =-h"+xda-x’h, (4.17)

bulunur. Bulunan (4.17) denkleminde, (4.1) ile verilen Frenet tirev formulleri ve (4.15) kullanilirsa

K(;é:O olup, buradan K'(; =0 elde edilir. Béylece x, =sabit sonucuna ulasilir ve Sonug

2.1.2'den Sq regle ylzeyi ( -slant regle ytzeydir.

Teorem 4.7. Sq yizeyi, E® uzayinda, {ﬁ, h, é} Frenet catisi ve K, #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin Q -slant regle yiizey

M

olmasi igin gerek ve yeter sart " = d°a/ds® olmak tzere, & vektériiniin
q

a"+(1+x2)a =0 (4.18)
diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzey olsun. (4.1) ile verilen Frenet tirev formillerinden
a' =-x,h, (4.19)

dir. Ayni zamanda, Sq regle yuzeyi (-slant regle yizey oldugundan, Sonug¢ 2.1.2°den
K, =sabit olup x; =0 bulunur. Dolayisiyla, (4.19) esitliginin S, yay uzunlugu parametresine

gore iki kez turevi alinir ve (4.1) ile verilen Frenet turev formalleri kullanilirsa
a"+(1+x2)d =0,

elde edilir.

Tersine, (4.18) denklemi saglansin. (4.1) ile verilen Frenet tirev formallerinden

esitligi vardir. Bu esitligin Sy yay uzunlugu parametresine gore iki kez turevi alinir ve (4.1) ile

verilen Frenet tlirev formilleri kullanilirsa
M _ Ik A 2=
a’= th +x,0— K, 4,

ve
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m_ oMy = ' = = 5 15 2=
a" = —Kyh — ko q — K 8 + i,q + K,G — 2K,k — K, @,
olup, gerekli sadelestirmeler yapilir ve (4.18) denklemi kullanilirsa

2;<q’q - Kq”ﬁ —3Kq1cq'é =0, (4.20)

elde edilir. { g, h, ﬁ} Frenet gatisi lineer bagimsiz oldugundan

2k, =0, x, =0, 3k,x, =0,

bulunur. K, # 0 oldugundan bu ig esitlikten K, =sabit sonucuna ulagilir. Béylece, Sonug

2.1.2'den Sq regle ylzeyi ( -slant regle ytzeydir.

Asagidaki teoremlerde, Sq regle yuzeyinin diferansiyel denklem karakterizasyonlari Sh ve

Sa regle ylzeylerinin Frenet vektorleri kullanilarak verilmistir.

Teorem 4.8. Sq ylizeyi, E3 uzayinda, {(T], FI, ﬁ} Frenet catisi ve K, # 0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin h -slant regle yiizey

olmasi igin gerek ve yeter sart Sh regle ylizeyinin qh vektoriindin,

34. —
d qsh +(1+’<§)%=0, (4.21)
ds, ds,

diferansiyel denklemini saglamasidir.

!

. K
Ispat: Sq regle ylizeyi h-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, Teorem 2.2.1’den 7
(1+ /cj)
. . . Kq : .
fonksiyonu sabit bir fonksiyondur ve x, = 2)3,2 oldugundan x;, =sabit bulunur. (4.3) ile
l+x
q

verilen Frenet tlrev formtllerinden
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olup, buifadenin S, yay uzunlugu parametresine gére iki kez tirevi alinir ve (4.3) ile verilen Frenet

tirev formdlleri kullanilirsa, &, = sabit oldugundan

d’q,
ds’

=—(, +x,a,

olur. Son ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gére tekrar tirevi alinir ve diizenlenirse

3= —
d—q3“+(1+z<hz)% =0,
ds, ds,

elde edilir.

Tersine, (4.21) denklemi saglansin. (4.3) ile verilen Frenet tirev formdillerinden

aq, _
ds,

olup, bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gore iki kez tlrevi alinirsa

dsqh __dqh +th 5

2 dg,
ds o
Sh ds, ds, ds,

bulunur. (4.21) denklemi son ifadede yerine yazilirsa K';]é:h =0 sonucuna ulasilir. Boylece

! !

oldugundan

1 %
(1+ K; )3/2 (1+ K§ )3/2

K, =sabit olup, &, = =sabit elde edilir. Dolaysiyla,

Teorem 2.2.1°den, Sq regle yiizeyi h -slant regle yiizeydir.

Teorem 4.9. S, yiizeyi, E® uzayinda tanimi, {q, h, é} Frenet catisi ve k, # 0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin h -slant regle yiizey
olmasi igin gerek ve yeter sart Sh regle ylizeyinin Flh vektérinin

-

d2h,

2
h

+(1+x2)h, =0, (4.22)
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diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle yiizeyi h -slant regle yiizey olsun. (4.3) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden

dir. Bu esitligin S, yay uzunlugu parametresine gore tirevi alinirsa

d?h, L dx .
dsjh =-h, +d_s:ah — i hy, (4.23)

bulunur. Sq regle yiizeyi h -slant regle yiizey oldugundan, Teorem 2.2.1 ve Teorem 4.1’den

K, = lez = sabit,
(1+ K;)

ve dolayisiyla dx;, /ds, =0 olup, (4.23) denkleminden

2 .
2+ (1+x;)h, =0,
h

elde edilir.
Tersine, (4.22) denklemi saglansin. (4.3) ile verilen Frenet tirev formdllerinden
dh,

— =—0, +x,a,,
ds,

esitligi saglanir. Bu esitligin S, yay uzunlugu parametresine gére tlrevi alinirsa

d?h, -~ dx —~
dshzh =-h, +d_shha“ —xth,, (4.24)

bulunur. (4.22) ifadesi (4.24) denkleminde yerine yazilirsa

9% 4 0,
ds,



46

elde edilir ve buradan x;, =sabit sonucuna ulasilir. Bdylece, Teorem 4.1 ve Teorem 2.2.1'den

S, regle yiizeyi h-slant regle yiizeydir.

Teorem 4.9 ve Sonug 2.1.2°’den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.1. Sh regle yiizeyinin (| -slant regle yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart, Sh regle

o0
h
2
h

ytizeyinin egrilik fonksiyonu «, olmak tizere, +(1+ Kf)ﬁh =0 diferansiyel denkleminin

saglanmasidir.

Teorem 4.10. Sq yiizeyi, E® uzayinda, {q, ﬁ, ﬁ} Frenet catisi ve Kk, # 0 konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin h -slant regle yiizey

olmasi igin gerek ve yeter sart Sh regle ylizeyinin éh vektoriinin

d’a, , da
— D+ A+x7)—2=0 4.25
ds’ d+) ds, *.29

diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle yiizeyi h -slant regle yiizey olsun. (4.3) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden

ds,

=—x,h,,

olur. Bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gore tlrevi alinirsa

d’a dx, -~ _ _
dsﬁh = _Ehh h, —x, (_Qh + K@, ), (4.26)

elde edilir. Sq regle yiizeyi h -slant regle yiizey oldugundan, Teorem 2.2.1 ve Teorem 4.1.1’den

Kq B
Kn="———=7" Sablt,
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ve dolayisiyla dx;, /ds, =0 olup, (4.26) denklemi

2 —
d-a,

2

ds;

=K, (_qh + Khah)’

halini alir. Bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine goére turevi alinir ve th /dSh =0 oldugu

g6z dnidnde bulundurulursa, istenilen

3‘. —
d a3“ +(1+1<,f)0|i =0,
ds, ds,

diferansiyel denklemine ulasilir.
Tersine, (4.25) denklemi saglansin. (4.3) ile verilen Frenet tiirev formdullerinden

da,

=% _xh
ds, K

olup, bu esitligin her iki yaninin S, yay uzunlugu parametresine gore turevi alinir ve (4.25)
denklemi kullanilirsa

- di, d’x, |- dr,
x.h = ZE:qh +{Kh _F{J h, — 3k, E:ah’ (4.27)

bulunur. { d, ﬁ, é} Frenet gatisinin vektorleri lineer bagimsiz oldugundan (4.27) denkleminden

2
d°x, _
2

ds;

9% _o o 9% _g

=0, k, 0,
ds, ds,

olup, buradan k;, =sabit elde edilir. Bdylece, Sonug 2.2.1 ve Teorem 4.1’den Sq regle yuzeyi
h -slant regle yiizeydir.

Teorem 2.2.1 ve Teorem 4.10’dan asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 4.2. S, regle yiizeyinin Q-slant regle ylizey olmasi icin gerek ve yeter sart, S, regle

. .. e . . 3ah 2 dé:h . . -
ytizeyinin egrilik fonksiyonu «, olmak lizere, F +(1+ K, ) d_ =0 diferansiyel denkleminin
Sy Sh

saglanmasidir.

Teorem 4.11. S yiizeyi, E® uzayinda, {q, h, é} Frenet catisi ve x, #0Q konisel egrilik

fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin { -slant regle yiizey
olmasi igin gerek ve yeter sart Sa regle ylizeyinin qa vektoriindn
d°q, G

dq
a4 (1+x2)—2 =0, 4.28
ds? + +K"“)ds (4.28)

a

diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylizey olsun. (4.8) ile verilen Frenet tirev formdllerinden

esitligi vardir. Bu egitligin her iki tarafinin S, yay uzunlugu parametresine gore iki kez tarevi alinir

ve (4.8) ile verilen Frenet tarev formalleri kullanilirsa

3—. — —
d°q, __dd, +d1ca 4 2 dd,
ds? ds. ds. * ®ds

a a a a

, (4.29)

elde edilir. Sq regle ylzeyi Q-slant regle ylizey oldugundan, Sonug¢ 2.1.2 ve Teorem 4.3'ten

. dx

Kk, =sabit olup, 5 2 =0 bulunur. Boylece, (4.29) denkleminden
Sa

d’q,

ds?

+(L+x7) dd, _ 0,
ds

a
elde edilir.

Tersine, (4.28) denklemi saglansin. (4.8) ile verilen Frenet tirev formillerinden
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olup, bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gére tirevi alinirsa

2K 35 ~N
d hza _d % __4dg, —Kfﬁaerﬁﬁa, (4.30)
ds; ds ds ds

a a a

bulunur. (4.28) denklemi (4.30) ifadesinde yerine yazilirsa, dx, /ds, =0 elde edilir. Bdylece,

K, =sabit olup, S, regle yiizeyi q-slant regle ylizeydir.

q

Teorem 4.12. S yiizeyi, E® uzayinda, {q, ﬁ, é} Frenet catisi ve x,#0 konisel egrilik
fonksiyonu ile verilen bir regle ylizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin { -slant regle yiizey

olmasi igin gerek ve yeter sart Sa regle ylizeyinin ﬁa vektorindn

-
‘ Ea +(@+x2)h, =0, (4.31)

diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzey olsun. (4.8) ile verilen Frenet tirev formillerinden

esitligi vardir. Bu esitligin S, yay uzunlugu parametresine gore tirevi alinir ve (4.8) ile verilen

Frenet tirev formdalleri kullanilirsa

I —
d k;a __dq, N dx, a, —x2h,, (4.32)
ds; ds,, ds,

bulunur. Sq regle ylzeyi (-slant regle yiizey oldugundan, Sonuc 2.1.2 ve Teorem 4.3’ten

: d
K, =sabit olup, K

=0 bulunur. Béylece, (4.32) denkleminden

a
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-
d 2"" +(1+x2)h, =0,

elde edilir.

Tersine, (4.31) denklemi saglansin. (4.8) ile verilen Frenet tirev formdllerinden

olup, bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine gdre turevi alinir ve (4.8) ile verilen Frenet tiirev

formdlleri kullanilirsa

-
h = dr, a, —«x’h, —d—r}",
ds, ds;

dx
olup, (4.31) esitligi son ifadede yerine yazilirsa a

a, =0 ve dolayisiyla x, =sabit bulunur.

a

Bdylece, Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzeydir.

Teorem 4.13. Sq ylizeyi, E3 uzayinda tanimil, {q, ﬁ, é} Frenet catisi ve K, # O konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, Sq regle yiizeyinin Q -slant regle yiizey

olmasi i¢gin gerek ve yeter sart Sa regle ylizeyinin éa vektoriiniin

3=
d°a,

3

ds;

+(1+x7) 9, _ 0, (4.33)
ds

a

diferansiyel denklemini saglamasidir.

ispat: Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzey olsun. (4.8) ile verilen Frenet tirev formdllerinden

esitligi saglanir. Bu esitligin S, yay uzunlugu parametresine gdre tlrevi alinir ve (4.8) ile verilen

Frenet tirev formdalleri kullanilirsa
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dzéa dKa — . 2
dsz == ds ha + K0, — K&, (4.34)

a

bulunur. Sq regle ylzeyi Q-slant regle yiizey oldugundan, Sonu¢ 2.1.2 ve Teorem 4.3’ten

. dx
Kk, =sabit olup, —2 =0 olur. Bdylece (4.34) esitliginden
a
d°a, =x,0, —x°a (4.35)
2 T RaMa T Mgy :
ds;

elde edilir. Benzer sekilde (4.35) ifadesinin S, yay uzunlugu parametresine gére tlrevi alinirsa

d
Ka =0 oldugundan
ds,
d’a da
2+ (L+x7)—2 =0,
ds, ds,
bulunur.

Tersine, (4.31) denklemi saglansin. (4.8) ile verilen Frenet tirev formdllerinden

esitligi vardir. Bu ifadenin S, yay uzunlugu parametresine goére iki kez tlrevi alinir ve (4.33)

kullanilirsa
2
r,h, =2 dr, G, +| x, — d Iza h, —3x, dr, a,, (4.36)
ds, ds; ds,

bulunur. Frenet ¢atisinin vektorleri lineer bagimsiz oldugundan (4.36) ifadesinden

2
de, KadKa:O, d’ja:o,
ds ds ds;

a a

dx .
olup, buradan 5 2 =0 ve boylece x, =sabit elde edilir. Bu takdirde, Sonug 2.1.2 ve Teorem
S

a

4.3’ten Sq regle ylzeyi ( -slant regle ylzeydir.
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V. BOLUM

AGILABILIR SLANT REGLE YUZEYLERIN KONUM VEKTORLERI

Bu béliimde, agilabilir ¢ -slant ve h -slant regle yiizeylerin konum vektérleriyle ilgili teoremler
verilecektir. Kisim 1.3'te regle ylzeyler verilirken, acilabilir regle ylzeylerden bahsedilmis ve
acllabilir bir regle ylizeyin bogaz ¢izgisinin tegetlerinin ylzeyin anadogrularina karsilik geldigi
(1.7) esitligi ile verilmisgti.

Agcllabilir bir S regle yiizeyinin bogaz gizgisi, yiizeyin yénli konisinin yay uzunlugu
parametresine bagli olarak verilsin. Yani, 6:(3(81) olsun. Bogaz gizgisinin S, yay uzunlugu

ds dc

parametresine gore tiirevi alinirsa, f(S,) =— ve — =( olmak lizere, zincir kuralindan
1

dc _
— = T(s)a(sy), (5.1)
ds,

elde edilir. Bu egsitlik dikkate alinarak, agilabilir slant regle yiizeylerin konum vektorleri iki alt baghk

halinde asagidaki gibi incelenebilir.

5.1. Acilabilir g -slant Regle Yiizeylerin Konum Vektorleri

Teorem 5.1.1. S regle yiizeyi E® uzayinda, {d, h, a} Frenet gatisi ve k #0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli agilabilir bir (| -slant regle yiizey olsun. Bu takdirde, S, yay uzunlugu
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parametresine gére S regle yiizeyinin bogaz ¢izgisinin konum vektéri, C,,C, reel sabitler,

ds
f(s)=—
(s,) s

2(s,) =¢ cos(ﬁs )+c2 sin (msl)
f [( 1+Krs)(Jf(g)dg}EJsm(quzzg)
(jsn1 1+Krs)(jf(%)ds)ds)cos(dgizjé)},

olmak lizere

6(s1)=(z<z(sl>+ "(Sl)j )~ 2 5is) +2(s)as). 52
K

ile verilir.

ispat: {q,ﬁ,a} Frenet gatisinin vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan, S, yay uzunlugu

parametresine gére S ylizeyinin bogaz cizgisi, X(S;), Y(S,) ve z(s,), S, yay uzunlugu

parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak Gzere
€(s) = X(8)d(s.) + Y(s)h(s,) +2(s,)a(s,), (5:3)

seklinde yazilabilir. S agilabilir regle ylizey oldugundan, C'(S,)=dC/ds, olmak uzere, (5.1)
esitliginden
C'(s,) = f(s)d(sy), (5.4)

oldugunu biliyoruz. (5.3) denkleminin S, yay uzunlugu parametresine gére tirevi alinir ve (5.4)

esitligi kullanilirsa, {(, Fl, a} Frenet gatisinin vektorleri lineer bagimsiz oldugundan, asagidaki

sisteme ulasilr:

X'—y—f =0,
X+Yy'—zx =0, (5.5)
yxk+12'=0.

(5.5) sisteminin Gglinct denkleminden
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y=——omy, (5.6)

oldugu agikga gorilir. (5.6) esitliginin tirevi alinir ve elde edilen sonug (5.5) sisteminin ikinci

denkleminde yerine yazilirsa

3
X=Zx+| — |, (5.7)
K

bulunur. Elde edilen (5.6) ve (5.7) denklemleri (5.5) sisteminin birinci denkleminde yerine yazilirsa

2"\ z'
ZK+(—) +—=1f, (5.8)

K K

diferansiyel denklemine ulasilir. S regle yizeyi (-slant regle yizey oldugundan, Sonug

2.1.2’den k fonksiyonu sabittir. Bdylece, (5.8) esitligi
2"+ (+x%)7 =« f, (5.9)
halini alir ve (5.9) denkleminin integralinden

2"+ (1+x*)z=x[ f ds, (5.10)

elde edilir. (5.10) diferansiyel denkleminin genel ¢éziimdii, C;,C, reel sabitler olmak lzere

2(s,) =¢ Cos(x/1+ K281)+(;2 sin(n hx K'Zsl)

+%[(Icos(\/l+751)(.[ f (sl)dsl)dsl)sin( 1+ KZSl) (5.11)
+K

_(JSin(Wsl)(j f (sl)dsl)dsl)cos(\/msl)]

seklindedir. Diger yandan, (5.6) ve (5.7) esitlikleri (5.3) esitliginde yerine yazilirsa, istenilen

o(5) =( wa(e) + 28 Jate) - E8)+ 2s)ae)

K

denklemi elde edilmis olur.

Teorem 5.1.1’den asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 5.1.1. S regle yiizeyi E® uzayinda, {q, ﬁ, a} Frenet catisi ve x #0 konisel egrilik
fonksiyonu ile tanimli agilabilir bir ( -slant regle yiizey, olsun. Bu takdirde, Z(Sl) fonksiyonu
(5.11) esitligi ile tanimli olmak (izere, S regle yiizeyinin parametrizasyonu Frenet vektérlerine

gére

2'(s,)

K

F(s,v) = (z«z(sl) + +v]q(s1>— ) s + 2(s)a(s),

K

ile verilir.

Sonug 5.1.2. Eger z(s,) =sabit ise, bu takdirde, yiizeyin konum vektérii yiizeyin W Darboux

vektoriyle lineer bagimiidir.

ispat: Teorem 5.1.1°den

2'(s,)
K

h(s,) +z(s,)a(s,), (5.12)

c(s) = (Kz(sl) + Z"(Sl)jci(sl) _

K

olur. z(s;) =sabit olsun. Bu takdirde, z=m =sabit alinirsa, (5.12) esitligi

C(s,) = m(xd(s,) +a(s,)) =mW, (5.13)
halini alir. Béylece, ylizeyin parametrizasyonu

F(s,,V) = (Mic+V)G(s,) + Ma(s,) =MW +Vvd,

seklinde olup, buradan S yilzeyinin konum vektérinin G ve d vektorleri tarafindan gerilen

dizlemde kaldidi aciktir.

Lemma 5.1.1. S yiizeyi E® uzayinda {q, ﬁ, a} Frenet gatisi ve k#0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S regle yiizeyinin anadogrulari

~m

xG" —x'G" + k(Ll+x*)G§ —x'G =0, (5.14)

ile verilen lglincli mertebeden diferansiyel denklemi saglar.
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ispat: (1.12) ile verilen Frenet tiirev formiillerinden g = h dir. Bu esitligin, S, yay uzunlugu

parametresine gore tlrevi alinir ve Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa
_ 1 ~V ~N
a=—(q"+q), (5.15)

bulunur. Benzer sekilde, (5.15) ifadesinin S, yay uzunlugu parametresine gére tirevi alinir ve
Frenet tlrev formilleri kullanilirsa

!

_K_q*rz_iz(q»n

K

=1 1 s" &
+A)+—(d"+ ),

olup, bu ifade dlzenlenirse

~m

KG" —x'q" +x(1+x°)§ —x'G =0,

elde edilmis olur.

Sonug5.1.3. S yiizeyi E® uzayinda, {q, h, a} Frenet gatisi ve k # 0 konisel egrilik fonksiyonu

ile taniml agilabilir bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S regle yiizeyinin bodaz gizgisi

K(@jm - K'(@)” +x(l+ %) Lw]' K’ w =0, (5.16)
f(s) f(s) f(s) f(s))

ile verilen dérdiincii mertebeden diferansiyel denklemi saglar.
ispat: Lemma 5.1.1’den bir regle yiizey igin

~m

KG" -« +x(Ll+x>)§ —x'G =0, (5.17)

diferansiyel denklemi saglanir. Diger yandan, S yiizeyi acilabilir bir regle yiizey oldugundan, (5.1)

esitliginden

)

, (5.18)
f(s,)

q(sl) =

olup, (5.18) ifadesi (5.17) denkleminde yerine yazilirsa
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O PR Y B
f(s) f(s) f(s) fs)

elde edilir.

Teorem 5.1.2. S yiizeyi E® uzayinda, {q,ﬁ,é} Frenet catisi ve Kk #0 konisel egrilik
fonksiyonu ile tanimli agilabilir ¢ -slant bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S yiizeyinin bogaz

gizgisinin konum vektérii, S, yay uzunlugu parametresine gére

c(s,) = (J'cos(«/_ ) f(s,)ds,,

1
ﬁ (5.19)
Ism( ) f(s)ds,, KI f (Sl)dSl),

ile verilir.

ispat: S yiizeyi agilabilir ¢ -slant regle yiizey oldugundan, (5.1) esitliginden ve Sonug 2.1.2’den,

sirastyla, €'(S;) = f(s,)4(s,) ve x fonksiyonu sabittir. Bu takdirde, (5.14) esitligi
G”+(@1+x°)g =0, (5.20)
halini alir. €, €,, €, vektorleri E® uzayinin baz vektdrleri olmak tizere, yiizeyin ¢ anadogrulari
0 =0,€ +0,€, + 0, (5.21)

seklinde yazilabilir. S yiizeyi (-slant regle yiizey oldugundan, G anadogrulari sabit bir
dogrultuyla sabit agi yapar. Genelligi bozmadan, bu sabit dogrultuyu €, olarak segebiliriz.

Boylece, € agisi § ile §3 vektorleri arasindaki sabit aci ve N # 0 reel bir sabit olmak izere olmak

Uzere
0, =(0,€,) =cos @ =n = sabit, (5.22)
bulunur. § vektorl birim oldugundan, (5.21) ve (5.22) esitliklerinden

o’ +q; =1-n*=sin’ 6, (5.23)
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elde edilir. Buradan, t = t(Sl) keyfi bir fonksiyon olmak tzere, (5.23) denkleminin genel ¢6zimu
g, =sin@cos(t(s,)), 0, =sindsin(t(s,)), (5.24)
seklindedir. Bu takdirde, (5.24) ve (5.21) denklemlerinden
G =sindcos(t(s,))€, +sindsin(t(s,))€, +cosbe;,

olur. s, parametresi, ( vektori tarafindan gizilen IZl(sl) kiresel egrisinin yay uzunlugu

parametresi ve ||(T|| =1 oldugundan, son esitligin tiirevinin normu alinirsa t'sin @ =1 elde edilir.

Buradan, C reel bir sabit olmak Uzere

1
t =——-25 +C(,
()= 2s
olup, t —t+C parametre degisimi sayesinde C reel sabiti elenir ve

t(s) = .i (5.25)
SI

S
no *

bulunur. Diger yandan, ( vektoriniin bilesenleri (5.20) diferansiyel denklemini saglarlar. Boylece,

(5.24) esitlikleri (5.20) denkleminde kullanilirsa

[t’” —(t’)3 + (1+ Kz)t']sint+ (3t"t")cost =0,

, (5.26)
[t (1) + (14 47t [cost + (@'T)sint =0,
sistemi elde edilir ve bu sistem
t!!t! — O,
(5.27)

t"—(t') +(1+&°)t' =0,

haline indirgenebilir. t sabit olmadigindan dolayi, d1 ve d2 reel sabitler olmak Uzere (5.27)

sisteminin birinci denkleminin genel ¢6zim

t(s,)=d;s, +d,, (5.28)

ile verilir. t >t+ d2 parametre degisimi yapilarak d2 sabiti elenir ve (5.28) denklemi
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t(s,) =d,s,, (5.29)

halini alir. (5.29) esitligi (5.27) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

d, =V1+x?2, (5.30)

bulunur. Bununla birlikte, (5.29), (5.30) ve (5.25) esitlikleri kullanilarak Sin @ =

! oldugu
V1+x?

kolayca gorilebilir. Boylece, § vektoriniin parametrizasyonu

(cos(ﬁsl), sin(ﬁsl), K),

() =
' _\/1+K2

seklindedir. S yuzeyi agilabilir oldugundan, (5.1) esitliginden C'(S,) = f(s,)q(s,) olup son

esitlikten

&(s) :ﬁ( Jeos(\rra?s ) fs)ds, [sin(vraTs, ) f(s)ds, «f f(sl)dsl),

elde edilir.

Teorem 5.1.2’den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.1.4. S yizeyi, E® uzayinda, {G, h, a} Frenet gatisi ve k#0 konisel egrilik

fonksiyonu ile farumli  agilabilir  bir  Q-slant regle yiizey olsun. Bu takdirde,

a(s,)= COS(\/1+ K'Zsl) ve h(s,) :Sin(\/1+ K'Zsl) olmak iizere, S ytizeyinin S, yay uzunlugu

parametresine gbre parametrizasyonu,

F(s,V)= 11}(2 (j(fg)dslwg, [(hyds, +vh, ([ fdsl+v)1<), (5.31)

ile verilir.

ispat: S yiizeyi agilabilir g -slant bir regle yiizey olsun. Teorem 5.1.2'den
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l+x
1 (5.32)
(s, = ( cos(v1+«?s, | f(s,)ds,,
1 F_{_K.z J‘ ( 1) 1 1
Jsin(Vie s, f(s)ds, x| f (sl)dsl).
olup, S vyiizeyinin parametrizasyonu
F(sp,v) =c(s) +Vvd(sy), (5.33)

seklinde verildigine gore, (5.32) esitlikleri (5.33)’te yerlerine yazilirsa
U f (sl)cos(x/1+ zczsl)ds1 +vcos(x/1+ zczsl),
J' f (sl)sin(xj1+ zczsl)ds1 +vsin (x/1+ K sl), (5.34)

zcj f (sl)dsl+v:c]

. 1
F(s,v)= \/1+7

bulunur. g(s,)= COS(\/1+ K'ZSl) ve h(s,) =sin(\/1+ K'ZSl) alinirsa, (5.34) ifadesinden

1

F(sl,v):m(_[(fg)dsl+vg, [ (fhyds, +vh, (_[fdsl+v)zc),

elde edilir.

Sonug¢5.1.5. S yiizeyi E® uzayinda, {(, Fl, a} Frenet gatisi ve k # 0 konisel egrilik fonksiyonu

ile tanimli agilabilir q -slant bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, M integrasyon sabiti o/mak (izere,

S yiizeyinin parametrizasyonu, S yay uzunlugu parametresine gére

r(s,v)= L (Igds+vg, [hds+vh, (s+m+v)z<),

1+ K2

seklindedir.

. ds
ispat: f = — oldugundan, (3.31) denkleminden, istenilen sonug kolayca elde edilir.
1
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(5.31) denkleminde, & konisel egrilik fonksiyonuna ve f(s;) fonksiyonuna 6zel degerler

verilerek asagidaki ( -slant regle ytzey érnekleri elde edilebilir.

Ornek 5.1.1. Konisel egrilik fonksiyonu K:\E ve f =2 olan S regle yilizeyi g6z 6niine alinsin.
C, C,,C; integral sabitleri olmak Uzere, 63 eksenli, acilabilir q-slant regle yuzeyinin

parametrizasyonu
. 1. 1
F(s,v)= Es.m(251)+cl+§vcos(251),
1 1 . 1
—Ecos(231)+c2 +5Vsin(2s,), J3s, +c, +§V\/§ ,
seklindedir ve bu ylzeyin grafigi Sekil 5.1 ile verilmistir.
Ornek 5.1.2. k=242 ve f =3 alinirsa, d,, d,,d; integral sabitleri olmak tizere, €, eksenli,
acllabilir g -slant regle yuzeyinin parametrizasyonu
. 1. 1
F(s,v)= §SIn(331)+d1+§VCOS(351),
1 1 . 242
—Zcos(3s,)+d, +Zvsin(3s,), 2v/2s, +d, +iv ,
3 3 3
seklindedir ve bu yluzeyin grafigi Sekil 5.2 ile verilmigtir.

Ornek 5.1.3. k=1 ve f(s,)=s/ alinirsa, m;, m,, m, integral sabitleri olmak iizere, €, eksenli,

acllabilir g -slant regle yuzeyinin parametrizasyonu
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r(s,v)= (% s sin(\/isl) —%sin(«/fsl) +%\/§sl cos(«/fsl) +m +%v«/§cos(«/§sl),
—%cos(ﬁsl)sf +%cos(\/§sl) +%\/§slsin(«/§sl) +m, + %v\/isin(\/ﬁsl),
%\Esf +m, +%V«Ej,

seklindedir ve bu yuzeyin grafigi Sekil 5.3 ile verilmigtir.

Ornek 5.1.4. Konisel egrilik fonksiyonu x =2 ve f(s))=e€" alinsin. Bu takdirde, n,, n,,n,

integral sabitleri olmak Uzere, §3 eksenli, agilabilir q-slant regle ylzeyinin parametrizasyonu

N3

F(s,v)= [3—10\/§cos(\/§sl)eSl + %sin(\/gsl)es1 +n+ ?Svcos(\/gsl),

N

—%cos(\Esl)esl +%\Esin(ﬁsl)esl +n, +?5vsin(ﬁsl),

%x/gesl+n3+¥ }

seklinde olup, bu yizeyin grafigi Sekil 5.4 ile verilmigstir.
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Sekil 5.3

Sekil 5.4
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5.2. Agilabilir h-slant Regle Yiizeylerin Konum Vektérleri

Bu boélimde, h-slant regle yiizeylerle ve acilabilir h-slant regle yiizeylerin konum

vektorleriyle ilgili karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 5.2.1. S yiizeyi E® uzayinda, {q, h, a} Frenet catisi ve x#0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tamimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, S, yay uzunlugu parametresine gére S

yiizeyinin h merkez normal vektérii

1{%(5’#(“1&)5)} +h =0, (5.35)

K| K
ile verilen lglinci mertebeden diferansiyel denklemi saglar.

ispat: S yiizeyi E® uzayinda tanimh bir regle ylzey olsun. Bu takdirde, (1.12) ile verilen Frenet

tirev formullerinden

' =—G+x4d, (5.36)
dir. (5.36) esitliginin S, parametresine gore tlrevi alinirsa

1

K

a= (ﬁ"+(1+1<2)ﬁ),

bulunur. Bulunan bu denklemin tekrar S, parametresine goére tdrevi alinir ve (1.12) ile verilen

Frenet tirev formdulleri kullanilirsa

elde edilir.

Teorem 52.2. S yizeyi E® uzayinda, {3, h, a} Frenet catisi ve x#0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, birim ve sabit bir U vektérii ve ﬁ merkez
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normal vektérii arasindaki sabit agi ¢ olmak iizere, S yiizeyinin h -slant regle yiizey olmasi igin

gerek ve yeter gart

P o T (5.37)

‘1—(cot2 0)s;

esitliginin saglanmasidir.

ispat: Teorem 2.2.2’'den

St

‘tan2 - sf‘
olup, paydadaki kokin igi tan’ @ parantezine alinirsa, (5.37) bulunur.

Tersine, (5.37) ifadesi saglansin. U vektérii

U=cosg|sq+h+ ‘1_(C0t2¢)sf‘é
Grht .

cotg

(5.38)

seklinde tanimlansin. (5.38) denkleminden <F\,U> =sabit oldugu agiktir. Bununla birlikte, (5.38)

esitliginin tirevi alinir ve (1.12) ile Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa, U'=0 olup, buradan,

U =sabit elde edilir. Béylece, S yiizeyi h-slant regle yiizeydir.

Teorem 5.2.3. S yiizeyi E® uzayinda, {G, h, a} Frenet catisi ve k#0 konisel egrilik
fonksiyonu ile tanimli bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, f =ds/ds,, y =ds/dt, n reel bir
sabit ve ¢ agisi, birim ve sabit bir U vektérii ile h merkez normal vektérii arasindaki ac! olmak
iizere, S yiizeyi agilabilir h-slant regle yiizeyse, S yiizeyinin bogdaz gizgisinin C = (011 02,03)

konum vektérti
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¢, =sin goj f Ucos [seC(parccos((cot ) sl)} dsl] ds,,
¢, =sin goj f Usin [sngoarccos((cot ) sl)] dle ds,,
C, :I f[(cose)s, +n]ds,,

ile, ya da parametrik formda
¢, =—sin’ (/)IyUcostsin (t COS(/))dt}dt,
c, =—sin’® ¢Iy[jsintsin (tCOS(p)dt]dt,
¢, =sin ¢Iy[cos(tc05¢))+ n]dt,
ile verilir.
ispat: S yiizeyi h-slant regle yiizey oldugundan, Teorem 5.2.2’den

cot s,

K== . (5.39)
\ﬂl— (cot? go)sf‘
olur. (5.39) esitligi (5.35) denkleminde yerine yazilirsa
(1—(cot2 go)sf)ﬁ’”—B(cot2 )sh"+h'=0. (5.40)

elde edilir. Bununla birlikte, h, =h,(s;), h, =h,(s,), h, =h,(S,) fonksiyonlari s, yay uzunlugu

parametresinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak lizere, h merkez normal vektérii
h=hg +he, +hg, (5.41)

seklinde yazilabilir. Simdi, S yiizeyi h-slant regle yiizey oldugundan, genelligi kaybetmeden U

vektori €, ekseni olarak segilsin. Bdylece, h, =C0S¢ ve h birim vektér oldugundan
h? +h? =1-cos® g =sin’ ¢. (5.42)

bulunur. Buradan, (5.42) denkleminin genel ¢oziimi igin t =t(S,) fonksiyonu S, yay uzunlugu

parametresinin diferansiyellenebilir bir fonksiyonu olmak tzere,

h =singcost, h, =singsint,
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yazilabilir. Bu takdirde, (5.41) denklemi

h =(sinpcost, sin gsint, cosg) (5.43)
halini alir ve F\ vektoriu (5.40) denklemini sagladigindan, t:t(sl) bagimli degiskenine bagl

(cot® @) st —(1—(cot2 go)sf)t” =0,

(5.44)
t'— (1—(cot2 0)s )[(t')3 —t’”] —3(cot’ p)sit” =0.

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (5.44) sisteminin birinci denkleminin genel ¢dzim,

n,, N, reel sabitler olmak Gzere

t(s,) =n, +n, arccos((cotp)s, ), (5.45)
ya da

t(s,) =n, +narcsin((cotp)s, ), (5.46)

seklindedir. t —t+n, donusimi yapilirsa, N, sabiti denklemden elenir. (5.45) ya da (5.46)

esitlikleri (5.44) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

d, cot(p(1+ cot? (p(l—nf))zo, (5.47)
bulunur. cotg =0 ve n, #0 oldugundan, (5.47)'ten, N, =SeC¢ elde edilir. Béylece, (5.45) ve
(5.46)

t(s,) =secparccos((cot p)s, ), (5.48)

ve

t(s,) =secearcsin((cot ¢)s, ), (5.49)

halini alir. Buradan, (5.48) kullanilirsa, h merkez normal vektdriiniin bilesenleri

h, =sinpcos [seC(parccos((cot ) sl)] :
h, =sin gosin[se(:goarccos((cot(p)sl)] (5.50)

h, = cos ¢,
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sekline déniisiir ve benzer sekilde (5.49) kullanilirsa, h merkez normal vektoriiniin bilesenleri

h, =singcos [sngoarcsin ((cot ?) sl)],

h, =sin psin| secparcsin((cotp)s, ) |,

(5.51)
h, =cos ¢,

halini alir. (1.12) ile verilen Frenet tiirev formillerinden G’ = h olup, (5.50)'nin integrali alinirsa

g, =sin ng. cos [sec parccos((cot ) sl)] ds,,

g, =sin gojsin [sngoarccos((cot ) sl)] ds,,

(5.52)
g, =(cosg)s, +n,

bulunur. Burada N integrasyon sabitidir. Simdi, S regle yiizeyi agilabilir oldugundan (5.1)

esitliginden ¢’ = fq olup, bu ifade (5.52)'de yerine yazilip integral alinirsa

c, =sin (oj f Ucos [seC(parccos((cot ?) sl)} dsJ ds,,

¢, =sin (/)I i Usin[seC(parccos((cotqo)sl)]dsl]dsl,
C, =I f[(cose)s, +n]ds,,

elde edilir. Parametre olarak t(Sl)=Sng0arCCOS((COt(p)Sl) segilirse, istenilen parametrik

denklem de bulunur ve ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremden asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonug¢5.2.1. S yiizeyi E® uzayinda, {(, Fl, a} Frenet gatisi ve k # 0 konisel egrilik fonksiyonu

ile tanimli bir regle yiizey olsun. S yiizeyi agilabilir h-slant regle yiizeyse, bu takdirde

€=(¢,6,,6), G=(0,0,,0).

¢, =sin (oj f Ucos [secqparccos((cot ) sl)] dsl] ds,,
¢, =sin goj i Usin [sngoarccos((cot ) sl)] dle ds,,
C, :J' f[(cose)s, +n]ds,,
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ve

g, =sin (oj cos [sec parccos((cot ) sl)] ds,,

g, =sin gojSiﬂ [sngoarccos((cot ) sl)] ds,,
g, =(cosg)s, +n,

olmak (zere, S, yay uzunlugu parametresine gére S yiizeyinin parametrizasyonu

r(s,v)=c(s,)+va(s,),

(5.53)
ile verilir.

Sonug 5.2.2. S yiizeyi E? uzayinda, {q, Fl, a} Frenet gatisi ve k # 0 konisel egrilik fonksiyonu

ile tanimli bir regle yiizey olsun. S yiizeyi agilabilir h-slant regle yiizeyse, bu takdirde

¢ =(¢,C,.Cy), G=(0, 0, 0)

C, =—sin2gojy“costsin(tcosqo)dt}dt,
c, =—sin? go'[yUsintsin(tcos;o)dt]dt,
c, =sin go_[y[cos(tc05¢)+ n|dt,

ve

g, = —sin’? gojcostsin (tcose)ds,,

0, = —sin” p[sintsin (tcos o) ds,

g, =Singcos(tcosp)+n,

olmak lizere, t parametresine gére S yiizeyinin parametrizasyonu
rF(t,v)=c(t)+vq(t),

(5.54)
ile verilir.

Diger yandan, (5.51) denklemlerinden asagidaki teorem elde edilir:
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Teorem 5.2.4. S yiizeyi E® uzayinda, {q, ﬁ, a} Frenet catisi ve k#0 konisel egrilik

fonksiyonu ile tanimii bir regle yiizey olsun. Bu takdirde, f =ds/ds,, y=ds/dt, n reel bir

sabit ve birim ve sabit bir U vektérii ile h merkez normal vektérii arasindaki agi ¢ olmak iizere,

S yiizeyi agilabilir h -slant regle yiizeyse, S yiizeyinin bogaz gizgisinin C = (Cl, C2,C3) konum

vektorl

¢, =sin (pI i Ucos[secq)arcsin((cot ) sl)] dsl}dsl,
c, =sing| f Usin[secwarcsin((cotgo)sl)] dsl]dsl,
C, :j f[(cosp)s, +n]ds,,

ile, ya da parametrik formda
¢, =sin’ (/)I;/Ucostcos(tcos;o)dt}dt,
¢, =sin’ quyUSiMcos(tcosw)dt}dt,
c, =sin (/)I}/[Sin (tcose)+n]dt,

ile verilir.

Sonug 5.2.2'ye gbre, k konisel egrilik fonksiyonuna ve y fonksiyonuna 6zel degerler

verilerek bazi agilabilir h -slant regle yiizey érnekleri asagidaki gibi verilebilir:

Sl
1-5

Ornek 5.2.1. Konisel egrilik fonksiyonu x =

, =1<s, <1 ve y =1 degerlerine sahip

olan S regle yiizeyi gbz éniine alinsin. Bu takdirde,

o N R )

i ) | e
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o e o )

r,==

] ] | (R

r, = sin(%ﬁtj+vsin(t)cos(%«/§ j

ve t(s)) :SGC(paI’CCOS((COt (p)Sl) olmak iizere, €, eksenli agilabilir h-slant S regle ytzeyinin

parametrizasyonu
F(t,v) = (r11 f, ra)’
seklinde olup, S vyiizeyinin grafigi Sekil 5.5 ile verilmistir.

\3s,

Ornek 5.2.2. k =

= _\/§<S1<\/§ ve y =t alinirsa, bu takdirde,

I, = %\/§£4cos(%tj+ 2tsin th}+vsin(t)c03(%t)+ 2t —2-2v,

ve t(s)) :SGC(paI’CCOS((COt (p)Sl) olmak iizere, €, eksenli agilabilir h-slant S regle yiizeyinin

parametrizasyonu
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F(t,v) :(ryrz’ra)a

seklinde olup, S vyiizeyinin grafigi Sekil 5.6 ile veriimistir.

x/§s1 1

1
——=<§ < ve y = e' alinirsa, bu takdirde,

Ji-3s2 B

eolo) frapnfoiny

1
1+(1+2«/§j 2 1+(1+1\/_)

_%\E e' cos((1+;«/§jtj ) (—1—;«/37)6 sin ((l-l-:lz-\/gjtj 1 e' COS((—l+;&/§jt]

Ornek 5.2.3. Eger x =

1

1+(1+;\/§j2 1+[1+;\/§j2 2 1+(—1+;«/§j2
+1(1—;J§Jetsin((—l+;ﬁ)t]_£\/§ etcos(( ~1+ \/_jj (1—2x/§jetsin((—1+;x/§jtJ

1+[—1+;\/§)2 4 1+[—1+;\/§j 1+(—1+;\/§)2
Sall28)) (el

8 1+;ﬁ 8 —1+;\E
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R (l—;x/s_’jet cos((—h;x@jtj ) . e'sin ((—H;«@jtj

2 2 2
2 2
1+(—1+;\/§j 1+(—1+;\/§j

+1\/§ (1—;«@) e' cos[(—1+;\/§jt) ) e' Sin[(—l-ﬁ-;ﬁjtj

4 118 NEEY|
L belefdal] ety

* ufuls) 11l
el ey

‘ (1018 (1146
[EEEEET)

—1+;x/§ 8 1+;\/§

r, _7e cos( t\/_j+ —e sm( t\/§j\/§+vsin( )cos( t\/_j

ve t(s)) =sngoarccos((cot (0)81) olmak Uzere, €, eksenli agilabilir h-slant S regle ylizeyinin

parametrizasyonu
ritv)=(,n,n),

seklinde olup, S yiizeyinin grafigi Sekil 5.7 ile verilmistir.
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Sekil 5.5
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Sekil 5.6
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Sekil 5.7
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