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Bu doktora tezi alti b6lumden gimaktadir.

Birinci bolimde, genel olarak lineer pozitif opémdéerin tanimi ve 6zellikleri verilngi
ve operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerinin inceteasinde buyik ©6neme sahip
Korovkin teoremi ifade edilngtir.

ikinci bolumde, klasik anlamda yakinsaklik 6zelliklecelenmi olan genellgtirilmis
bir lineer pozitif operator dizisinin tanimi, 6nemae elde edilmi bazi 6zellikleri
verilmistir.

Ucuincti boliimde, istatistiksel yakinsaklik kavranarivmis ve Onemi bir 6rnekle
aciklanmg ve ikinci b6lumde tanitilan operatoriin istatistikgakinsaklik dzelliklerine
ait sonuclar ve yakkam hizi ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilgtir. Ayrica bu
bolimde Voronovskaja tipli yakjam Ozellikleri de istatistiksel yakinsaklik kulldamak
elde edilmgtir.

Doérduncu bolumde, iki dgskenli genellgtiriimis bir lineer pozitif operatdr dizisi
tanitihp istatistiksel yakinsaklik 6zellikleri wakinsaklik hizlarina ait sonuglar elde
edilmis ve kismi turevli denklemlere bir uygulamasi veriftin.

Besinci bélimde, birinci bolimde verilen operatorleligkin direkt ve ters teoremler
elde edilm§ ve Zygmund modulu ile yakjan hizi hesaplanrgtir.

Son bolumde ise tezde elde edilen sonuclar yerlkabda.
Subat 2014, 47 sayfa
Anahtar Kelimeler: Lineer pozitif operatér, Korovkin teoremi, genegtlaimis lineer

pozitif operator, iki dgiskenli lineer pozitif operatorler, sureklilik modgliPeetre-K
fonksiyoneli, Lipschitz tipli maksimal fonksiyonygmund modulu
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SIMGELER D iZiNi

Kompleks sayilar kisne
4,b] araliginda tanimli stuirekli ve reel gerli fonksiyonlar ciimlesi

0,9,9"0 C[a, b] olan fonksiyon uzayi
[a,b] de stirekli ve tim pozitif eksende sinfriionksiyonlarinin

kimesi
NnON olmak tzere bir fonksiyon dizisi

f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli
Lipschitz sinifindaki fonksiyanl
a -yincl basamaktan Lipschitz tipli maksimal fonksiyo

NnON olmak tzere bir operator dizisi
L, operator dizisiniri fonksiyonuna duzgun yakinsakl

A kiimesinin eleman sayisi

K ON kimesinin ygunlugu

o (X) =L, ((t -x)"; x);k =0,1,.. k-yinci merkezi moment
f fonksiyonunun sureklilik modualt

Cla,b] uzayindd|.| =max.| ile tanimli norm

asxs<b
||9||c2[a,b] :”g”C[a,b] +||g’||C[a,b] +||g"||c[a,b] ile tanimh norm
Iki degiskenli operator dizisi
Iki degiskenli operatorler icin streklilik moduli

f fonksiyonunun Zygmund modult

Vi



1. GIRIS
Tanim ve dger kiimesi fonksiyonlardan afan donigimlere operator adi verilir.
Bir L lineer pozitif operatériger,
a, skaler veé veg birer fonksiyon olmak tzere,
L(af+Bg)=aL(f)+ABL(g)
lineerlik ve,
f>0igin L(f)=0

pozitiflik kosullarinin her ikisini de gercekliyorsa bu operatdel lineer pozitif

operatorler adi verilir.

Kolayca gosterilebilir ki lineer pozitif operatérlenonoton artandir ve
LB = (7))
dir.

Bir [a,b] kapali arakkinda tanimli, surekli ve reel gerli tim fonksiyonlarin

olusturdugu kUmeyeC[a, b] fonksiyon uzayi denir ve bu uzayda tanimli norm,

=maks

[ ey = ek

()

dir.
OxO[a,b] icin,
lim ” fo = f”c[a,b] =0

n-oo



kosulunu sglayan (fn) fonksiyonlar dizisine C[a,b] normundaf fonksiyonuna

dizgun yakinsaktir denir vé, —~ f ile gosterilir.

Teorem 1.1.1 P. P. Korovkin Teoremi (1953)f DC[a, b] ve tum reel eksende
[P () <M,
olmak tizereCx([a,b] ve L, lineer pozitif operatdri igin,
M) Ltx) =1
(i) LX) = x
i) L, (t%x) = %
kosullari sglaniyorsa o takdirde hef OC[a,b] icin,
L, (f;x) = f(x),asx<b

dir.



2. GENELLESTIRILM IS BIR LINEER POZITiF OPERATOR Dizisi

O. Dagru tarafindan genelérilip klasik anlamda yaklam 6zellikleri incelenen ve iyi
bilinen operatotrlere dogébilmesi nedeniyle 6ne ¢ikan gengileimis bir lineer pozitif
operator dizisi gagidaki gibi tanimlannstir (Dogru 2008a):

1 3 vV X’
L (f;x)= f ¥ (0) = 2.1
=g o @1
)
burada, %V:%T((Og), Ivi[rl%:,u, 0< x<% ve fDC{O,%) dir. Ayrica,

@, (x)DC” asagidaki kasullar! sglar:

(i) {¢.} dizisinin her eIemamB:{zD(C:|z|<l} diskini iceren bir D
U

bdlgesinde analitiktir.

iy  ¢¥(0) =§—):V¢n (X) lo> 0, v=1,2,...,igin.

(i)  ¢,(x)>0 herxD{O,%}, icin.

v+l v

an,l/+l an,v

(iv)

<c, ve limc, =0 kosullarini sglayan bir{c,} dizisi vardir.

n-oo

Uyan 2.1 ¢,(x)=(1-x)"" segilirse a,, =v+n, p=1 ve cn=1 elde edilir ve
' n

boylece (2.1) deki operator Meyer-Konig ve Zell®tKZ) operatorlerinin Cheney ve
Sharma tarafindan verilen modifiye edignialine dongir (Cheney ve Sharma 1964).
Bu operator gagidaki gibidir:

Mn(f;x):Zf( 4 jmw(x),OSX<1 (2.2)
= \v+n) "

n+v) , o .. : .. .
ve m,, :( ) jx (1-x)"" dir. Bu operatorler ayrica literatiirde Bernsteinvet

serileri olarak da antilirlar.



.(x)=(1+x)" secilirse, a,, =n-v+1 elde ederiz ve bdylece belirtilen operator

Bleimann, Butzer ve Hahn (BBH) operatorlerine démi(Bleimann vd. 1980) ve

asagidaki gibidir:

Bn(f;x)=(1+x)_"if( 4 j(n]x”. (2.3)

= \n—-v+1l){v

) (x)=e”X secilirse =n, u=0 vec -1 olur ve operatér Szasz operatdrlerine
n ¢ e, =N, U - p p

donislr (Szasz 1950) ve bu operator,

S, (fix)=e™y f(ﬂ)(”i) (2.4)
= \n) V!

v

seklinde tanimlanmgtir.
2.10peratoriin Yakinsaklik Ozellikleri

Bu bdlumde Dgru (2008a) tarafindan ifade ve ispat edilen lemmata bir teorem

verilecektir.
Lemma 2.1.10n0N, x0[0,a] (O< a<lj, olmak lzere,
U
L, (Lx)=1 (2.5)

dir.

Ispat:

olup istenilen elde edilir.

Lemma 2.1.20nON, x0[0,a] (O< a<£j, olmak tizere,
U



L, (t;x) =x (2.6)
dir.

Ispat: Aciktir ki,

) = 1 &SV o X_V
L, (t;X) %(X)Ean,v g\ (o)V! (2.7)
(v)
dir. a,, = ¢13 ((3) esitli gi (2.7) de kullanilirsa (2.6) elde edilir.

Lemma 2.1.30n0N, x0[0,a] (O< a<lj, olmak Uzere,
U

Ln(tz;x)—xz‘scnx gp
dir.
Ispat:

¢n?x) Z avv ! 67 (0) (vX:)'

gm0

EioD el Wy XL

olur. (iv) kesulu kullanilarak istenilen elde edilir.

Teorem 2.1.1 (Dgru 2008a) fOC[0,a] ve lineer pozitif operatdr dizisi (i)-(iv)

kosullariyla birlikte (2.1) deki gibi tanimlangmplsun. Bu durumda,

)- 1| (2.9)

clo, a]



dir.

Ispat: Lemma 2.1.1, Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3 kullarkl&arovkin teoreminden

teoremin ispati gercelgerilir.



3.ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolumdelstatistiksel yakinsaklik kavrami yer alacak ve Y2 tanimli (Ln ( f; x))

lineer pozitif operatdr dizisinin istatistiksel yakaklik 6zelliklerine ve yakinsaklik

hizina ait teoremler ifade ve ispat edilecektir.

3.1istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1951iydla Fast tarafindan tanimlannve
son zamanlarda aktif bir ¢cgtna alani olmgtur. Ozellikle 2002 yilinda Gadjiev ve
Orhan istatistiksel yakinsakli yaklasimlar teorisinde kullanmglar ve Bohman-
Korovkin tipli teoremi istatistiksel yakinsaklikirgifade ve ispat etrglierdir.

Tanim 3.1.1Bir x=(x,) dizisinin birL sayisina istatistiksel yakinsak olmasi >0
icin
S{kON:|x ~L|z¢&} =0 (3.1)

olmasidir. Burada¥(K ), K O N olmak uzere,

J(K):zLiTo%\{ksn: kOK}|

olup, KON kimesinin ygunlugudur (Niven ve Zuckerman 1980). Buradell N

icin |A| ile A kiimesinin eleman sayisi gosterilmektedir.

Ornek 3.1.1 5(N) =1, 5(2k :kON) =% , 6(k? :KON) =0 dir.

Uyari 3.1.1Herhangi yakinsak bir dizi istatistiksel olarak yadak olmasina gmen bu
durumun tersi dgru desildir. Ornegin;

X, Z{Ll’ " (m=12,.)

L,, nZm



dizisi istatistiksel olarak., sayisina yakinsaktir. Ancak acik¢a gorgiaigibi L, # L,

durumunda klasik anlamda yakinsaklik s6z konugildie

Ornekte de gorildiii gibi istatistiksel yakinsaklik daha genbir calsma alani
sglamasi agisindan onensti@aktadir.

3.21statistiksel Yakinsaklik Ozellikleri

Istatistiksel yakinsaklik 6zellikleri gosterilirkdwllanilan, Gadjiev ve Orhan tarafindan
2002 yilinda ispatlanan Korovkin tipli istatistiksgakinsaklik teoremi sagidaki gibi

verilmistir.
Teorem 3.2.1 (Gadjiev ve Orhan 2002ger,
A, :C,[ab] - C[a,b]

lineer pozitif operatdr dizisi,

ﬁ—lim“ﬁ(q)—ev o =08 (t)=t",v=0,1,2

kosullarini sglarsa herf 0C,, [a,b] fonksiyonu icin,

st=lim||A, ()~ f 0 (3.2)

Cla,b] =

dir. Burada,[a,b] de surekli ve tim pozitif eksende sinfrfionksiyonlarinin kiimesi

Cy [a.b] ile ifade edilmektedir.

Uyari 3.2.1 (2.1) deki (Ln(f;x)) lineer pozitif operatdr dizisinin istatistiksel

yakinsaklik 6zellikleri incelenirken (iv) dekimc, =0 kosulunu sglayan bir {c,}

dizisi yerine st-limc, =0 kosulunu s&layan bir {cn} dizisinin varlgl kabul

n-o

edilecektir.



Teorem 3.2.2 (Canatan ve Dgru 2012) Her fOC,[0,a] ,(O<a<1j icin ve
U

(Ln(f;x)) (2.1) deki gibi tanimli vest —lim ¢, =0 olsun. Bu durumda,

n-oo

st—Ilim
n

L (5)= fllgoq =0 (3.3)
dir.

Ispat: Lemma 2.1.1 ve Lemma 2.1.2 den,

st —-lim Ln(eo;.)—eouc[ova] =0 (3.4)
ve
st -lim Ln(el;.)—eluc[ova] =0 (3.5)

oldugu agiktir.

Lemma 2.1.3 den,

L(&:)—&] = cid (3.6)
dir.

Her £ >0 icin asagidaki kiimeler tanimlansin:

T ::{k:HLk (ez;')_ezuc[o,a] > g} veT,:={k:caz¢}.

(3.6) danT U T, olup bdylece,

5{ks n:|L, (ez;')_eZHc[o,a] 25} <d{ksn:cazée

elde edilir. st —limc, =0 kosulu kullanilirsa,

n- oo

st—Ilim
n

L, (ez;.)—eZHC[OVa] =0 (3.7)



olur. Béylecev =0,1, 2 i¢in,

8i:) =g =0 (3:8)

yazilabilir ve ispat Teorem 3.2.1 den elde edilir.

3.31statistiksel Yaklasim Hizi

Bu boélimde istatistiksel yaldan hizi, sureklilik modull ve Lipschitz tipli maksal
fonksiyon yardimiyla elde edilmeye galacaktir.

Tanim 3.3.1 (Sureklilik Modiilii): f OC[a,b] olsun.0d>0 igin f nin w(f;0) ile

belirtilen sureklilik modill,

a)( f , 5) - x,tSleile)]
[x-t]<o

f(t)- () (3.9)

dir. Sureklilik modulu gagida verilen 6zelliklere sahiptir.
()  w(f;d)=z
(i) <0, isew(f;d)sw(f;d,)
(i)  mON icin w( f;md)<maw(f;0)
(iv) AOR" icin w(f;10)<(A+1)w(f;0)
V) lima(f;0)=0

i) [f(t)=f(x)| <o F5]t-)
(vii) \f(t)—f(x)\s(@ﬂJw(fﬂ)

Teorem 3.3.1 (Dgru 2008a) f 0C[0,a] ve (L,(f;x)) (2.1) deki gibi tamimli olsun.

Bu durumda,

L, (f;)- fHC[O (1+ Ja)w( f:\/c, ) (3.10)

10



dir. Buradaa)( fi fc, ) (3.9) daki gibidir.

Ispat: O. Daosru tarafindan yapilan bu ispatta Popoviciu'nun tgkrkullaniimistir

(Lorentz 1953). Ln(f;x) operatorindn lineer pozitif operatér olmasindanayio

OnON ve x0[0,a] igin,

Ln(f;x)—f(x)‘sLn( f(t)—f(x)‘;x) (3.11)

dir. Sureklilik modultnidn (vii) numarali 6zedii(3.11) sitsizliginde kullanilirsa,

L,(f;x)-f (x)‘sw(f;d)(M+l] (3.12)

elde edilir. (3.12) den

E ¢n (X) v=0 a‘ny B

Ln(f;x)—f(x)‘sa)(f;d){l L sV x‘(@v)(o)x_“j%(¢rgv>(o)x_”j%+1}

yazilip Cauchy-Schwarziesizligi kullanilarak,

L, (f:x)=f (x)|<a(f;0)

olup buradan,

ve bdylece de (2.5), (2.6) ve (2.8) goz 6nunde tdnulursa,

11



Ln(f;x)—f(x)‘sw(f;d)(@+1} (3.13)

elde edilir. (3.13) deﬁ'::\/a secilirse vexD[O,a] icin maksimum alinirsa, (3.10) elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Tanim 3.3.2 (Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlay. O<a <1 ve Dx,tD[a,b]

olmak Uzere gmgidaki kaulu salayan fonksiyonlar Lipschitz sinifindan olan

fonksiyonlar olarak adlandirilir.
[ (t)=f(x)|sM[t-x° (3.14)

Burada M sabiti Lipschitz sabiti olarak adlandinlir. Ligetz sinifindan olan

fonksiyonlar f OLip,, (a) ile ifade edilir.

Tanim 3.3.3 (Lipschitz tipli maksimal fonksiyon): 0<a <1, fOLip, (@) olmak

Uzere, a Incli basamaktan Lipschitz tipli maksimal fonksiyobenze tarafindan

asagidakisekilde tanimlanmtir (Lenze 1990):

[FO)-f() .

@, (f;x)=sup x0[ 0a] (3.15)

:é[)é),a] |t B X|H

Buradan acikca soylenebilir kcba(f;x) in sinirli olmasif in Lipschitz sinifindan

olmasini gerektirir.

Teorem 3.3.2 (Dgru 2008a)Eger (Ln (f; x)) (2.1) deki gibi tanimli ise,

L (F:%) = (X = (c)72 @, ;%) (3.16)

dir.

Ispat: O. Daogru tarafindan yapilan bu ispatta O. Agratini'nirkriggi kullanilmistir
(Agratini 2001). Lipschitz tipli maksimal fonksiyaanimi kullanilarak,

12



yazilabilir. Boylece,

L(F0)=1 () =

R

8t (0)= @)1

vl

4
X —

&,

§ ), (fix) &
00

elde edilir. (3.17) de Holdesisizliginin kullaniimasiyla, p -2 ve q -2 icin,
a

elde edilir ve Lemma 2.1.1-2.1.3 Un kullaniimasiglaat tamamlanir.

Uyari 3.3.1 st —limc, =0 oldugu g6z 6nune alinginda st —lim a)( f; cn) =0 oldugu

n—o n- o

kolayca gorilebilir. Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3e2badi sonuclar kullanilarak bu iki

teoremin, Ln(f;[)] operatdrunurf fonksiyonuna istatistiksel olarak yakinsaklik hizi

verdigi aciktir.

3.4 Voronovskaja Tipli Yaklasim Ozellikleri

Voronovskaja 1932 ylllnd{io,]] de sinirli ve ikinci dereceden tirevi olan b‘iv(x)

fonksiyonu icin Bernstein polinomlarina ait Vorostaja tipli bir yaklaim formualina,

limn[ f(x)-B,(f;x)]=- > f"(x) (3.18)

13



seklinde vermgtir. Ayrintili bilgi icin (Lorentz 1953) kitabinadkilabilir.

Bu bolimde (2.1) ile ifade edilen operatériin Vongsi@ja tipli bir yaklaim formulu
(Dogru 2007) de kullanilan teknikle elde edilecek uatistiksal yaklaim hizina ait bir
sonu¢ Vverilecektir. Belirtelim ki bu operatérleriforonovskaja tipli asimptotik

yaklasim formulleri (Dgru 2008a) tarafindan da elde edgtiri

Lemma 3.4.1 (Canatan ve Dgru 2012) (Ln(f;x)), (2.1) ile tanimlanmgiolsun. Bu

durumda,
L, (t3; x) < x*+3¢ x*+c’X (3.19)
dir.

ispat: L,(f;x) in tanimi kullanilarak,

V+1 l v+l
n
¢n X v=0 a1/+1n I V!

(v)
dir. (2.1) in taniminda yer alaa,, = P, — (O) Ozelligi kullanilirsa,
4™ (0)
i 1) X
L (t%x)=— (V+ gV
( ) ¢n(x); 6\w+1 ( )VI

e P(‘V)(O)X_V

v=0 an,v+l a‘n,v a‘ny

14



X & v+l v % X
+ 2 - oV (0)=
¢n(><)vz::1 I aw}aq,v (9);

v

e Z( V j w0,

V!
olur. Burada (2.1) deki (iv) koilu uygulanirsa,

L, (t3; x) < xcZL, (LX) + 2xc, L, (t;x) + XL, (t2 ;x)

olup Lemma 2.1.1, Lemma 2.1.2 ve Lemma 2.1.3 Umakuimasiyla istenilen elde

edilir.

Lemma 3.4.2 (Canatan ve Dgru 2012) (Ln(f;x)), (2.1) ile tanimlanngi olsun. Bu

durumda,
L, (t“; x) < x*+6¢,x° + 7c/x*+ ¢ X
olur.

ispat: L,(f;x) in tanimi kullanilarak,

1 & vy, X/
S =g a0
o0 3 v

_ 1 200 0 X
2w, 5, O

olur. Son gitlikte v yerinev +1 alinip, (2.1) dekia,, = (

4 1 0 |/+13 y v+l
Lt X)_¢n(x)§(aﬁ,v+3 7 (0,

15
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8" (0)

Ozelligi kullantlirsa,

¢nv—1) ( O)



v=0 _an,v+l @w @w

X °°_|/+1_ v ’ (")OX—
¢n(X)vZ:;_%,V+1 an,J #°(0)

2

+ X i3 v+l v % ¢,£“)(O)X—

$.(X) = | awa a | a,

v=0 _an,v+1 ‘%,u_

olur. Bu aitlikte (2.1) in (iv) kasulu uygulanirsa,

L, (t“; x) < xciL, (Lx) +3xclL, (t;x) + 3xc, L, (t 2 ;x) +xL, (t 3;x)

X | v+l v Vs(v)o
5,095 ' P”()

L X )is_v+1_ v ( v ]ZW(O)X_

v

vl

elde edilir. Lemma 2.1.1, Lemma 2.1.2, Lemma 2\ 33.19) un bu sonsksizlikte

kullaniimasiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.1 (Canatan ve Dgru 2012) (Ln(f;x)), (2.1) ile tanimlanngi olsun. Bu

durumda gagidaki ssitlik saglanir.

st—Li[roloci[Ln (tx)=f(x)]= f 2(X) X.

n

Ispat: Taylor seri acihimi kullanilarak,

()= £ (9 (010 +- L) (1) + (1=t

(3.21)

(3.22)

elde edilir. Buradaz(t-x)= (%) (t=x)+... dir. Ayrica bu fonksiyon strekli ve

t - x icin 0 a yaklair.

(3.22) det =~

secelim. Bu durumda,

WV

16



f(;:vj=f(x)+f'(x)[%—x}+%(!x)[a%v—xf+(anL’V—x]2/7(a|:y—XJ (3.23)

elde edilir.n7 surekli oldgundan sinirhdir yani, hdricin ‘n(h)‘ < H olacaksekilde bir

H >0 sabiti vardir. (3.23) ifadesil—¢,£“) (O)X—' ile carpilir vev =0 dan e a her
) p!

¢, (x)

iki taraftan toplam alinirsa,

e @ = 9L+ (9L o

elde edilir. Boylece,

L (10 = 00+ 0L (60 -x)+ L (150) -2, (6 o o1 (324

olur. Burada,
| = 1 i( v _ijﬂ[ 1% _ J¢(V)(O)X_V

¢n(X) v=o\ &y a,, " V!
olup,
| = 1 i ( v _XT”[ % —XJ¢(V)(O)X—V

¢n(x) V:q a,, Q,w . vl

1 - v ’ v X_V
+¢n(x)v% [% XJ ’7[% Xj¢n (9)~; 28)

17



yazilabilir. Og >0 icin ;7 stirekli oldgundan bird(g) vardir yleki V__x|<digin
n Y _x < ¢ sglanir. Diger taraftan n sinirh oldgundan, Vx> Icin
ah,V v
n Y _x|<H yazilabilir. Bu durumlar (3.25) de kullanilirsa,
2
1 2
<] V XV
l<e -x | g (0) = +HJ (3.26)
¢n(x)§(% ] Oy
elde edilir. Burada,
1 2
00 V XV
J= -x | g (0) = (3.27)
o & ()0
2
- X
qup,‘ VX >J olduzc‘gundana“’”—2 >1 olup aagidaki ssitsizlik sgslanir:
11 ) v
=0 v ) X
J<—= - X 0)—. 3.28
5 %(x)é(an,v ] 7 ©29

(3.26) ve (3.28) kullanilganda,

I sgLn((t—x)z;x)+H%Ln((t—x)";x)

| < 5{ L, (tz; x) = 2xL, (t;x) +X°L, (1;x)}

# L (t49) =4 (1150 + 6L, (1) - 4L, (1) + x4, (1)
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S£(X2 +cnx—2x2+x2)

+iz(x4 +6C, X+ 7¢°X*+C X — 4x(x3+ 3:nx2+cn2x) + & 2(ch+ X 2)— &K X+ X ‘)
o
ve dolayisiyla da,
l<c [£x+i(czx+3c xz)} (3.29)
= n 52 n n "
bulunur. (3.29) un (3.24) de kullaniimasiyla,

L. (f:x)-f(X) sf"T(X)cnx+cn [£x+%(c§x+3cnx2)}

=C

n

{f"—(x)x+£x+iz(c§x+3cnx2)}
2 o

elde edilir. st—=limc, =0 ve ¢ istenildigi kadar kuguk birakilabilen keyfi pozitif bir

n-o

sabit old@gundan ispat tamamlanir.
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4. iKi DEGISKENLI GENELLESTIRILMiS BiR LINEER POZITIiF
OPERATOR Dizisi

Bu bolimde Canatan ve Bau tarafindan tanimlangive istatistiksel yakinsaklik
Ozelliklerine ait sonuclan elde edilgnblan iki desiskenli bir lineer pozitif operator

dizisi verilecektir (Canatan ve @ou 2012).

4.1 Operatorlerin Insaasi

:[o,a]x[o,a] ( 0< a<%) ve f DC(IZ) olsun.

Ly (5 y)=¢ntx)§f($y,yj¢ﬁ”(0)z—!

ve

n=0 ,7'

Lﬁq(f;x,y):¢mty)if{x,bi] (o)i

olup, burada,
(v)
a,, = qzs )( ) ,lim & =u, 0< x<1 ve f DCHO’EJX{O,ED
&, (O) e v H U u
ve

) (0 b
By = qz”_)( ) Jim—% =y, 0< y<i ve f DC@O 1}{O,ED
T (o) H LA

dir.

Ayrica ¢, (x)0C” ve ¢, (y)OC” asagidaki kasullari salarlar:

() {¢.} ve{g,} dizilerinin her bir eIemanB:{zDC:|z| <l} diskini iceren biD
U

bdlgesinde analitiktir.
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dV

o 8. (X) lwo>0, v =1,2,...,icin

ve

¥ (0) =%¢m(y) o> 0, 7=1,2,...,icin.

(i) Her xD{O,%) icin ¢, (x) >0 ve heryD{O,%) icin ¢,,(y)>0.

(iv)' vrl_ VI c, ve st-limc, =0 sartini sglayan bir{c,} dizisi ve
an,v+l an,v n-e
g+1 - <4, vest-limd, =0 sartini sglayan bir{d,} dizisi vardir.
m,g+1 mj -

Bu kosullar altinda iki dgiskenli genellgtirilmi s bir lineer pozitif operatér dizisi,

Lo(Fixy)=—a 2 iif{i,ijﬁ“’(o)m’(o)w @.1)

v

seklinde tanimlanir.

Lemma 4.1.1 (Canatan ve Dgru 2012)(4.1) ile tanimli operator icin,
Lom (%) =Ly (L0 (fixy)) = La (L (fixy))
dir.

Ispat: Operatoriin tanimi kullanilarakiti gin ilk kismi aagidaki gibi elde edilir:

L (L (Fixy)) =




=L,a(fixy).
Benzersekilde L,yn(Lf1 (f;x, y)) =L, (f;xYy) oldugu kolayca gosterilebilir.
4.21ki Degiskenli Operatoriin Istatistiksel Yakinsaklik Ozellikleri

Tanim 4.2.1Eger,

fom ()= £ (G

st=lim )

ise,{ fn’m} fonksiyon dizisif e diizglin olarak istatistiksel yakinsar. Burada,

e

dir.

Cflashedl) ~ (xyf ToRSea

f(xy)

iki degiskenli lineer pozitif operatorler icin Korovkin tipilk teorem Volkov tarafindan
(1957) verilmgtir. Daha sonra Gonska vd. Volkov'un bu teoreminiaha basit bir

halini sgagidaki gibi vermglerdir:

Teorem 4.2.1 (Gonska vd. 198@),b,c,d, ler a<b,c<d ssitsizliklerini sagzlayan reel

sayllar olsun ve

L.m:C([ab]x[c.d]) - C([a.b]x[c.d]) her (xy)O[ab]x[c,d] icin asagidaki

Ozelliklere sahip lineer pozitif operatorler olsanl

Eger, {unym(x, y)} ,{vn’m(x,y)} ,{wnvm(x,y)} ,{hn’m(x,y)} dizileri [a,b]x[c,d] tizerinde

sifira diizgiin olarak yakinsargh, . f ) de[a,b]x[c,d] uzerinden

22



i DC([a, b]X[c,d]) icin f e diizguin olarak yakinsar. Buraga= X'y’ iki boyutlu test

fonksiyonlaridir.

Lemma 4.2.1 (Canatan ve Dgru 2012)(4.1) deki operatorlersagidakileri sglar:

(i) Lo (80i % ) =1

(i) Lyn(BoixY)=X
(i) Lyn(&sxy)=y
(V) |Lom (&0t €m X Y) =X —y‘<cx+d y

dir. Buradac, ve d_ (iv') deki kaullari s&larlar.
Ispat:

(): Lo (80 % Y) = Ly (LX,Y)

= : __1 1 Sy, n X'y’
Ry P P C LA Clry

oldugu aciktir. Lemma 2.1.1 de g6z 6nline algnulla istenilen elde edilir.

00 00

(): Lyn (0% y) = ¢ix) ¢m%y) 2

(@) (02,2

olup Lemma 2.1.2 nin de kullanllmaleqm(em; X, y) =X oldugu kolayca gorular.

(iii): (i) deki yol kullanilarak elde edilir.

(@iv):

(af,u HbL”w (0)9(0), %
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(*%i%) (O)X_Vj{m%y) i[bnn ]2 47 (0) % J 4.2)

(4.2) de Lemma 2.1.1 kullanilir ve Lemma 2.1.3 de gntine alinirsa istenilen sonug;

L, (e5X)=x*+L,(e;y)-y]

I—n,m (%O + eOZ; X' y) - X2 - yz‘ =

<

L, (&%)~ xz‘ +‘Lm(e2; y)- yz‘

sc x+d.y
olarak elde edilir.

Teorem 4.2.2 (Canatan ve Dgru 2012)(4.1) de tammlana(uLn’mf) iki degiskenli bir

operator dizisif DC([O,a]X[O,a]) fonksiyonuna istatistiksel olarak yakinsar.

Ispat:
st-limflL, , (&0 % y) = eOOHC([O‘a]X[OﬁD =0 (4.3)
st=lim||Ly (€ % ¥) =€l apgony =© (4.4)
st=lim L, (& % ) - eoﬂc([o,a]x[oﬁ]) =0 (4.5)
ve (iv)’ den,
st=limflL, , (e0+€0s X Y) =5 eOJ‘C([OYa]X[Oa]) =0 (4.6)

olup, (4.3), (4.4), (4.5) ve (4.6) g6z onunde bdwmldygunda Teorem 4.2.1 in

Isiginda istenilen elde edilir.
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4.31ki Degiskenli Operatoriin Istatistiksel Yaklasim Hizi
Tanim 4.3.11%=[0,a]x[0,a] ,f DC(I 2) ve herd, >0,d, > 0 igin,

w(f;6,8,)= sup |f(ts)-f(xy) (4.7)
(t,s)on2,(x,y)on 2
[t-X<4; [s-¥i=d,

ile iki degiskenli operatorler icin streklilik modull ifade emiéktedir (Lorentz 1966).

Teorem 4.3.1 (Canatan ve Dgru 2012) (4.1) ile tanlmll(Ln]mf) operator dizisi icin

asagldaki sitsizlik saslanir:

L (1) = £ (- < ot e, Nd, ) (Va+ ) (4.8)

Ispat: (4.7) ile tamimlhi siireklilik modiili,

| (ts)-f(xy) <ot ;51,52)(“;)" +1](|S; v, 1] (4.9)

1 2

ozelligine sahiptir (Anastassiou ve Gal 2000). et N, (x,y) 012 igin,

L. (fixy)=f(x y)‘ < Lnym(‘f ()= f(x.y) ;x,y) (4.10)

dir. (4.10) da (4.9) kullanilirsa,

Lon(Fi%y) = F (% Y)| < @(:6,5)) Ln'm((u+1j(|5;_2y| 4 1] ~ ,yj

)
11 1 1 < °°| v |’7
=0(1:6,8,) == e 7Y
( ' 2)5152 ¢n(x) b y);’;"a’w ‘bm” ‘
62 ()4 (0)
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¢n(X) ¢m y v=07=0 aﬂn,v

XXV yl]

v
v £:5,8) = 1 ii' T__ g (0) 4 (0)

10 ©2 X n(x) ¢m(y) V:017:0‘bm/7 n m

XXV y,]

vin
+w(f;9,9,) (4.11)

elde edilir. (4.11) de Cauchy-Schwasttgzligi kullanilirsa,

2 %
(f10.6) 1 &f v .
J, [¢m(y);{bmn_y] ¢;)(O)F]
+a( f;0,,0,)

olur ve bu gitsizlikte Lemma 2.1.3 Un kullaniimasiyla,
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w( f,9,0, 4 ;o\ f:0,0, ,

%(cnx)y(dmy)y +%(cnx)y

w(f;3,5,)
S,

Lon(fi%y) = f(xy) <

+ (d,y)2+w(f;5,5,)

elde edilir. Son gtsizlikte J, =/c,,d,=./d, segilirse,

5115 @ Wava o 14, |, )a
+af f1c,./d, JVa+w( £, ./d,)

:w(f;\/a,\/a)(a+2«/a+l)
& f:1Je, d, )(Va+1)’

olup, ispat tamamlanir.

Lo (300 = f]

Uyari 4.3.1 st-limc, =0 ve st—limd, =0 oldusundan, Teorem 4.3.1 den (4.1) ile

n- o m - oo

tanimli (Ln’mf) operator dizisininl > Gzerindenf e sureklilik modull ile istatistiksel

yakinsaklik hizini verdi soylenebilir.

4.4 Kismi Turevli Denklemlere Uygulama

((Ln’mf)), (4.1) deki gibi tanimlanmiolsun. Bu durumdaﬁ(Ln’mf)) nin kismi tarevli

denklemlere uygulanmasinaskin teorem gagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.4.1 (Canatan ve Dgru 2012)

o ()= (x) 4, (x). (412
$9 )=k ()8,(9). (4.13)
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g( v ,L]:Lz 4.14)
aﬁ,v bm,/] S, tm

olsun. Bu durumdasagidaki kismi tirevli denklem elde edilir:

R : yo wov)=| =X _Y :
SﬂlaxLn,m(flx!y)-'-tm ayl—n,m(fixiy) Sn,hn(X) tmkm(y) Ln,m(fix’y)'
+,.(foixy). (4.15)

Ispat: (4.1) ile tamimh operatériin her iki yaninadegiskenine gore kismi tirev

uygulanirsa,
d
- ¢n(X) 00 =] v
0 v = dX 1 Vo150 (016 (0 XY
Lo (f; = f , L (0)g (0
)0y n (aw bm,”]¢ O

T iif(v 'L]¢§”’(0)¢§7’(0)Vf!_i (4.16)

olur. Benzersekilde operatoriin her iki yaninadegiskenine gore kismi diferensiyel

uygulanirsa,

_7¢m(y)w 0 v
0 wo_ 1 dy Vo 40 (o) (0 XY
—L f, , - f v n 0 m 0)—=—
R X R R (aw bm,nj¢ O

(4.17)

vl nl

bulunur. (4.12) ve (4.13) g6z 6nunde bulunduruldak6) aitli gi g ile (4.17) aitli gi

ise tl ile carpilip taraf tarafa toplanirsa,

m

d 9
é& Lo (3 y)+tla_yL”'m(f;X’y) =[—§m(><)-lkm(y)} Lom(fi%.Y)

m
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vin!

T iif(L,bij(l+£j¢£”’(o)¢,‘n’”(o)X—Vi (4.18)

elde edilir. Son olarak (4.14) Un (4.18) de kullarasiyla ispat tamamlanir.
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5. DIREKT VE TERS TEOREMLER
5.1 Direkt ve Ters Teorem

Tanim 5.1.1 Direkt Teoremler yakkam hizinin sdreklilik moduluyle, Lipschitz tipli
fonksiyonlar uzayinda veya Pee#efonksiyoneli gibi kavramlar yardimiyla elde
edilmesine yonelik sonucglari iceren teoremlerdiun® kagilik Ters Teoremler,
yaklsgim hizinin verildgi bir tahminden yola ¢ikarak fonksiyonun ait odduuzayin

bulunmasi ile ilgili teoremlerdir.

Bilindigi gibi, f 0C[0,1] olmak iizere,

. n n-v
B,(f;x)= f(ZJ( jx"(l—x) NON (5.1)
v=0 n 4
seklinde tanimlanan Bernstein polinomu icin direld ters sonuclari veren teorem
asagidakisekilde verilmtir.

Teorem 5.1.1 (Berens ve Lorentz 1972)

x(1-X)

%2
. j - w(1;8)=0(5") (5.2)

Bn(f;x)—f(x)‘sK{

dir.
5.2 Genellgtirilmi § Bir Lineer Pozitif Operator Dizisi icin Direkt ve

Ters Teoremler

Bu boélimde (D@ru 2008b) tarafindan kullanilan yontemlerle (2.18) tanimlanmy

(Ln ( f; x)) operator dizisine ait direkt ve ters sonuclar eldgecektir.

Lemma 5.2.1(Ln(f;x)), (2.1) ile tanimlannmgi olsun. Bu durumdasagidaki ssitlik

sglanir.
Vool ooy X o X | 4o X0 (9 X
LM XL%(X)% (9)~; 5.4 A (0)(V_1)! 2 (0 (5.3)
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&y

Y (0)

olup (2.1)ina,, = ¢(V 3 (O)

Ozelliginin kullaniimasiyla,

A B S WORS S SR 1 v X 1 waX
x| A #(0) a0 (9wl (9

. A 0" e Ve
IR TR

a,, sci olsun. Bu durumda,

d 1 1 Vv Vv X’

—L (f;x)< f ~ f -x [¢") (0) = 5.4
™ o X)<CnX¢n(X);{ [%] (X)](% x](f’n ()V! (5.4)
olur.

Ispat
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, ¢ (0)
olur. ¢, (x)=a,,4,(x) ve a,, = kosullarinin kullaniimasiyla,

8" (0)

[ oL i3 oSy,

(5.3) den de,

%Ln(f;X):%m%X) {io f (JJ%L: _X}bgy) (O))'j_:}

elde edilir.a,, si esitsizligi de kullanilirsa,

i . 1 1 - Vv v ) X_V

P, (X) V=0 a,, V! @, (X s a,, !
~xt (x) ¢,ix) EW 0%
=xf (x) = (x)
=0

olup, (5.5) g6z onitinde bulundurulursa, ispat tataam

Teorem 5.2.1(2.1) ile tanlmlanalﬁLn ( f;x)) lineer pozitif operatdr dizisi igin,

L, (fix) = (x)| <M, (c,X)”? - fOLip, (a),(0<as<10sxs<as) (5.6)

dir.
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Ispat: (Gereklilik): (5.4) den taraf tarafa mutlak g alinip siireklilik modultinin (vii)
Ozelligi kullanilirsa,

d

9 (f I Vs (0) X
de”(f’X)scnx¢n(x);f(% f(x) " x| (O)V!
v
1 1 &|&, 7 v v) X/
cnx¢n(x); 5 +1aw( f;0) aw—x¢n (O)W
1 efalv _Jv v e
Scnxw(fd)qﬁn(x);{ . x‘aw x+‘% X}¢n (O)v!
olur. Boylece,
e L arta L Y v Y s X
I‘n (f’x)‘scnx (f’5)¢n(x);5(anv X] ¢n (O) pl
1 L Sv s 0 X
CnX (f 5)¢n(x);6\w X¢n (O)V'
dir. Cauchy-Schwarzsgsizligi kullanilirsa
a1l 2
L (f x)‘saw(f,d)gLn((t—x) x|
1 1 @ 2 }é 1 @ ” }é
vV _ v) X (o X
+Can(f 5){¢n(x);(aﬂ, XJ ¢n (O)VI} {¢n(x);¢n ( )VI}
- 1 . 1 2, 1 . 2, }/2
- w(1:0)5L,((t=x) ,x)+$w(f,5){Ln((t—x) %)
1 1
<o xelh 5)5cx+ : (1:6)(c,x)"
olup,
. (11
Ln(f,x)‘sw(f,d)[g+ CnXJ (5.7)
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elde edilir.

Simdi x<y olmak Uzerex deny ye (5.7) nin integrali alinirsa,

(5.8)

Ln'(f:t)\dtSIV-XV"(f {maks{F F} 1]

y
<[
X

d, (s
[aLn(f,t)dt

olur. | (y)=f(x)|<|f(y)-L,(f;y)[+|f (x)—Ln(f;x)‘+jf L, (f;t)|dt esitsizliginde

X

(5.8) kullanilirsa]L, ( ;%)= f (x)| <M, (c,x)’? oldugundan,

‘f(y)_f(X)‘SMl(cny)%+M1(Cnx)%+|Y-X|w(f;5)( 5 x*ﬁJ

n

olup,

1 +EJ (5.9)

elde edilir.

c¢>0 icin, her x0[0,a] ve n=2,3,.. i¢in /c, X <c\c x ssitsizligini saglayan birc
sabiti vardir. Dger taraftan,./c,x n-e gbre azalan ve harD[O,a] icin bir 0>0

segebiliriz dyle ki, \/c.t <d<./c,_t <cyct olur. Budurumda (5.9),

It (y)-f (x)‘sZM15”+|y—x|a)(f;5)((:—;_1) (5.10)

seklinde olur.

(5.10) da]y—x < h tizerinden de supremum alirsak,

w(f;h)<2M 07 +ho( f; 5)((:;_1)



olur. BuradaM "™ = maks{2M,,c+1 alinirsa,
N
w(f;h)<M {5 +E_a)(f;5)}
dir. 2M~ < A™? olacaksekilde A>1 kabul edelim.h=h, =A™ ve d=h_, secilirse,
h, <h_, oldusundan (Berens ve Lorentz 1972) teoremindeki benesaplama ile,
w( f;h)<M,h?

elde edilir. BuradaM, =2M A dir. Son sitsizlikte, h=|y~x alinirsa teoremin ilk

kismi elde edilir.

(Yeterlilik): (Ln(f;x)) lineer pozitif operator dizisinin monotonluk 6zZgihden

faydalanilarak, ger f OLip,, () ise;

Ln(f;x)—f(x)‘sLn( f(t)—f(x)‘;x)

sLn(M2|t—x|”;x)

elde edilir. Holder gtsizligi kullanilirsa, p :E,q :i; p,q= 0,—1 +—1: 1 olup,
a 2-a P q
1 &y ’ X’
L (f;x)-f(x)[sM -x ¢V (0)=
(1)=10) 2¢n(X); 3, Oy

dir. BuradaM, = M, alindginda ispatin ikinci kismi da elde edilir.
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Teorem 5.2.2(Ln(f;x)), (2.1) ile tanimli vef OC[0,a] olsun. Bu durumdasagidaki

esitsizlikler denktir:

()= f (9|,  <cca (5.11)

Ly ( cloa] —

(ii) a)( f \/ﬁ) <c, /ca. (5.12)

(i)

Buradaw( f;d), f nin stireklilik modulii ve,, ¢, pozitif reel sabitlerdir.

Ispat: (Gereklilik): (5.11) sglansin. Bu durumda Teorem 5.2.1 den soylenebiliiki
pozitif ¢, sabiti vardir dyle ki,f OLip, (1) olur. Boylece,

w(f;\/%_a)sxé[%gL\f (t)- f (x)
t-X<\/c,a
<c, sup [t-X
xt00.a
el

olup ispat tamamlanir.

(Yeterlilik): (3.13) ded =,/c,a segilirse

f(t)-f (x)‘:x)sZw(f;@)

Ln(
elde edilir. Her iki taraftan norm alinirsa,

§

()1 (o X 5 2 1:50)

elde edilir. Burad&c, = c, dir.
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Sonug 5.2.1f 0C[0,a] olmak tzere (5.11) ve (5.12}itsizlikleri saglansin. Bunlarla

birlikte st-limc, =0 kosulunu sglayan bir {c,} dizisi var olsun. Bu durumda

n- oo

st -lim,/c,a =0 olup bu kagullar altinda

st—lim||L, f - f||C[O‘a] =0
olur.
5.3 Yaklasim Hizinin Zygmund Moddlu ile Hesaplanmasi

Tanim 5.3.1 (Zygmund Modul)

f 0C[0,a] ve d>0 igin,
a,(1;0) =sup{| f (x+h)- 2f (x)+ f (x=h)| {x+h x=hO[ 0a] | < 5)} (5.13)
ile tanimlananw, ( f;0) ifadesinef fonksiyonunun Zygmund modiilii denir.

Tanim 5.3.2

f:|f (x+h)=2f (x)+ f (x=h)|<Mh";f OC[0,a],

Lip,, (a) = (5.14)

xD[h,a—h],O<h<%,|h|sé'

kimesindeki fonksiyonlara ikinci g Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar denir.

Tanim 5.3.3 f 0C[0,a] ve d>0 olmak tizere,

K ( f; 5n) = inf {” f- g”C[O,a] + 5n ”g”cz[o,a]} (5.15)

goc?[0,a]

seklinde tanimlanan ifadeye Peekefonksiyoneli denir. Burada kisaltma olmasi

ag;|S|ndar1|f||c[o’a] =|f| ve ||g||02[0‘a] =|g| alinacakuir. AyricaC?[0,a] tizerindeki norm

lol =[gl+g1+]o']
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seklindedir.
Lemma 5.3.1 {Integral Bagintisi) g(x) fonksiyonu [O,a] aralginda ikinci
basamaktan surekli tirevlenebilir bir fonksiyon, ise

6(t)-9(x)=g'(x)(t-x)+ [ (s)(t-5) s (5.16)

sglanir.

Lemma 5.3.2 f DC[O,a] olmak Uzere, (2.1) ile tanlmlane(m.n(f;x)) lineer pozitif

operatdr dizisi igin,

L, (f:x)-f (x)\szK(f;anxj (5.17)

dir.

Ispat: gOC?[0,a] olsun. (2.1) operatorii (5.16) ile verigndlan integral baintisina

uygulanirsa,

(9090095 = 9 (4-x)+ [ (31~

X

o9t o (90 -s)esx

olur. L,(t=xx)=L,(t;x)-xL,(Lx)=0 oldusu goz oniine alinarak her iki taraftan

mutlak deger alinip ucgen sitsizligi uygulanirsa,

L, (g'(x)(t—x);x)‘+ L, Qg"(s)(t—s)ds; xj

L (a()-a(4ix) <

38



bulunur. Lemma 2.1.1, Lemma 2.1.2 ve Lemma dih.Rullaniimasiyla,
* C X
L(9(t)-9(x): )| <

<[] cx

elde edilir. Dger taraftan,

L, (f:x)=f(x)|<

L (1:0)L, ()] [, (050 -0 () +] ()~ 9 (%)
<1t -gl+lol cx+]t -l
=]t ~g+]af o

- _ CnX *
=211 - o+l |

olup, g DCZ[O,a] Uzerinden her iki yanin infimumu alinirsa ispahé&mlanir.

Teorem 5.3.1 f DC[O,a] olmak Uzere, (2.1) ile tanlmlane(mn(f;x)) lineer pozitif

operatdr dizisi igin,

Ln(f;x)—f(x)‘scfwz(f; CLZXJ (5.18)
dir.

Ispat: Eger

K(f:8)=c|a(f:Va)+minfra}|f[] (5.19)

esitsizligi (Butzer ve Berens, 1967) (5.17) de kullanilir&e C”ZX

secilirse,

Ln(f;x)—f(x)‘SZK(f;C"zxj

olur. Diger yandan,
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oldugundan,

(1=t (92 o 1|52

<2q a)z[f; C”ZXJ+a)2(f; /CEX]HH@

<zs 1% 1)

elde edilir. Burada2c, (1+ f ) = ¢, segilirse istenilen elde edilir.

Teorem 5.3.2 f DC[O,a] olmak uzere, (2.1) ile tanlmlane(mn(f;x)) lineer pozitif

operator dizisi icin gagidaki denklik sglanir:

Lo (Fi%)= f ()| <M, ()7, (0<as10sxsa< )~ fOLp, (a)  (5.20)

ispat: (Gereklilik): |L, (f;x)=f (x)|<M, (cnx)% (0<a<10<x<a<] olsun. Bu

durumda, Teorem 5.2.1 dehULip. (a) olacaksekilde C,, sabiti vardir. Der

taraftan ger f OLip. () ise,
‘f (t)-f (x)‘ <C, . [t-¥"

| (x+0,)= () +f(x=a,)~ f(X)|<|f(x+a,)~ f (X)|+|f (x=3,)- f (x)

<2C,t-¥"
<2C, .9/
ise
| (x+0,)-2f () +f (x=4,)|< 2, 8,
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olur. N, ; =2C, ; segilirse teoremin ilk kismi ispatlanir.
(Yeterlilik): Eger, f OLip', (a) ise,

[F(x+8,)=2f (x)+  (x=8,)| <N, 3"

olur. Bu durumda,

W (1:43) <N, o7

elde edilir. &, <1 icin min{1,5,} =4, < d]% olup, (5.19) gitsizliginden,

K(f:8)=6] @ () +min{La}|f]]
<[ a(fya)+ o]

o[ N, %+l 1]

IN

eN,, +c|f])a7

IN

dir. maks{cl,clNa'f} =R, ; segilirse,
K(1:4)< R, (1+] )"

olur. Bu sitsizlik (5.17) de kullanilirsa véM , , = 272 R, (1+||f||) secilirse (5.20) elde

edilir.
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6. SONUC

Bir cok lineer pozitif operatér dizisinin Korovkitipli yaklasim 6zellikleri ve yaklaim
hizina ait sonuclar gunimize kadar pek ¢ok maté&matarafindan incelenmtir.
Detayl bilgiler icin (bkz. Altomore ve Campiti 192 Ayrica yapilan 6zel secimlerle
taninmg lineer pozitif operatdr dizilerine dogén bircok genellgirme yapilims ve
yaklasim 6zellikleri incelenmitir. Dolayisiyla, daha dnceden gengiléimis ve bilinen
bazi 6zel operatorlere ddgebilmesi nedeniyle 6ne cikan gengilémis operator

dizilerini ele almak bu tez ¢amasini 6nemli kildi.

Klasik yakinsaklik dzelliklerinin incelenmioldugu bu operatér dizilerinin istatistiksel
yakinsaklik ozelliklerine ait sonuglar elde edileidasik yakinsakfia gore daha geni
bir calsma alani elde edilmioldu. Ayrica, Voronovskaja tipli yakjan 6zelliklerine ait

sonugclar da yine istatistiksel yakian ile verildi.

Diger taraftan operatorin iki ggkenli durumda iga edilmesiyle birlikte iki dgiskenli
genellgtiriimi s lineer pozitif operator dizileri icin istatistiksgakinsaklik 6zellikleri ve
yaklasim hizlarina ait sonuglar elde edildi. Ayrica bungisstirmeyle kismi turevli

denklemler icin bir uygulama da yapildi.

Direkt ve ters teoremlerle birlikte, genalieilmis lineer pozitif operator dizilerine ait
cift tarafli sonuclar elde edildi. Bu sonuglar ssipele fonksiyonun ait oldw uzay
verildiginde yaklaim hizi; yaklaim hizi verildginde de fonksiyonun ait olgu uzay
elde edilebildi.

Tezde incelenen genejteilmis lineer pozitif operatdr dizisinin, taningnibirgok
operator dizisini kapsamasi nedeniyle hem klasik lde istatistiksel yakkama iliskin

bilinen bir¢cok operator dizisini kapsayan sonuglate edilmstir.
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