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ÖZET

4 BOYUTLU M·INKOWSK·I UZAYINDA NULL E¼GR·ILER·IN

KARAKTER·IZASYONU

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm; çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, Bertrand e¼grileri, Helisler ve Esnek

olmayan ak¬̧slar üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda literatürdeki bilgiler incelendi.

·Ikinci bölüm; R42 uzay¬, Bertrand e¼grileri, Genel Helisler ve Esnek olmayan ak¬̧s

için kullan¬lan temel tan¬mlar verildi.

Üçüncü bölüm; R42 de Partially Null ve Pseudo Null e¼grilerin Bertrand e¼gri tipleri

incelendi.

Dördüncü bölüm; R42 de Genel Helislerle ilgili bir karakterizasyon verildi.

Beşinci bölüm; R42 de esnek olmayan ak¬̧s kavram¬tan¬mland¬ve Partially Null

ve Pseudo Null e¼grilerinin esnek olmayan ak¬̧slar¬ ile ilgili karakterizasyonlar elde

edildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand e¼gri, (1; 3) Bertrand e¼grisi, (2; 3) Bertrand

e¼grisi, Ak¬̧s, Esnek Olmayan Ak¬̧s.
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SUMMARY

CHARACTERIZATIONS OF NULL CURVES IN 4-DIMENSIONAL

MINKOWSKI SPACETIME

This thesis consist of �ve chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental de�nitions of semi-Euclidean space R42;

Bertrand curves, Helices and Inextensible Flows have been given.

In the third chapter; Bertrand curves of Partially Null ve Pseudo Null curves

have been studied in semi-Euclidean space R42.

In the fourth chapter; A characterization related to General Helices has been

given.

In the �fth chapter; Notion of Inextensible Flow was de�ned and The character-

izations related to Inextensible Flows of Partially Null and Pseudo Null curves have

been attained.

Keywords: Bertrand Curve, (1; 3) Bertrand curve, (2; 3) Bertrand curve, Flow,

Inextensible Flow.
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Bilimde s¬kl¬kla başvurulan en eski araçlardan biri Öklid geometrisidir. Öklid

geometrisi astronomi, matematik ve co¼grafya gibi pek çok farkl¬alanda uygulama

alan¬bulmuştur.

Geometride en çok çal¬̧s¬lan konulardan biri e¼griler teorisidir. E¼griler teorisinde

özellikle Geodezikler, Çemberler, Helisler, Bertrand e¼grileri vb. gibi özel e¼griler

çal¬̧s¬lmaktad¬r. E¼griler teorisi çal¬̧s¬l¬rken bir e¼grinin Serret-Frenet denklemlerinin

bulunmas¬ve e¼griliklerinin hesaplanmas¬büyük önem taş¬r.

Öklidyen uzayda ve Minkowski uzay¬nda e¼griler teorisinin ilginç problemlerinden

biri de; regüler bir e¼grinin karakterizasyonu problemidir. Bu problemin çözümünde

regüler e¼grinin k1 ve k2 e¼grilik fonksiyonlar¬önemli bir role sahiptir. Bir regüler

e¼grinin k1 ve k2 e¼grilikleri kullan¬larak şeklinin ve boyutunun belirlenebildi¼gi bilinir.

Problemin çözümü için bir di¼ger yol da iki e¼grinin Frenet vektörleri aras¬ndaki ili̧skiyi

incelemektir. Örne¼gin; Bertrand e¼grileri gibi.

c; E3 de C1 s¬n¬f¬ndan bir regüler e¼gri, yani c : I � R ! E3, kc0k 6= 0 olsun.

Burada I � R bir aral¬k ve s�I c nin yay parametresi olarak verilsin. E¼ger c e¼grisi

üzerinde diferensiyellenebilir te¼get, normal ve binormal vektör alanlar¬ve k1 > 0 ve

k2 6= 0 birinci ve ikinci e¼grilik fonksiyonlar¬bulunabiliyorsa c ye özel Frenet e¼grisi ad¬

verilir[43]. R42 de, C
1 s¬n¬f¬ndan farkl¬iki özel Frenet e¼grileri, s¬ras¬yla, c ve c olsun.

' : L! L; C1s¬n¬f¬ndan regüler bir dönüşüm olmak üzere c ve c e¼grilerinin c(s) ve

c(s) = c('(s)) noktalar¬nda normalleri lineer ba¼g¬ml¬ise (c; c) ikilisine bertrand e¼gri

çifti denir[36].

E3 de C1 özel Frenet e¼grisi c bir Bertrand e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart

e¼grinin birinci e¼girlik fonksiyonu k1 ve ikinci e¼grilik fonksiyonu k2 nin bütün s�L için



ak1 + bk2 = 1 şart¬n¬sa¼glamas¬d¬r. Burada a ve b reel say¬lard¬r[36].

2003 de H.Matsuda ve S.Yorozu özel Frenet e¼grisi olarak adland¬r¬lan yeni bir

e¼gri tan¬mlad¬ve Rn de özel Frenet e¼grisinin n � 4 oldu¼gu zaman Bertrand e¼grisi

olmad¬¼g¬n¬ispatlad¬. H.Matsuda ve S.Yorozu R4de (1; 3) Bertrand e¼grilerini karak-

terize ettiler ve bir örnek ile e¼grinin bir tipini incelediler[36]. Honda-Inoguchi[22],

Inoguchi-Lee[23] de; (c; c) null e¼gri çifti üzerinde bir çal¬̧sma yapt¬. A. Ceylan Çöken

ve Ünver Çiftçi[12]Minkowski Spacetime da null Bertrand e¼grilerini çal¬̧st¬. Mehmet

Göçmen ve Sad¬k Keleş R41 de null Cartan e¼grisinin Bertrand e¼grisi olmad¬¼g¬n¬gös-

terdi ve (1; 2) Bertrand e¼grileri için bir karakterizasyon verdi[18].

Minkowski 3- uzay¬nda spacelike ve timelike Bertrand e¼grileri ve onlar¬n karak-

terizasyonlar¬incelendi[4; 14; 24; 25]. Minkowski 3- uzay¬nda null Bertrand e¼grileri

Balgetir, Bektaş ve Inoguchi[3] taraf¬ndan verildi. Ferda¼g Kahraman Aksoyak, ·Is-

mail Gök ve Kaz¬m ·Ilarslan[1]Minkowski Spacetime da genelleştirilmi̧s null Bertrand

e¼grilerini incelediler.

Helis, bilim ve do¼gada ilginç e¼grilerden biridir. E3 de genel helis veya e¼gilim

çizgisi e¼grinin tanjant¬n¬n sabit bir do¼grultu ile sabit aç¬yapt¬¼g¬özelli¼gi ile tan¬mlan¬r[11].

1802 de M.A.Lancret taraf¬ndan ifade edilmi̧s ve 1845 de B. de Saint Venant[40]

taraf¬ndan gösterilmi̧stir ki; bir e¼grinin genel helis olmas¬ için gerek ve yeter şart

e¼grinin birinci e¼grili¼gin ikinci e¼grili¼ge oran¬n¬n, yani
k1
k2
nin, e¼gri boyunca sabit ol-

mas¬d¬r.

A.Ma¼gden[35] ; E4 Öklid uzay¬nda bir e¼grinin helis olmas¬için bir karakterizasyon

verdi. E¼ger
k21
k22
+

�
1

k3

d

ds

�
k1
k2

��2
ifadesi sabit ise verilen e¼gri bir helistir. Burada k1; k2; k3 s¬ras¬yla e¼grinin 1.,2.,3.

e¼grilikleridir. Minkowski 4- uzay¬R41 de timelike helislerin karakterizasyonlar¬Ko-
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cayi¼git ve Önder[27] taraf¬ndan verildi. n boyutlu Öklid uzay¬En de genel he-

lis(e¼gilim çizgisi) için baz¬ önemli karakterizasyonlar Hac¬saliho¼glu(1975, 1983 ve

2002) taraf¬ndan elde edilmi̧stir[20; 21; 38]. Bu karakterizasyonlarda e¼grinin yüksek

mertebeden harmonik e¼grilikleri yard¬m¬ ile e¼grinin genel helis(e¼gilim çizgisi) ol-

mas¬karakterize edilmi̧stir. 3- boyutlu Lorentz uzay¬L3 de bir timelike veya space-

like e¼grinin e¼gilim çizgisi olmas¬ile ilgili karakterizasyonlarda Ekmekci ve ·Ilarslan

(2000)[15], ·Ilarslan(2002)[24] taraf¬ndan verilmi̧stir. A. Funda Yal¬n¬z�¬n doktora

tezinde n- boyutlu Lorentz uzay¬Ln de e¼gilim çizgilerinin karakterizasyonlar¬elde

edilmi̧stir[17].

Son zamanlarda esnek olmayan e¼grilerin hareketinin incelenmesi bir çok farkl¬

mühendislik uygulamalar¬nda görülmektedir. Bir e¼grinin ak¬̧s¬, yay uzunlu¼gu ko-

runuyorsa esnek olmayan ak¬̧s olarak ifade edilir. Fiziksel olarak esnek olmayan e¼gri

ak¬̧slar¬, hiçbir şekil de¼gi̧stirme enerjisinin sebep olmad¬¼g¬hareketleri meydana ge-

tirir. Sabit uzunlu¼ga sahip olan bir telin savrulma hareketi veya rüzgarla taş¬nan

ka¼g¬t esnek olmayan e¼gri ve yüzey ak¬̧slar¬taraf¬ndan tan¬mlanabilir. Esnek olmayan

e¼gri ve yüzey ak¬̧slar¬bilgisayar bölümlerinde[26; 34], bilgisayar animasyonunda[13]

ve hatta yap¬sal mekanikte de¼gi̧sik problemlerin çözümlerinde kullan¬lmaktad¬r[41].

·Ilk olarak, Kwon ve Park[32] Öklidyen 3- uzay¬nda uzunlu¼gun korundu¼gu aç¬la-

bilir yüzeyleri ve e¼grilerin esnek olmayan ak¬̧slar¬n¬inceledi. E¼grilerin esnek olmayan

ak¬̧slar¬ farkl¬uzaylarda incelendi. Gürbüz[19] spacelike, timelike ve null e¼grilerin

esnek olmayan ak¬̧slar¬n¬, Ö¼grenmi̧s ve di¼gerleri[37] Galilean uzay¬nda esnek olmayan

e¼grileri, Y¬ld¬z ve di¼gerleri[44] 3- boyutlu Öklid uzay¬nda Darboux çat¬s¬na göre e¼gri-

lerin esnek olmayan ak¬̧slar¬n¬incelediler. Ayr¬ca Lati� ve di¼gerleri[33] Minkowski

3- uzay¬nda e¼grilerin esnek olmayan ak¬̧slar¬n¬çal¬̧st¬.

[6; 7; 28; 29] da yazarlar E31 ve E
4
1 de timelike ve spacelike e¼grileri ele ald¬. Son

çal¬̧smada Ö.G.Y¬ld¬z ve di¼gerleri[45; 46] En ve En1 de null olmayan e¼grilerin esnek

3



olmayan ak¬̧slar¬için gerek ve yeter şartlar¬verdi.

Genellikle null e¼grilerin incelenmesi diferensiyel geometri aç¬s¬ndan büyük önem

taş¬r. Riemann geometriden elde edilen klasik sonuçlar¬n birço¼gu Lorentz kaŗs¬l¬¼ga

sahiptir. Gerçekte, spacelike veya timelike e¼griler, pozitif tan¬ml¬Riemann geometrisin-

dekine benzer yöntem ile çal¬̧s¬labilir. Fakat null e¼gri teorisi hiçbir Riemann geometrisinin

sahip olmad¬¼g¬birçok sonuca sahiptir. Null e¼grilerin varl¬¼g¬önemli ve ilginç özellik-

lere sebep olur.

Lorentz uzay¬diferensiyel geometrinin matematik ve �zik alanlar¬nda yayg¬n kul-

lan¬m¬olan bir alt dal¬d¬r. R42 yar¬Öklidyen uzay¬nda yatan bir spacelike veya time-

like e¼grinin Frenet denklemleri [24] de verildi. Bu tip e¼griler boyunca bir ortonormal

Frenet çat¬s¬fT;N;B1; B2g şeklinde olup null olmayan dört vektör alan¬, s¬ras¬yla,

tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektör alanlar¬olarak ad-

land¬r¬l¬r. Özellikle spacelike veya timelike e¼gri boyunca Frenet çat¬s¬null vektörleri

içerdi¼ginde bu e¼griler pseudo null veya partially null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r[10; 42].

R41 Minkowski Spacetime uzay¬nda yatan pseudo null veya partially null e¼griler

s¬ras¬yla birinci binormal B1 null ve ikinci binormal B2 null(bu durumda birinci

binormal B1 null de¼gil) olan e¼gri olarak tan¬mlan¬r[10]. R41 de pseudo null ve par-

tially null e¼grilerin Frenet denklemleri verilmi̧stir[42].

Son zamanlarda Minkowski uzay¬nda null e¼griler hakk¬nda birçok önemli ve

yo¼gun çal¬̧smalar yap¬lmaktad¬r. [5; 8; 16; 30; 31] deki makalelerde null e¼griler için

Minkowski uzay¬nda yeni karakterizasyonlar verilmi̧stir. Biz bu çal¬̧smada R42 de

pseudo null ve partially null e¼grilerin bertrand e¼gri tiplerini ve esnek olmayan ak¬̧slar¬n¬

tan¬mlad¬k ve R42 de pseudo null ve partially null e¼grilerin bertrand e¼gri tipleri ve es-

nek olmayan ak¬̧slar için karakterizasyonlar elde ettik. Ayr¬ca partially null helisleri

için bir karakterizasyon meydana getirdik.
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2. BÖLÜM

2.1. Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1.1. R42 yar¬öklid uzay¬

g = �dx21 � dx22 + dx23 + dx24

ile verilen g pozitif tan¬ml¬olmayan �at metri¼gi ile tan¬mlanan R4 standart vektör

uzay¬d¬r. Burada (x1; x2; x3; x4) R42 ün dörtlü koordinat sistemidir[39].

Tan¬m 2.1.2. R42 de bir v vektörünün normu

kvk =
p
jg(v; v)j

ile tan¬mlan¬r[39].

Tan¬m 2.1.3. R42 de bir v = (v1; v2; v3; v4) vektörü

i) g(v; v) > 0 ise spacelike vektör,

ii) g(v; v) < 0 ise timelike vektör,

iii) g(v; v) = 0; v 6= 0 ise null(lightlike) vektör olarak adland¬r¬l¬r[39].

Tan¬m 2.1.4. I; R nin aç¬k bir aral¬¼g¬olmak üzere � : I ! R42 şeklinde C
1

s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir bir � dönüşümüne R42 de bir e¼gri ad¬verilir[39].

Tan¬m 2.1.5. R42 de bir C
1 özel Frenet e¼grisi c; c den ayr¬bir C1 özel Frenet

e¼grisi c ve bir regülerC1 s¬n¬f¬ndan ' : L! L dönüşümü
�
s = '(s);

d'(s)

ds
6= 0; 8s�L için

�
mevcuttur öyle ki c ve c e¼grilerinin ' alt¬nda c(s) ve c(s) = c('(s)) noktalar¬nda

normalleri lineer ba¼g¬ml¬ise c bir Bertrand e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r. Burada s ve

s s¬ras¬yla c ve c nin yay parametreleridir. Bu durumda c; c nin Bertrand e¼gri

çiftidir[36].

Tan¬m 2.1.6. c ve c; R42 de C
1 s¬n¬f¬ndan özel Frenet e¼grisi ve ' : L ! L�

s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0; 8s�L için

�
regüler C1 dönüşüm olsun. Öyle ki c nin her



c(s) noktas¬8s�L için c nin c(s) = c('(s)) noktas¬na kaŗs¬l¬k gelsin. Burada s ve s

s¬ras¬yla c ve c nin yay parametreleridir. E¼ger c nin her c(s) noktas¬nda Frenet (1; 3)

normal düzlemi 8s�L için c nin c(s) = c('(s)) kaŗs¬l¬k noktas¬ndaki Frenet (1; 3)

normal düzlemi ile çak¬̧s¬rsa c; R42 de (1; 3) tipinde Bertrand e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r.

c de c nin (1; 3) Bertrand e¼gri çifti olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger fT;N;B1; B2g; c nin

Frenet çat¬s¬ve c bir (1; 3) tipinden Bertrand e¼grisi ise bu takdirde

c(s) = c(s) + �(s)N(s) + �(s)B2(s)

şeklindedir. Burada � ve �; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r[36].

Tan¬m 2.1.7. c ve c; R42 de C
1 s¬n¬f¬ndan özel Frenet e¼grisi ve ' : L ! L�

s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0; 8s�L için

�
regüler C1 dönüşüm olsun. Öyle ki c nin her

c(s) noktas¬8s�L için c nin c(s) = c('(s)) noktas¬na kaŗs¬l¬k gelir. Burada s ve s

s¬ras¬yla c ve c nin yay parametreleridir. E¼ger c nin her c(s) noktas¬nda Frenet (2; 3)

normal düzlemi 8s�L için c nin c(s) = c('(s)) kaŗs¬l¬k noktas¬ndaki Frenet (2; 3)

normal düzlemi ile çak¬̧s¬rsa c ye R42 de (2; 3) tipinde Bertrand e¼grisi denir. c de c

nin (2; 3) Bertrand e¼gri çifti olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger fT;N;B1; B2g; c nin Frenet

çat¬s¬ve c bir (2; 3) tipinden Bertrand e¼grisi ise bu takdirde

c(s) = c(s) + �(s)B1(s) + �(s)B2(s)

yaz¬labilir. Burada � ve �; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r.

Tan¬m 2.1.8. c ve c; R42 de C
1 s¬n¬f¬ndan özel Frenet e¼grisi ve ' : L ! L�

s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0; 8s�L için

�
regüler C1 dönüşüm olsun. Öyle ki c nin her

c(s) noktas¬8s�L için c nin c(s) = c('(s)) noktas¬na kaŗs¬l¬k gelsin. Burada s ve s

s¬ras¬yla c ve c nin yay parametreleridir. E¼ger c nin her c(s) noktas¬nda Frenet (1; 2)

normal düzlemi 8s�L için c nin c(s) = c('(s)) kaŗs¬l¬k noktas¬ndaki Frenet (1; 2)

normal düzlemi ile çak¬̧s¬rsa c; R42 de (1; 2) tipinde Bertrand e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r.
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c de c nin (1; 2) Bertrand e¼gri çifti olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger fT;N;B1; B2g; c nin

Frenet çat¬s¬ve c bir (1; 2) tipinden Bertrand e¼grisi ise bu takdirde

c(s) = c(s) + �(s)N(s) + �(s)B1(s)

şeklindedir. Burada � ve �; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r[18].

Tan¬m 2.1.9. � : I ! R42 herhangi bir e¼gri olmak üzere �
0(s) h¬z vek-

törü s¬ras¬yla, spacelike, timelike veya null ise � e¼grisi spacelike, timelike veya null

e¼gridir[39].

Tan¬m 2.1.10. R42 de � : I ! R42 e¼grisi verilsin. R
4
2 de tan¬mlanan metrik g

olsun. E¼ger g = (�0(s); �0(s)) = �1 ise � ya birim h¬zl¬e¼gri denir[39].

Tan¬m 2.1.11. � : I ! R42 partially null e¼grisi R42 de s yay parametresi

ile parametrelendirilmi̧s spacelike veya timelike e¼gri olsun öyle ki 8s�I � IR için,

s¬ras¬yla, g (�00(s); �00(s)) < 0 veya g (�00(s); �00(s)) > 0 d¬r. Tanjant ve asli normal

vektör alanlar¬s¬ras¬yla T (s) = �0(s); N(s) =
�00(s)

k�00(s)k ile tan¬mlan¬r.

R42 de fT;N;B1; B2g Frenet çat¬s¬olsun. BuradaB2; R42 de ikinci binormal vektör

alan¬d¬r. � partially null e¼gri oldu¼gundan B1 null vektördür. R42 de bir tek B2 null

vektör alan¬mevcut olur ve

g(T;B2) = g(N;B2) = g(B2; B2) = 0; g(B1; B2) = 1

dir. R42 de fT;N;B1; B2g Frenet çat¬s¬ve

g(T; T ) = "1 = �1; g(N;N) = "2 = �1; g(B1; B2) = 1; g(B1; B1) = g(B2; B2) = 0

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = 0 (1.1.1)

olsun. Burada "1:"2 = �1 dir.
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Bu durumda � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

k1(s) = g(T 0(s); N(s))"2

k2(s) = g(N 0(s); B2(s)) (1.1.2)

k3(s) = g(B0
1(s); B2(s))

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece � partially null e¼grisinin Frenet denklemleri

T 0(s) = k1(s)N(s)

N 0(s) = k1(s)T (s) + k2(s)B1(s) (1.1.3)

B0
1(s) = k3(s)B1(s)

B0
2(s) = �"2k2(s)N(s)� k3(s)B2(s)

formundad¬r. Burada 8s�I için k3(s) = 0 d¬r[39].

Tan¬m 2.1.12. � : I ! R42 pseudo null e¼grisi R42 de s yay parametresi ile

parametrelendirilmi̧s spacelike veya timelike e¼gri olsun öyle ki 8s�I � IR için

g(�0(s); �0(s)) = �1 dir. �00(s) 6= 0 olmak üzere g(�00(s); �00(s)) = 0 d¬r. Tanjant ve

asli normal vektör alanlar¬s¬ras¬ile T (s) = �0(s); N(s) = �00(s) şeklinde tan¬mlan¬r.

g(�0(s); �0(s)) = �1

eşitli¼gi s e göre diferensiyellenirse

g(�0(s); �00(s)) = 0

elde edilir. Bu denklem s e göre tekrar diferensiyellenirse

g(�0(s); �000(s)) = 0

bulunur. Böylece �000(s) vektörü; �0(s) ve �00(s) vektörlerine ortogonal olur.
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E¼ger g(�000(s); �000(s)) 6= 0 kabul edilirse B1 vektör alan¬

B1(s) =
�000(s)

k�000(s)k

olur. Dolay¬s¬yla R42 de bir tek B2 null vektör alan¬mevcuttur öyle ki

g(T;B2) = g(B1; B2) = g(B2; B2) = 0; g(N;B2) = 1

dir. R42 de fT;N;B1; B2g Frenet çat¬s¬ve

g(T; T ) = "1 = �1; g(B1; B1) = "2 = �1; g(N;B2) = 1; g(N;N) = g(B2; B2) = 0

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(B1; B2) = 0 (1.1.4)

olsun. Burada "1:"2 = �1 dir.

Bu durumda � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

k1(s) = g(T 0(s); B2(s))

k2(s) = g(N 0(s); B1(s))"2 (1.1.5)

k3(s) = g(B0
1(s); B2(s))

şeklinde olur.

Di¼ger taraftan

g(T 0(s); B2(s)) = g(N(s); B2(s)) = 1

oldu¼gundan 8s�I için k1(s) = 1 dir. E¼ger � bir do¼gru ise k1(s) = 0 d¬r. Di¼ger

durumlarda k1(s) = 1 dir.

Bu durumda � pseudo null e¼grisinin Frenet denklemleri

T 0(s) = N(s)

N 0(s) = k2(s)B1(s) (1.1.6)
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B0
1(s) = k3(s)N(s)� "2k2(s)B2(s)

B0
2(s) = �"1T (s)� "2k3(s)B1(s)

formunda yaz¬l¬r[39].

Tan¬m 2.1.13. M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8s�I için

�0(s) h¬z vektörü, bir U sabit vektörü ile sabit aç¬teşkil ediyorsa M ye bir e¼gilim

çizgisi ve sp fUg ya da M e¼gilim çizgisinin e¼gilim ekseni denir[2].

Tan¬m 2.1.14. Bir e¼grinin t boyunca hareketine e¼grinin ak¬̧s¬denir. Burada t

zamand¬r[32].
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3. BÖLÜM

3.1. R42 de Bertrand E¼grileri

Teorem 3.1.1. c : L ! R42 e¼grisi sabit olmayan k1 ve sabit k2 e¼griliklerine

sahip olan partially null e¼gri olsun. c partially null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip

de¼gildir.

·Ispat: Kabul edelim ki c partially null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip ve c nin

Bertrand e¼gri çifti c : L ! R42 olsun. ' : L ! L; s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0 regüler bir

dönüşüm, c ve c nin yay parametresi, s¬ras¬ile, s ve s olmak üzere (c; c) Bertrand

e¼gri çifti için

c(s) = c(s) + �(s)N(s) (3.1.1)

yaz¬labilir. Burada �; L üzerinde C1 fonksiyondur.

(3:1:1) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dc(s)

ds
js='(s)= c0(s) + �0(s)N(s) + �(s)N 0(s)

'0(s):T ('(s)) = T (s) + �0(s)N(s) + �(s) [k1(s)T (s) + k2(s)B1(s)]

'0(s):T ('(s)) = (1 + �(s)k1(s))T (s) + �0(s)N(s) + �(s)k2(s)B1(s) (3.1.2)

elde edilir.

c bir Bertrand e¼grisi oldu¼gundan

N('(s)) = dN(s) (3.1.3)

dir. Burada d 6= 0 bir sabittir. (3:1:2) ve (3:1:3) ifadeleri iç çarp¬ma tabi tutulursa

0 = g
�
'0(s):T ('(s)); N('(s))

�
(3.1.4)

= (1 + �(s)k1(s)) g (T (s); dN(s)) + �
0(s)g (N(s); dN(s))

+�(s)k2(s)g (dN(s); B1(s))



olur.Burada

g (T (s); N(s)) = 0; g (N(s); N(s)) = 1; g (N(s); B1(s)) = 0

oldu¼gundan

�0(s) = 0 (3.1.5)

d¬r. Yani �(s) = b olup b bir sabittir.

O zaman; (3:1:2) ve (3:1:5) birlikte düşünüldü¼günde

'0(s):T ('(s)) = (1 + �(s)k1(s))T (s) + �(s)k2(s)B1(s) (3.1.6)

yaz¬labilir. (3:1:6) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'
00
(s):T ('(s) + '0(s):T

0
('(s)) = (1 + �(s)k1(s))

0 T (s) + (1 + �(s)k1(s))T
0(s)

+(�(s)k2(s))
0B1(s) + �(s)k2(s)B

0
1(s) (3.1.7)

veya

('0(s))2k1('(s))N('(s)) = �'00
(s)

�
(1 + �(s)k1(s))T (s) + �(s)k2(s)B1(s)

'0(s)

�
+(1 + �(s)k1(s))

0 T (s)

+ (1 + �(s)k1(s)) k1(s)N(s) (3.1.8)

+(�(s)k2(s))
0B1(s)

elde edilir. c bir Bertrand e¼grisi oldu¼gundan N ile N lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

(3:1:8) ifadesinden

'
00
(s)
(1 + �(s)k1(s))

'0(s)
= (1 + �(s)k1(s))

0 (3.1.9)

'
00
(s)

�(s)k2(s)

'0(s)
= (�(s)k2(s))

0 (3.1.10)
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ve (3:1:6) ifadesinin normu al¬n¬rsa

('0(s))2k1('(s)) = � (1 + �(s)k1(s)) k1(s) (3.1.11)

elde edilir. ve

'0(s) = � (1 + �(s)k1(s)) (3.1.12)

bulunur. (3:1:9),(3:1:10) ve (3:1:11) birlikte düşünülürse

�(s) = 0

sonucuna var¬l¬r. Bu durumda kabulümüz yanl¬̧s olup bu da, c nin bir Bertrand e¼gri

çiftine sahip olmad¬¼g¬anlam¬na gelir.

Teorem 3.1.2. c : L ! R42 e¼grisi sabit k1 ve sabit olmayan k2 e¼griliklerine

sahip olan partially null e¼gri olsun. c partially null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip

de¼gildir.

·Ispat: Teorem 3.1.1 dekine benzer yöntemle kolayca ispatlan¬r.

Teorem 3.1.3. c : L ! R42 e¼grisi k1; k2; k3 e¼griliklerine sahip olan pseudo null

e¼gri olsun. c pseudo null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip de¼gildir.

·Ispat: Kabul edelim ki c pseudo null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip ve c nin

Bertrand e¼gri çifti c : L ! R42 olsun. ' : L ! L; s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0 regüler bir

dönüşüm ve c ve c nin yay parametresi, s¬ras¬yla, s ve s olmak üzere (c; c) Bertrand

e¼gri çifti oldu¼gundan

c(s) = c(s) + �(s)N(s) (3.1.13)

yaz¬labilir. Burada �; L üzerinde C1 fonksiyondur.

(3:1:13) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dc(s)

ds
js='(s)= c0(s) + �0(s)N(s) + �(s)N 0(s)
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'0(s):T ('(s)) = T (s) + �0(s)N(s) + �(s)k2(s)B1(s) (3.1.14)

elde edilir. (3:1:14) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'
00
(s):T ('(s)) + ('0(s))2:N('(s)) = N(s) + �

00
(s)N(s) + �0(s)N 0(s) (3.1.15)

+(�(s)k2(s))
0B1(s) + �(s)k2(s)B

0
1(s)

elde edilir.

(3:1:14) ifadesi (3:1:15) de yerine yaz¬l¬rsa

'
00
(s)(

T (s) + �0(s)N(s) + �(s)k2(s)B1(s)

'0(s)
) + ('0(s))2:N('(s)) = N(s) + �

00
(s)N(s)

+�0(s)k2(s)B1(s)

+(�(s)k2(s))
0B1(s)

+�(s)k2(s)(k3(s)N(s)

+k2(s)B2(s))

veya

('0(s))2:N('(s)) = �'00
(s)(

T (s) + �0(s)N(s) + �(s)k2(s)B1(s)

'0(s)
) (3.1.16)

+(1 + �
00
(s) + �(s)k2(s)k3(s))N(s)

+(�0(s)k2(s) + (�(s)k2(s))
0)B1(s)

+�(s)k22(s)B2(s)

bulunur. c bir bertrand e¼grisi oldu¼gundan N ile N lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

(3:1:16) ifadesinden

�(s)k22(s) = 0 (3.1.17)

elde edilir. k2 6= 0 oldu¼gundan

�(s) = 0
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sonucuna var¬l¬r. Bu durumda kabulümüz yanl¬̧s olup bu da, c nin bir Bertrand e¼gri

çiftine sahip olmad¬¼g¬anlam¬na gelir.

3.2. R42 de (2; 3) Bertrand E¼grileri

Teorem 3.2.1. c : L! R42 e¼grisi k1 ve sabit k2 e¼griliklerine sahip olan partially

null e¼gri olsun. c; (2; 3) tipinde Bertrand e¼grisi ise

(i) �(s) 6= � 1

k2(s)

(ii) k1('(s)) = �k1(s)

q��(�(s)k2(s))2 � 1��
('0(s))2

ifadeleri mevcuttur.

·Ispat: Kabul edelim ki c; R42 de (2; 3) tipinde Bertrand e¼grisi ve c nin Bertrand

e¼gri çifti c : L ! R42 olsun. ' : L ! L; s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0 regüler bir dönüşüm,

c ve c nin yay parametresi, s¬ras¬ile, s ve s olmak üzere c; (2; 3) tipinde Bertrand

e¼grisi oldu¼gundan

c(s) = c(s) + �(s)B1(s) + �(s)B2(s) (3.2.1)

yaz¬labilir. Burada � ve �; L üzerinde C1 fonksiyondur. (3:2:1) ifadesinin s ye göre

türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dc(s)

ds
js='(s)= c0(s) + �0(s)B1(s) + �(s)B0

1(s) + �0(s)B2(s) + �(s)B0
2(s)

'0(s):T ('(s)) = T (s) + �0(s)B1(s) + �(s)k3(s)B1(s)

+�0(s)B2(s) + �(s) (k2(s)N(s) + k3(s)B2(s))

'0(s):T ('(s)) = T (s) + (�0(s) + �(s)k3(s))B1(s) (3.2.2)

+(�0(s)� �(s)k3(s))B2(s) + �(s)k2(s)N(s)

bulunur. c; R42 de (2; 3) tipinde Bertrand e¼grisi oldu¼gundan B1(s) ve B2(s) in gerdi¼gi

düzlemle B1(s) ve B2(s) in gerdi¼gi düzlem çak¬̧s¬r. O halde

B1('(s)) = A(s)B1(s) +B(s)B2(s) (3.2.3)
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B2('(s)) = C(s)B1(s) +D(s)B2(s) (3.2.4)

yaz¬labilir. Burada A;B;C;D; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r: (3:2:2) ile (3:2:3) ve

(3:2:2) ile (3:2:4) iç çarp¬ma tabi tutulursa

A(s) (�0(s)� �(s)k3(s)) +B(s) (�
0(s) + �(s)k3(s)) = 0 (3.2.5)

C(s) (�0(s)� �(s)k3(s)) +D(s) (�
0(s) + �(s)k3(s)) = 0 (3.2.6)

elde edilir. Buradan

�0(s)� �(s)k3(s) = 0 ve �0(s) + �(s)k3(s) = 0 (3.2.7)

d¬r. k3 = 0 oldu¼gundan

�0(s) = 0 ve �0(s) = 0 (3.2.8)

d¬r. Yani � ve � sabit fonksiyonlard¬r. (3:2:2) de (3:2:7) yerine yaz¬l¬rsa

'0(s):T ('(s)) = T (s) + �(s)k2(s)N(s) (3.2.9)

elde edilir. (3:2:9) ifadesinden hareketle

T ('(s)) = E(s)T (s) + F (s)N(s) (3.2.10)

yaz¬labilir. Burada E ve F ; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r:Son eşitlikten

E(s) =
1

'0(s)
ve F (s) =

�(s)k2(s)

'0(s)
(3.2.11)

bulunur. (3:2:10) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):k1('(s)):N('(s)) =
dE(s)

ds
T (s) + E(s)k1(s)N(s) +

dF (s)

ds
N(s) (3.2.12)

+F (s)(k1(s)T (s) + k2(s)B1(s))

= (
dE(s)

ds
+ F (s)k1(s))T (s) + (

dF (s)

ds
+ E(s)k1(s))N(s)

+F (s)k2(s)B1(s)

elde edilir.
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(3:2:9) ifadesinin normu al¬n¬rsa

'0(s) =
q��1� (�(s)k2(s))2�� (3.2.14)

elde edilir. '0(s) 6= 0 oldu¼gundan

1� (�(s)k2(s))2 6= 0

veya

(�(s)k2(s))
2 6= 1 (3.2.15)

bulunur. (3:2:15) ifadesinden

�2(s) 6= 1

k22(s)

veya

�(s) 6= � 1

k2(s)
(3.2.16)

elde edilir. '0(s); �(s) ve k2(s) sabit oldu¼gundan

dE(s)

ds
=
dF (s)

ds
= 0 (3.2.17)

bulunur. (3:2:12) ifadesi

'0(s):k1('(s)):N('(s)) = (F (s)k1(s))T (s) + (E(s)k1(s))N(s) + F (s)k2(s)B1(s)

(3.2.18)

şeklinde yaz¬l¬r. (3:2:18) ifadesinin normu al¬n¬rsa

k1('(s)) = �k1(s)

q��(�(s)k2(s))2 � 1��
('0(s))2

(3.2.19)

elde edilir.
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3.3. R42 de (1; 3) Bertrand E¼grileri

Teorem 3.3.1. c : L ! R42 e¼grisi k1; sabit k2 ve k3 e¼griliklerine sahip olan

pseudo null e¼grisi olsun. c; (1; 3) tipinde Bertrand e¼grisidir ,

(i)�k2(s) + �k3(s) 6= 0;

(ii) (�k2(s) + �k3(s)) 
 + � = 1;

(iii) 
+k3(s)��k2(s) = 0 d¬r.

Burada �; �; 
 6= �1 ve � sabitlerdir.

·Ispat: Kabul edelim ki c; R42 de (1; 3) tipinde Bertrand e¼grisi ve c nin Bertrand

e¼gri çifti c : L ! R42 olsun. ' : L ! L; s = '(s);
d'(s)

ds
6= 0 regüler bir dönüşüm,

c ve c nin yay parametresi, s¬ras¬ile, s ve s olmak üzere c; (1; 3) tipinde Bertrand

e¼grisi oldu¼gundan

c(s) = c(s) + �(s)N(s) + �(s)B2(s) (3.3.1)

yaz¬labilir. Burada � ve �; L üzerinde C1 fonksiyondur. (3:3:1) ifadesinin s ye göre

türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dc(s)

ds
js='(s)= c0(s) + �0(s)N(s) + �(s)N 0(s) + �0(s)B2(s) + �(s)B0

2(s)

'0(s):T ('(s)) = T (s) + �0(s)N(s) + �(s)k2(s)B1(s)

+�0(s)B2(s) + �(s) (�T (s) + k3(s)B1(s))

'0(s):T ('(s)) = (1� �(s))T (s) + �0(s)N(s) + (�(s)k2(s) (3.3.2)

+�(s)k3(s))B1(s) + �0(s)B2(s)

bulunur. c; R42 de (1; 3) Bertrand e¼grisi oldu¼gundanN(s) veB2(s) in gerdi¼gi düzlemle

N(s) ve B2(s) in gerdi¼gi düzlem çak¬̧s¬r. O halde

N(' (s)) = A(s)N(s) +B(s)B2(s) (3.3.3)
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B2(' (s)) = C(s)N(s) +D(s)B2(s) (3.3.4)

yaz¬labilir. Burada A;B 6= 0; C;D; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r. (3:3:2) ile (3:3:3)

ve (3:3:2) ile (3:3:4) iç çarp¬ma tabi tutulursa

A(s)�0(s) +B(s)�0(s) = 0 (3.3.5)

C(s)�0(s) +D(s)�0(s) = 0 (3.3.6)

elde edilir. Buradan

�0(s) = 0 ve �0(s) = 0 (3.3.7)

d¬r. Bu da � ve � n¬n sabit fonksiyon oldu¼gunu gösterir. (3:3:2) de (3:3:7) yerine

yaz¬l¬rsa

'0(s):T ('(s)) = (1� �(s))T (s) + (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))B1(s) (3.3.8)

bulunur. (3:3:8) den hareketle

T ('(s)) = E(s)T (s) + F (s)B1(s) (3.3.9)

yaz¬labilir. Burada E ve F ; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r. (3:3:9) ifadesinin s ye

göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):N('(s)) =
dE(s)

ds
T (s) + (E(s) + k3(s)F (s))N(s) (3.3.10)

+
dF (s)

ds
B1(s) + k2(s)F (s)B2(s)

elde edilir. N ; N ve B2 ile lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gundan

dE(s)

ds
= 0 ve

dF (s)

ds
= 0 (3.3.11)

d¬r. Yani E ve F sabit fonksiyonlard¬r. E ye E0 ve F ye de F0 denilirse (3:3:9) dan

T ('(s)) = E0(s)T (s) + F0(s)B1(s) (3.3.12)
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elde edilir. (3:3:8) ve (3:3:12) birlikte düşünülürse

E0(s) =
1� �(s)

'0(s)
(3.3.13)

ve

F0(s) =
�(s)k2(s) + �(s)k3(s)

'0(s)
(3.3.14)

bulunur. c bir Bertrand e¼grisi olmad¬¼g¬ndan F0(s) 6= 0 olma durumu göz önüne

al¬nacakt¬r. (3:3:14) den

�(s)k2(s) + �(s)k3(s) 6= 0 (3.3.15)

d¬r. (3:3:13) ve (3:3:14) düzenlenirse

E0(s)(�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) = F0(s) (1� �(s))

E0(s) (F0(s))
�1 (�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) = (1� �(s)) (3.3.16)

elde edilir. (E0(s)) : (F0(s))
�1 = 
 denirse (3:3:16) dan


(�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) + �(s) = 1 (3.3.17)

olur. (3:3:12) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):N('(s)) = (E0(s) + k3(s)F0(s))N(s) + k2(s)F0(s)B2(s) (3.3.18)

bulunur. (3:3:18) ifadesinin normu al¬n¬rsa

F0(s)k2(s) (E0(s) + k3(s)F0(s)) = 0 (3.3.19)

yaz¬l¬r. (3:3:19) da (3:3:13) ve (3:3:14) yerine yaz¬l¬rsa

(�(s)k2(s) + �(s)k3(s))

'0(s)
:k2(s):

�
1� �(s)

'0(s)
+
�(s)k2(s) + �(s)k3(s)

'0(s)
:k3(s)

�
= 0

('0(s))�2 (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))
2 :k2(s): (
 + k3(s)) = 0 (3.3.20)
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elde edilir. (3:3:18) den hareketle

N('(s)) = K(s)N(s) +M(s)B2(s) (3.3.21)

yaz¬labilir. Burada K ve M ; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r. (3:3:18) ve (3:3:21)

birlikte düşünüldü¼günde

K(s) =
(E0(s) + k3(s)F0(s))

'0(s)
ve M(s) =

k2(s)F0(s)

'0(s)
(3.3.22)

elde edilir. (3:3:21) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):k2('(s)):B1('(s)) =
dK(s)

ds
:N(s) +K(s):k2(s):B1(s) (3.3.23)

+
dM(s)

ds
:B2(s) + (�T (s) + k3(s)B1(s))M(s)

yaz¬l¬r. (3:3:22) den
dK(s)

ds
=
dM(s)

ds
= 0

olup K ve M sabit fonksiyonlard¬r. K ya K0, M ye M0 ve � = K0(s):(M0(s))
�1

denilsin. O zaman

K0(s) =
(
 + k3(s)) (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))

('0(s))2
(3.3.24)

ve

M0(s) =
k2(s) (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))

('0(s))2
(3.3.25)

bulunur. (3:3:24) ve (3:3:25) den

� = K0(s):(M0(s))
�1

=
(
 + k3(s)) (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))

('0(s))2
:

('0(s))2

k2(s) (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))

=
(
 + k3(s))

k2(s)

(
 + k3(s))� �k2(s) = 0 (3.3.26)

elde edilir.
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Tersine; c (c : L! R42) (i) ; (ii) ; (iii) ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan k1; sabit k2; k3 e¼gri-

liklerine sahip bir C1 özel Frenet e¼grisi olsun. c e¼grisi;

c(s) = c(s) + �(s)N(s) + �(s)B2(s) (3.3.27)

şekilde tan¬mlans¬n. Burada s; c nin yay parametresidir. (3:3:27) ifadesi s e göre

diferensiyellenirse

dc(s)

ds
= (�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) (
T (s) +B1(s)) (3.3.28)

elde edilir. (i) den c regüler bir e¼gridir.

s = '(s) =

sZ
0





dc(t)dt





 dt (3.3.29)

şeklinde tan¬mlanan ' : L ! L regüler dönüşümü mevcuttur. Burada s; c nin yay

parametresidir. (3:3:28) ifadesi normlan¬rsa

'0(s) = " (�(s)k2(s) + �(s)k3(s))
p
j
2 � 1j (3.3.30)

elde edilir. E¼ger (�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) > 0 ise " = 1; (�(s)k2(s) + �(s)k3(s)) < 0

ise " = �1 dir. Böylece c e¼grisi

c(s) = c(s) + �(s)N(s) + �(s)B2(s) (3.3.31)

olarak yeniden ifade edilir. (3:3:31) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dc(s)

ds
js='(s)= c0(s) + �0(s)N(s) + �(s)N 0(s) + �0(s)B2(s) + �(s)B0

2(s)

T ('(s)) = "
1p

j
2 � 1j
(
T (s) +B1(s)) (3.3.32)

elde edilir. (3:3:32) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):N('(s)) = "
1p

j
2 � 1j
((
 + k3(s))N(s) + k2(s)B2(s))
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N('(s)) = "
j
2 � 1j

�1
2

'0(s)
f(
 + k3(s))N(s) + k2(s)B2(s)g (3.3.33)

bulunur. (3:3:30) ve (ii) den

'0(s) =
"(1� �(s))




p
j
2 � 1j (3.3.34)

yaz¬l¬r. Yani '0(s) sabittir. (3:3:33) de (3:3:34) yerine yaz¬l¬rsa

N('(s)) = "

 j
2 � 1j�1

(1� �(s))
f(
 + k3(s))N(s) + k2(s)B2(s)g (3.3.35)

elde edilir. (3:3:35) dan hareketle

N('(s)) = P (s)N(s) +R(s)B2(s) (3.3.36)

yaz¬labilir. Burada P ve R; L üzerinde C1 fonksiyonlard¬r. (3:3:36) ifadesinin s ye

göre türevi al¬n¬rsa

'0(s):
dN('(s))

ds
j s='(s) =

dP (s)

ds
N(s) + P (s)k2(s)B1(s) (3.3.37)

+
dR(s)

ds
B2(s) + (�T (s) + k3(s)B1(s))R(s)

bulunur. (3:3:35) ve (3:3:36) birlikte düşünülürse

P (s) =
"
(
 + k3(s))

(1� �(s)) j
2 � 1j ve R(s) =
"
k2(s)

(1� �(s)) j
2 � 1j (3.3.38)

elde edilir. (3:3:38) den
dP (s)

ds
= 0 ve

dR(s)

ds
= 0 (3.3.39)

yaz¬l¬r. Bu da P ve R n¬n sabit fonksiyon oldu¼gunu gösterir. (3:3:37) de (3:3:39)

yerine yaz¬l¬rsa

'0(s):
dN('(s))

ds
js='(s)= P (s)k2(s)B1(s) +R(s) (�T (s) + k3(s)B1(s))

'0(s)k2('(s))B1('(s)) = (P (s)k2(s) +R(s)k3(s))B1(s)�R(s)T (s) (3.3.40)
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bulunur. (3:3:40) ifadesinin normu al¬n¬rsa

k2('(s)) = �

q��R2(s)� (P (s)k2(s) +R(s)k3(s))
2
��

'0(s)
= m (3.3.41)

olur. Burada m bir sabittir.

(3:3:40) ifadesi s ye göre türevlenirse

('0(s))
2
k
2

2('(s))B2('(s)) = (�('0(s))2k2('(s))k3('(s))P (s)

+k3(s) (P (s)k2(s) +R(s)k3(s))�R(s))N(s)

+(k2(s) fP (s)k2(s) +R(s)k3(s)g (3.3.42)

�('0(s))2k2('(s))k3('(s))R(s))B2(s)

elde edilir. Yani c; (1; 3) Bertrand e¼grisidir.
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4. BÖLÜM

� birim h¬zl¬partially null e¼gri olsun. fT;N;B1; B2g � boyunca Frenet çat¬s¬ve

�; k1; k2; k3 e¼griliklerine sahip e¼gri olsun. Bu bölümde � partially null e¼grisi için bir

karakterizasyon elde edilecektir.

4.1. R42 de Partially Null Helislerin Temel Denklemleri

�; R42 de birim h¬zl¬partially null e¼gri ve U ; R
4
2 de sabit vektör alan¬olsun. 8s�I

için, U vektörü fT;N;B1; B2g ortonormal baz¬n¬n lineer kombinasyonu olarak ifade

edilir. ai ler diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere

U = a1(s)T (s) + a2(s)N(s) + a3(s)B1(s) + a4(s)B2(s) (4.1.1)

olup

g (U; T ) = a1; g (U;N) = �a2; g (U;B1) = a4; g (U;B2) = a3 (4.1.2)

ifadeleri yaz¬labilir. (4:1:1) ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa

0 = a01T + a02N + a03B1 + a04B2

+a1T
0 + a2N

0 + a3B
0
1 + a4B

0
2

= a01T + a02N + a03B1 + a04B2 + a1k1N

+a2(k1T + k2B1) + a3k3B1 + a4 (k2N � k3B2)

= (a01 + a2k1)T + (a
0
2 + a1k1 + a4k2)N (4.1.3)

+(a03 + a2k2 + a3k3)B1 + (a
0
4 � a4k3)B2

elde edilir. (4:1:3) den

a01 + a2k1 = 0; a
0
2 + a1k1 + a4k2 = 0; a

0
3 + a2k2 + a3k3 = 0; a

0
4 � a4k3 = 0 (4.1.4)

bulunur. k3 = 0 oldu¼gundan (4:1:4) ifadesi

a01 + a2k1 = 0; a
0
2 + a1k1 + a4k2 = 0; a

0
3 + a2k2 = 0; a

0
4 = 0 (4.1.5)



şeklinde düzenlenir. Buradan a4 sabit bir fonksiyondur.

U sabit vektör alan¬oldu¼gundan

b = g (U;U) = a21 � a22 + 2a3a4 (4.1.6)

şeklinde bulunur. Burada b bir sabittir. � genel helis olsun. O zaman

g (T; U) = a1 = p, a01 = 0

d¬r. Burada p bir sabittir. (4:1:4) den

a2 = 0 (4.1.7)

elde edilir. (4:1:5) den a3 sabit fonksiyondur.

(4:1:7) ; (4:1:6) da yerine yaz¬l¬rsa

g (U;U)� a21 = 2a3a4 = r (4.1.8)

bulunur. Burada r bir sabittir. (4:1:5) den

a4 = �
k1
k2
a1 (4.1.9)

elde edilir. (4:1:9) ; (4:1:8) de yerine yaz¬l¬r ve a3 = t denirse

r = 2a3a4 = 2:t:(�
k1
k2
a1) = �2t

k1
k2
a1 (4.1.10)

bulunur. a1 ve t sabit oldu¼gundan

k1
k2
= w (4.1.11)

yaz¬labilir. Burada w bir sabittir.
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Tersine düşünülürse
k1
k2
= d = �a3

a1
(4.1.12)

olsun. Burada d bir sabittir. Bir U do¼grultusu

U = a1T + a2B1 + a3B2 (4.1.13)

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada a1; a2; a3 sabit fonksiyonlard¬r. (4:1:13) ifadesinin s

ye göre türevi al¬n¬rsa

U 0 = a1T
0 + a2B

0
1 + a3B

0
2

= a1k1N + a2k3B1 + a3 (k2N � k3B2) (4.1.14)

= a1k1N + a3k2N

= (a1k1 + a3k2)N

elde edilir. (4:1:12) gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

U 0 = 0 (4.1.15)

bulunur. Yani U sabit bir do¼grultudur. ve

g (U; T ) = a1 (4.1.16)

dir. O halde � genel helistir.

Teorem 4.1.1. �; R42 de birim h¬zl¬partially null e¼gri olsun. � n¬n genel helis

olmas¬için gerek ve yeter şart
k1
k2
= z

olmas¬d¬r. Burada z bir sabittir.
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5. BÖLÜM

5.1. R42 de Partially Null E¼grisinin Esnek Olmayan Ak¬̧s¬

Aksi belirtilmedi¼gi sürece R42 de diferensiyellenebilir partially null veya pseudo

null e¼grinin bir parametre ailesi 
 : [0; l] � [0; w) ! R42 şeklinde ifade edilecek. u,

0 � u � l; e¼grinin parametrizasyon de¼gi̧skeni olsun. E¼ger 
 partially null veya

pseudo null e¼grisinin h¬z¬v =





@
@u




 taraf¬ndan verilirse 
 n¬n yay uzunlu¼gu u nun

bir fonksiyonu olarak

s(u) =

uZ
0





@
@u




 du =

uZ
0

v:du (5.1.1)

yaz¬labilir. Burada 



@
@u




 =

s����g�@
@u; @
@u
����� (5.1.2)

d¬r.
@

@s
operatörü

@

@s
=
1

v
:
@

@u
(5.1.3)

şeklinde verilir. Burada v =





@
@u




 olup bu durumda yay uzunlu¼gu ds = v:du dir.

Tan¬m 5.1.1. 
; R42 de partially null veya pseudo null e¼gri ve fT;N;B1; B2g ;

R42 de 
 n¬n Frenet çat¬s¬olsun. Partially Null veya Pseudo Null e¼grinin herhangi

bir ak¬̧s¬
@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2 (5.1.4)

olarak ifade edilebilir. Burada �i; diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

R42 de partially null veya pseudo null e¼grisinin herhangi bir s¬k¬̧sma veya gevşe-

meye maruz kalmamas¬n¬n koşulu

@

@t
s(u; t) =

uZ
0

@v

@t
:du = 0 (5.1.5)



şart¬ile ifade edilir. Burada u� [0; l] dir.

Tan¬m 5.1.2. 
; R42 de partially null veya pseudo null e¼gri olsun. Bir partially

null e¼grisinin evolüsyonu 
(u; t) ve onun ak¬̧s¬;
@


@t
; e¼ger

@

@t





@
@u




 = 0 (5.1.6)

ise esnek olmayan ak¬̧s olarak ifade edilir.

Teorem 5.1.1. fT;N;B1; B2g ; 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. E¼ger 
; R
4
2 de birim

h¬zl¬partially null e¼gri ise
@v

@t
=

�
@�1
@u

+ �2k1v

�
(5.1.7)

denklemi yaz¬labilir.

·Ispat:
@


@t
; R42 de 
 partially null e¼grisinin diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. 
 n¬n

tan¬m¬kullan¬l¬rsa

v =





@
@u




, v2 = g

�
@


@u
;
@


@u

�
(5.1.8)

elde edilir. (5:1:8) ifadesinin t ye göre türevi al¬n¬rsa

2v
@v

@t
=

@

@t
g

�
@


@u
;
@


@u

�
(5.1.9)

bulunur. (5:1:9) da
@

@u
ve

@

@t
yer de¼gi̧stirebildi¼ginden

2v
@v

@t
= g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�
+ g

�
@


@u
;
@

@t
(
@


@u
)

�
= 2g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�

v
@v

@t
= g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�
(5.1.10)
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bulunur. (5:1:10) ifadesi

v
@v

@t
= g

�
@

@u

�
@


@t

�
;
@


@s
:
@s

@u

�
(5.1.11)

şeklinde yaz¬labilir. (5:1:11) den

v
@v

@t
= g

�
@

@u
(�1T + �2N + �3B1 + �4B2) ; vT

�
veya

@v

@t
= g(

@�1
@u

T + �1
@T

@u
+
@�2
@u

N + �2
@N

@u
+
@�3
@u

B1 (5.1.12)

+�3
@B1
@u

+
@�4
@u

B2 + �4
@B2
@u

; T )

= g(
@�1
@u

T + �1
@T

@s
:
@s

@u
+
@�2
@u

N + �2
@N

@s
:
@s

@u
+
@�3
@u

B1

+�3
@B1
@s

:
@s

@u
+
@�4
@u

B2 + �4
@B2
@s

:
@s

@u
; T )

= g(
@�1
@u

T + �1
@T

@s
:v +

@�2
@u

N + �2
@N

@s
:v

+
@�3
@u

B1 + �3
@B1
@s

:v +
@�4
@u

B2 + �4
@B2
@s

:v; T )

elde edilir. Tan¬m 2.1.11 den yararlan¬l¬rsa

@v

@t
=
@�1
@u

+ �2k1v (5.1.13)

bulunur.

Teorem 5.1.2. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. E¼ger


; R42 de birim h¬zl¬partially null e¼gri ise

@�1
@u

= ��2k1v (5.1.14)

denklemi mevcuttur.
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·Ispat: Kabul edelim ki 
 partially null e¼grisi esnek olmayan e¼gri ak¬̧s¬na sahip

olsun. O halde

@

@t
s(u; t) =

uZ
0

@v

@t
:du =

uZ
0

�
@�1
@u

+ �2k1v

�
du = 0 (5.1.15)

yaz¬labilir. (5:1:15) ifadesinden�
@�1
@u

+ �2k1v

�
= 0 (5.1.16)

veya
@�1
@u

= ��2k1v (5.1.17)

bulunur.

Teorem 5.1.3. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. t ye

göre fT;N;B1; B2g nin diferensiyelleri

@T

@t
=

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2

�
B1 +

@�4
@s

B2

@N

@t
=

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
T +  2B1 +  1B2 (5.1.18)

@B1
@t

= �@�4
@s

T +  1N +  3B1

@B2
@t

= �
�
@�3
@s

+ �2k2

�
T +  2N �  3B2

dir. Burada g
�
@N

@t
;B1

�
=  1; g

�
@N

@t
;B2

�
=  2; g

�
@B1
@t

; B2

�
=  3 dir.
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·Ispat: Do¼grudan hesaplama ile

@T

@t
=

@

@t

�
@


@s

�
=

@

@s

�
@


@t

�
(5.1.19)

=
@

@s
(�1T + �2N + �3B1 + �4B2)

=
@�1
@s

:T + �1:
@T

@s
+
@�2
@s

:N + �2:
@N

@s

+
@�3
@s

:B1 + �3:
@B1
@s

+
@�4
@s

:B2 + �4:
@B2
@s

bulunur. (5:1:19) da (1:1:3) yerine yaz¬l¬rsa

@T

@t
=

@�1
@s

:T + �1 (k1N) +
@�2
@s

:N + �2: (k1T + k2B1)

+
@�3
@s

:B1 + �3: (k3B1) +
@�4
@s

:B2 + �4: (k2N � k3B2)

veya

@T

@t
=

�
@�1
@s

+ �2k1

�
T +

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
N (5.1.20)

+

�
@�3
@s

+ �2k2 + �3k3

�
B1 +

�
@�4
@s

� �4k3

�
B2

elde edilir. k3 = 0 oldu¼gundan (5:1:20) ifadesi

@T

@t
=

�
@�1
@s

+ �2k1

�
T +

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
N (5.1.21)

+

�
@�3
@s

+ �2k2

�
B1 +

@�4
@s

:B2

şeklinde yaz¬l¬r. (5:1:14) ifadesinden

@�1
@s

:
@s

@u
+ �2k1v = 0

olup

v

�
@�1
@s

+ �2k1

�
= 0

d¬r. Böylece �
@�1
@s

+ �2k1

�
= 0
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bulunur. O halde (5:1:21) ifadesi

@T

@t
=

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2

�
B1 +

@�4
@s

:B2 (5.1.22)

şeklinde yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan

g (T;N) = 0) g

�
T;
@N

@t

�
= �g

�
@T

@t
;N

�
=
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

g (T;B1) = 0) g

�
T;
@B1
@t

�
= �g

�
@T

@t
; B1

�
= �@�4

@s

g (T;B2) = 0) g

�
T;
@B2
@t

�
= �g

�
@T

@t
; B2

�
= �

�
@�3
@s

+ �2k2

�
g (N;B1) = 0) g

�
N;

@B1
@t

�
= �g

�
@N

@t
;B1

�
= �	1 (5.1.23)

g (N;B2) = 0) g

�
N;

@B2
@t

�
= �g

�
@N

@t
;B2

�
= �	2

g (B1; B2) = 1) g

�
B1;

@B2
@t

�
= �g

�
@B1
@t

; B2

�
= �	3

g

�
N;

@N

@t

�
= g

�
B1;

@B1
@t

�
= g

�
B2;

@B2
@t

�
= 0

bulunur. Di¼ger taraftan

@N

@t
= aT + bN + cB1 + dB2 (5.1.24)

şeklinde ifade edilebilir. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O

zaman (5:1:23) den

g

�
@N

@t
; T

�
= a =

@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

g

�
@N

@t
;N

�
= �b = 0, b = 0 (5.1.25)

g

�
@N

@t
;B1

�
= d = 	1

g

�
@N

@t
;B2

�
= c = 	2
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bulunur. (5:1:24) de (5:1:25) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

@N

@t
=

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
T +	2B1 +	1B2 (5.1.26)

elde edilir. Benzer şekilde

@B1
@t

= aT + bN + cB1 + dB2 (5.1.27)

yaz¬l¬r. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O halde (5:1:23) den

g

�
@B1
@t

; T

�
= a = �@�4

@s

g

�
@B1
@t

;N

�
= �b, b = 	1 (5.1.28)

g

�
@B1
@t

; B1

�
= d = 0

g

�
@B1
@t

; B2

�
= c = 	3

bulunur. (5:1:27) de (5:1:28) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

@B1
@t

= �@�4
@s

T +	1N +	3B1 (5.1.29)

elde edilir. Son olarak
@B2
@t

= aT + bN + cB1 + dB2 (5.1.30)

şeklinde yaz¬labilir. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O zaman

(5:1:23) den

g

�
@B2
@t

; T

�
= a = �

�
@�3
@s

+ �2k2

�
g

�
@B2
@t

;N

�
= �b, b = 	2 (5.1.31)

g

�
@B2
@t

; B1

�
= d, d = �	3

g

�
@B2
@t

; B2

�
= c = 0
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bulunur. (5:1:31) ifadesi (5:1:30) da yerine yaz¬l¬rsa

@B2
@t

= �
�
@�3
@s

+ �2k2

�
T +	2N �	3B2 (5.1.32)

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 5.1.4. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve
@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. Bu

takdirde
@k1
@t

=
@ (�1k1)

@s
+
@2�2
@s2

+
@ (�4k2)

@s
+ k2:

@�4
@s

(5.1.33)

denklemi mevcuttur.

·Ispat: Teorem 5:1:3 den

@

@s

�
@T

@t

�
=

@

@s

��
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2

�
B1 +

@�4
@s

:B2

�
=

�
@2�2
@s2

+
@ (�1k1)

@s
+
@ (�4k2)

@s

�
N +

�
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
(k1T + k2B1)

+

�
@2�3
@s2

+
@ (�2k2)

@s

�
B1 +

�
@�3
@s

+ �2k2

�
k3B1 +

@2�4
@s2

B2

+
@�4
@s

(k2N � k3B2)

veya

@

@s

�
@T

@t

�
=

�
@2�2
@s2

+
@ (�1k1)

@s
+
@ (�4k2)

@s
+ k2:

@�4
@s

�
N (5.1.34)

+

�
�1k1k2 + k2

@�2
@s

+ k22�4 +
@ (�2k2)

@s
+
@2�3
@s2

�
B1

+

�
�1k

2
1 + k1:

@�2
@s

+ �4k1k2

�
T +

@2�4
@s2

B2

elde edilir. Di¼ger taraftan

@

@t

�
@T

@s

�
=

@

@t
(k1N) =

@k1
@t

:N + k1:
@N

@t
(5.1.35)

=
@k1
@t

:N + k1

��
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
T +	2B1 +	1B2

�
35



bulunur. (5:1:34) ve (5:1:35) ifadelerinden

@k1
@t

=
@2�2
@s2

+
@ (�1k1)

@s
+
@ (�4k2)

@s
+ k2:

@�4
@s

(5.1.36)

elde edilir.

Sonuç 5.1.1. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve
@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. Bu

takdirde
@2�4
@s2

= 	1k1 (5.1.37)

ve

�1k1k2 + k2
@�2
@s

+ k22�4 +
@ (�2k2)

@s
+
@2�3
@s2

= 	2k1 (5.1.38)

ifadeleri mevcuttur.

Teorem 5.1.5. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve
@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. Bu

takdirde

k1 =
@	1
@s

=
@�4
@s

(5.1.39)

ve

k2 = �
1

	1

�
@	3
@s

�
(5.1.40)

ifadeleri mevcuttur.

·Ispat: Teorem 5:1:3 den

@

@s

�
@B1
@t

�
=

@

@s

�
�@�4
@s

T +	1N +	3B1

�
(5.1.41)

= �@
2�4
@s2

T � @�4
@s

k1N +
@	1
@s

:N

+	1 (k1T + k2B1) +
@	3
@s

:B1 +	3k3B1
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ve
@

@t

�
@B1
@s

�
=

@

@t
(k3B1) = 0 (5.1.42)

elde edilir. (5:1:41) ve (5:1:42) ifadelerinden

�@
2�4
@s2

T � @�4
@s

k1N +
@	1
@s

:N +	1 (k1T + k2B1) +
@	3
@s

:B1+	3k3B1 = 0 (5.1.43)

olup

�@�4
@s

k1 +
@	1
@s

= 0, k1 =
@	1
@s

=
@�4
@s

ve

	1k2 +
@	3
@s

= 0, k2 = �
1

	1

�
@	3
@s

�
elde edilir.

Teorem 5.1.6. fT;N;B1; B2g R42 de 
 partially null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 partially null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. Bu

takdirde
@k2
@t

=
@	2
@s

� �2k1k2 � k1
@�3
@s

�	3k2 (5.1.44)

ifadesi mevcuttur.

·Ispat: Teorem 5:1:3 den

@

@s

�
@B2
@t

�
=

@

@s

�
�
�
@�3
@s

+ �2k2

�
T +  2N �  3B2

�
= �

�
@2�3
@s2

+
@ (�2k2)

@s

�
T �

�
@�3
@s

+ �2k2

�
k1N (5.1.45)

+
@	2
@s

N +	2 (k1T + k2B1)�
@	3
@s

B2 �	3 (k2N � k3B2)

ve

@

@t

�
@B2
@s

�
=

@

@t
(k2N � k3B2) =

@k2
@t

N + k2
@N

@t
(5.1.46)

=
@k2
@t

N + k2

��
@�2
@s

+ �1k1 + �4k2

�
T +	2B1 +	1B2

�
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bulunur. (5:1:45) ve (5:1:46) ifadelerinden

@k2
@t

=
@	2
@s

� �2k1k2 � k1
@�3
@s

�	3k2

elde edilir.

5.2. R42 de Pseudo Null E¼grisinin Esnek Olmayan Ak¬̧s¬

Teorem 5.2.1. fT;N;B1; B2g R42 de 
 pseudo null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 pseudo null e¼grisinin diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. E¼ger 
; R
4
2 de birim

h¬zl¬pseudo null e¼gri ise
@v

@t
=
@�1
@u

� �4v (5.2.1)

denklemi mevcuttur.

·Ispat:
@


@t
; R42 de 
 pseudo null e¼grisinin diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. 
 n¬n

tan¬m¬kullan¬l¬rsa

v =





@
@u




, v2 = g

�
@


@u
;
@


@u

�
(5.2.2)

bulunur. (5:2:2) ifadesinin t ye göre türevi al¬n¬rsa

2v
@v

@t
=

@

@t
g

�
@


@u
;
@


@u

�
(5.2.3)

bulunur. (5:2:3) de
@

@u
ve

@

@t
yer de¼gi̧stirebildi¼ginden

2v
@v

@t
= g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�
+ g

�
@


@u
;
@

@t
(
@


@u
)

�
= 2g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�

v
@v

@t
= g

�
@

@t
(
@


@u
);
@


@u

�
(5.2.4)
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bulunur. (5:2:4) den

v
@v

@t
= g

�
@

@u

�
@


@t

�
;
@


@s
:
@s

@u

�
(5.2.5)

şeklinde yaz¬labilir. Buradan

v
@v

@t
= g

�
@

@u
(�1T + �2N + �3B1 + �4B2) ; v:T

�
veya

@v

@t
= g

�
@

@u
(�1T + �2N + �3B1 + �4B2) ; T

�
= g(

@�1
@u

:T + �1:
@T

@u
+
@�2
@u

:N + �2:
@N

@u
+
@�3
@u

:B1

+�3:
@B1
@u

+
@�4
@u

:B2 + �4:
@B2
@u

; T )

= g(
@�1
@u

:T + �1:
@T

@s
:
@s

@u
+
@�2
@u

:N + �2:
@N

@s
:
@s

@u
+
@�3
@u

:B1

+�3:
@B1
@s

:
@s

@u
+
@�4
@u

:B2 + �4:
@B2
@s

:
@s

@u
; T )

=
@�1
@u

� �4v

elde edilir.

Teorem 5.2.2. fT;N;B1; B2g R42 de 
 pseudo null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 pseudo null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. E¼ger


; R42 de birim h¬zl¬pseudo null e¼gri ise

@�1
@u

= �4v (5.2.6)

denklemi mevcuttur.

·Ispat:
@


@t
; R42 de 
 pseudo null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir
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ak¬̧s¬olsun. O zaman Teorem 5:2:1 den

@

@t
s(u; t) =

uZ
0

@v

@t
:du = 0 (5.2.7)

=

uZ
0

�
@�1
@u

� �4v

�
du = 0

elde edilir. Yani; �
@�1
@u

� �4v

�
= 0, @�1

@u
= �4v

dir.

Teorem 5.2.3. fT;N;B1; B2g R42 de 
 pseudo null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 pseudo null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. t ye

göre fT;N;B1; B2g nin diferensiyelleri

@T

@t
=

�
@�2
@s

+ �3k3 + �1

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
B1 +

�
@�4
@s

+ �3k2

�
B2

@N

@t
= �

�
@�4
@s

+ �3k2

�
T +	2N �	1B1

@B1
@t

=

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
T +	3N �	1B2 (5.2.8)

@B2
@t

= �
�
@�2
@s

+ �3k3 + �1

�
T +	3B1 �	2B2

dir. Burada g
�
@N

@t
;B1

�
=  1; g

�
@N

@t
;B2

�
=  2; g

�
@B1
@t

; B2

�
=  3 dir.

·Ispat: Do¼grudan hesaplama ile

@T

@t
=

@

@t

�
@


@s

�
=

@

@s

�
@


@t

�
=

@

@s
(�1T + �2N + �3B1 + �4B2)

=
@�1
@s

:T + �1N +
@�2
@s

:N + �2k2B1 +
@�3
@s

:B1 (5.2.9)

+�3 (k3N + k2B2) +
@�4
@s

:B2 + �4 (�T + k3B1)
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bulunur. (5:2:9) ifadesi düzenlenirse

@T

@t
=

�
@�1
@s

� �4

�
T +

�
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�
N (5.2.10)

+

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
B1 +

�
@�4
@s

+ �3k2

�
B2

elde edilir. (5:2:6) ifadesinden

@�1
@s

:
@s

@u
� �4v = 0

olup

v

�
@�1
@s

� �4

�
= 0

d¬r. Böylece �
@�1
@s

� �4

�
= 0

bulunur. O halde (5:2:10) ifadesi

@T

@t
=

�
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
B1 (5.2.11)

+

�
@�4
@s

+ �3k2

�
B2

şeklinde yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan

g (T;N) = 0) g

�
T;
@N

@t

�
= �g

�
@T

@t
;N

�
= �

�
@�4
@s

+ �3k2

�

g (T;B1) = 0) g

�
T;
@B1
@t

�
= �g

�
@T

@t
; B1

�
=

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
g (T;B2) = 0) g

�
T;
@B2
@t

�
= �g

�
@T

@t
; B2

�
= �

�
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�
g (N;B1) = 0) g

�
N;

@B1
@t

�
= �g

�
@N

@t
;B1

�
= �	1 (5.2.12)

g (N;B2) = 1) g

�
N;

@B2
@t

�
= �g

�
@N

@t
;B2

�
= �	2

g (B1; B2) = 0) g

�
B1;

@B2
@t

�
= �g

�
@B1
@t

; B2

�
= �	3
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g

�
N;

@N

@t

�
= g

�
B1;

@B1
@t

�
= g

�
B2;

@B2
@t

�
= 0

bulunur. Benzer şekilde

@N

@t
= aT + bN + cB1 + dB2 (5.2.13)

şeklinde ifade edilebilir. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O

zaman (5:2:12) den

g

�
T;
@N

@t

�
= a = �

�
@�4
@s

+ �3k2

�

g

�
N;

@N

@t

�
= d = 0

g

�
@N

@t
;B1

�
= �c, c = �	1 (5.2.14)

g

�
@N

@t
;B2

�
= b = 	2

bulunur. (5:2:14) ifadesi (5:2:13) de yerine yaz¬l¬rsa

@N

@t
= �

�
@�4
@s

+ �3k2

�
T +	2N �	1B1 (5.2.15)

elde edilir. Ayn¬yöntemle

@B1
@t

= aT + bN + cB1 + dB2 (5.2.16)

olarak bulunabilir. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. Böylece

(5:2:12) den

g

�
T;
@B1
@t

�
= a =

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
g

�
N;

@B1
@t

�
= d = �	1

g

�
B1;

@B1
@t

�
= �c = 0, c = 0 (5.2.17)

g

�
@B1
@t

; B2

�
= b = 	3
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elde edilir. (5:2:17) ifadesi (5:2:16) da yerine yaz¬l¬rsa

@B1
@t

=

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
T +	3N �	1B2 (5.2.18)

bulunur. Sonuç olarak

@B2
@t

= aT + bN + cB1 + dB2 (5.2.19)

şeklinde ifade edilebilir. Burada a; b; c; d diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O

halde (5:2:12) den

g

�
T;
@B2
@t

�
= a = �

�
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�

g

�
N;

@B2
@t

�
= d = �	2 (5.2.20)

g

�
B1;

@B2
@t

�
= �c, c = 	3

g

�
B2;

@B2
@t

�
= b = 0

elde edilir. (5:2:20) ifadesi (5:2:19) da yerine yaz¬l¬rsa

@B2
@t

= �
�
@�2
@s

+ �3k3 + �1

�
T +	3B1 �	2B2 (5.2.21)

bulunur.

Teorem 5.2.4. fT;N;B1; B2g R42 de 
 pseudo null e¼grisinin Frenet çat¬s¬ve

@


@t
= �1T + �2N + �3B1 + �4B2

R42 de 
 pseudo null e¼grisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir ak¬̧s¬olsun. Bu

takdirde

@2�2
@s2

+
@�1
@s

+
@ (�2k3)

@s
+ k3

@�3
@s

+ �2k2k3 + �4k
2
3 �	2 = 0

@2�3
@s2

+
@�2
@s

+
@ (�2k2)

@s
+
@ (�4k3)

@s
+ k3

@�4
@s

+ �1 + �3k3 + �3k2k3 +	1 = 0
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@2�4
@s2

+
@ (�3k2)

@s
+ k2

@�3
@s

+ �2k
2
2 + �4k2k3 = 0 (5.2.22)

@k2
@t

= 	2k2 �
@	1
@s

@	2
@s

= 	3k2 +	1k3 + �3k2 +
@�4
@s

@k3
@t

= �2k2 +
@�3
@s

+
@	3
@s

+ �4k3 �	2k3

denklemleri yaz¬labilir.

·Ispat: Teorem 5:2:3 den

@

@s

�
@T

@t

�
=

@

@s

��
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�
N +

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
B1 +

�
@�4
@s

+ �3k2

�
B2

�
=

�
@2�2
@s2

+
@�1
@s

+
@ (�3k3)

@s

�
N +

�
@�2
@s

+ �1 + �3k3

�
k2B1 (5.2.23)

+

�
@2�3
@s2

+
@ (�2k2)

@s
+
@ (�4k3)

@s

�
B1 +

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
(k3N + k2B2)

+

�
@2�4
@s2

+
@ (�3k2)

@s

�
B2 +

�
@�4
@s

+ �3k2

�
(�T + k3B1)

ve
@

@t

�
@T

@s

�
=

@

@t
(N) = �

�
@�4
@s

+ �3k2

�
T +	2N �	1B1 (5.2.24)

bulunur. (5:2:23) ve (5:2:24) ifadeleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

@2�2
@s2

+
@�1
@s

+
@ (�3k3)

@s
+ k3

@�3
@s

+ �2k2k3 + �4k
2
3 �	2 = 0

@2�3
@s2

+
@ (�2k2)

@s
+
@ (�4k3)

@s
+ k2

@�2
@s

+ k2�1 + k2�3k3 + k3
@�4
@s

+ �3k2k3 +	1 = 0

(5.2.25)
@2�4
@s2

+
@ (�3k2)

@s
+ k2

@�3
@s

+ �2k
2
2 + �4k3k2 = 0

elde edilir. Benzer şekilde; Teorem 5:2:3 den

@

@s

�
@N

@t

�
=

@

@s

�
�
�
@�4
@s

+ �3k2

�
T +	2N �	1B1

�
= �

�
@2�4
@s2

+
@ (�3k2)

@s

�
T �

�
@�4
@s

+ �3k2

�
N (5.2.26)

+
@	2
@s

N +	2k2B1 �
@	1
@s

B1 �	1 (k3N + k2B2)
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ve

@

@t

�
@N

@s

�
=

@

@t
(k2B1) =

@k2
@t

B1 + k2(

�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
T +	3N �	1B2)

(5.2.27)

bulunur. Böylece; (5:2:27) ve (5:2:28) ifadelerinden

@k2
@t

= 	2k2 �
@	1
@s

(5.2.28)

ve
@	2
@s

=
@�4
@s

+ �3k2 + k2	3 +	1k3 (5.2.29)

elde edilir. Benzer şekilde; Teorem 5:2:3 den

@

@t

�
@B1
@s

�
=

@

@t
(k3N + k2B2) =

@k3
@t

N + k3
@N

@t
+
@k2
@t

B2 + k2
@B2
@t

=
@k3
@t

N + k3

�
�
�
@�4
@s

+ �3k2

�
T +	2N �	1B1

�
+
@k2
@t

B2

+k2

�
�
�
@�2
@s

+ �3k3 + �1

�
T +	3B1 �	2B2

�
(5.2.30)

=

�
�k3

�
@�4
@s

+ �3k2

�
� k2

�
@�2
@s

+ �3k3 + �1

��
T

+

�
@k3
@t

+ k3	2

�
N + (�	1k3 + k2	3)B1 +

�
@k2
@t

� k2	2

�
B2

ve

@

@s

�
@B1
@t

�
=

@

@s
(�(@�3

@s
+ �2k2 + �4k3)T +	3N �	1B2)

= �
�
@2�3
@s2

+
@ (�2k2)

@s
+
@ (�4k3)

@s

�
T (5.2.31)

�
�
@�3
@s

+ �2k2 + �4k3

�
N

+
@	3
@s

N +	3k2B1

�@	1
@s

B2 �	1 (�T + k3B1)

bulunur. (5:2:30) ve (5:2:31) ifadeleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

@k3
@t

= �@�3
@s

� �2k2 � �4k3 +
@	3
@s

� k3	2 (5.2.32)
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elde edilir.Bu da ispat¬tamamlar.
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