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OZET

4 BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA NULL EGRILERIN
KARAKTERIZASYONU

Bu calisma beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim; calismanin girig kismi olup, Bertrand egrileri, Helisler ve Esnek
olmayan akislar iizerinde yapilan ¢calismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler incelendi.

Ikinci boliim; R3 uzay1, Bertrand egrileri, Genel Helisler ve Esnek olmayan akis
icin kullanilan temel tanimlar verildi.
Uciincii boliim; Rj de Partially Null ve Pseudo Null egrilerin Bertrand egri tipleri
incelendi.

Dordiincii boliim; R3 de Genel Helislerle ilgili bir karakterizasyon verildi.

Besinci boliim; R3 de esnek olmayan akis kavrami tanmimlandi ve Partially Null
ve Pseudo Null egrilerinin esnek olmayan akiglar: ile ilgili karakterizasyonlar elde
edildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand egri, (1,3) Bertrand egrisi, (2,3) Bertrand

egrisi, Akig, Esnek Olmayan Akis.
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SUMMARY

CHARACTERIZATIONS OF NULL CURVES IN 4-DIMENSIONAL
MINKOWSKI SPACETIME

This thesis consist of five chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions of semi-Euclidean space Rj,
Bertrand curves, Helices and Inextensible Flows have been given.

In the third chapter; Bertrand curves of Partially Null ve Pseudo Null curves
have been studied in semi-Euclidean space Rj.

In the fourth chapter; A characterization related to General Helices has been
given.

In the fifth chapter; Notion of Inextensible Flow was defined and The character-
izations related to Inextensible Flows of Partially Null and Pseudo Null curves have
been attained.

Keywords: Bertrand Curve, (1,3) Bertrand curve, (2,3) Bertrand curve, Flow,

Inextensible Flow.



1. BOLUM
GIRIS

Bilimde siklikla bagvurulan en eski araclardan biri Oklid geometrisidir. Oklid
geometrisi astronomi, matematik ve cografya gibi pek ¢ok farkli alanda uygulama

alan1 bulmustur.

Geometride en ¢ok caligilan konulardan biri egriler teorisidir. Egriler teorisinde
ozellikle Geodezikler, Cemberler, Helisler, Bertrand egrileri vb. gibi o6zel egriler
calisgilmaktadir. Egriler teorisi ¢alisilirken bir egrinin Serret-Frenet denklemlerinin

bulunmasi ve egriliklerinin hesaplanmasi biiyiik énem tagir.

Oklidyen uzayda ve Minkowski uzayinda egriler teorisinin ilgin¢ problemlerinden
biri de; regiiler bir egrinin karakterizasyonu problemidir. Bu problemin c¢oziimiinde
regiiler egrinin k; ve ko egrilik fonksiyonlar1 énemli bir role sahiptir. Bir regiiler
egrinin ky ve ko egrilikleri kullanilarak seklinin ve boyutunun belirlenebildigi bilinir.
Problemin ¢oziimii i¢in bir diger yol da iki egrinin Frenet vektorleri arasindaki iligkiyi

incelemektir. Ornegin; Bertrand egrileri gibi.

¢, B3 de C* smifindan bir regiiler egri, yani ¢ : I C R — E3, ||| # 0 olsun.
Burada I C R bir aralik ve se/ ¢ nin yay parametresi olarak verilsin. Eger ¢ egrisi
iizerinde diferensiyellenebilir teget, normal ve binormal vektor alanlar1 ve k; > 0 ve
ko # 0 birinci ve ikinci egrilik fonksiyonlar1 bulunabiliyorsa ¢ ye 6zel Frenet egrisi adi
verilir[43]. Rj de, C* smufindan farkli iki 6zel Frenet egrileri, sirasiyla, ¢ ve ¢ olsun.
¢ : L — L, C*®simifindan regiiler bir doniisiim olmak iizere ¢ ve ¢ egrilerinin c(s) ve
¢(5) = ¢(p(s)) noktalarmda normalleri lineer bagiml ise (¢, ¢) ikilisine bertrand egri

Gifti denir[36].

E? de C™ 6zel Frenet egrisi ¢ bir Bertrand egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart

egrinin birinci egirlik fonksiyonu k; ve ikinci egrilik fonksiyonu k5 nin biitiin sel i¢in



aky + bky = 1 sartimi saglamasidir. Burada a ve b reel sayilardir[36].

2003 de H.Matsuda ve S.Yorozu 6zel Frenet egrisi olarak adlandirilan yeni bir
egri tanimladi ve R" de 6zel Frenet egrisinin n > 4 oldugu zaman Bertrand egrisi
olmadigini ispatladi. H.Matsuda ve S.Yorozu R*de (1,3) Bertrand egrilerini karak-
terize ettiler ve bir 6rnek ile egrinin bir tipini incelediler[36]. Honda-Inoguchi[22],
Inoguchi-Lee[23] de, (¢, ¢) null egri ¢ifti tizerinde bir ¢caligma yapti. A. Ceylan Coken
ve Unver Ciftci[12] Minkowski Spacetime da null Bertrand egrilerini calist1. Mehmet
Gocgmen ve Sadik Keles R} de null Cartan egrisinin Bertrand egrisi olmadigini gos-

terdi ve (1,2) Bertrand egrileri igin bir karakterizasyon verdi[18].

Minkowski 3- uzayinda spacelike ve timelike Bertrand egrileri ve onlarin karak-
terizasyonlar incelendi[4, 14, 24, 25]. Minkowski 3- uzaymda null Bertrand egrileri
Balgetir, Bektas ve Inoguchi[3] tarafindan verildi. Ferdag Kahraman Aksoyak, Is-
mail Gok ve Kazim [larslan[1] Minkowski Spacetime da genellestirilmis null Bertrand

egrilerini incelediler.

Helis, bilim ve dogada ilging egrilerden biridir. E£% de genel helis veya egilim
Gizgisi egrinin tanjantinin sabit bir dogrultu ile sabit a1 yaptig: 6zelligi ile tanimlanir[11].
1802 de M.A.Lancret tarafindan ifade edilmis ve 1845 de B. de Saint Venant[40]
tarafindan gosterilmigtir ki; bir egrinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k;_l nin, egri boyunca sabit ol-
2

egrinin birinci egriligin ikinci egrilige oraninin, yani

masidir.

A.Magden[35] , E* Oklid uzayinda bir egrinin helis olmasi icin bir karakterizasyon

T1d (k]
27 | kds \ s
B 3 dS ]{32

ifadesi sabit ise verilen egri bir helistir. Burada ki, ks, k3 sirasiyla egrinin 1.,2.,3.

verdi. Eger

egrilikleridir. Minkowski 4- uzay1 R} de timelike helislerin karakterizasyonlar1 Ko-



cayigit ve Onder[27] tarafindan verildi. n boyutlu Oklid uzay1 E" de genel he-
lis(egilim ¢izgisi) i¢in bazi tnemli karakterizasyonlar Hacisalihoglu(1975, 1983 ve
2002) tarafindan elde edilmistir[20, 21, 38]. Bu karakterizasyonlarda egrinin yiiksek
mertebeden harmonik egrilikleri yardimi ile egrinin genel helis(egilim ¢izgisi) ol-
mas1 karakterize edilmistir. 3- boyutlu Lorentz uzay1 L? de bir timelike veya space-
like egrinin egilim cizgisi olmasi ile ilgili karakterizasyonlarda Ekmekci ve Ilarslan
(2000)[15], Tlarslan(2002)[24] tarafindan verilmigtir. A. Funda Yalimz’ in doktora
tezinde n- boyutlu Lorentz uzay1 L™ de egilim c¢izgilerinin karakterizasyonlar: elde

edilmigtir[17].

Son zamanlarda esnek olmayan egrilerin hareketinin incelenmesi bir ¢ok farkl
miihendislik uygulamalarinda goriilmektedir. Bir egrinin akisi, yay uzunlugu ko-
runuyorsa esnek olmayan akig olarak ifade edilir. Fiziksel olarak esnek olmayan egri
akiglari, hicbir gekil degistirme enerjisinin sebep olmadig1 hareketleri meydana ge-
tirir. Sabit uzunluga sahip olan bir telin savrulma hareketi veya riizgarla taginan
kagit esnek olmayan egri ve yiizey akiglar: tarafindan tanimlanabilir. Esnek olmayan
egri ve yiizey akiglar bilgisayar boliimlerinde[26, 34], bilgisayar animasyonunda[13]

ve hatta yapisal mekanikte degigik problemlerin ¢oziimlerinde kullanilmaktadir[41].

Ik olarak, Kwon ve Park[32] Oklidyen 3- uzaymda uzunlugun korundugu agila-
bilir yiizeyleri ve egrilerin esnek olmayan akiglarini inceledi. Egrilerin esnek olmayan
akiglar1 farkll uzaylarda incelendi. Giirbiiz[19] spacelike, timelike ve null egrilerin
esnek olmayan akiglarini, Ogrenmis ve digerleri[37] Galilean uzayida esnek olmayan
egrileri, Yildiz ve digerleri[44] 3- boyutlu Oklid uzayinda Darboux ¢atisina gore egri-
lerin esnek olmayan akiglarini incelediler. Ayrica Latifi ve digerleri[33] Minkowski

3- uzayinda egrilerin esnek olmayan akiglarii caligti.

6,7,28,29] da yazarlar £ ve E} de timelike ve spacelike egrileri ele aldi. Son
calismada O.G.Yildiz ve digerleri[45,46] E" ve E} de null olmayan egrilerin esnek



olmayan akiglar1 i¢in gerek ve yeter sartlari verdi.

Genellikle null egrilerin incelenmesi diferensiyel geometri agisindan biiyiik énem
tagir. Riemann geometriden elde edilen klasik sonuclarin birgogu Lorentz karsihiga
sahiptir. Gergekte, spacelike veya timelike egriler, pozitif tanimli Riemann geometrisin-
dekine benzer yontem ile ¢alisilabilir. Fakat null egri teorisi higbir Riemann geometrisinin
sahip olmadig1 bircok sonuca sahiptir. Null egrilerin varligi 6nemli ve ilging 6zellik-

lere sebep olur.

Lorentz uzay1 diferensiyel geometrinin matematik ve fizik alanlarinda yaygin kul-
lanimi olan bir alt dalidir. Rj yar1 Oklidyen uzayinda yatan bir spacelike veya time-
like egrinin Frenet denklemleri [24] de verildi. Bu tip egriler boyunca bir ortonormal
Frenet catis1 {7, N, By, By} seklinde olup null olmayan doért vektor alani, sirasiyla,
tanjant, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlar1 olarak ad-
landirihir. Ozellikle spacelike veya timelike egri boyunca Frenet catisi null vektorleri
igerdiginde bu egriler pseudo null veya partially null egri olarak adlandirihr[10,42].
R} Minkowski Spacetime uzaymda yatan pseudo null veya partially null egriler
sirastyla birinci binormal B; null ve ikinci binormal By null(bu durumda birinci
binormal B; null degil) olan egri olarak tammlamr[10]. R} de pseudo null ve par-

tially null egrilerin Frenet denklemleri verilmigtir[42].

Son zamanlarda Minkowski uzayinda null egriler hakkinda bir¢cok onemli ve
yogun caligmalar yapilmaktadir. [5,8,16,30,31] deki makalelerde null egriler i¢in
Minkowski uzayinda yeni karakterizasyonlar verilmistir. Biz bu gahsmada Rj de
pseudo null ve partially null egrilerin bertrand egri tiplerini ve esnek olmayan akiglarini
tamimladik ve R; de pseudo null ve partially null egrilerin bertrand egri tipleri ve es-
nek olmayan akiglar i¢in karakterizasyonlar elde ettik. Ayrica partially null helisleri

i¢in bir karakterizasyon meydana getirdik.



2. BOLUM
2.1. Temel Kavramlar

Tanmim 2.1.1. Rj yan 6klid uzay
g = —da] — dxj + daj + da]

ile verilen g pozitif tanimli olmayan flat metrigi ile tanimlanan R* standart vektor

uzayidir. Burada (xq, 22, 23, 4) R3 iin dortlii koordinat sistemidir[39].
Tanim 2.1.2. Rj de bir v vektoriiniin normu

[oll = Vg (v, v)|

ile tanimlanir[39].

Tanim 2.1.3. Rj de bir v = (v, vy, vs, v4) vektorii
i) g(v,v) > 0 ise spacelike vektor,
i) g(v,v) < 0 ise timelike vektor,

iii) g(v,v) = 0, v # 0 ise null(lightlike) vektor olarak adlandirilir[39].

Tamim 2.1.4. I, R nin agik bir aralig1 olmak iizere o : I — Rj seklinde C™

simifindan diferensiyellenebilir bir o doniigiimiine R3 de bir egri adi verilir[39].

Tanim 2.1.5. Rj de bir O 6zel Frenet egrisi ¢, ¢ den ayr bir C* 6zel Frenet

d
, #ls) # 0, VseL igin)
ds

mevcuttur dyle ki ¢ ve ¢ egrilerinin ¢ altinda ¢(s) ve ¢(5) = ¢(p(s)) noktalarinda

egrisi ¢ ve bir regiiler C* siifindan ¢ : L — L doniisiimii (E = @(s)

normalleri lineer bagiml ise ¢ bir Bertrand egrisi olarak adlandirilir. Burada s ve
s sirasiyla ¢ ve ¢ nin yay parametreleridir. Bu durumda ¢, ¢ nin Bertrand egri

Giftidir[36].

Tanim 2.1.6. ¢ ve ¢, R4 de O smifindan 6zel Frenet egrisi ve ¢ : L — L

d ,
(3 = p(s), ZS) # 0, VseL i(;in) regiiler '™ doniistim olsun. Oyle ki ¢ nin her




c(s) noktasi VseL igin ¢ nin ¢(5) = ¢(¢(s)) noktasma karsilik gelsin. Burada s ve 3
sirasiyla ¢ ve € nin yay parametreleridir. Eger ¢ nin her ¢(s) noktasinda Frenet (1, 3)
normal diizlemi VseL igin ¢ nin ¢(5) = ¢(¢(s)) karsiik noktasindaki Frenet (1, 3)
normal diizlemi ile ¢akisirsa ¢, R3 de (1, 3) tipinde Bertrand egrisi olarak adlandirilir.
¢ de ¢ nin (1,3) Bertrand egri ¢ifti olarak adlandirilir. Eger {T', N, By, B2}; ¢ nin
Frenet catis1 ve ¢ bir (1, 3) tipinden Bertrand egrisi ise bu takdirde

() = c(s) + als)N(s) + B(s) Ba(s)
seklindedir. Burada « ve 3; L iizerinde C'* fonksiyonlardir[36].

Tanmim 2.1.7. ¢ ve ¢, R} de O™ smifindan 6zel Frenet egrisi ve ¢ : L — L
_ dg(s)
(3 = ¢(s), “ds

c(s) noktas1 VseL icin ¢ nin ¢(5) = ¢(¢(s)) noktasma karsihik gelir. Burada s ve s

#0, VseL igin) regiiler C*° doniisiim olsun. Oyle ki ¢ nin her

sirasiyla ¢ ve ¢ nin yay parametreleridir. Eger ¢ nin her ¢(s) noktasinda Frenet (2, 3)
normal diizlemi VseL i¢in ¢ nin ¢(5) = ¢(p(s)) karsiik noktasindaki Frenet (2,3)
normal diizlemi ile gakigirsa ¢ ye R de (2,3) tipinde Bertrand egrisi denir. ¢ de c
nin (2,3) Bertrand egri ¢ifti olarak adlandirilir. Eger {7, N, By, Bo}; ¢ nin Frenet
catisi ve ¢ bir (2, 3) tipinden Bertrand egrisi ise bu takdirde

c(5) = c(s) + a(s)Bi(s) + B(s) Ba(s)

yazilabilir. Burada o ve (3; L iizerinde C'*™° fonksiyonlardir.

Tanim 2.1.8. ¢ ve ¢, R4 de O smifindan 6zel Frenet egrisi ve ¢ : L — L
5= (s), dg;_is) #0, VseL i(;in) regiiler C*° doniisiim olsun. Oyle ki ¢ nin her
c¢(s) noktasi VseL igin ¢ nin ¢(5) = ¢(¢(s)) noktasma karsilik gelsin. Burada s ve 5
sirasiyla ¢ ve ¢ nin yay parametreleridir. Eger ¢ nin her ¢(s) noktasinda Frenet (1, 2)
normal diizlemi VseL i¢in ¢ nin ¢(5) = ¢(p(s)) karsiik noktasindaki Frenet (1,2)

normal diizlemi ile ¢akigirsa ¢, R3 de (1,2) tipinde Bertrand egrisi olarak adlandirilir.
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¢ de ¢ nin (1,2) Bertrand egri ¢ifti olarak adlandirilir. Eger {7, N, By, B2}; ¢ nin
Frenet ¢atis1 ve ¢ bir (1,2) tipinden Bertrand egrisi ise bu takdirde

(5) = cs) +a(s)N(s) + B(s) Bi(s)
seklindedir. Burada « ve f3; L tizerinde C'* fonksiyonlardir[18].

Tanmim 2.1.9. « : I — Rj herhangi bir egri olmak iizere o/(s) hiz vek-
torii sirasiyla, spacelike, timelike veya null ise « egrisi spacelike, timelike veya null

egridir(39].

Tanmim 2.1.10. Rj de a : I — Rj egrisi verilsin. Rj de tanimlanan metrik g

olsun. Eger g = (¢/(s),a/(s)) = F1 ise a ya birim hizli egri denir[39)].

Tanim 2.1.11. « : [ — Rj partially null egrisi R} de s yay parametresi
ile parametrelendirilmis spacelike veya timelike egri olsun oyle ki Vsel C IR igin,

sirasiyla, g (o'(s),a”(s)) < 0 veya g (a”(s),a”(s)) > 0 dir. Tanjant ve asli normal

a/l(s)

vektor alanlar1 sirasiyla T'(s) = o/(s), N(s) = ———— ile tanumlanur.

la(s)]l
R3de {T, N, By, By} Frenet catis1 olsun. Burada B,, Rj de ikinci binormal vektor

alanidir. « partially null egri oldugundan B; null vektordiir. R3 de bir tek B, null

vektor alan1 mevcut olur ve
9(T, Bs) = g(N, By) = g(B2, B2) =0, g(B1,B>) =1
dir. R3 de {T, N, By, By} Frenet catis1 ve
g(T,T) =1 =F1,9(N,N) = &2 = F1,g(B1, Bz) = 1,9(B1, B1) = g(B, B2) = 0

olsun. Burada g;.e9 = —1 dir.



Bu durumda « egrisinin egrilik fonksiyonlar1 sirasiyla
ki(s) = g(T"(s), N(s))e2

ka(s) = g(N'(s), Ba(s))
ks(s) = g(Bi(s), Ba(s))

seklinde tanimlanir. Boylece « partially null egrisinin Frenet denklemleri

Bi(s) = ks(s)Bi(s)
By(s) = —e2ka(s)N(s) — k3(s)Ba(s)

formundadir. Burada Vsel igin k3(s) =0 dir[39].

(1.1.2)

(1.1.3)

Tanim 2.1.12. « : I — Rj pseudo null egrisi Rj de s yay parametresi ile

parametrelendirilmis spacelike veya timelike egri olsun oyle ki Vsel C IR igin

g(c/(s),d/(s)) = F1 dir. a’(s) # 0 olmak iizere g(a(s),a”(s)) = 0 dir. Tanjant ve

asli normal vektor alanlar sirasi ile T'(s) = o/(s), N(s) = a'(s) seklinde tanimlanir.

g9(a'(s),a'(s)) = F1
esitligi s e gore diferensiyellenirse

g(c/(s),a"(s)) = 0

elde edilir. Bu denklem s e gore tekrar diferensiyellenirse

g(c/(s),a"(s)) = 0

bulunur. Boylece o/”(s) vektorii, o/(s) ve o'(s) vektorlerine ortogonal olur.



Eger g(a”(s),a”(s)) # 0 kabul edilirse B; vektor alan

a/l/ (S)

~ Jlam ()]

olur. Dolayisiyla R3 de bir tek B, null vektor alam mevcuttur syle ki

Bl (S)

g(Ta BQ) = g(BlaBQ) = 9(32782) = 07 g(N> BZ) =1
dir. R3 de {T, N, By, By} Frenet catis1 ve
g(TuT) =& = :F17 g(Bl7Bl> =é&2 = :F17 g(N7BZ) = 17 g(Na N) = g<BQ7BQ> =0

g(Tv N) = g(T= Bl) = g(T= B2) = g(N7 Bl) = g(B17B2) =0 (114)

olsun. Burada ¢;.e9 = —1 dir.

Bu durumda « egrisinin egrilik fonksiyonlar: sirasiyla
ki(s) = g(T"(s), Ba(s))

ka(s) = g(N'(s), Bu(s))e2 (1.1.5)
ks(s) = g(Bi(s), Ba(s))

seklinde olur.

Diger taraftan
9(T"(s), Ba(s)) = g(N(s), Ba(s)) = 1

oldugundan Vsel igin ki(s) = 1 dir. Eger « bir dogru ise ki(s) = 0 dir. Diger
durumlarda k;(s) = 1 dir.

Bu durumda « pseudo null egrisinin Frenet denklemleri

N'(s) = ka(s) B (s) (1.1.6)



Bi(s) = ks(s)N(s) — e2ka(s) Ba(s)
By(s) = —e1T'(s) — e2ks(s)Bi(s)

formunda yazilir[39].

Tanim 2.1.13. M C E™ egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin. Vsel igin
a/(s) huz vektorii, bir U sabit vektorii ile sabit ag1 tegkil ediyorsa M ye bir egilim

cizgisi ve sp{U} ya da M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir|2].

Tamim 2.1.14. Bir egrinin ¢ boyunca hareketine egrinin akig1 denir. Burada ¢

zamandir([32].
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3. BOLUM
3.1. Rj de Bertrand Egrileri

Teorem 3.1.1. ¢ : L — R% egrisi sabit olmayan k; ve sabit ks egriliklerine
sahip olan partially null egri olsun. ¢ partially null egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip
degildir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢ partially null egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip ve ¢ nin
Bertrand egri ¢ifti ¢: L — R3 olsun. ¢ : L — L, 5 = (s), d(il—iS) # 0 regiiler bir
doniigiim, ¢ ve ¢ nin yay parametresi, sirasi ile, s ve § olmak iizere (¢, ¢) Bertrand
egri ¢ifti igin

¢(3) = c(s) + a(s)N(s) (3.1.1)

yazilabilir. Burada a; L iizerinde C'*° fonksiyondur.

(3.1.1) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
().
#'(5).T((5)) = T(s) + o/(s)N(s) + a(s) [k (s)T(5) + ka(5) Br(s)]

[i=(0)= ¢'(s) + &/ (s)N(s) + a(s)N'(s)

©'(8).T(p(s)) = (14 a(s)k1(s)) T(s) + /(s)N(s) + a(s)ka(5)B1(s) (3.1.2)
elde edilir.
¢ bir Bertrand egrisi oldugundan
N(p(s)) = dN(s) (3.1.3)
dir. Burada d # 0 bir sabittir. (3.1.2) ve (3.1.3) ifadeleri i¢ ¢arpima tabi tutulursa

0 = g((s).T((5)), N((5))) (3.1.4)
= (It a(s)ki(s)) g (T(s), dN(s)) + o' (s)g (N(s), dN(s))
+a(s)ka(s)g (AN (s), Bi(s))



olur.Burada

oldugundan

a'(s)=0 (3.1.5)

dir. Yani a(s) = b olup b bir sabittir.
O zaman; (3.1.2) ve (3.1.5) birlikte diigiiniildiigiinde
#'(5)-T(p(s)) = (1+ as)ki(5)) T(s) + o(s)ks(s) Bu(s) (3.1.6)
yazilabilir. (3.1.6) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

&' (). T(p(s) + ¢'(5).T (o)) = (1+a(s)ka(s)) T(s) + (1 + als)ki(s)) T'(s)
+(a(8)ka(s)) Bi(s) + a(s)ks(s)Bi(s) (3.1.7)

- "

(@ (5)P () N(p(s) = —¢ <s>(

(14 a(s)ki(s)) T(s) + a(s)kg(s)Bl(s))

©'(s)
+ (L + a(s)ki(s) T(s)
(1 + al(s)ki(s)) k()N (s) (3.1.8)
+(a(s)ka(s)) Bi(s)

elde edilir. ¢ bir Bertrand egrisi oldugundan N ile N lineer bagimlidir.

(3.1.8) ifadesinden

© (s) 205) = (14 a(s)ki(s)) (3.1.9)
" a(s)ka(s) (o V()Y
v ( )—90,(5) (a(s)ka(s)) (3.1.10)
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ve (3.1.6) ifadesinin normu alinirsa

(¢'())*k1((5)) = £ (1 + a(s)ka(s)) ki (s) (3.1.11)

elde edilir. ve
#(s) = F (1 + a(s)k(s)) (3.1.12)

bulunur. (3.1.9),(3.1.10) ve (3.1.11) birlikte diigiiniiliirse
a(s) =0

sonucuna varilir. Bu durumda kabuliimiiz yanlis olup bu da, ¢ nin bir Bertrand egri

¢iftine sahip olmadig1 anlamina gelir.

Teorem 3.1.2. ¢ : L — R% egrisi sabit k; ve sabit olmayan ks egriliklerine
sahip olan partially null egri olsun. ¢ partially null egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip

degildir.
Ispat: Teorem 3.1.1 dekine benzer yontemle kolayca ispatlanir.

Teorem 3.1.3. ¢ : L — Rj egrisi ky, ko, k3 egriliklerine sahip olan pseudo null

egri olsun. ¢ pseudo null egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip degildir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢ pseudo null egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip ve ¢ nin
Bertrand egri ¢ifti ¢: L — R3 olsun. ¢ : L — L, 5 = (s), d(il—iS) # 0 regiiler bir
doniigiim ve ¢ ve ¢ nin yay parametresi, sirasiyla, s ve 5 olmak iizere (c,¢) Bertrand
egri ¢ifti oldugundan

¢(3) = c(s) + a(s)N(s) (3.1.13)

yazilabilir. Burada «; L {izerinde C'*° fonksiyondur.

(3.1.13) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
de(s)
ds

¢'(s). s=o(s)=C'(s) + &' (s)N(s) + a(s)N'(s)

13



P ) T(p(5) = T(s) + (IN(s) + al)ha(s)Bals)  (31.14)
elde edilir. (3.1.14) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
o' (5) T((s) + (P (5)2N(9(s) = Nis)+0a"(5)N(s) + o/ (5)N'(s) (3.1.15)
+(a(s)ka(s)) Bi(s) + als)ka(s) B (s)

elde edilir.

(3.1.14) ifadesi (3.1.15) de yerine yazilirsa

@I/(S)(T(S) + o/ (s)N(s) + a(s)ka(s)Bi(s)

"0 )+ (PPN () = N(s)+a' (9N (s)

veya

(¢'())%.N(p(s)) = _90”(8)(T<3)+O/(s)N(;?(:_)a(s)kz(S)Bl(s)

+(1+ oz"(s) + a(s)ka(s)ks(s))N(s)
+(a/(s)ka(s) + (a(s)ka(s))") Bi(s)
+a(s)k3(s) Ba(s)

) (3.1.16)

bulunur. ¢ bir bertrand egrisi oldugundan N ile N lineer bagimlidir.

(3.1.16) ifadesinden
as)k2(s) =0 (3.1.17)

elde edilir. ks # 0 oldugundan



sonucuna varilir. Bu durumda kabuliimiiz yanlig olup bu da, ¢ nin bir Bertrand egri

¢iftine sahip olmadig1 anlamina gelir.

3.2. Rj de (2,3) Bertrand Egrileri
Teorem 3.2.1. c¢: L — R} egrisi k; ve sabit ky egriliklerine sahip olan partially

null egri olsun. ¢, (2,3) tipinde Bertrand egrisi ise

) 1
(i) B(s) # iw

e IBERE) -1
(i1) Falp(s)) = £k (s) 2

ifadeleri mevcuttur.

Ispat: Kabul edelim ki ¢, R} de (2,3) tipinde Bertrand egrisi ve ¢ nin Bertrand

_ — d
egriciftic: L — Rj olsun. ¢ : L — L, 5 = ¢(s), % # 0 regiiler bir doniisiim,
s

¢ ve ¢ nin yay parametresi, sirasi ile, s ve 5 olmak iizere ¢, (2,3) tipinde Bertrand
egrisi oldugundan

¢(3) = c(s) + a(s)Bi(s) + B(s)Ba(s) (3.2.1)
yazilabilir. Burada « ve (; L iizerinde C* fonksiyondur. (3.2.1) ifadesinin s ye gore

tiirevi alimirsa

). T = ¢06) + ol (Bis) + () BI(s) + B(9)Balis) + BLs)B(s)

¢'(5)T(p(s)) = T(s)+a(s)Bi(s) + als)ks(s) Bi(s)
+5'(8)Ba(s) + B(s) (ka2(s)N(s) + ks(s) Ba(s))

¢'(s).T(p(s)) = T(s)+ (a(s) + as)ks(s)) Bi(s) (3.2.2)
+(B'(s) — B(s)ks(s)) Ba(s) + B(s)ka2(s) N (s)

bulunur. ¢, Rj de (2, 3) tipinde Bertrand egrisi oldugundan B (s) ve Ba(s) in gerdigi
diizlemle B;(3) ve By(3) in gerdigi diizlem cakigsir. O halde

Bi(p(s)) = A(s)Bi(s) + B(s)Ba(s) (3.2.3)
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By(p(s)) = C(s)Bi(s) + D(s) Ba(s) (3.24)

yazilabilir. Burada A, B, C, D; L iizerinde C'* fonksiyonlardir. (3.2.2) ile (3.2.3) ve
(3.2.2) ile (3.2.4) i¢ carpima tabi tutulursa

A(s) (B'(s) = B(s)ks(s)) + B(s) (o (s) + a(s)ks(s)) = 0 (3.2.5)
C(s) (B'(s) = B(s)ks(s)) + D(s) (/ (s) + a(s)ks(s)) = 0 (3.2.6)

elde edilir. Buradan
B'(s) — B(s)ks(s) =0 ve a'(s) + a(s)ks(s) =0 (3.2.7)

dir. k3 = 0 oldugundan
B'(s)=0ved(s)=0 (3.2.8)

dir. Yani o ve 3 sabit fonksiyonlardir. (3.2.2) de (3.2.7) yerine yazilirsa
¢'(5).T((5)) = T(s) + B(s)ka(s)N (s) (3.2.9)
elde edilir. (3.2.9) ifadesinden hareketle
T(p(s)) = E(s)T(s) + F(s)N(s) (3.2.10)
yazilabilir. Burada E ve F'; L iizerinde C'*° fonksiyonlardir.Son esitlikten

L e = P)ka(s)
) ©'(s)

(3.2.11)

bulunur. (3.2.10) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

F RN T = 1)+ Bom N + TN (3212)
+F(s)(ki(s)T'(s) + ka(s)Bi(s))
= (O pke)r(s) + (22

+F(s)ka(s)Bi(s)

+ E(s)k(s))N(s)

elde edilir.
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(3.2.9) ifadesinin normu alimirsa

2(5) = /|1 = (B(s)ka(s))?] (3.2.14)

elde edilir. ¢'(s) # 0 oldugundan

L= (B(s)ka(s))" #0

veya
(B(s)ka(s))* # 1 (3.2.15)
bulunur. (3.2.15) ifadesinden
) # 3
veya
B(s) # i%(s) (3.2.16)

elde edilir. ¢'(s), 5(s) ve ka(s) sabit oldugundan

dE(s)  dF(s)
ds  ds

=0 (3.2.17)

bulunur. (3.2.12) ifadesi

¢'(5)-k1(9(s))-N(p(s)) = (F(s)k1()T(s) + (E(s)ki(s))N(s) + F(s)ka(s) Bi(s)
(3.2.18)

seklinde yazilir. (3.2.18) ifadesinin normu alinirsa

(3.2.19)

elde edilir.
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3.3. Rj de (1,3) Bertrand Egrileri

Teorem 3.3.1. ¢ : L — Rj egrisi ki, sabit ky ve ks egriliklerine sahip olan
pseudo null egrisi olsun. ¢, (1, 3) tipinde Bertrand egrisidir <

(i) aka(s) + Bks(s) # 0,

(i4) () + Bhs(s)) 7 + 8 = 1,

(143) y+ks(s)—dka(s) =0
Burada «, 8,7 # +£1 ve J sabitlerdir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢, RS de (1,3) tipinde Bertrand egrisi ve ¢ nin Bertrand
dg(s)
ds

¢ ve ¢ nin yay parametresi, sirasi ile, s ve 5 olmak iizere ¢, (1,3) tipinde Bertrand

egriciftic: L — Riolsun. ¢ : L — L, 3 = ¢(s),

# 0 regiiler bir doniigiim,

egrisi oldugundan

¢(3) = c(s) + a(s)N(s) + B(s)Ba(s) (3.3.1)

yazilabilir. Burada « ve (; L iizerinde C* fonksiyondur. (3.3.1) ifadesinin s ye gore

tiirevi alinirsa

s=p(9)= €' (8) + &/ ()N (s) + als)N'(s) + B'(5) Ba(s) + B(s) By(s)

¢'(5)T(p(s)) = T(s)+a/(s)N(s) + als)ka(s) Bi(s)
+B'(5)Ba(s) + B(s) (=T'(s) + ks(s) Bi(s))

P'(5)-T(e(s) = (1=B(s)T(s) +a/(s)N(s) + (als)ka(s)  (3.3.2)
+8(s)ks(s)) Bi(s) + B'(s) Ba(s)

bulunur. ¢, R3 de (1,3) Bertrand egrisi oldugundan N (s) ve By(s) in gerdigi diizlemle
N(3) ve By(3) in gerdigi diizlem cakigir. O halde

N(p(s)) = A(s)N(s) + B(s) Ba(s) (3.3.3)
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Bl (s)) = C(s)N(s) + D(s)Ba(s) (3.3.4)

yazilabilir. Burada A, B # 0, C, D; L iizerinde C'* fonksiyonlardir. (3.3.2) ile (3.3.3)
ve (3.3.2) ile (3.3.4) i¢ carpima tabi tutulursa

A(s)p'(s) + B(s)d'(s) =0 (3.3.5)
C(s)B'(s) + D(s)d'(s) =0 (3.3.6)

elde edilir. Buradan
a'(s)=0vef'(s) =0 (3.3.7)

dir. Bu da «a ve [ nmin sabit fonksiyon oldugunu gosterir. (3.3.2) de (3.3.7) yerine

yazlirsa
¢'(5)-T(p(s) = (1= B(5)) T(s) + (a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) Ba(s) (3.3.8)
bulunur. (3.3.8) den hareketle
T(p(s)) = E(s)T(s) + F(s)Bi(s) (3.3.9)

yazilabilir. Burada E ve F'; L iizerinde C* fonksiyonlardir. (3.3.9) ifadesinin s ye

gore tirevi alinirsa

FO N = T 4 (B + KEFEING)  (3310)

dF(s)
+ ds

Bi(8) 4 ko(s)F(s)Ba(s)

elde edilir. N; N ve B, ile lineer bagimh oldugundan
dE(s) dF(s)

=0 ve

ds ds

=0 (3.3.11)
dir. Yani E ve F sabit fonksiyonlardir. £ ye Ey ve F' ye de Fy denilirse (3.3.9) dan

T(p(s)) = Eo(s)T(s) + Fo(s)Bi(s) (3.3.12)
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elde edilir. (3.3.8) ve (3.3.12) birlikte diistiniiliirse

_1-B(s)
Bo(s) = 05 (3.3.13)
Fo(s) = O‘(S)M(S;{j (s)ks(s) (3.3.14)

bulunur. ¢ bir Bertrand egrisi olmadigindan Fy(s) # 0 olma durumu goz oniine

almacaktir. (3.3.14) den
a(s)ka(s) + B(s)ks(s) # 0 (3.3.15)
dir. (3.3.13) ve (3.3.14) diizenlenirse
Eo(s)(a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) = Fo(s) (1 = B(s))

Eo(s) (Fo(s)) ™" (als)ka(s) + B(s)ks(s)) = (1 = 5(s)) (33.16)

elde edilir. (Ey(s)). (Fy(s))™" =~ denirse (3.3.16) dan
v(a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) + B(s) = 1 (3.3.17)
olur. (3.3.12) ifadesinin s ye gore tiirevi almrsa
¢'(5)-N(p(s)) = (Eo(s) + ks(s) Fo(s)) N(s) + ka(s) Fo(s) Ba(s) (3.3.18)
bulunur. (3.3.18) ifadesinin normu almirsa
Fo(s)ka(s) (Eo(s) + ks(s)Fo(s)) = 0 (3.3.19)

yazilir. (3.3.19) da (3.3.13) ve (3.3.14) yerine yazilirsa

(as)ka(s) + B(s)ks(s)) L= B(s) | als)ka(s) + B(s)ks(s)
¥'(s) - ¥'(s) ¥'(s)

(s). ks(s)| =0
(€(5)) 7 (als)ka(s) + B(s)ks(5))” ha(s)- (v + ks(s)) = 0 (3.3.20)
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elde edilir. (3.3.18) den hareketle
N(p(s)) = K(s)N(s) + M(s)Ba(s) (3.3.21)

yazilabilir. Burada K ve M; L iizerinde C* fonksiyonlardir. (3.3.18) ve (3.3.21)
birlikte diigiiniildiigiinde

(Eo(s) + ks(s) Fo(s))

K(s) = 2(5) ve M(s) = 05) (3.3.22)
elde edilir. (3.3.21) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
©'(5).ka(p(5)).Bi(p(s)) = d[d(is) N(s) + K(5).ky(s).B1(s) (3.3.23)
+ 0 By (s) 4+ (<T(5) 4 ky(5) Ba(5)) M (s)

yazilir. (3.3.22) den
dK(s) dM(s) 0
ds — ds
olup K ve M sabit fonksiyonlardir. K ya Ky, M ye My ve § = Ko(s).(My(s))™!

denilsin. O zaman

(7 + ks(s)) (als)ka(s) + B(s)ks(s))

Ko(s) = ((5) (3.3.24)
_ ka(s) (ls)ka(s) + B(s)ks(s))
My(s) = IO (3.3.25)
bulunur. (3.3.24) ve (3.3.25) den
§ = Ko(s).(My(s))™!
_ (v +Es(s)) (als)ka(s) + B(s)ks(s)) (¢'(5)”
(#'(s)) ka(s) (a(s)ka(s) + B(s)ks(s))
_ (vt ks(s)
]{?2(8)
(7 + ks(s)) — Oka(s) = 0 (3.3.26)

elde edilir.
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Tersine; ¢ (c: L — R3) (4), (i), (i77) bagmtilarim saglayan ki, sabit ko, k3 egri-

liklerine sahip bir C'™ 6zel Frenet egrisi olsun. ¢ egrisi;
¢(s) = c(s) + a(s)N(s) + B(s)Ba(s) (3.3.27)

sekilde tanmimlansin. Burada s; ¢ nin yay parametresidir. (3.3.27) ifadesi s e gore

diferensiyellenirse

= (a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) (YT (s) + Bi(s)) (3.3.28)

elde edilir. (i) den ¢ regiiler bir egridir.

32@(8)2/3‘

seklinde tanimlanan ¢ : L — L regiiler doniisiimii mevcuttur. Burada 3; ¢ nin yay

de(t)
dt

| (3:3.29)

parametresidir. (3.3.28) ifadesi normlanirsa
¢'(s) = e (als)ka(s) + B(s)ks(s)) vV Iy* = 1 (3.3.30)

elde edilir. Eger (a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) > 0ise ¢ = 1, (a(s)ka(s) + B(s)ks(s)) <0

ise ¢ = —1 dir. Boylece ¢ egrisi
¢(3) = c(s) + a(s)N(s) + 5(s)Ba(s) (3.3.31)

olarak yeniden ifade edilir. (3.3.31) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

). T | = )+ ()N () + als)N'(5) + () Bals) + H()B(s)
T(p(s)) = e (1T(s) + Bi(5)) (3:3.32)
2 =1

elde edilir. (3.3.32) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

#(5) N(p(s)) = ﬁ (7 + k()N () + kal) Ba(s))
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N@@»:a”;@fz«w+m@»N@wwAQ&@» (3.3.33)

bulunur. (3.3.30) ve (i7) den

W2 — 1] (3.3.34)

yazilir. Yani ¢'(s) sabittir. (3.3.33) de (3.3.34) yerine yazilirsa

-1

Nwwn—éﬂfggn

elde edilir. (3.3.35) dan hareketle

{(v+ k3(s))N(s) + k2(s)Ba(s)} (3.3.35)

N(p(s)) = P(s)N(s) + R(s)Ba(s) (3.3.36)

yazilabilir. Burada P ve R; L iizerinde C'* fonksiyonlardir. (3.3.36) ifadesinin s ye
gore tirevi alinirsa

AN (e(5)) ar(s)

o (s) — | smp(s) = e N(s) + P(s)ko(s)Bi(s) (3.3.37)
+d§is) Ba(s) + (=T (s) + ks(s)Bi(s)) R(s)

bulunur. (3.3.35) ve (3.3.36) birlikte diisiiniiliirse

evka(s)
(1=6(s)|v* =1

ey(v + ks(s))
(1—=5(s) y* =1

elde edilir. (3.3.38) den

P(s) = ve R(s) = (3.3.38)

dP(s) dR(s)
ds 0 ve ds

yazilir. Bu da P ve R nin sabit fonksiyon oldugunu gosterir. (3.3.37) de (3.3.39)

—0 (3.3.39)

yerine yazilirsa

s) V1)

[s=(s)= P(s)k2(s)Bi(s) + R(s) (=T'(s) + k3(s)Bi(s))

¢ (5)k2(0(5)) B1(o(5)) = (P(s)ka(s) + R(s)ks(s)) Bi(s) — R(s)T(s) ~ (3.3.40)

23



bulunur. (3.3.40) ifadesinin normu alinirsa

=m (3.3.41)

olur. Burada m bir sabittir.

(3.3.40) ifadesi s ye gore tiirevlenirse

-9 —

ka(p(5))Ba(p(s)) = (—(¢'(5))ka(p(s))ka(p(s)) P(s)
+hks(s) (P(s)ka(s) + R(s)ks(s)) — R(s))N(s)
+(ka2(s) {P(s)k2(s) + R(s)ks(s)} (3.3.42)
—(¢'(5))*ka((5))ks(0(s)) R(s)) Ba(s)

(¢'(5))"

elde edilir. Yani ¢; (1,3) Bertrand egrisidir.
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4. BOLUM

a birim hizhi partially null egri olsun. {7, N, By, B2} « boyunca Frenet ¢atis1 ve
a; ky, ko, ks egriliklerine sahip egri olsun. Bu boliimde « partially null egrisi i¢in bir

karakterizasyon elde edilecektir.
4.1. Rj de Partially Null Helislerin Temel Denklemleri

a; Rj de birim hizli partially null egri ve U; Rj de sabit vektor alani olsun. Vsel
i¢in, U vektorii {7, N, By, By} ortonormal bazinin lineer kombinasyonu olarak ifade

edilir. a; ler diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere
U =ai(s)T(s) + az(s)N(s) + asz(s)Bi(s) + as(s)Ba(s) (4.1.1)
olup
g (U, T) =ai, g (U7 N) = —ag, ¢ (UJ Bl) = a4, ¢ (UJ B2) = as (412)
ifadeleri yazlabilir. (4.1.1) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa
0 = ClllT + GIZN + GéBl + @232
+a1T' + aaN' + a3 B} + a4 Bs,
= a}T + ayN + a3By + ay By + a1k N
+CL2<I€1T + ]{7231) + agkgBl + ay (kQN — kgBQ)
= (Clll + a2k1> T + (G/2 -+ alkl + Cl4k'2> N (413)
+ (ag + 0,2]{32 + agkg) Bl + (aﬁl — CL4]€3) BQ
elde edilir. (4.1.3) den
CLII + agl{/’l == O, CL,2 + a1k1 + CL4]{?2 = 07 (Ig + CLQ]{ZQ + (13]{33 == 0, CLil - CL4]{33 =0 (414)

bulunur. k3 = 0 oldugundan (4.1.4) ifadesi

CL/1 + (12]{31 = 0, CL/2 + a1k1 + CL4]{Z2 = 0, Clé + CLQ]{?Q = O, aﬁl =0 (415)



seklinde diizenlenir. Buradan a4 sabit bir fonksiyondur.

U sabit vektor alam oldugundan
b=g(UU) = aj — a3 + 2aza, (4.1.6)
seklinde bulunur. Burada b bir sabittir. « genel helis olsun. O zaman
g(T,U)=a1=p<a;=0
dir. Burada p bir sabittir. (4.1.4) den
ay =0 (4.1.7)

elde edilir. (4.1.5) den a3 sabit fonksiyondur.

(4.1.7); (4.1.6) da yerine yazilirsa
g(U,U) —a} =2azas =1 (4.1.8)
bulunur. Burada r bir sabittir. (4.1.5) den
ag = ——ay (4.1.9)

elde edilir. (4.1.9); (4.1.8) de yerine yazilir ve a3 = ¢ denirse

k k
r=2aga4 = 2.t.(——ay) = —2t—ay (4.1.10)
ko ko
bulunur. a; ve t sabit oldugundan
M (4.1.11)
ko

yazilabilir. Burada w bir sabittir.
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Tersine diisiiniiliirse

]{31 as
—=d=—-— 4.1.12
" o (4.1.12)

olsun. Burada d bir sabittir. Bir U dogrultusu
U= alT + (lgBl + ang (4113)

seklinde tammlansin. Burada aq, as, az sabit fonksiyonlardir. (4.1.13) ifadesinin s

ye gore tiirevi alinirsa

U, = CllT/ + CLQB& + agBé
= alklN + CLQ’CgBl + as (kZQN — k?3BQ) (4114)
= alklN + CL3]€2N

= (a1k1 + agk) N
elde edilir. (4.1.12) gozoniine alindiginda
U'=0 (4.1.15)
bulunur. Yani U sabit bir dogrultudur. ve
g(UT) = (4.1.16)
dir. O halde a genel helistir.

Teorem 4.1.1. «; R5 de birim hizhi partially null egri olsun. « min genel helis

olmasi icin gerek ve yeter sart
ka1
— =7
k2

olmasidir. Burada z bir sabittir.
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5. BOLUM
5.1. R; de Partially Null Egrisinin Esnek Olmayan Akisi

Aksi belirtilmedigi siirece Rj de diferensiyellenebilir partially null veya pseudo
null egrinin bir parametre ailesi v : [0,1] x [0,w) — Rj seklinde ifade edilecek. u,
0 < u < [, egrinin parametrizasyon degiskeni olsun. Eger v partially null veya

pseudo null egrisinin hizi1 v = tarafindan verilirse v nin yay uzunlugu » nun

ou
bir fonksiyonu olarak
s(u) = /‘ % du = /v.du (5.1.1)
0 0
yazilabilir. Burada
0y oy Oy
M| _ oy oy 1.2
‘ ou )g (8u’8u)' (5.1.2)
9 -
dir. — operatorii
os o 10
—_— = - 1.
Js v Ou (5.1.3)

olup bu durumda yay uzunlugu ds = v.du dir.

seklinde verilir. Burada v = H?
U

Tanim 5.1.1. ~; R} de partially null veya pseudo null egri ve {T, N, By, By} ;
R} de v nin Frenet catis1 olsun. Partially Null veya Pseudo Null egrinin herhangi
bir akigt

0
5 = BT+ BoN + BBy + B, B, (5.1.4)

olarak ifade edilebilir. Burada f3;; diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Rj de partially null veya pseudo null egrisinin herhangi bir sikigma veya gevse-

meye maruz kalmamasinin kogulu

9 [ v
as(u, t) = E.du =0 (5.1.5)

0



sart ile ifade edilir. Burada wue [0, (] dir.

Tanim 5.1.2. 7; R; de partially null veya pseudo null egri olsun. Bir partially

null egrisinin evoliisyonu (u,t) ve onun akigt; G_Z’ eger
0 ||0v
— 1=l =0 5.1.6
ot ' ou ( )

ise esnek olmayan akig olarak ifade edilir.

Teorem 5.1.1. {T, N, By, By} ; v partially null egrisinin Frenet ¢atisi ve

0
5 = BT+ BN + By By + 5,

R3 de v partially null egrisinin diferensiyellenebilir akigi olsun. Eger v; R3 de birim

hizh partially null egri ise

ov 03,
R i 1.
9 (8u +52k11}> (5.1.7)
denklemi yazilabilir.
. 0
Ispat: 8—:, R3 de ~ partially null egrisinin diferensiyellenebilir akigi olsun. v nin
tanimi kullanilirsa
|19 s (07 Oy
elde edilir. (5.1.8) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
ov 0 [0y Ov
MWe— = —q [ =L =L .
Yot ~ ot? (au’ au) (5.1.9)

9, 0
bulunur. (5.1.9) da 50 Ve B Yer degistirebildiginden
u

ov _ (9,07 O oy 0 .0y
ot = g(@t(au)’au)+g(6u’8t(0u>)
B 0 0v, Ov
=% (6t(8u)’8u)

ov 0 0v, Ov
Vo =9 (Gt(ﬁu)’ 8u) (5.1.10)
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bulunur. (5.1.10) ifadesi

ov 0 (0v 87 ds
”E‘g(a (at) ' Bs au) (5.1.11)

seklinde yazlabilir. (5.1.11) den

ov 0
Vo =9 (% (81T + BaN + B3B1 + B4B2) ,UT)
veya
@ B 851 8T 862 8]\7 863
8B 0 0B
+B3—— B - 8ﬁ4B2+54 2, )
BRI % on 01 ot
831 (98 (954 332 (95
0 (9T 0 (9N
= ol (flT e fQN e
85 8B 86 B
83Bl+5381 64132+64a v,T)
elde edilir. Tanim 2.1.11 den yararlanilirsa
dv 0B,
% ou + Bykiv (5.1.13)

bulunur.

Teorem 5.1.2. {T, N, By, By} Rj de « partially null egrisinin Frenet gatis1 ve

[l

5 = [T + ByN + B3B1 + 8,5

Rj de v partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akisi olsun. Eger

7v; R3 de birim hizh partially null egri ise

a6,

o = ok (5.1.14)

denklemi mevcuttur.
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Ispat: Kabul edelim ki v partially null egrisi esnek olmayan egri akisina sahip
olsun. O halde

%s(u,t) - g: du /(%ﬁl —|—B2klv) =0 (5.1.15)
0
yazilabilir. (5.1.15) ifadesinden
<8361 +ﬁ2k1v) =0 (5.1.16)
veya
% = — B,k (5.1.17)
bulunur.

Teorem 5.1.3. {T, N, By, By} Rj de 7 partially null egrisinin Frenet catis1 ve

[l

i = [T + ByN + 3By + 3,5

R3 de ~y partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. ¢ ye

gore {T, N, By, By} nin diferensiyelleri

o _ (652 +51k’1+54k‘2> (;3 +ﬂ2k2) 5+ Lip,

ot 0
ON 0
i ( 862 + B1k1 + 54k2) T+ B+ ¢ By (5.1.18)
0B 86
_(9251 = 84T+¢1N+¢3Bl
0B ap
@—;: (834‘52]92)T+¢2N_¢3B2

) ON ON 0B )
dir. Burada g (E,BQ — 1 (WBQ) — g (WB> — g, dir
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Ispat: Dogrudan hesaplama ile

or 9 (oy\ 0 [(dv
o a(a)—as(m) (5.1.19)

= g (51T + ByN + B3B1 + 3,B>)

B aﬁl oT 662 ON
= T+B1 8 N+B28

353 0B, 354 0B,
s Bl+53 95 s B2t Py,

bulunur. (5.1.19) da (1.1.3) yerine yazilirsa

_ 532

8
863 By + Bs. (ksB1) + 864 By + B4. (ko N — ks Bs)

or _ 9B N+ By (T + ko)

veya

ot 0 0s
; ( D5 | 5ok + ngg) B+ (354 64k3)

or _ (351 +52k1) ( 9B 1 B,k +ﬁ4k2> (5.1.20)

Os 0

elde edilir. k3 = 0 oldugundan (5.1.20) ifadesi
or s ap
E - ( 8 1 + 62k1> ( 8 2 + 61]{:1 + 64]{:2) (51.21)

9 )
+<aﬁ3+62k2>31+%32

seklinde yazilir. (5.1.14) ifadesinden

96, 0
88 a + 52]{1’0 — 0

0
(;1+52k1) =0

0
( aﬂl “'62’4/’1) =
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bulunur. O halde (5.1.21) ifadesi

or _ (352

0 0
BT 5 T D1k +B4kz> ( ;3 +62k2) By +— 004 .Bs (5.1.22)

Js

seklinde yazilir. Diger taraftan

g(T,N)—Oég( aN) g<a—T,N) aﬁ2+ﬁlk1+ﬁ4k2

ot ot s
g(T,B))=0= g (T,%) =—yg (%f Bl) = 88554
g(T,By)=0=g (T, %) = —g (%—f,Bg) = <a§3 +62k2>
g(N,B))=0= ¢ <N, %) =g (‘98—]:, Bl) =T, (5.1.23)
g(N,By)=0= g (N, %) =—g <86]1\5[ Bg> = U,
g(B1,B) =1= g<Bl,a£ ) =g <a£1 B) = U,

ON 0B, 0B,
9<N,E)—9(B1aw) (B27 875)_0

bulunur. Diger taraftan

ON
Y aT + bN + c¢B; + dB; (5.1.24)

seklinde ifade edilebilir. Burada a,b,c,d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. O
zaman (5.1.23) den

ON 0
g (—T) —a=22 + Brk1 + Bk

ot s

g<%—]j,N) =—b=0&0b0=0 (5.1.25)
g(%—]tv,Bl) =d=1,
g(%—]j,Bg) =c=10,
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bulunur. (5.1.24) de (5.1.25) ifadesi yerine yazilirsa

ON _ (352

BN 5 T Pkt 64k2> T+ WyBy + V1B, (5.1.26)

elde edilir. Benzer gekilde

B
% = aT +bN + ¢By + dBs (5.1.27)

yazilir. Burada a, b, ¢, d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. O halde (5.1.23) den

0B o\ _, _ 9
g(at’T> T T hs

g (%, N> - beb=1U (5.1.28)

0B,
g (W7Bl> =d=0

0B
g (G_tl’BQ) =c=VU;

bulunur. (5.1.27) de (5.1.28) ifadesi yerine yazilirsa

0B 0
8_151 = 054T + U, N + U3B, (5.1.29)
elde edilir. Son olarak
B
88152 =al + bN + cB; + dBy (5.1.30)

seklinde yazilabilir. Burada a, b, ¢, d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. O zaman
(5.1.23) den
0By .\ _ 9B
g (W’T) =a < 95 + Boks

o (%)
2 (220) - v

0B,
_— B = =
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bulunur. (5.1.31) ifadesi (5.1.30) da yerine yazilirsa

0B 0
8_; - < 663 + B2k2> T + \PQN - ‘IngQ

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

(5.1.32)

Teorem 5.1.4. {T, N, By, By} Rj de « partially null egrisinin Frenet gatis1 ve

gz = 01T + BN + B3B1 + 4B
R} de ~ partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Bu
takdirde
O(Bik) | 9%, O (Biks) | OB 5.1.33)

Ok N N
ot Os 0s? 0s Os

denklemi mevcuttur.

Ispat: Teorem 5.1.3 den
0
ﬂ4 B2

o (0T 0 9
e <E> = 5 (( ((962 + Bk + 54/@) < 863 +52/€2) By + — 95 >
<8252 9 (B1k1) (541@)) N+ (862 + Bk + 54k2> (k1T + ko By)

D52 9s | 0s B
2
B4 B,

B3 | 0(Baks) &
+(8823+ 8282)B1+(a3+52k2>k331+8

0
aﬁ 2 (kyN — ks By)

9 (oT
Os \ Ot

veya

023, 0 (B1k1) O (Byka) 98,
(032 T Tes T as +’€2'g)N (5.1.34)
2
(om0 5
%6,

86
+ (Blk:f k2 2t B4k1k2> T+—55B

elde edilir. Diger taraftan
9 Ok ON
. (5.1.35)

o (0T

ot \ Os
ok 0
SNk (( ;2 + Bk + 54k2) T+ WyB, + \1/132>
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bulunur. (5.1.34) ve (5.1.35) ifadelerinden

Ok 0By  0(Bik1) | 0(B,ks)
% Ds + ER + D9 + ko.

984
s

(5.1.36)

elde edilir.

Sonug 5.1.1. {T, N, By, By} Rj de ~y partially null egrisinin Frenet ¢atis1 ve
Oy

En = BT + BaN + B3B1 + B4 Bo

R} de v partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Bu

takdirde

2
888’24 = Uk (5.1.37)
ve
0] 0 (Byk 0?
ﬂlklk? + kg% + k%ﬁ4 + (gz 2) + 88523 - \Ilgkl (5138)

ifadeleri mevcuttur.

Teorem 5.1.5. {T, N, By, By} R3 de ~ partially null egrisinin Frenet catis1 ve

0
(9_Z = [T + ByN + 3By + 3,55

R} de 7 partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Bu

takdirde
_ o 05,

ki = —— 1.
! ds ' Os (5.1.39)
ve
1 [0¥,
by — —— | 9Y3 5.1.40
=g [ 88 ] (5.1.40)
ifadeleri mevcuttur.
Ispat: Teorem 5.1.3 den
0 (0B, 0 0B,
9°B, 084 0¥,
= — T—-—kN+ —.N
0s? s PV 0s

oW
+0, (kT + ko By) + a—;’.Bl + Usks B,
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ve

0 (0B 0
o (E) = (ksB;) =0 (5.1.42)
elde edilir. (5.1.41) ve (5.1.42) ifadelerinden
02 0 ov ov
- 8524T - %/{?1]\7 + a—sl.N + Uy (kT + ko By) + 8—;’.31 + UsksBy = 0 (5.1.43)
olup
8ﬁ4 aqjl o - 8\111 a/84
Os ft Os =0eh= Js ' 0Os
ve
oV, 1 [ou
\Iflkg—l—g—(]@kg— \I/_1|:E}

elde edilir.

Teorem 5.1.6. {T, N, By, By} R3 de ~ partially null egrisinin Frenet catis1 ve

9,
5 = BT+ BN + By By + 5,8,

R} de 7 partially null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Bu
takdirde
akQ o 8\112 8/63

W = g - 62k1k2 - klg - \1131{72 (5144)

ifadesi mevcuttur.
Ispat: Teorem 5.1.3 den
0 (0By\ 0 0P
o5 (W) = 5 <— (E + 5214?2) T+ N - ¢3B2)

- <8253 + 8(52’“2)) T — <% + 52k2> N (5.1.45)

0s2 0s 0s
oW oW
+ 2N + Uy (k1T + ko By) — — By — U3 (ks N — k3 By)
0s 0s
ve
o (0B, 0 Ok, ON

ok 0
= 8_152N + ks ((% + B1k1 + 54k2) T+ VB + \1’132)
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bulunur. (5.1.45) ve (5.1.46) ifadelerinden

Oy 0T 03
i L R

elde edilir.

5.2. R de Pseudo Null Egrisinin Esnek Olmayan Akisi

Teorem 5.2.1. {T, N, By, By} Rj de « pseudo null egrisinin Frenet gatis1 ve

9,
a—z/ = OélT + OéQN + @381 + CY4BQ

R3 de v pseudo null egrisinin diferensiyellenebilir akisi olsun. Eger ; R3 de birim

hizli pseudo null egri ise
ov  Ooy
It 2.1
ot~ ou (5:2.1)

denklemi mevcuttur.

. 0
Ispat: a_Z’ Rj de « pseudo null egrisinin diferensiyellenebilir akigi olsun.  nin
tanimi kullanilirsa
Oy 2 Iy Oy
— |2 a?t=¢ =L 2L 5.2.2
! ‘0u H v (8u’ du (5:2.2)
bulunur. (5.2.2) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
ov 0 [0y Oy
00— =—g | =—,=— 5.2.3
Yot ~ o’ (0u’ 8u) (5:2.3)

bulunur. (5.2.3) de aﬁ ve % yer degigtirebildiginden
u

ov _ (991 Oy 9,0y
or T g(@t(8u>’8u)+g(8u’8t<8u)>
B 0 0vy, Ov
=% (8t(8u)’8u>

ov 0 0v, Ov
Yot =7 (at(au)’ au) (5:24)
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bulunur. (5.2.4) den

ov 0 (0v\ 0v 0Os
Yor — Y (8u (8t) ’ 85'8u) (5:2.5)

seklinde yazilabilir. Buradan

0 0
U_U =g (_ (alT + asN + a3B; + 04432) ,U.T)

ot ou
veya
ov 0
a = g(% (a1T+a2N+a3Bl+a4Bg),T)
. 8051 or 8&2 ON 8@3
= WG TGy TN ey g B
0B; Oay 0B,
+a3.%+%.B2+a4.%,T)
B dag ol 0s Oay ON 0s 0Oas
= Gy T g gt N e g g o B
(9B1 88 8044 832 88
—.——+ —.B —_——
T 0s 8u+ ou 2T 0s ou’ )
= %—a v
 Ou 4

elde edilir.

Teorem 5.2.2. {T, N, By, By} R3 de « pseudo null egrisinin Frenet gatis1 ve

0
a—lz — O[IT + O{QN + O[3B1 + OJ4BQ

R3 de v pseudo null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Eger

7v; R5 de birim hizh pseudo null egri ise

8041

% = Qv (526)

denklemi mevcuttur.

. 0
Ispat: —7, R} de v pseudo null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir

ot
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akigi olsun. O zaman Teorem 5.2.1 den

[ o
as(u,t) = /Edu =0 (5.2.7)
0

elde edilir. Yani;

dir.

Teorem 5.2.3. {T, N, By, By} R3 de v pseudo null egrisinin Frenet gatis1 ve

9,
a—z = Cle + OéQN + CkgBl + CY4B2

R3 de ~ pseudo null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. ¢ ye

gore {T, N, By, By} nin diferensiyelleri

orT (e da Oa
Fr (3_52 + asks + Ozl) N + ((9—83 + gk + 044163) By + (5’_54 + Oé3k2) By

N
ON _ _ (% +a3k2> T+ U,N — U, B,

ot Js
0B 36!
a_tl = (8_53 + agky + Oé4]€3) T+ \IjgN — U, B, (528)
0B Oa
a—; = — (a—; + Oégkg + Oél) T + \Ingl — \IJQBQ
. ON ON 0B .
dir. Burada g (5731> =91, 9 <E’B2) =19, g (a—tl’Bz> = 1hs dir.

Ispat: Dogrudan hesaplama ile

oT o [0 g [0 0
— (_7) = (l) = — (Ole 4+ asN + 04331 + Oé4B2)

ot ot \os)  os\ ot ds
= 9 N+ 22 N4k + 2% B (5.2.9)
= 83. aq 83. QiR D1 83' 1 4.

)
tas (kN + ks Bs) + %.BQ +aq (=T + ksBy)
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bulunur. (5.2.9) ifadesi diizenlenirse

or — (0a dary
E = <¥ — Oé4> T+ (g + ap + Oégkg) N (5210)
0 0
+ (ﬂ + aksy + a4k‘3) B, + (ﬂ + 0437472> By
0s ds
elde edilir. (5.2.6) ifadesinden
O Os 0
8s ou 4T
olup
Oa
v (8_31 — a4) =0

dir. Boylece

bulunur. O halde (5.2.10) ifadesi

or 0 0
<ﬂ + a1 + Oégk?g) N + (ﬂ + Oégkg + Oé4/€3> B1 (5211)

ot O0s O0s

0
+ (ﬂ + 043]{32) B2
s

seklinde yazilir. Diger taraftan

. 8N . 8T . 0a4
g(I,N)=0= 9<T>E) =-9g (E’N) = - (E—i—ask‘z)

0B or 0
g(T,B1)=0=g ( T, 8_t1) =g <EaBl> = (—; + ks +a4k3)

)
OB, oT Oavy
TB = _— = — —_— - J—
g(T,By) = 0= g(T, 6’t) g<8t’B2> (as +a1+a3k3>

OB ON
g(N,B))=0=g <N, 8_751> = —g (W’ Bl) =, (5.2.12)

B 0B, B ON B
g(N,By) =1= Q(Nyﬁ)— 9(5732)——‘1’2

0B, 0B,
B B e _— = — _— = —
g(B1,B) =0= 9<Bl> (91?) 9((%732) U
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(9N . 831 . aB2 o
g<N’E) —Q(Blaw> —9(32, 5 ) =0

bulunur. Benzer sekilde

N
aa_t = aT + bN + ¢By + dB; (5.2.13)

seklinde ifade edilebilir. Burada a,b,c,d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. O

zaman (5.2.12) den
ON 8044
9@5) =a=- (E*O‘?”“?)

g(N 8N>:d:0

ot
ON
g (—, Bl) =—c&c=—-Y,; (5.2.14)
ot
ON
—, By ) =b=V
bulunur. (5.2.14) ifadesi (5.2.13) de yerine yazilirsa
ON Oa
_8t = — <_834 + Oégk’g) T+ UyN — VU1 By (5215)
elde edilir. Ayn1 yontemle
0B

olarak bulunabilir. Burada a,b,c,d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Boylece

(5.2.12) den
0B Jda
g (T, a_tl) =a = <8_53 + 062162 -+ Ck4k3)

g(MaBl) _d— v,

ot
g (Bl, @) =—c=0&c¢=0 (5.2.17)
ot
0B
A B ) =b=0
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elde edilir. (5.2.17) ifadesi (5.2.16) da yerine yazilirsa

0B 36!
a_tl = (8_53 + a2k2 + Oé4k'3> T+ \IjgN — \Ileg (5218)
bulunur. Sonug olarak
0B
8—; = aT + bN + ¢By + dB, (5.2.19)

seklinde ifade edilebilir. Burada a,b,c,d diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. O

halde (5.2.12) den
0B O
g(T,a—;) =a=— (a—;+a1+a3k3)

g (N, @) =d=-V, (5.2.20)

elde edilir. (5.2.20) ifadesi (5.2.19) da yerine yazilirsa

832 _ 8042
s

W - + 043]63 + 041) T+ \Ingl — \IJQBZ (5221)

bulunur.

Teorem 5.2.4. {T, N, By, By} R3 de « pseudo null egrisinin Frenet gatis1 ve

0
a_z =11 + agN + a3B; + aaBs

R} de 7 pseudo null egrisinin esnek olmayan diferensiyellenebilir akigi olsun. Bu
takdirde
82Oz2 a&l 0 (Oégk’g) 0a3
k
92 8s | 0s %3

Os
82053 8062 8 (Oég]fg) 6’ (Oé4]€3> 8@
0s? + 0s * 0s * 0s kg

+ a2k2k3 + a4k§ - \112 =0

884 + oy + Oégkg + Oégk‘gkg + \Ifl =0
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820[4 8 (043/{?2) 80&3 2
552 + s + kzg + ok + agkoks =0 (5.2.22)
Oks oV,
—= = Uoky — ——
ot 22 Ds
ov 0
S22 Wy + Uiky + agky +
0s Js
ok Ja ov
3_753 = anky + 3_83 + _883 + ks — Woks

denklemleri yazlabilir.

Ispat: Teorem 5.2.3 den

o (0T B 0 Oy Jdaz Oay
o <E) = 5 ((E + ay + a3k3> N+ <g + ks + 044163) By + (E + a3]€2) 32)

82042 80&1 0 (063163) 8052
- < 52 + Os + Js ) N+ (g +a +a3k3> ko By (5.2.23)

s O(agky) O (auk )
I ( a3 4 (062 2) + (014 3)) By + (ﬂ + a2k’2 —+ OZ4]€3) (k3N+ ]{72B2)

0s? 0s 0s ds
Pay 0 (asks) day
+ ( 882 + (95 ) Bg + (g + a3k2) (—T + k)gBl)
ve
o (0T 0 Oay
— | — ] =— (N)=—-| — — L.

bulunur. (5.2.23) ve (5.2.24) ifadeleri goz 6niine alindiginda

82OZ2 aal 0 (053]63) 0a3
o s T as M
day

ds
P 0 (ask 0 (auk Oa
8823 + <628 2) + <a48 3) + k’2 882 + /{72&1 + k2a3k3 + kg (984 + Cl{3k’2k'3 + \Ifl =0
(5.2.25)

+ 0[2]{32]{?3 + Oé4]€§ — \Ijg =0

82064 0 (Ckgkg) 8013 9
052 + s + k’gg + a2k2 + CY4]<33]€2 =0

elde edilir. Benzer sekilde; Teorem 5.2.3 den

g (ONY 0 Oay
95 (E) = 9 (— (E + a3k2) T+ VN — \11131)

2
_ (8 | 8(0z3/€2)) T _ (% +a3k2) N (5.2.26)

0s? ds ds
oW oW
+Z2N + UokyB) — —-By — Uy (k3N + ko By)
ds 0s



ve

ot O0s

ot \ 0s ot

bulunur. Boylece; (5.2.27) ve (5.2.28) ifadelerinden

Oks

0 (ON 0 Ok 0
( > = = (k’QBl) = —231 -+ k?Q((ﬂ + 052]{72 —+ Oé4]€3> T+ \Ing — qleQ)

(5.2.27)

(5.2.28)

(5.2.29)

(5.2.30)

(5.2.31)

(5.2.32)

Oko oy,
2 Yok, — — L
ot 22 Js
ve
ov 0
T agkg + kW3 + Wy k3
0s 0s
elde edilir. Benzer sekilde; Teorem 5.2.3 den
0 (0B 0 _ Oks ON  Oky 0B,
k
= sy g (— (22 4 k) T N — 0B, ) + P2,
ot s
0
+l€2 (— (% -+ &3]€3 + Oél) T+ \IJSBI — \IIQBQ)
= —k?g % + &3/{32 — ]Cg % + ()é3k3 + aq T
Js 0s
ok ok
+ (6_153 + k?3\112) N + (—\111/{33 + kg@g) Bl + (8_; — ]{32\1’2) BQ
ve
0 aBl o 0 aag
% <E) = a(—(g + agky + Oé4k23)T + W3 N — ‘IllBg)
82063 0 (a2k2) 0 (a4k3)
= — T
( 0s? * Js * Os
— (% + ks + a4k‘3) N
0s
ov
+2N + Usky By
Js
o,
———=By — VU, (=T + k3B
bs 2 1 ( + k3 By)
bulunur. (5.2.30) ve (5.2.31) ifadeleri goz oniine alindiginda
ok 1oJe" ov
8—; _8_33 — OéQk'Q — Oé4k'3 + _3 - k’g\pg



elde edilir.Bu da ispat1 tamamlar.
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