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Alt1 boliimden olusan bu tezde, Lorentz ve yari-Oklid uzaylarinda lineer vektdr alanlari ve integral
egrileri ele alinmugtir. Bu ¢alismanin temel amaci, Lorentz ve yar1-Oklid uzaylarinda lineer vektor alanim
belirleyen anti-simetrik matrisleri bulmak ve buna bagh olarak, bu lineer vektér alammnin integral
egrilerinin bir siniflamasini elde etmektir.

Vektor alanlar ve integral egrileri ile ilgili bir literatiir 6zetinin verildigi birinci béliimiin ardindan ikinci
boliimde temel kavram ve notasyonlara yer verilmistir.

Ugiincii béliimde, diizlemde ve Oklid 3-uzayinda vektdr alanlari ve integral egrileri ele alinmis ve bazi
orneklere yer verilmistir.

Dérdiincii bolimde E,* Lorentz 3-uzayinda S,° pseudo-kiiresi iizerinde bir lineer vektor alanmin nasil

elde edildigi verilmistir. Ayrica bu kiire {izerindeki bir lineer vektér alaninin integral egrilerinin paralel
diizlemlerde yatan Lorentz ¢emberleri oldugu gosterilmistir. Daha sonra, (2n+1)-boyutlu Lorentz
uzayinda ve (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzaylarinda lineer vektdr alanlarinin integral egrileri igin
smiflamalar verilmistir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen teoremler i¢in Matlap programinda komutlar1 verilmis
ve bazi uygulamalar yapilmistir.

Son bolimde, ¢alismanin sonuglarina ve bazi agik problemlere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Anti-simetrik matris, integral egrisi, lineer vektor alani, sabit katsayili
diferansiyel denklem, vektor alanlari.
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In this thesis which consists of six chapters, we study linear vector fields and integral curves on
Lorentzian and semi-Euclidean spaces. The main purpose of our work is to describe anti-symmetric
matrices that determine linear vector fields on Lorentzian and semi-Euclidean spaces, and depending on

that result, we provide a characterization of integral curves determined by these vector fields.

In the first chapter, we provide a short summary of existing results related to vector fields and integral
curves. After wards, the basic notions and notations that will be in use throughout the thesis is stated in
chapter two.

We consider vector fields and integral curves in the plane and Euclidean 3-space in chapter three, where
we also present some examples.

In chapter four, we discuss how to obtain a linear vector field on the pseudo-sphere in Lorentzian 3-space.
Apart from that we also prove that the integral curves related to the linear vector field on such a sphere
are exactly the Lorentzian circles lying on the parallel plane. After that we state a classification of integral
curves associated to the linear vector fields on the (2n+1)-dimensional Lorentzian space and (2n+1)-
dimensional semi-Euclidean space.

The Matlap codes that are needed for the results of chapter four are presented in chapter five, where we
also provide there some applications of these results.

In the final chapter, we present in detail a discussion of the results of this thesis, and state some open
problems.

Keywords: Differential equations with constant coefficients, linear vector field, integral curves, skew
symmetric matrix, vector field.
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1. GIRIS

Vektor alan1 kavrami kabaca diizlemde ya da uzayda bir noktaya vektor atayan
fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Vektor alanlar1 genellikle uzay boyunca hareket eden
akigkanlarin hizin1 ve yoniinii ya da noktadan noktaya degisen manyetik ve yercekimi
gibi kuvvetlerin yoniinii ve siddetini belirlemede ve modellemede kullamlir. Integral
egrileri denklem sistemlerinin ya da adi diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimlerini
temsil eden parametrik egrilerdir. Kullanim alanlarima gore degisik sekillerde
isimlendirilirler. Ornegin fizikte; elektrik veya manyetik alanlarin integral egrileri alan
cizgileri, akiskanlarin hiz alanlarinin integral egrileri akim alani olarak bilinir. Dinamik
sistemlerde diferansiyel denklemlerin integral egrileri yani sistem yoneticileri yoriinge
ya da orbit olarak isimlendirilir.

Fiziksel olaylarin daha iyi tasvir edildigi geometriler de vardir. Lorentz-
Minkowski geometrinin baglangici 1905 yilina dayanir. Minkowski (1909), Maxwell’in
Elektrodinamigi ile Einstein’in 06zel gorecelik kuramindan yararlanarak, fiziksel
olaylarin {i¢ boyuta ilaveten dordiincii bir boyut yardimiyla tasvir edilebilecegini
belirtmistir. Diger yandan Einstein (1915), genel gorecelik teorisiyle Minkowski’nin bu
iddiasin1 genellestirerek uzay-zaman kavrami ile evreni 4 boyutlu olarak (3 uzay ve 1
zaman) tasvir etmistir. Boylece Minkowski ve Einstein tarafindan baglatilan ve evreni
daha iyi anlamak igin yapilan boyut sayisiyla oynama fikri, gliniimiizde de farkl
teorilerde farkli boyut sayisi ile karsimiza ¢ikmaktadir. Lorentz (Minkowski) 3-uzayi
0zel bir metrik sayesinde gelistirilmis olan bir reel vektor uzayidir. Buradaki metrik (- +
+) (veya (+ + -)) isaretine sahip non-dejenere, simetrik ve bilineerdir. Lorentz
(Minkowski) 4-uzaymn, uzay-zaman olarak anilmasmnin en bilyiik nedeni klasik ii¢
boyuttan olusan ve her tiirlii vektdriin boyunu bu ii¢ boyutta tanimlayan uzay kavramina
bir de zamanin eklenmesiyle alakalidir. Uzay-zaman kavraminin anlatmak istedigi en
onemli fiziksel olay, cisimler uzay icinde ilerlerken ayn1 zamanda zaman iginde de
ilerler. Uzayda higbir sekilde hareket edilmese bile, zaman i¢inde hareket edilmek
zorundadir. Bu yiizden zaman kullanilan bir degerdir. Her tepkilesmeye, her siirece
zamanda dahil olur. O halde zaman, uzay yapisinin 6gelerinden biridir. Bu sebeple
Oklid uzayindan farkli olarak Lorentz uzayinda goreceli fizik mevcuttur (Bal, 2005).
Bundan dolayr Lorentz geometri hem diferansiyel geometriciler hem de fizikgiler
acisindan matematiksel ve fiziksel arastirmalarin yapildigi 6nemli bir alandir.

Oklid uzayinda elde edilen sonuglar, Lorentz uzayinin karakteristik yapisindan



dolay1 bu uzayda farkliliklar gosterir. Ornegin, Oklid 3-uzayda bir lineer doniisiim bir
tek anti-simetrik matris yardimiyla verilirken Lorentz 3-uzayinda ii¢ farkli bigimde
verilmistir.

Vektor alanlar1 ve integral egrileri lizerine bircok arastirma yapilmistir (Do
Carmo, 1976; Boothby, 1968; Lisker, 2005; Z., lliev, 2008; Miller, 2010). Bu
calismadaki arastirma konusu ilk olarak Karger ve Novak’in 1985 tarihli “Space
Kinematics and Lie Groups” isimli kitapta ortaya konulmustur. Burada lineer vektor
alanlarin integral egrilerinin bir siniflamasi, bir anti-simetrik matris ve bir kolon matris
yardimiyla olusturulan lineer vektor alanlarina karsilik gelen matrisin rankina gore
verildi.

1989 yilinda Acratalishian; Karger ve Novak’in sonuglarini (2n+1)-boyutlu
Oklid uzaymna tasimak suretiyle lineer vektdr alanlarmin integral egrilerinin bir
siiflamasint verdi. 2004 ve 2007 yillarinda Taleshian (ayni yazar), lineer vektor
alanlarmin integral egrilerinin siniflandirilmasiyla ilgili iki ¢calisma daha yapti ama bu
caligmalar, 1989 yilindaki ¢alismanin benzeridir.

2001 yilinda Maeda ve Toshiaki, kompleks projektif uzayda Killing vektor
alanlarmin meydana getirdigi integral egrilerinin geometrik 6zelliklerini arastirdilar.
Yine bu ikili 2006 yilinda flat olmayan kompleks uzay formlarinda hiperyiizeylerin
integral egrilerini incelediler.

Yaylac1 tarafindan 2006 yilinda yapilan yiliksek lisans tez ¢aligmasinda 3-
boyutlu Lorentz uzayinda lineer vektor alanlarinin uygulamalari verilmistir. Bu
caligmada A(X)=0 denklemini saglayan x vektoriiniin timelike (zaman benzeri) olma
durumu g6z 6niine alinmastir.

2011 yilinda Oztiirk ve arkadaslari, spiral vektdr alanlarmin integral egrileri
lizerine bir ¢aligma yapti. Bu ¢aligmada spiral vektor alani kavramu tanitildi. Spiral
vektor alanlarinin integral egrileri incelendi ve siniflandirildi. Bu egriler yardimiyla n-
boyutlu Oklid uzaymda homotetik hareket ve ani hareket arasindaki bagintilar verildi.

Bu calismada, once Lorentz 3-uzaym karakteristik yapisina bagli olarak bir

lineer vektor alaninin belirlemis oldugu anti-simetrik matrisler bulunmustur. Buna bagl
olarak 512 pseudo-kiiresi lizerindeki integral egrileri elde edilmistir. Daha sonra bu

durum (2n+1)-boyutlu Lorentz ve (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzaylarinda calisiimis ve
anti-simetrik matrislerin genel formlar1 verilmistir. Bu genel formlar yardimiyla da

lineer vektor alaninin integral egrilerinin siniflamalar1 elde edilmistir. Ayrica



siniflamada kullanilan Lorentz anlaminda anti simetrik matrisleri ve sabit katsayili adi
diferansiyel denklem sistemleri veren Matlap programi komutlar1 olusturuldu ve bu
programda yapilan bazi uygulamalara yer verildi (Arifoglu, 2012). Son olarak teorinin

bazi agik problemleri verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, c¢alismada kullanilacak Oklid ve Lorentz uzaylarinin cebirsel

kavramlarina ve teoremlerine yer verilecektir.
2.1. OKklid Uzayinda Cebirsel Kavramlar

Tanim 2.1.1.

E® Oklid 3-uzay, p= (Pys P,y Ps) sirali reel sayi tiglillerinden olusur ve
E®={p=(P. P2 P;): 1 P, P; € R}
seklinde gosterilir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.2.

E® Oklid 3-uzay ve p=(p,, P,, Ps), 0 =(0,.0,.0;) € E* olsun.

<> : E*E* > R

(p'Q) — <P,q>=pP0,+ P10, + PsY;

seklinde taniml1 fonksiyon;
i) Simetrik: Vp,q e E®igin < p,q>=<q,p>,

i) Bilineer: Va,b e Rve Vp,q,r € E*icin,

<ap+bg,r>=a<p,r>+b<q,r>,

< p,ag+br>=a<p,g>+b<p,r>,

iii) Pozitif tanimli: Vp € E®i¢in < p, p>>0

ozelliklerine sahip ise <,> fonksiyonuna bir i¢ carpim denir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.3.

E® Oklid 3-uzaymin iki noktasindan olusan v, vektoriine E® de teget vektor denir. Vv,

v, nin vektor kismi ve p de uygulandigi noktadir (O’Neill, 1997).



Tanim 2.1.4.

p € E*olsun. p uygulama noktasina sahip tiim teget vektorlerden olusan Tp E® kiimesine

p noktasinda E® iin teget uzayi denir (O’Neill, 1997).

Tamm 2.1.5.
E® Oklid 3-uzaymin her p noktasina bir V(p) teget vektorii baglayan V fonksiyonuna

E® iizerinde bir vektdr alani denir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.6.

| — R bir aralik olmak iizere

a : | > E®
s = a(s)= (), a,(8), a(8))

seklinde tanimlanan stirekli fonksiyona E’ uzayinda bir egri denir.

I, R reel sayilar kiimesinin bir agik araligi olmak iizere diferansiyellenebilir «

fonksiyonuna E?iizerinde diferansiyellenebilir egri denir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.7.

o, E’iizerinde bir egri olsun. | araligindaki Vt sayis1 igin,

deg .\ da da
'(t)= L), —=2(t),—=(t
@O =(CE0.52 0.5 O
teget vektoriine, egrinin «(t) noktasindaki hiz vektorii denir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.8.
o, E’iizerinde bir egri olsun. Vteligin &'(t) #0ise o egrisine regiiler egri denir

(O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.9.

a, | € Raraliginda tanimli, E® iizerinde bir egri olsun. a,b € | olmak {izere



j o' (t)]dt

reel sayisina t=a ve t=Db noktalar1 arasindaki« egrisinin yay uzunlugu denir

(O°Neill, 1997).

Tanim 2.1.10.
o, | c Rarahginda tanimli, E®iizerinde bir egri olsun. Vs e | i¢in ||a'(5)|| =1

iIse  « egrisine birim hizli, S parametresine de yay uzunlugu parametresi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.11.

McE" egrisii (l,&) koordinat komsulugu ile wverilsin. Bu durumda
w={a',a",..,a"} sistemi lineer bagimsiz ve her @, k >r i¢in ™ e Sp(y) olmak
tizere y den elde edilen {V,,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-
ayakli alan1 ve me M igin {V,(m),...,V,(m)} ye ise, m e M noktasindaki Serret-Frenet

r-ayaklist denir. Her bir V,, 1<i<r, vektorine Serret-Frenet vektorii denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.12.

E" de bir ¢:1 cR— E" egrisinin Frenet r-ayaklis1 {V, (t),...,V, (t)} olsun. Buna gore

k I > R
t = k(t)=<V,(®)\V..(t)>

seklinde tanimlanan K; fonksiyonuna, « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve belli bir

telicin K;(t)reel sayisma da «a(t) noktasinda, « nin i-yinci egriligi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.13.

E™ de bir parametrik egri



a | > E™
t - at)=(x)... a.,()

olsun. E™* iizerinde bir vektdr alan1 X olmak iizere, her t e | igin

da
Fri X (a(t))

iIse  egrisine X vektdr alaninin bir integral egrisi denir.
Yani, a egrisinin her noktasindaki hiz vektorii X vektor alaninin bu noktadaki degeri

olan tanjant vektorii ile ¢akigir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.14.

M c E® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Her se | ya karsihik gelen

a(s) € M noktasinda M nin birinci ve ikinci egrilikleri K, (s) ve k,(s) ise,

H : I > R

N Hl(s)=:1((z)),k2(s)¢o

seklinde tanimlanan H, fonksiyonuna, M egrisinin 1. harmonik egriligi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1.1.
M c E® egrisi (I,) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda, M bir egilim

cizgisidir ancak ve ancak, her s e | i¢in H,(S)=sabit olmalidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.15.

n-boyutlu bir V vektor uzay tizerinde bir vektor alan1 X olsun. Eger,

bir lineer doniisiim ve her veV i¢in



X, =AV)

ise X vektor alanina lineerdir denir (Karger ve Novak, 1985).

Teorem 2.1.2.
A, E? de bir anti-simetrik matris yardimiyla verilen lineer doniisiim olsun. Bu durumda

A doniistiimiiniin matris formu

0 2
-4 0
0 0 O

olacak sekilde E® Oklid 3-uzaymin bir ortonormal bazi vardir (Karger ve Novak,
1985).

Tanim 2.1.16.

D, E? Oklid diizleminde bir acik alt kiime olsun. x:D —E® birebir regiiler

doniisiimiine bir koordinat sistemi denir (O’Neill, 1997).

Tanim 2.1.17.

x:D c E?> — E® bir koordinat sistemi olsun. x*: x(D) — D ters fonksiyonu x(D) nun

her noktasinda siirekli ise x:D < E*> — E® doniisiimiine has (proper) koordinat sistemi

denir (O’ Neill, 1997).

Tanim 2.1.18.
Eger bir M c E® kiimesinin her peM noktasi i¢in bir x:D—E® has yama

fonksiyonu varsa ve D nin goriintisii olan X(D) kiimesi p noktasinin M deki N

komsulugunu kapsiyorsa M ye E® de bir yiizey denir (O’Neill, 1997).



2.2. Lorentz Uzayinda Cebirsel Kavramlar

Tanim 2.2.1.

V bir reel vektor uzayi olsun.

<>VxV >R

déniisimic Va,beR ve Vu,v,weV icin

i) <u,v>=<v,u>

__)<au+bv,w> = a<uw>+b<v,w>
ii
<u,av+bw> = a<u,v>+b<u,w>

ozeliklerine sahip ise <,>d0niisiimiine V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.2.

V reel vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form <,> olsun.

1) YweVve v=0 icin <V,v>>0ise <,>simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,
i) YweVve v=0 icin <V,v><0ise <,>simetrik bilineer formuna negatif tanimli,
iii) YweV ve v=0 i¢in <v,v>>0ise <,>simetrik bilineer formuna pozitif yari-

tanamli,

iv) YveV ve v=0 igin <Vv,v><0ise <,>simetrik bilineer formuna negatif yari-

tanaml,

V) YweV igin <v,w>=0 iken v=0 olmak zorunda ise <,> simetrik bilineer formuna

non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3.

V bir reel vektor uzayi ve

<>VxV-o>R
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bir simetrik bilineer form olsun.

<,>W:W xW — R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W altuzaymin boyutuna <,> simetrik

bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.2.4.
Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma V reel vektor

uzay1 lizerinde bir skalar ¢arpma denir. V {izerindeki bir skalar ¢arpma <,>ise (V,<,>)

ikilisine skalar carpimli vektor uzayi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.5.

V bir skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak {izere v =1 ve boyV >2 ise V

skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.6.

Her u = (u,u,,...,u,), v=(V,,V,,..,V,) € E" i¢in

|4 n
SUV>==D UV + DUV,
i=1 i=v+l

bi¢iminde tanimlanan skalar ¢arpimin belirttigi metrikle birlikte E" manifolduna n-

boyutlu v indeksli yar1-Oklid uzay denir ve E! ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.7.

(V,<,>) bir Lorentz uzayi olsun. W —V altuzayi i¢in,
i) <> :WxW —R pozitif tammli ise W ya spacelike (uzay benzeri) altuzay,
i) <,>|W ‘W xW — R indeksi 1 olan non-dejenere ise W ya timelike (zaman benzeri)

altuzay,

i) <,>|W ‘W xW — R dejenere ise W ya lightlike (1s1k benzeri) altuzay
denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.2.8.

E®, Oklid 3-uzay ve u = (u,,U,,u,), V= (V,,V,,V,) € E® olsun. E? iizerinde

<ULV >=—U,V; + UV, +U,V,

ile verilen skalar ¢carpim goz Oniine alinarak elde edilen uzaya Minkowski 3-uzay veya
Lorentz 3-uzayr denir ve E13 ile gosterilir. Burada tanimlanan <,> metrigi Lorentz

metrigi (veya Minkowski metrigi) olarak adlandirilir (Lopez, 2008).

Tamm 2.2.9.

E’, Lorentz 3-uzayi olsun. u e E} olmak iizere,

i) <u,u>>0 veya u=0 ise U vektoriine spacelike (uzay benzeri),
i) <u,u><0 ise U vektoriine timelike (zaman benzeri),

iii) <u,u>=0 ve u=0ise U vektoriine lightlike (151k benzeri)

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.10.

E’, Lorentz 3-uzay ve u e E; olsun.
ol - (< w05]

sayisina U vektdriiniin normu denir. Normu bir birim olan vektore birim vektér ve

ortogonal birim vektorlerin kiimesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.11.

E’, Lorentz 3-uzay ve u € E? olsun.

1, uspacelike (uzay benzeri) ise
e=+0, ulightlike (s1k benzeri) ise
-1, utimelike (zamanbenzeri) ise

sayisina U vektoriiniin isareti denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.2.12.
a, E13 de bir egri olsun. ¢ egrisinin hiz vektorii &' olmak iizere,

1) «' hiz vektorii spacelike ise « egrisine spacelike (uzay benzeri),
i) o' hiz vektorii timelike ise  egrisine timelike (zaman benzeri),
1) a' hiz vektori null ise « egrisine null (1s1k benzeri) dir

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.13.

a(s), s yay uzunlugu parametresine sahip E>"" yar1-Oklid uzayimnda bir null olmayan
egri olsun. «a  egrisi  boyunca, EX™  yan-Oklid  uzaymm  bir

{U(8), - U, (8),e, Uy (S), Uy, (S)} yart ortonormal gatr alanmin degisimi

Ui(S) = Kl(s)uz (s)
u(s) = -g &k ,(S)u_(s)+x (s)u ,(s),2<i<2n,
Upps(S) = —E5080n.aKon (8, (S)

bigimindedir. Bu denklemler «(S) egrisi i¢in Serret-Frenet tipi formiiller olarak
isimlendirilir. Burada x;(S), 1<i<2n, a(S) egrisinin egrilik fonksiyonlari ve
&, U, 1<i<2n, vektorlerinin isaretidir. Ayrica egrilikler i (S) =&, <U.(S),U.,(s) >

formiilii ile hesaplanir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.14.

E; Lorentz 3-uzayve F ={X,Y,Z =Y x X} baz

<X, X>=<Y,Y>=0,<X,Y>=<Z,Z>=1

sartin1 saglarsa F bazina bir null cati denir. F ¢atili bir ¢ null egrisi, verilen bir
o

ko =k,(S) pozitif fonksiyonu igin X =X(s)=k— olmak tlizere asagidaki Frenet
0

denklemlerini saglar:

X' kX +k,Z
% —KY +k,Z
Z' = kX kY.
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Buradaki k;,1<i<3, fonksiyonuna « null egrisinin i. egriligi denir. Eger burada k, =1

ve k; =0 alimirsa F ¢atisina da Cartan ¢atis1 denir (Lopez, 2008; Graves, 1979).

Tanim 2.2.15.

E’ Lorentz 3-uzay ve

qg: E > R
v - qv)=<v,v>

seklinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger P, Ef iin konum vektorii ise

q=<P,P > olmak iizere r >0 ve £=+1 i¢in Q=0 *(er?); seklindeki yiizeylere Ef

de hiperkuadrikler denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.16.

E’ Lorentz 3-uzay olsun. O zaman,

S, =q ' (r")={pek :-p +p,+p;=r}
hiperkuadrigine orjin merkezli r >0 yarigapl pseudo-kiire,
Hy =g (-r’)={peE :—p +p; +p; =—r}

hiperkuadrigine ise orjin merkezli r >0 yarigapli pseudo-hiperbolik uzay denir
(O’Neill, 1983).

Sekil 2.1 Pseudo-kiire ve pseudo-hiperbolik uzay (Anonim, 2013)
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Tanim 2.2.17.

E’ Lorentz 3-uzay olsun. O zaman,

A={peE <p,p>=0}

yiizeyine Lorentz 3-uzayda null koni denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

time (years)

Sekil 2.2 Null koni (Anonim, 2013)

Tanim 2.2.18.

Ef Lorentz 3-uzay ve M bir non-dejenere yiizey olsun.

1) M ylizeyi lizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye bir timelike (zaman
benzeri) yiizey,

i) M ylizeyi tizerine indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye bir spacelike (uzay
benzeri) yiizey denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.19.

0<v <n i¢in kdsegen bilesenleri

S;=..=§ =-1ve§ =..=5 =+1

n

olan (6;S;) kosegen matrisine isaret matrisi denir. S matrisi St =5=8" 5zeligine

sahiptir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.2.20.

Ef Lorentz 3-uzaymda A matrisinin transpozu A' olmak iizere

A =SA'S

esitligini saglayan A matrisine yari-ortogonal matris denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.21.

A' = —SAS esitligini saglayan A matrisine Lorentz anlaminda anti-simetrik matris denir
(O’Neill, 1983).
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3. VEKTOR ALANLARI VE INTEGRAL EGRILERI

3.1. Vektor Alanlar

Geometrik olarak vektor alan1 Oklid uzayin her p noktasma bir V(p) teget
vektorii baglayan V  fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Vektor alanlarina, o6zellikle
fizigin hiz alanlari, yercekimi alanlar1 ve elektrik kuvvet alanlar1 uygulamalarinda
yaygin olarak karsilagilir (Galbis, 2012). Asagidaki sekillerde giindelik hayattan bazi

vektor alani drnekleri verilmistir (Anonymous, 2013).

- h"-'; ii f puva

oy SIS -
= SNV 2
g "\_‘_-‘_'.:____——._:\'
£F /} ‘ln LY
/ 4 L}
Donen teker etrafindaki hiz alan1  Bir araba etrafindaki hava akimi Yergekimi kuvvet alani

Sekil 3.1 Vektor alan1 6rnekleri

Fiziksel uygulamalarinin yaninda vektor alanlar1 diger birgok alanda
kullanilmaktadir. Ornegin asagidaki harita iizerindeki oklar Amerika Birlesik Devletleri
tizerinde 19 Mart 2004 tarihindeki riizgar hizin1 ve yoniinii gostermektedir (Stewart,
2007).

Sekil 3.2 Riizgarin hiz ve yoniinii gosteren vektorler
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Bu tarz haritalar yardimiyla riizgarin yonii ve siddeti tahmin edilebilmektedir.
Bu sayede 6zellikle ugaklar i¢in ugus rotasi ve yiiksekligi belirlenmektedir. Yine vektor
alanlar1 okyanus akimtilarii veya bir engelden ge¢en hava akimini modellemede de

kullanilabilir.
3.1.1. E? de vektor alanlar

D, E? nin bir alt kiimesi olsun. E? iizerinde bir vektdr alani, D deki her (x,y)
noktasia iki boyutlu bir F(x,y) vektorii karsi getiren bir F fonksiyonudur. F(X,y)

vektorii iki boyutlu oldugundan, P ve Q bilesen fonksiyonlari cinsinden

F(xy)=P(xy)i+Q(x.y)i

bigiminde yazilabilir. E? diizleminde vektdr alami orekleri ve Maple programi

yardimiyla grafikleri asagida verilmistir (Stewart, 2007).

S o s R T T e et R
v s S SN e Al P,
VAN = NN W NN A R
O S0 5 W W O VL W A A A Y Al V2 O
TAANS AT PSRN P T AT
v N Noup S VAT NN e A A
y O e elr T A P L NN ﬂ/g/?’——“?——%'/v/q/
R A e i e A 2w ol e w7

F(xY)=(-y.x) F(x,y)=(y,sinx) F(x.y)=(In(1+y%),In(1+x?)

Sekil 3.3 E? de vektor alanlart
3.1.2. E3 de vektor alanlar

D, E? iin bir alt kiimesi olsun. E? iizerinde bir vektor alani, D deki her (x,y,z)
noktasma {i¢ boyutlu bir F(x,y,z) vektorii karsi getiren bir F fonksiyonudur. F(X,y,z)

vektori ti¢ boyutlu oldugundan, P, Q ve R bilesen fonksiyonlari cinsinden

F(xy)=P(xy.2)i+Q(xy,2)j+R(xy,2)k

biciminde yazilabilir. E® uzayinda vektor alan1 6rnekleri ve Maple programi yardimiyla
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grafikleri asagida verilmistir (Stewart, 2007).

v 2 x

x ’ - x

I:.(X-y,Z;:()/,Z,X.) F(X,y,z)=(y,-é,x) F(x,y,z):(y/z,-x/_z,z/4)

Sekil 3.4 E? de vektor alanlart

3.2. integral Egrileri

X, M manifoldu tizerinde bir vektor alani olsun. «:(a,b) — M egrisinin her teget

vektorii X vektor alanina bagli ise o ya X vektor alaninin bir integral egrisi denir. Yani
M manifoldu tizerinde bir vektor alan1 X olmak iizere, her t | i¢in Z—(: =X(a(t))ise a

egrisine X vektdr alanimnin bir integral egrisi denir. Genellikle integral egrilerinin
yeniden parametrizasyonu ile elde edilen egriler de X vektor alaninin integral egrisidir

(Campbell, 1907). Ozellikle, eger a: 1 — M egrisi X vektor alaninin integral egrisi ise;

e |, :{t|t+a el} ve o, (t)=a(t+a) olmak iizere o, :1, >M egrisi X vektdr
alaninin integral egrisidir.

o |° :{t| atel} ve a®(t)=a(at) olmak iizere o®:1* —M egrisi X vektor

alanindan elde edilen Xa =aX vektor alaninin integral egrisidir.

Ornek 3.2.1. E>de X = X%— y% seklinde tanimlanan X vektor alan1 géz Oniine

alimsim. Eger a(t)=a(x(t), y(t)) egrisi X vektoér alaninin integral egrisi ise 0 zaman

integral egrisi tanimindan

Sy, XU

—==X(t
dt dt ®

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin
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¢Ozlimiinden

a(t)=acost—bsint, y(t) =asint+bcost

bulunur. Bu ¢oziim diizlemde merkezi orijin de bulunan ¢emberleri gosterir. Bu 6rnekte

verilen vektor alan1 ve integral egrisi asagidaki sekilde gosterilmistir.

R

e

Sekil 3.5 X vektor alan1 ve integral egrisi

Ornek 3.2.2. E® de X =X2—yg+g seklinde tanimlanan X vektor alani goz
oy ~oOx oz

Oniine alinsin. Eger a(t) =a(x(t), y(t), z(t)) egrisi X vektor alaninin integral egrisi ise

integral egrisi tanimindan

dx(t) _
dt

dy(t)

—y(0, A=, EY

=1

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin

¢Oziimiinden

a(t) =(acost—bsint, asint+bcost, t+c)

egrisi elde edilir. Bu egri Oklid 3-uzayinda helis egrisinin parametrik denklemidir.

Bu 6rnekte verilen vektor alani ve integral egrisi asagidaki sekilde gosterilmistir.
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Sekil 3.6 X vektor alan1 ve integral egrisi

Ornek 3.2.3. E® Oklid 3-uzayinda S?, birim kiiresi iizerinde F(X,Y,z)=(z, Y, X)
biciminde tanimlanan vektor alan1 g6z oniine alinsin. F vektor alaninin integral egrileri
kiire tizerindeki ¢cemberlerdir. Gergekten Maple programi yardimiyla F vektor alani ve

integral egrileri sekildeki gibi elde edilmistir.

Sekil 3.7 F vektor alan1 ve integral egrileri
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4. INTEGRAL EGRILERININ SINIFLANDIRILMASI

Bu béliimde, Oklid 3-uzayinda Karger ve Novak tarafindan verilen lineer vektor
alanlar1 ve integral egrileri ile ilgili bazi teoremlerin karsiliklar1 3-boyutlu Lorentz
uzayinda incelenmistir. Aymi yazarlar tarafindan Oklid 3-uzayinda yapilan lineer vektor
alanlarinin integral egrilerinin siiflamasi, bu uzaydan daha genel uzaylar olan (2n+1)-
boyutlu Lorentz uzayma ve (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzaymna genellestirilmistir.

Burada elde edilen sonuglar orijinaldir.

Teorem 4.1. E}, S} birim pseudo-kiiresine sahip Lorentz 3-uzayi olsun. E; de bir
{u,,u,,u,} ortonormal bazi verilsin. Bir X, =SAS(v) lineer vektor alam S? birim
pseudo-kiiresi tizerinde teget vektorlerin bir vektdr alanini belirler ancak ve ancak
{u,,u,,u;} ortonormal bazma gére A doniisiimiiniin temsilcisi Lorentz anlaminda bir
anti  simetrik matris ile verilir. Burada S, E} de isaret matrisi ve
<U,U, >=-1 <U,,u, >=<U,, U, >=1 dir.

Teoremin ispatina gegmeden Once ispatta kullanilacak bazi kavramlar i¢in 6n hazirlik

yapilacaktir. A:E> — E bir lineer déniisiim ve u,v e E; olsun. O zaman

< Alu,v >=<u, SASv >

dir. Gergekten, Y, Z € Ef olmak iizere <Y,Z> c¢arpimi

<y, 2>=Yy'Sz

bigiminde matris carpimidir ve matris ¢arpimi birlesimlidir. Bu nedenle,

u‘ASv

= U'SSASv

= U'S(SAS)v

= <U,SAS(v) >

< Alu,v >

dir.
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Buna gore,

X : S - E
v — X,=SAS(v)

bir teget vektor alanidir ancak ve ancak VveS igin <V,SAS(V)>=0 di.

<V,SAS(V) >=0 olmasi SAS+A'=0 olmasi anlamina gelir. Yani A déniisiimiiniin
temsilcisi olan A matrisi anti simetriktir. Gergekten,

(=) WveS; icin <v,SAS(v)>=0 olsun. O halde,

<V,(SAS + A" (W) > = <V,SAS(W)>+<v,A(W)>
= <V,SAS(w)>+<w,SAS(v) >
= <V,SAS(W) >+ <V,SAS (V) >+ <w, SAS (V) > + <w, SAS (w) >
= <V+W,SAS(V+w)>
=0

oldugundan SAS + A' =0 elde edilir. Béylece A' =—SAS olur.
(<) Tersine, SAS+A' =0 olsun. Bu taktirde;

<V,SAS(V)> = %(< V,SAS (V) > + <V, SAS (V) >)
= %(<V,SAS(V)>+<V, A'(v) >)
_ %(< v, (SAS +AY)(v) >)
=0

elde edilir.

Simdi teoremin ispati verilebilir.
ispat: E’ de bir {ul,uz,u3} ortonormal bazi verilsin. {ul,uz,u3} ortonormal bazina

gore A donlisiimiiniin temsilcisi olan matrisin anti simetrik oldugu gosterilecektir.

A: E - E
v —> A(v)=SAS(v)

seklinde tanimlanan doniisiim géz Oniine alinsin. Buna gore,
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uy — A(Ul) SAS (U1) = aU +au, +a3Uus,
u, — A,) SAS(U,) = @y, +ayU, +a,Us,
Uy — A(U;) = SAS(U;) = agU; +a5,U, +agl;,

yazilabileceginden

<SAS(u,),u, >
<SAS(u,),u, >
<SAS(u,),u, >

—a,,, <SAS(u,),u, > —a,;, <SAS(U;),u,> = a,
a,  <SAS(u,),u,> = a,,, <SAS(u;),u,> = a,,,
a5  <SAS(U,),u;> = a,;, <SAS(U;),U;> = ag,

elde edilir. Burada a,, =a,, =a,; =0 dir. Diger matris elemanlar igin, <u,, u, >=0

esitliginin her iki yanmin tiirevi alinir ve X, =U,'= SAS (u,) oldugu gbz 6niine alinirsa,

0 = <u'u,>+<u,u,'>
= <Xy Up>+<u, X, >
= <SAS(u,),u, >+<u,,SAS(u,) >

= Q,—3dy

bulunur. Buradan a,, =a,, elde edilir. Benzer sekilde <u,, U, >=0 esitliginin her iki
yammn tirevi alimir ve X, =U,'=SAS(u;) ile X, =u;'=SAS(U;) oldugu goz oniine

almirsa,

0 = <u/\u;>+<u,uy'>
= <X, Ug>+<u, X, >
= <SAS(u,),u, >+ <u, SAS(u,) >
= a3 8y

elde edilir. Buradan a,; =a,, bulunur. Son olarak <u,,u, >=0 oldugu goz Oniine

alinirsa,

0 = <u,\U;>+<uU,, U;'>
= <X, U3 >+<U, X, >
= < SAS(u,),u, >+ <u,,SAS(u,) >

= Ayta,



24

olup a,, =—a,, elde edilir. Boylece A doniisiimiiniin temsilcisi olan matris

0 a;, a3
a;, 0 —ay;
3 Ay 0

bigiminde elde edilmis olur. Bu matris Lorentz 3-uzayinda anti simetrik bir matristir.

Gergekten,
-1 0 0[O0 a, a,|[-1 0 0
~SAS = —-|0 1 Olla, 0 -a,||0 1 0
0 0 1fja; a, O0 ||0 O 1
0 a, a
= |& 0 Ay
Q3 Ay 0
= A

oldugu goriiliir. Tersine, {ul,uz,ua} ortonormal bazina gore A doniislimiiniin temsilcisi

olan matris Lorentz anlaminda anti simetrik olarak verilsin. Bu taktirde

X : 8 - E
v — X,=SAS(v)

seklinde tanmimlanan déniisiimiin S? pseudo-kiiresi iizerinde teget vektor alan1 oldugunu

gostermek igin <v,SAS(v) >=0 oldugu gosterilmelidir. O halde {u,,u,,u,} ortonormal

bazina gore A doniisiimiiniin matrisi, SAS + A' =0 olacak sekilde verilsin. Boylece

<V,SAS(v) > %(< V,SAS (V) > + < V,SAS (V) >)

= %(<V,SAS(V) >+<Vv,A'(V) >)

_ %(< Vv, (SAS +AY)(v) >)

=0

elde edilir.
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Teorem 4.2. A, bir ortonormal baza gére bir anti simetrik matris ile verilen E; de bir

lineer doniisiim olsun. A doniisiimiiniin matrisi

0O 4 0[]0 0 O 0 0 24
A 0 0[,/]0O 0O -4{,;]0 0 A|,2eR
0 0 0|0 4 O A -4 0

formlarindan biri olacak sekilde E,’ de bir ortonormal baz bulmak miimkiindiir.

Ispat: A déniisiimiine karsilik gelen matris A ile gosterilsin. A Lorentz anlaminda anti

simetrik matris oldugundan, detA=0 dir. Bu yiizden A(X)=0 denkleminin sifirdan farkli

¢Oziimii olmak zorundadir. X vektorii spacelike (uzay benzeri) ve X =u, =(0,0,1) olarak

alinirsa

0 a, a; |0 0
a, 0 -a,|0] = |0
83 0 1 0

esitligi elde edilir. Buradan

A, 0
-a,| = |0
0 0

bulunur. O halde a,;=0 ve a,,=0 bulunur. a,, =4 denilirse A doniisiimiine karsilik

gelen anti simetrik matris

seklinde bulunur. x vektorii timelike (zaman benzeri) ve X =U, =(1,0,0) olarak alinirsa
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0 a, a; |1 0
a, 0 -a,|l0] = |0
a; a, 0 0 0

esitligi elde edilir. Buradan a,, =0 ve a, =0 bulunur. a,, =4 denilirse A doniisiimiine

karsilik gelen anti simetrik matris

0 0 O
0 0 -4A,4€eR
0 424 O

seklinde bulunur. Son olarak x vektorii lightlike (151k benzeri) ve X =u, =(1,1,0) olarak

alinirsa
0 a, a; 0
a, 0 -a,|1l| = |0
a;, a, O 0 0

esitligi elde edilir. Buradan a,=0 ve aj,=-a, bulunur. a,=A4 denilirse A

doniistimiine karsilik gelen anti simetrik matris

0 0 2
0 0 A, 4eR
A -1 0

seklinde bulunur.

Sonuc¢ 4.1. Ef"”, (2n+1)-boyutlu Lorentz uzay1 ve bu uzayda bir A lineer doniisiimiine
karsilik gelen anti simetrik matrisi A ile gosterilsin. O halde A(x)=0 denkleminin

sifirdan farkli ¢éztimleri vardir. Buradaki X vektoriiniin kozul karakterine gére A matrisi

normal formda;
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Durum 1: Eger X spacelike (uzay benzeri) vektor ise,

04 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0
00 0 4 0 0 0
0 0 -4 0 0 0 0
A: -:ﬂlz- :.-’
00 0 0 0 4, 0
0 0 0 4, 0
0 0 0 0 0]

Durum 2: Eger X timelike (zaman benzeri) vektor ise,

00 0 0 0 0 0
00 -4 0 0 0 0
04 0 0 A4 0 0
A |00 0 % 0 0 0
00 0 0 0 0o o/
00 0 0 0 0 A
00 0 0 0 ~4, 0

Durum 3: Eger X lightlike (151k benzeri) vektor ise,

0 0 A Ay, Ay
0 0 A A, A o Ayns
A —A 0 Aoy ~onn v s s
A= A, —4, o 0 T
A3 —A 1 Aan 0 M A
ﬂ?nfz _Aanz /14n—4 ﬂenq ﬂgnfn o 0 _ﬁ’n(Zn—l)
_ﬂ’Zn—l Aot s Aene Agno ﬂ’n(Zn—l) 0 |

bi¢iminde yazilabilir. Burada 4 € R/ {0}, 1<i<n(2n-1), dir.

Teorem 4.3. S/ pseudo-kiiresi iizerindeki bir lineer vektér alanmim integral egrileri

paralel diizlemlerde yatan Lorentz ¢gemberlerdir.
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Ispat: Teorem 4.1 ve 4.2 den VP =(X,y,2) €S} icin X lineer vektér alammin degeri

matris formunda

7]

ya da

O O ~» O
O O O
o O O o
= O T 9
=N X

X(P)=(1ly+a,Ax+b,0)

bigiminde yazlabilir. Diger taraftan a:1cR—S? egrisi X vektdr alanimin integral

egrisi ise

%
dt
dy
dt
dz

dt

Ay +a

AX+b

diferansiyel denklem sistemi saglanir. Bu diferansiyel denklem sistemi A =1 durumu

i¢in ¢oziillirse o integral egrisi

a(t) = (Asinht+ Bcosht —b, Acosht + Bsinht,d)

biciminde elde edilir. Bu a(t) egrisi S; pseudo-kiiresi iizerindeki Lorentz cemberidir.

4.1. (2n+1)-Boyutlu Lorentz Uzayinda integral Egrileri

EX™, (2n+1)-boyutlu Lorentz uzay1 ve bu uzay iizerinde bir vektor alan1 da X

olsun. E/™ uzayimda bir A lineer doniisiimiiniin bir yari-ortonormal ¢ bazna karsilik

gelen anti simetrik matrisi A ile gosterilsin. O halde, asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.1. X, (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda {O;u,,u,,...,u,,,,} yart ortonormal

5 4]

matrisi ile belirlenen lineer vektor alan1 olsun. Burada A matrisi anti simetrik matris ve

catisina gore

C matrisi de

aZ n-1
aZn

_a2n+1_

formunda (2n+1)x1 kolon matrisidir. O halde X lineer vektor alaninin integral egrileri
asagidaki ozeliklere sahiptir:
I.  Eger rank([AC])=2n+1 ise X vektor alaninin integral egrileri genellestirilmis
helisler,
ii.  Eger rank([AC])=2k, 1<k <n ise X vektor alaninin integral egrileri paralel
diizlemlerde yatan Lorentz ¢cemberleri,
iii.  Eger rank(JAC])=2k+1, 1<k<n ise X vektér alanmnin integral egrileri
genellestirilmis helisler,

iv.  Eger rank([AC])=1 ise X vektor alaninin integral egrileri paralel dogrulardir.

Ispat: i) Oncelikle A anti-simetrik matrisi Durum 1 formunda alinsin. O halde X,

(2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda bir lineer vektor alani olsun. X lineer vektor alaninin

VP = (X, Xy yeees Xy ) € EZ™ noktasindaki degeri

X(P)| |A C|P
1 | |0 11
bi¢ciminde matris formunda ya da

X(P) = (/11)(2 +a1!/11X1 +a2,/12x4 +a3,—12x3 +a47""ﬂ’nX2n +a2nfl’_/1nX2nfl +azn’aznafl)
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bi¢iminde agik bir sekilde yazilabilir. Burada islem kolaylig1 a¢isindan 4, =1, 1<i <n,

segilsin. Eger a:1cR — EX"* egrisi, X lineer vektor alaninin integral egrisi ise

da(t)

ek X(a(t)), Vtel

diferansiyel denklemi saglanir. O halde, X lincer vektor alaninin integral egrileri

a(t) = P = (X, Xy,..., X,,,,) baslangi¢ kosulu ile

da(t) _
i P

diferansiyel denkleminin ¢éziimiidiir. Bu diferansiyel denklem acik formda yazilirsa

de, (t de, (t

50y g, 950 L,

day(®) da,(t) _
dt N dt

+a,, —X, +a,,

da,,,(t) da,, (t)

2dt1 = Xon T35, (jt =—Xn
day, . (t)

zdtl = a2n+l =

+3a,,,

C,

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Sistemin son denkleminden

Ay, =Ct+d

bulunur. Diger 2n-tane denklem ikililer halinde g6z 6niine alinirsa

o, = Assinht+ B, cosht—a,,
a, = Acosht+B,sinht+a,,
o, = A,sint—B,cost+a,,
a, = A,cost+B,sint—a;,
a,, , = A,sint—B cost+a,,

NQ
Il

. A,cost+ B, sint—a,, ,
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¢cozlimleri elde edilir. O halde X lineer vektor alaninin integral egrisi

a(t) = (A sinht+ B, cosht —a,, A cosht + B, sinht +a,, A, sint — B, cost +a,,
A, cost+B,sint—a,,..., A, sint—B, cost +a,,, A cost+ B sint—a, ,,ct+d)

bi¢iminde olur. Boylece egrinin seklini karakterize eden egrilik fonksiyonlar

bulunabilir. O halde, egrinin tiirevleri géz 6niine alinirsa;

a'(t) = (Acosht+B;sinht, A sinht+ B, cosht, A, cost + B, sint,
— A, sint + B, cost,..., A, cost + B, sint,— A, sint + B, cost,c),
a''(t) = (Asinht+ B cosht, A cosht+ B, sinht,— A, sint + B, cost,

— A, cost—B,sint,...,.—A, sint+ B, cost,— A cost — B, sint,0),
a'''(t) = (Acosht+B;sinht, A sinht+ B, cosht,— A, cost — B, sint,

A, sint — B, cost,...,—A, cost — B, sint, A, sint — B, cost,0),
a®(t) = (Asinht+B, cosht, A cosht+ B, sinht, A sint— B, cost,

A, cost + B, sint,..., A, sint — B, cost, A, cost+ B, sint,0),
a® () = (Acosht+B,sinht, A sinht+ B, cosht, A, cost + B, sint,

— A, sint + B, cost,..., A, cost+ B, sint,— A, sint + B, cost,0),
a®(t) = (Asinht+B, cosht, A cosht+ B, sinht,— A, sint + B, cost,

— A, cost—B,sint,....—A, sint+ B, cost,— A, cost — B, sint,0),

olur. Burada dikkat edilirse o', a", &', ™ ve a® vektdrlerinin lineer bagimsiz
vektorler oldugu goriiliir. Daha yiiksek mertebeden tiirevler lineer bagimli sistem
olusturur. Ornegin, a® (t) = ''(t) dir. Bu yiizden «(t) egrisi iizerinde Frenet besli
yapisi olusturulabilir. Dolayisiyla ki, k,, k, ve Kk, egriliklerinden soz edilebilir. «(t)

egrisinin  (2n+1)-boyutlu  Lorentz uzayinda genellestirilmis helis  oldugunu

sOyleyebilmek igin

Kk = sht. ve ﬁ = sht.

1

K, K,

esitliklerinin dogrulugu gosterilmelidir. Bu amagla ilk 6nce egrinin hizi hesaplanirsa;
<a'(t),a'(t)>=B - A +B + A2 +...+ B + A’ +C?

elde edilir. Burada «(t) egrisinin timelike (zaman benzeri) egri oldugu kabul edilsin.
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Yani, <a'(t),a'(t) >=-1 olsun. O halde Gramm-Schmidt ortogonallestirme metodu

kullanilirsa

(A cosht + B, sinht, A sinht + B, cosht, A, cost + B, sint,

— A, sint+ B, cost,..., A, cost+ B, sint,— A sint + B, cost,c),
(A sinht+ B, cosht, A cosht + B, sinht,— A, sint + B, cost,

— A, cost — B, sint,....—A, sint+ B, cost,— A cost — B, sint,0),

(v —1)([7/—+1J(A1 cosht + B, sinht), (7—”](/41 sinht + B, cosht),
y—1 y—-1

A, cost + B, sint,—A, sint + B, cost,..., A, cost + B, sint,

—A,sint+B, cost,—Z—c |

(ﬂj((LZ](Al sinht + B, cosht, A cosht + B, sinht), A, sint
v I
— B, cost, A, cost + B, sint,..., A sint— B, cost, A, cost + B, sint,0),

(14 (A cosht+ B;sinht, A sinht + B, cosht), x, (A, cost + B, sint,
— A, sint+ B, cost,..., A, cost + B, sint,— A sint + B, cost),

o
@-7r)y-1)

pseudo-ortogonal sistemi elde edilir. Burada,

y=A7+BI AL B .- A B,
0= A B} A B} .~ A B

ve

1

bi¢imindedir. k;(s),1<i<4, egrilik fonksiyonlar1 i¢in k;(s) = ¢;

_(+0)1-9)  _(0-1)-06)

9_7/2 "LIZ 9_72

<U;'(8), U, (s) >

i+1

formiili kullanilirsa,

k,=—&7, k,= 6‘3(]/2 -0), k,=-¢,

2 2 2 _n2\1—
P | =)
4 00—y

elde edilir. Buradan



k = sht. ve ﬁ = sht.

1
Kk, Kk,

oldugu goriiliir. O halde «(t) egrisi genellestirilmis helistir.

Diger bir durum «(t) egrisinin spacelike (uzay benzeri) bir egri olmasi. Yani

<a'(t),a'(t)>=1 olsun. O halde Gramm-Schmidt ortogonallestirme metodu

kullanilirsa

(A cosht + B, sinht, A sinht+ B, cosht, A, cost + B, sint,

— A, sint+ B, cost,..., A, cost+ B, sint,— A, sint+ B, cost,c),
(A sinht+ B, cosht, A cosht + B, sinht,— A, sint + B, cost,

— A, cost — B, sint,....—A, sint+ B, cost,— A, cost — B, sint,0),

(v +1)([1_—7J(Al cosht + B, sinht), (1‘—7](A1 sinht + B, cosht),
y+1 y+1

A, cost + B, sint,—A, sint + B, cost,..., A, cost + B, sint,
— A sint+B, cost,_—yc}
y+1

(ﬂﬂ%)(p& sinht + B, cosht, A cosht + B, sinht), A, sint
v V-
— B, cost, A, cost + B, sint,..., A sint — B, cost, A, cost + B, sint,0),

(14 (A cosht+ B, sinht, A sinht + B, cosht), «, (A, cost + B, sint,
— A, sint+ B, cost,..., A, cost + B, sint,— A sint + B, cost),

e
@+7r")(r+1)

pseudo-ortogonal sistemi elde edilir. Burada

y=-AZ+BI A -BI .~ AT B,
0= A ~B A B .~ A B

ve

1

_(+0)+0)  _(0-7)L+6)

' 2

O+ y? O+y°

bi¢imindedir. k;(s),1<i<4, egrilik fonksiyonlar1 i¢in k;(s)=¢,,, <u,'(s),u;,,(s) >

formiili kullanilirsa,
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0P -6+ 0)
0+72

k, =57, K, :£3(7/2 +6), k;=¢,
elde edilir. Boylece

ﬁ = sht. ve ﬁ = sht.
K, k,

bulunur. Dolayisiyla «(t) egrisi genellestirilmis helistir.

Simdi A anti-simetrik matrisi Durum 2 formunda g6z oniine alinsin. O halde X lineer

vektor alaminin VP = (X, X, ..., X,,,) € E/™ noktasindaki degeri
X(P)= (al’_ﬂlXS +a, X, 8, X + 8, = X+ 85, A Xon g 850, = A X, +a2n+1)

bi¢iminde bulunur. Burada islem kolaylifi agisindan 4 =1,1<i<n, segcilsin. Eger

a lcR—>E" egrisi, X lineer vektor alanimin integral egrisi ise integral egrisi

tanimindan
day(t) _
dt ’
%=—X3+az, doé3t(t):x2+a3,
%:X5+a4, %:—X4+a5,

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin

¢coziimiinden X lineer vektdr alaninin integral egrisi

a(t)=(at+d, Acost+B sint—a,, Asint—B, cost+a,, A cost+B,sint+a,,
—A,sint+B, cost-a,,..., A, cost+B, sint+a,, ,,— A sint+B, cost—a,,)

bigiminde bulunur. Elde edilen bu () egrisinin (2n+1)-boyutlu Lorentz uzaymnda

genellestirilmis helis oldugu, yukarida kullanilan metot ile gosterilebilir.
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i) rank([AC])=2k, 1<k <n ise,
a) rank([AC])=2k, k=n durumu: ¢;(t),1<i<2n+1 icin birinci mertebeden lineer

diferansiyel denklem sistemi

de (t) da, (t)
7 —x, +a, —2—t=X+a,,

ot ,t 3 at X +a,
de,(t de,(t

50y, 950 L
da,,,(t da,,(t
#() =Xon T 554, ét( ) =—Xna T &,
da,, () ~0

dt ’

biciminde yazilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden X lineer vektor

alaninin integral egrisi

a(t) = (A sinht+ B, cosht—a,, A cosht+ B, sinht+a,, A, sint— B, cost + a,,
A, cost+B,sint—-a,,..., A, sint—B, cost+a,,, A, cost+B, sint—a,, ,,d)

seklinde bulunur. Bu a(t) egrisi (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda Lorentz gemberlerini
temsil eder.
b) rank([AC])=r, r =2,4,...,2n -2 durumu: ¢;(t), 1<i<2n+1 bilesenleri igin birinci

mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

de, (t) da, (1)
—=X,+4a, =X t+a,,
dt 2 al dt Xl 2
dt dt
dar—l(t) =X +a ., dar (t) =—X.a.ta,
dt dt
da, (1)

=0, r+1<j<2n+1
dt

bi¢iminde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden, X lineer vektor

alaninin integral egrisi
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a(t) = (A ssinht+ B, cosht—a,, A cosht+ B, sinht+a,, A, sint—B, cost +a,, A, cost
+B,sint-a,,...,A_ sint—B_,cost+a.,A  cost+B  sint-a. .,d,.,..d
2 3 % % r % % r-1 r+l 2n+1)

seklinde bulunur. Bu «(t) egrisi de (2n+l)-boyutlu Lorentz uzayinda Lorentz
¢emberlerini temsil eder.

i) rank([AC])=2k+1, 1<k <n olmasi durumu;

a) rank([AC])=2n+1, k =n durumu: X lineer vektor alaninin integral egrileri teoremin
birinci kisminda ki «(t) egrileridir.

b) rank([AC])=2k+1=r+1, r=2,4,...,2n—2 durumu: Bu durumda integral egrisini

temsil eden birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

de, (t da,(t

—1():x2+a1, %():x1+a2,
dt

das() L, de) Lo

+a,,
dt fOTY dt

dey® L. do(®

: =—X,_,+4a,,
dt Y dt '
da (t
%: i a’():O,r+2§j£2n+1

seklinde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden, X lineer vektdr alaninin

integral egrisi

a(t) = (Asinht+ B, cosht—a,, A cosht+B;sinht+a,,A,sint—B, cost+a,,
Azcost+stint—a3,...,A%sint—B%cost+ar,A%cost+B%sint—ar_l,
a t+dr+l'drﬁ-Z""’dZm—l)

r+l

bi¢iminde bulunur. Elde edilen «(t) egrisinin (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda

genellestirilmis helis oldugu, teoremin birinci kismindaki yolla gosterilebilir.

iv) Eger rank([AC])=1 ise A, =0 olmalidir. O halde lineer diferansiyel denklem

sisteminin ¢oziimiinden «(t) egrisi (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda paralel dogrulari

temsil eder.
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Eger A(X)=0 denklemini saglayan x vektorii lightlike (1s1k benzeri) vektor olarak

g0z Oniine alinirsa, bu durumda A anti-simetrik matrisi Durum 3 formunda olacaktir. O

halde X lineer vektor alaninin VP = (X, X,,..., X,,,,) € E/"™" noktasindaki degeri

X (P) = (_/’!1)(3 +ﬂ2x4 + "'+A’2n—lX2n+l +a,— 21)(3 + ﬂQX4 +...t ﬂQn—lxznﬂ +a,..
/‘LG—zxi _A'zn—zxz + /14n—4X3 to - /’i’n(Zn—l) Xona T on, A?n—lxl - /‘iQn—lxz +

/14n73X3 Rttt ﬂn(Zn—l) Xon + a2n+1)

biciminde bulunur. Genel durum ig¢in bu diferansiyel denklem sisteminin ¢&ziimii

bulunamamistir. Fakat n=1 6zel durumu i¢in X lineer vektor alaninin integral egrisi
a(t) = (ct® +ct’ +ct+k, et +c,t’ +ct +k,,c t? +ct+k;)

bigiminde bulunur. Burada ¢;,1<i <5, ve Kk 1< J £3, sabit degerlerdir.

Simdi yukaridaki teoremde elde edilen sonuglar n=2 o06zel durumu igin
incelenecektir. n=1 6zel durumu Yaylact (2006) tarafindan yiiksek lisans tezinde
calisilmigtir. Burada Yaylaci dan farkli olarak, egrinin kozul karakterinin sadece
timelike (zaman benzeri) olma durumu degil ayn1 zaman da null (1s1k benzeri) olma

durumu da g6z 6niine alinacaktir.

4.1.1. Bes Boyutlu Lorentz Uzayinda Lineer Vektor Alaninin Timelike ve Null
Integral Egrileri

E15 , 5 boyutlu Lorentz uzay: iizerinde bir lineer vektor alani X olsun. E15
Lorentz uzayinda bir A lineer doniisiimiiniin bir yari-ortonormal ¢ bazina karsilik gelen

Lorentz anlamindaki anti simetrik matris A ile gosterilsin. A matrisi normal formda

0 4 0 0
A4 0 0 0
A=[0 0 0 4, O
0 0 -4, 0 0
0 0 0 0 0]

bigiminde yazilabilir. Burada 4 € R—{0}, i=1,2 dir. O halde asagidaki teorem
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verilebilir.

Teorem 4.1.1.1. X, 5-boyutlu Lorentz uzayinda lineer vektor alan1 olsun. O halde X
lineer vektor alaninin integral egrileri asagidaki 6zeliklere sahiptir:
I.  Eger rank([AC])=5 ise, X vektor alaninin integral egrileri genellestirilmis
helisler,
ii.  Eger rank([AC])=2k, k=1,2 ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel
diizlemlerde yatan Lorentz ¢cemberleri,
iii.  Eger rank(JAC])=3 ise, X vektor alaninin integral egrileri genellestirilmis
helisler,

iv.  Eger rank([AC])=1 ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel dogrulardir.

Ispat: i) X, 5-boyutlu Lorentz uzayimnda bir lineer vektdr alani olsun. X lineer vektor

alanmin VP = (X, X,, X5, X,, Xs) € E; noktasindaki degeri

X(P)| |A C|P
1 ] ]0 1]1
biciminde matris formunda ya da

X(P)z(j'lxz+a1’)‘1xl+a2’22x4+a31_2'2x3+a4l a5)

bigiminde acik bir sekilde yazilabilir. Eger A =1,i=1,2 secilirse integral egrisi

tanimindan

de, (t da, (t
50y g, 920 o

do() _ . day(t)

dt e 8 g T T A
das(®) _
dt

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin genel

¢Ozimi



A sinht + B, cosht —a,,
A cosht+ B, sinht+a,,
A,sint—-B, cost+a,,
A, cost+B,sint—a,,
ct+d,

seklinde bulunur. O halde, X lineer vektor alaninin integral egrisi

a(t) = (A sinht+ B, cosht —a,, A cosht + B, sinht+a,, A, sint—B, cost +a,,
A, cost+B,sint—a,,ct +d)
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bigiminde genellestirilmis helistir. Bu egrinin helis oldugunu goéstermek igin, egrinin

kozul karakterlerine bagli olarak iki farkli durum géz Oniine alinacaktir.

a(t) egrisi timelike (zaman benzeri) egri olsun. Yani <«'(t),a'(t) >=—1 olsun. O

halde Gramm-Schmidt ortogonallestirme metodu kullanilirsa

(A cosht + B, sinht, A sinht+ B, cosht, A, cost + B, sint,
— A, sint + B, cost, ¢),

(A sinht + B, cosht, A cosht + B, sinht,— A, sint + B, cost,
— A, cost —B,sint,0),

(r —1)((7—”}@1 cosht + B, sinht), (LHJ(A sinht + B, cosht),
y—1 y—1

A, cost + B, sint,—A, sint + B, cost, ¢

(7/—9)( (7+ZJ(A1 sinht + B, cosht, A cosht + B, sinht),
v V=
A, sint — B, cost, A, cost + B, sint, 0),

(14, (A cosht + B, sinht, A sinht + B, cosht), &, (A, cost + B, sint,

—A,sint + B, COSt)’(%_GJC ),

pseudo-ortogonal sistemi elde edilir. Burada

y=-A + B2 - A -8,
0=K -8B A 8]

ve



40

_(+0)1-9)  _(0-7)1-06)
1 9_7/2 v 2 9_72

seklindedir. k;(s),1<i<4 egrilik fonksiyonlar1 i¢in Kk;(s) =g, <u,'(s),u,,(s) >

i+1

formiila kullanilirsa

(r*-0°)1-0)

2 2
r =9 ve k, = & .

4 0—y

K,=—&7,k,= 83(]/2 -0), k;=-¢,
elde edilir. Buradan

ﬁ = sbt. ve ﬁ = sbt.

K, K,

oldugu goriiliir. O halde «(t) egrisi genellestirilmis helistir.

a(t), {L,W,,N,W,,W,} Cartan referans ¢atili bir null (151k benzeri) Cartan egri olsun.

Bu durumda Cartan denklemleri

L' = W,
W, = —kW,+N,
N' = —KkW, +kW,,
W, = k,L+kW,,
W, = —kW,,

bi¢cimindedir (Ferrandes ve ark., 2001). Burada L=¢' ve W, =¢"" dir. a(t) null

Cartan egrisinin Cartan egrilikleri hesaplanirsa

(AR 2

(4),05(4) >—<a'',a'"'>

K, =—%<a"",a”'>, k22 =<«

ve

|||> +<a|||’a|||>2)

1 (BN} 1 "
ki=(<a®,a®>+2<a"a""><a",a® >+9<a?,a

k;
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elde edilir. Boylece elde edilen egrilik formiilleri kullanilirsa «(t) egrisinin Cartan

egrilikleri
K, =19, k? =—(y+6%) ve k? :—;(93 + 26y + 0)
2 (y + 6%)?

bulunur. Cartan egrilikleri sabit oldugu i¢in «(t) null Cartan egrisi genellestirilmis
helistir (Ferrandes ve ark., 2002).

i) rank([AC])=2k, k =1,2 ise,

a) rank([AC])=4 olsun. «(t),1<i<5, icin birinci mertebeden lineer diferansiyel

denklem sistemi

dc:jl(t) =X, +a, da, (t) =X +a,,
t t
das® o S o

dt + T8 Ty
das (1) _,
dt

bi¢giminde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden, X lineer vektor

alaninin integral egrisi

a(t) = (A sinht+ B, cosht—a,, A cosht+ B, sinht+a,, A, sint—B, cost+a,,
A, cost+B,sint—a,,d)

seklinde bulunur. Elde edilen «(t) egrisi 5-boyutlu Lorentz uzayinda Lorentz
¢emberleri temsil eder.
b) Eger rank([AC])=2 ise «(t),1<i<5, bilesenleri i¢in birinci mertebeden lineer

diferansiyel denklem sistemi

de, (t deo, (t

—dlt( ) _ X, +a, —zt( ) _ X, +a,,

daS(t) :0 da4(t) :O daS(t) :0
dt Todt ©odt ’

bi¢iminde yazilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden X lineer vektor
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alaninin integral egrisi

a(t) = (A ssinht+ B, cosht —a,, A cosht+ B, sinht+a,, d;,d,,d;)

bulunur. Bulunan «(t) egrisi de 5-boyutlu Lorentz uzayinda Lorentz ¢emberleri temsil

eder.

iii) Eger rank([AC])=3 ise birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

da, (t da, (t

—dlt( ) _ X, +a,, —dzt( ) _ X, +a,,

day(t) _, day() _ das(®) _
dt ¥ dt ©odt ’

seklinde elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden, X lineer vektor

alaninin integral egrisi

a(t) = (A sinht + B, cosht —a,, A cosht + B, sinht +a,, a,t+d,,d,,d;)

bi¢iminde bulunur. Dolayisiyla a(t) egrisi 5-boyutlu Lorentz uzayinda genellestirilmis

helisi temsil eder.

iv) Eger rank([AC])=1 ise A =0 olmalidir. O halde lineer diferansiyel denklem

sisteminin ¢oziimiinden, «(t) egrisi 5-boyutlu Lorentz uzayinda paralel dogrulari temsil

eder.

4.2. (2n+1)-Boyutlu Yar1-Oklid Uzayinda Integral Egrileri

Ef"*l, (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzayr ve X bu uzayda lineer vektdr alani

olsun. Bu uzayda, integral egrilerinin siniflamasi timelike (zaman benzeri) vektor
sayisinin tek ya da ¢ift olma durumuna gore iki durumda yapilacaktir. Ciinki, A lineer
doniistimiine karsilik gelen Lorentz anlamindaki anti simetrik matris, timelike (zaman

benzeri) vektor sayisinin tek ya da ¢ift olma durumuna gore farklilik gostermektedir.
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Durum I: Timelike vektor sayisi tek olsun:

Bir yari-ortonormal ¢ bazina gore A lineer doniisiimiine karsilik gelen Lorentz

anlamindaki anti simetrik A matrisi normal formda

0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 —-4._ 0 0 0 0 0 0 O
"
0 O A, 0 0 0 0 0 0 0 O
"
0 O 0 0 0 A 0 0 0 0 O
v+%
0 O 0 0 A 0 0 0 0 0 O
v+%
0 0 o 0 0 0 0 A, 0 0 0
%
0 0 o 0 0 0 -4, O 0 0 0
%
0 O 0 0 0 0 0 0 0 4, 0
0 O 0 0 0 0 0 0 -4, 0 0
0 0 o 0o 0 0 0 0 0 0 0]

bigiminde yazilir. Burada 4 € R—{0},1<i<n, dir. O halde asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1. X, (2n+l1)-boyutlu yar-Oklid uzaymda {O;u,,u,,..,U,, .} yar

5 3]

matrisi ile belirlenen lineer vektor alani olsun. Burada A matrisi Lorentz anlaminda anti

ortonormal gatisina gore

simetrik matris ve C matrisi de

aZn—l
aZn

_a2n+1_

formunda (2n+1)x1 kolon matrisidir. O halde X lineer vektor alaninin integral egrileri

asagidaki ozeliklere sahiptir:
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i.  Eger rank(JAC])=2n+1 ise, X vektor alaninin integral egrileri genellestirilmis
helisler,
ii.  Eger rank([AC])=2k, 1<k <n ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel
diizlemlerde yatan ¢emberler,
iii.  Eger rank(JAC])=2k+1, 1<k<n ise, X vektor alanimnin integral egrileri
genellestirilmis helisler,

iv.  Eger rank([AC])=1 ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel dogrulardir.

Ispat: i) X, (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir lineer vektor alan1 olsun. X lineer

vektdr alaninin VP = (X, X, ..., X,,,,,) € EZ™™ noktasindaki degeri

X(P)| |A C|P
1 ] ]0 1]1
bi¢iminde matris formunda veya

X (P) = (_//11X2 + a‘l’ Z‘le + a'2 ""'_//l’vf% val + av72 ' //l’vf% Xv72 + av—l’
ﬂ’er% Xv+l + a‘v ’ ﬂ’er% Xv + aerl’ /Ii’er% Xv+3 + av+2 U ﬁ’er% Xv+2 + av+3’
T X’n Xon +8@gn1,— j“n Xona T @ans a2n+1)

bigiminde yazilabilir. Islem kolayligi igin A4 =1,1<i<n, secilecektir. Eger
a:lcR—E2 egrisi X lineer vektor alanmin integral egrisi ise ¢ (t), 1<i<2n+1,

bilesenleri igin birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

— Xyt 3 i=2k—L13k<K§3,
X, +a, i=2klsk<K§3,
X, +a i—ok-1 k=2"1

da(®) i1l

dt | x,+a i=2k, k= 5

X, + 4, i—ok-1, Y <k<n,
X, +a i=2kV;3§ksn,
a, i=2n+1,
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biciminde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden X lineer vektor

alaninin integral egrisi

at) = (—Aisint+Bicost—aZi,Acost+Bisint+a2H,Av+}/sinht+Bw}/cosht—a
2 2

v+1?
AV% cosht+ BH}/2 sinht—a,,..., A;sint—B; cost+a,;, A cost+B;sint-a,, ,,
ct+d)

. - . - + . C .. ..
seklinde elde edilir. Burada 1<i SV—Zl ve VTB < J<n dir. a(t) egrisinin karakterini

belirleyebilmek i¢in egrinin tiirevleri gbéz Oniine alinirsa, egri lizerinde Frenet besli
yapist olusturulabilecegi goriiliir. O halde; ki, k,, k; ve k, egriliklerinden soz

edilebilir. Boylece a(t) egrisinin (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzayinda genellestirilmis
helis olabilmesi igin l% ve i% oranlariin sabit oldugu gosterilmelidir. Bu amagla
2 4

ilk 6nce egrinin hiz1 hesaplanirsa;

<a'(t),a'(t) >:2—(A{2 +B?) - Af% + Bf% + Zn:(Aj2 +B)+c?

i_v+3
1=

elde edilir.
a(t) egrisi timelike (zaman benzeri) olsun. Yani < «'(t),a'(t) >=—1 olsun. O halde

Gramm-Schmidt ortogonallestirme metodu kullanilirsa

u, = (-A,cost-B;sint,—A,sint+B,cost,....,A , cosht+B,
2

sinht,
7 7
AH}/2 sinht + BV+}/2 cosht, A cost +B;sint,—A;sint + B, cost,...,C),

u, = (A;sint—B,cost,—A,cost-B, sint,...,AHy sinht+ Bwy cosht,
2 2

AH}/2 cosht+ BH}/2 sinht,—Ajsint+ B, cost,—A,cost - Bjsint,...,O),

u;, = ([L-yp)| A cost+B;sint A;sint-B,cost,..., 7+t (A, cosht+B ., sinht,
1 7 %

-7

A . sinht+B .., cosht ,—A.cost—B.sint,A.sint—B.cost,...,Lc ,
v+% v+% ) j j j i 1_]/ ]
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u, = (L&J(—AisinHBicost,AiCost+Bisint,...,(7+ej(Av+ysmht+
v y=0

B ., cosht, A .. cosht+B . sinht), A.sint—B.cost, A.cost+
A v+l vl ) i i J
Bjsint,...,O),
U = (M(—Aicost—Bisint,—Aisint+Bicost),...,yz(AH}/cosht+Bv+ysinht,
2 2
Av%sinht+Bv%cosht),ul(Ajcost+Bjsint,—Ajsint+Bjcost),...,

2
( 71-0) _QH
@-7r)r-1)
pseudo-ortogonal sistemi elde edilir. Burada

(A +B ) A\/+}/+BV2+}/ Z (A12+BJZ)’

=7

N ~\
L M

= (A+B)+A\/+}/ v+}/ _Z(A2+B)

_(0-10-0) |, _(6+7)0-0)
9_7/2 ! 2 0_7/2

ve 1<i< Tl ve VT+3 <js<n dir. k(s),1<i<4, egrilik fonksiyonlar: igin

K (s) = &,, <Uu;'(8),u;,,(s) > formiilii kullanilirsa

2_92 2_92 1_0
ki ==2,7, k, =2,(y" = 0), k3:_g47 7 ve k, =& A 49—2/(2 )

elde edilir. Buradan

k

—L =ght. ve ﬁ = sht.
K, k

4

oldugu goriiliir. O halde «(t) egrisi genellestirilmis helistir.
i) rank(JAC])=2k, 1<k <n ise,
a) rank([AC])=2k, k =n durumu: «(t),1<i<2n+1, bilesenleri i¢in birinci mertebeden

lineer diferansiyel denklem sistemi
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— Xy + 3 i=2k—L13k<K§3,
X, +a, i=2klsk<K§E,
X, +a i—ok—1 k=21

doy(t) o

dt X, +a i:ZKk:VZ,

X.,, + 4, i—ok-1, Y <ck<n,
“x,+a i=2hvgssksn,
0 i=2n+1,

bi¢ciminde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden, X lineer vektor

alaninin integral egrisi

at) = (—Asint+Bicost—aZi,Acost+Bisint+a2i_1,...,A»+ysinht+
2

v+11

B,,, cosht-a,,, A, cosht+B  sinht—a A sint—B, cost+a,,,
b 5 b ] ] ]

A, cost+B;sint—a,; ,,...,d)

seklinde bulunur. Burada, 1sisVT_1 ve VT-i_gSan dir. Dolayisiyla «a(t) egrisi

(2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda cemberleri temsil eder.
b) rank([AC])=r, r=2,4,...,.2n -2 durumu: ¢;(t),1<i<2n+1 bilesenleri i¢in birinci

mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

X, + 8, i=2k—Llsk<K%3,
X, +8, i:2K1gk<K§E,
X, +a i—ok-1k=""1
de(t) +12
dt | x,+a izzk,kZVT,
X, +a i:2k—Lv+3£k£%,
—X, +a, i:2KV+3£k§%,
0 r+1<i<2n+1

bi¢imindedir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden X lineer vektor alaninin
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integral egrisi

at) = (—Asint+Bicost—aZi,Acost+Bisint+a2i_1,...,A»+ysinht+
2

v+11

B,,, cosht-a,,, A, cosht+B,  sinht—a A sint—B, cost+a,,,
b 5 b ] ] ]

A,cost+B;sint—a,; y,...,d, ;,d, 5,....,d, ;)

v+3

seklinde bulunur. Burada 1si£VT_1 ve sjs% dir. O halde elde edilen «(t)

egrisi (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzayinda cemberleri temsil eder.

i) rank([AC])=2k+1, 1<k <n olmasi durumu;

a) rank(JAC])=2n+1, k =n durumu: X lineer vektor alaninin integral egrisi teoremin
birinci kisminda ki a(t) egrisidir.

b) rank([AC])=2k+1=r+1, r=2,4,..,2n—2 durumu: integral egrisini temsil eden

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

Cx.+a i=2k_1,1sk<VT+1,
X|71+a-i I=2k,1§k<VT+1a
Xig+& i:2k_1nk:V;_1’
da. (t . v+1

|()= Xi—1+ai |:2k,k:—,

dt %3
X, +a, i=2k-1 =<k,
_x,+a izzk,"+3sk§%,
a i=r+1,
0 r+2<i<2n+1,

bigimindedir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden, X lineer vektdr alaninin

integral egrisi

at) = (—Aisint+Bicost—aZi,Aicost+Bisint+a2i71,...,A»+ysinht+
2
Bv% cosht-a,,,, A+% cosht + Bv%sinht—av,Aj sint—B; cost+a,;,

Acost+B;sint-a,;,,..a,t+d,d ,,....d, ;)

r+1

seklinde bulunur. Burada 1<i < v_2—1 ve VT-FB < j<— dir. Elde edilen «(t) egrisinin

N =
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(2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda genellestirilmis helis oldugu teoremin birinci

kismindaki yolla gosterilebilir.

iv) Eger rank([AC])=1 ise A =0 olmalidir. O halde lineer diferansiyel denklem
sisteminin ¢dziimiinden, «(t) egrisi (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzaymnda paralel

dogrular1 temsil eder.

Durum II: Timelike vektor sayisi ¢ift olsun:

O halde A lineer doniisiime karsilik gelen anti simetrik A matrisi normal formda

0 4 0 0 0 0 0
-4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 4 0 0 0
0 0 -4, 0 0 0 0
aef 00 0 00 0
0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 4, 0
0 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0]

bigiminde yazilabilir. Burada A4 € R—{0} dir. O halde asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.2.2. X, (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda lineer vektdr alani olsun. O halde
X lineer vektor alaninin integral egrileri agsagidaki dzeliklere sahiptir:
i.  Eger rank([AC])=2n+1 ise, X vektor alaninin integral egrileri genellestirilmis
helisler,
ii.  Eger rank([AC])=2k, 1<k <n ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel
diizlemlerde yatan ¢emberler,
ii.  Eger rank(JAC])=2k+1, 1<k<n ise, X vektor alaninin integral egrileri
genellestirilmis helisler,

iv.  Eger rank([AC])=1 ise, X vektor alaninin integral egrileri paralel dogrulardir.
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Ispat: i) X, (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir lineer vektdr alan1 olsun. X lineer

vektor alanmin VP = (X, X, ,..., X, ) € E2"™ noktasindaki degeri
11 A2 2n+1 v g

X(P)| |A C|P
1 | [0 11
bi¢iminde matris formunda veya

X(P) = (ﬂil.XZ +a, _)zlxl +ay,.., ﬂ“nXZn + a0, _ﬁ’nXZn—l +ay,, a2n+l)

bigiminde yazilabilir. Islem kolaylig1 i¢in bundan sonra A =1,1<i<n, segilecektir.

Eger a:1 c R — E>"™ egrisi X lineer vektdr alaninin integral egrisi ise integral egrisi

tanimindan
doy (t) day (t) A4 (1)
d:l.t :X2+a1| dzt :—X1+a2,..., #:XZn +a‘2n—l’
da,, (t) Ay (1)
# =—X5h1 T Ay, % =81 =6

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin

¢oziimiinden, X lineer vektor alaninin integral egrisi

a(t) =(Asint— B, cost+a,, A cost+B,sint—a,, A, sint—B, cost+a,,
A, cost+B,sint—-a,,..., A, sint—B, cost+a,,, A cost+ B sint—a, ,,ct+d)

biciminde bulunur. O halde, simdi bu egrinin karakteristik 6zellikleri incelenebilir.

Oncelikle, egrinin tiirevleri géz oniine almirsa o', &' ve a''' vektdrlerinin lineer
bagimsiz daha yiiksek mertebeden tiirevlerden elde edilen vektorlerin de lineer bagimli
oldugu goriiliir. Bu ylizden «(t) egrisi lizerinde Frenet {i¢liisii olusturulabilir. O zaman,
k, ve k, egriliklerinden sdz edilebilir. «(t) egrisinin (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid
uzayinda genellestirilmis helis oldugunu soéyleyebilmek igin Kk;/k, oraninin sabit

oldugu gosterilmelidir. Bu amagcla ilk 6nce egrinin hizi hesaplanirsa;
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<a'(t),a'(t) >= —i(AZ +B*)+ Zn:(Ajz +B?) +c?

elde edilir. Burada «(t) egrisinin timelike (zaman benzeri) oldugu kabul edilir ve

Gramm-Schmidt ortogonallestirme metodu kullanilirsa

u, = (A,cost+B;sint,—A,sint+B,cost,..., A cost+B, sint,—A_ sint+B, cost,c)
u, = (-A;sint+B,cost,—A cost—B,sint,..,—A, sint+B cost,—A, cost—B,sint,0)
u, = (y—1(A,cost+B,sint,—A sint+B,cost,..,A cost+B, sint,—A_ sint

+ B, cost, Lc)
y-1

ortogonal sistemi elde edilir. Burada

7= X (A +B)) - Y (AT +B))

i_v+2
=5

dir. O zaman k, ve k, egrilikleri hesaplanirsa k, =—¢,y ve K, =&,y(y—1) bulunur. O

halde k, /k, orani sabittir. Yani «(t) egrisi genellestirilmis helistir.

ii) rank([AC])=2k, 1<k <n ise,
a) rank([AC])=2k, k =n durumu: «(t), 1<i<2n+1 bilesenleri igin birinci mertebeden

lineer diferansiyel denklem sistemi

dey (1) de, (1) da,, ,(t)
dlt :X2 +a.l, dzt = 1+a2|"'1 Zdtl :X2n+a2nfl’
dazh (t) __ da2n+1 (t) — =0
dt 2n-1 2n? dt 2n+1 !

bi¢imindedir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden, X lineer vektor alaninin

integral egrisi

a(t) =(Assint-B, cost+a,, A cost+ B, sint—a,, A, sint—B, cost +a,,
A, cost+B,sint-a,,..., A, sint—B cost+a,,, A cost+B, sint—a,, ,,d)
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seklinde bulunur. Bu «(t) egrisi (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzaymnda ¢emberleri temsil

eder.

b) rank([AC])=r, r=2,4,...,.2n -2 durumu: ¢;(t),1<i<2n+1 bilesenleri i¢in birinci

mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

da (t) dar, (1) da., ()
dlt =X2+al’ dzt = 1+a21"'yd—::X2n+a|’*l’
de (t
de, () =X, ,+a,, a_l():o, r+1<j<2n+1,
dt dt

biciminde yazilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden, X lineer vektor

alaninin integral egrisi

a(t)=(Asint—B, cost+a,, A cost+ Blsint—al,,...,AV sint— BV cost+a,,
2 2

A% cost + B% sint-a,,,d,;,d, ,,...d,..,)
seklinde bulunur. Elde edilen «(t) egrisi (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzaymda Lorentz

cemberlerini temsil eder.

iii) rank(JAC])=2k+1, 1<k <n olmasi durumu;

a) rank([AC])=2n+1, k=n durumu: Bu durumda X lineer vektoér alanimnin integral
egrisi teoremin birinci kisminda ki a(t) egrisidir.
b) rank([AC])=2k+1=r+1, r=24,..,2n—2 durumu: Integral egrisini temsil eden

birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi

do;lt(t) Cwva 9O %= X, +a .,
da (t
dar ) =X, , +2,, dar+1(t) =a,,, al( ) =0,r+2<j<2n+1,

bi¢iminde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden X lineer vektor

alaninin integral egrisi



53

a(t)=(Asint—B, cost+a,, A cost+ Blsint—ai,,...,AVsint— BV cost+a,,

2 2

A% cost + B% sint-a,,,a, t+d,d,,,,..,d,. ;)

r+l1

seklinde bulunur. Bulunan «(t) egrisi  (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzaymda

genellestirilmis helisi temsil ettigi teoremin birinci kismindaki yolla gosterilebilir.

iIv) Eger rank([AC])=1 ise 4 =0 olmalidir. O halde lineer diferansiyel denklem
sisteminin ¢dziimiinden «(t) egrisi (2n+1)-boyutlu yari-Oklid uzayinda paralel
dogrulari temsil eder.

Simdi E>"* yari-Oklid uzayinda, n ve v degerlerinin baz1 6zel durumlari igin &rnekler

verilecektir.

Ornek 4.2.1. v =0 ve n=1 durumu: Bu durumda Oklid 3-uzay1 elde edilir. O halde;
X:E®—>E? X(X,¥,2)=(y,—%,0) bi¢iminde tanimlanan X vektor alan1 géz Oniine

alinsin. O zaman A anti-simetrik matrisi ve C kolon matrisi

0 1 0 a
A=|-1 0 0OlveC=|b
0 00O 0

biciminde alinabilir. Bdylece VP = (X, Y, z) € E® noktasi i¢in X vektor alaninin degeri

0 1 0 afx
X(P)] |-1 00 bjy
{1}0000z

0 00 11

seklinde olur. Eger a:1 <R — E® egrisi X lineer vektor alaninin integral egrisi ise

%
dt

3—{ = —X+b
dz _ 0

dt
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diferansiyel denklem sistemi saglanir. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimiinden

a(t) = (Asint—Bcost +b, Acost + Bsint —a,d)

bulunur. Dolayisiyla «(t) egrisi E® de ¢emberleri temsil eder. Maple programi

yardimiyla X vektor alan1 ve integral egrisi asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 4.1 E® de (y,-x,0) vektor alani ve integral egrisi

Ornek 4.2.2. v =1 ve n=1 durumu: Bu durumda Lorentz 3-uzay: elde edilir. Buna gére,
X:E}—>E’, X(XY,2)=(y,%0) biciminde tammlanan X vektér alam géz Oniine

alinsin. O zaman Lorentz anlamindaki A anti-simetrik matrisi ve C kolon matrisi

>

Il
o O
o o -
o o o

<

@D

O

Il
o T o

bigiminde alinabilir. O halde, VP =(X,Y,2) € Ef’ noktasi i¢in X vektor alaninin degeri

7

olur. Eger a:1c R — E} egrisi X lineer vektor alaninin integral egrisi ise

O O O -
o O O o
_ O T 9
N < X

0
1
0
0
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L
dt

ﬂ = X+b
dt

2 _
dt

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem sisteminin

¢Ozlimiinden

a(t) = (Asinht + Bcosht —b, Acosht + Bsinht +a,d)

bulunur. Bulunan «(t) egrisi E. de gemberleri temsil eder. Maple programi yardimiyla

X vektor alani ve integral egrisi asagidaki sekilde gosterilmistir.

Sekil 4.2 Ef de (y,x,0 ) vektor alan1 ve integral egrisi

Ornek 4.2.3. Bu 6rnekte, baz1 yonlendirilmis graflar (6zelikle yol (path) denilen 6zel
graflar) g6z 6niine alinmistir. Yonlendirilmis yollara karsilik gelen ve komsuluk matrisi
olarak isimlendirilen A anti-simetrik matrisi ve yonlendirilmis yolun bir kdsesinden
pozitif yonde ¢ikan oklarin sayisit yardimiyla olusturulan C kolon matrisi yardimiyla

vektor alanlar1 elde edilmis ve integral egrileri hesaplanmistir.
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Sekil 4.3 Yonlendirilmis yollar ve karsilik gelen vektor alanlar
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5. MATLAB PROGRAMI YARDIMIYLA UYGULAMALAR

Burada, dordiincii boliimde bahsedilen integral egrilerinin smiflanmasina
yardimcl olan diferansiyel denklem sistemlerini veren Matlab komutlar1 verilmistir.
Matlab programinda yazilan bu komutlar yardimiyla istenilen uzayda disaridan keyfi

girilen n, v, 1 ve rank degerleri i¢in diferansiyel denklem sistemleri elde edilecektir.

% % Disaridan girilecek degerlerin tanitilmasi
prompt = {'n degerini giriniz:",'nii degerini giriniz:','’k degerini giriniz:",'rank degerini giriniz:'};
dlg_title = 'Deger Girisi';
num_lines = [1 30; 1 30; 1 30;1 30];
def={"","."}
a = inputdlg(prompt,dlg_title,num_lines,def);
n=str2num(a{1});
n=(n*2)+1;
nu=str2num(a{2});

if isempty(a{3})
k=-1;

else
k=str2num(a{3});

end

if isempty(a{4})
rank=n;

else
rank=str2num(a{4});

end

kontrol=true;
while (kontrol==true)

if (k>=1 || k==-1)
kontrol=false;
else

prompt = {strcat('k degeri 0 dan farkli olmalidir!")};
dlg_title = 'Hatali Deger Girisi';

num_lines = [1 100];

def ={"};

a = inputdlg(prompt,dlg_title,num_lines,def);

if isempty(a{1})
k=-1;
else
k=str2num(a{1});
end
end
end

kontrol=true;
while (kontrol==true)
if rank<=n && rank>0
kontrol=false;
else
prompt = {strcat('Rank degeri 1 ile ',num2str(n), ' arasinda olabilir!")};
dlg_title = 'Hatali Deger Girisi';



num_lines = [1 100];
def = {"};
a = inputdlg(prompt,dlg_title,num_lines,def);
rank=str2num(a{1});
end
end
%% Anti-simetrik matrisin olusturulmasi
for i=1:n
for j=1:n
matris(i,j)={'0};
end
end

if mod(nu,2) ==
for i=1:fix(n/2)
if k==-1
matris(2*i-1,2*i)={strcat('L',num2str(i))};
matris(2*i,2*i-1)={strcat(-L',num2str(i))};
i=i+1;
else
matris(2*i-1,2*i)={num2str(k)};
matris(2*i,2*i-1)={num2str(-k)};
i=i+1;
end
end
else
for i=1:fix(n/2)
if i<(nu/2)
if k==-1
matris(2*i-1,2*i)={strcat('-L',num2str(i))};
matris(2*i,2*i-1)={strcat('L',num2str(i))};
else
matris(2*i-1,2*i)={num2str(-k)};
matris(2*i,2*i-1)={num2str(k)};
end
elseif i<(nu/2+1)
if k==-1
matris(2*i-1,2*i)={strcat('L',num2str(i))};
matris(2*i,2*i-1)={strcat('L',num2str(i))};
else
matris(2*i-1,2*1)={num2str(k)};
matris(2*i,2*i-1)={num2str(k)};
end
else
if k==-
matris(2*i-1,2*i)={strcat('L',num2str(i))};
matris(2*i,2*i-1)={strcat('-L',num2str(i))};
else
matris(2*i-1,2*i)={num2str(Kk)};
matris(2*i,2*i-1)={num2str(-k)};
end
end
end
i=i+1;
end
matrisl=matris;
fori=1:n
matris(i,n+1)={strcat('a’,num2str(i))};
matris(n+1,i)={'0};
end

58



matris(n+1,n+1)={"1'};
% % Ranka gore [AC] matrisinin diizenlenmesi
[a,b]=size(matris);
if rank==1
fori=l:a
for j=1:b-1
matris(i,j)={'0};
end
end
elseif rank>1
if mod(rank,2)==0
for i=(rank+1):(a-1)
for j=1:b
matris(i,j)={'0'};
end
end
else
for i=(rank):(a-1)
for j=1:b-1
matris(i,j)={'0'};
end
end
for j=(rank+1):(a-1)
matris(j,b)={'0'};
end
end
end
% % C siitun matrisinin olusturulmasi
for i=1:n
matris2(i,1)={strcat('x’,num2str(i))};
end
matris2(i+1,1)={'1"};
% % Vektor alaninin degerinin hesaplanmasi
for j=1:n+1
d1=1;
fori=1:n+1
if strcemp(matris{j,i},'0)==0
if strfind(matris{j,i},'L")>0

matris3(d1,j)=strcat(matris(j,i),"" matris2(i));

d1=d1+1;
elseif strfind(matris{j,i},'a)>0
matris3(d1,j)=matris(j,i);
dl=d1+1;
else
if matris{j,i}=="1'
matris3(d1,j)=matris2(i);
elseif matris{j,i}=="-1'
matris3(d1,j)=strcat('-',matris2(i));
else

matris3(d1,j)=strcat(matris(j,i),matris2(i));

end
dl=d1+1;
end
end
end
end
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% % diferansiyel denklemlerin olusturulmasi

[c,d]=size(matris3);
st=",
for i=1:d-1
st=(strcat('dx',num2str(i),/dt=",matris3(1,i)));
for j=2:c
if not(isempty(matris3{j,i}))
if stremp(matris3{j,i}(1),'-)==0
st=strcat(st,'+',matris3(j,i));
elseif stremp(matris3{j,i}(1),-)==1
st=strcat(st,matris3(j,i));
end
end
end

if length(st{1})<=8
st=strcat(st,'0");
end

str(i,1)=st;
end
if (nu==0)
msg=strcat(num2str(n),' Boyutlu Oklid Uzayinda integral Egrileri");
elseif (nu==1)
msg=strcat(num2str(n),' Boyutlu Lorentz Uzayinda integral Egrileri');
else
msg=strcat(num2str(n),' Boyutlu Semi-Oklid Uzayinda integral Egrileri (nii=',num2str(nu)," icin)');
end

[e,f]=size(str);

for temp=e:-1:1
str(temp+3,1)=str(temp,1);

end

str(1,1)={msg};str(2,1)={"};str(3,1)={"};

Ornek 5.1. Disaridan girilen n=5, v =3 ve A =1i¢in ekranda goriilen program ¢iktilar:

asagidadir.

(CommandWindow o]

matris =

I
-

va1t
vazt
vagt
Tagr
vagt
Tagt
vaTt
vaEt
Tagr
ra10!
a1l

(=T =T = R R =
0000 o0oo0oo0
0000000 o0oo0

I
-

0000000000k Oo
o

00000000k OooOo
000000000k oo
0000000k OoOOooOo
00 000K OoOOoOOoOOooOo
(=R =T =l =R = = = = = I = I = |
000000000000

000000000 o0o
0 0 0o oo

o o oo
o
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11 Boyutlu Semi-Okiid Uzayinda integral Edriler [nii=3 igin)

dx1/dt=-r2+al
du/dt=u1+a2
dwd/dt=x4+a3
dud/dt=x3+ad
dxB/dt=xE+a5
duB./dt=-r5+ak
dx7/dt=x8+a7
d«B/dt=-27+a8
dx9/dt=x10+a9
d«10/dt=-23+a10
d«11/dt=al1

Ornek 5.2. Disaridan girilen n=6, v =1 , rank=7 ve A =1icin ekranda gbriilen

program ¢iktilar1 agagidadir.

F

n (L=

13 Boyutly Larentz Uzayinda integral E grileri

dxl/dt=x+a1
dw2ddt=x1+a2
dx3/dt=xd+a3
d=d/dt=-3+a4
d=5/dt=xE+ab
d=6/dt=-x5+ak
du/fdt=ay
dx8/dt=0
dx3/de=0
dx10/dt=0
dx11 Adt=0
dx124dt=0
dx13/dt=0

Eger programa disaridan girilen degerler uygun degilse 6rnegin yukaridaki 6rnek icin

rank degeri 14 girilirse

, .
B Hatah Deger Girisi =] =

Rank degeri 1 ile13 arazinda olabilirt

seklinde hatali deger girildigine dair uyar1 gelecektir. Burada istenilen sartlarda bir
deger girilirse program ¢aligmaya devam edecektir.
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6. SONUC VE ONERILER

6.1. Sonuclar

Bu ¢alisma da lineer vektor alanlarin integral egrilerinin siniflamasi yapilmaya
calisild.

1. Oncelikle Oklid uzayinda tanimlanan lineer vektor alan1 kavraminin, Lorentz
uzayinda ve yari-Oklid uzayindaki karsilig1 verildi. Bu tanimdan yararlanilarak bazi
teoremler ispatlandi.

2. (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayinda bir anti-simetrik matrisin normal formda
nasil yazilabilecegi gosterildi. Bu anti-simetrik matristen yararlanarak bir lineer vektor
alanina karsilik gelen matris elde edildi. Lineer vektor alanina karsilik gelen matrisin
rankina gore integral egrilerinin siniflamasi yapildi.

3. (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir anti-simetrik matrisin normal formda
nasil yazilabilecegi gosterildi. Bu anti-simetrik matristen yararlanarak bir lineer vektor
alanina karsilik gelen matris elde edildi. Lineer vektor alanina karsilik gelen matrisin
rankina gore integral egrilerinin siniflamasi yapildi.

4. (2n+1)-boyutlu Lorentz uzayr ve (2n+1)-boyutlu yar1-Oklid uzayinda integral
egrilerinin siniflanmasinda kullanilan birinci mertebeden diferansiyel denklem

sistemleri i¢cin Matlap programinda komutlar olusturuldu.

6.2. Oneriler

Bu ¢alisgmadan yola ¢ikarak, yonlendirilmis yollara karsilik gelen ve komsuluk
matrisi olarak isimlendirilen A anti-simetrik matrisi ve yonlendirilmis yolun bir
kosesinden pozitif yonde ¢ikan oklarin sayis1 yardimiyla olusturulan C kolon matrisi
yardimiyla vektor alanlar1 elde edilebilir ve elde edilen vektor alanlarin integral egrileri
hesaplanabilir. Boylece yonlendirilmis yollara karsilik gelen integral egrisi ile
yonlendirilmis yol arasinda bir iligski kurulabilecegi diisiiniilmektedir. Bagka bir deyisle,
bize verilen keyfi bir yonlendirilmis yolun temsil ettigi vektor alanina karsilik gelen
integral egrisi islem yapilmadan sdylenebilir. Bu diislince diger yonlendirilmis graf
tiirlerinde de arastirilabilir.

Ayrica bu g¢alismada siniflama yapilirken kullanilan A anti simetrik matrisi,
Durum 3 de bulunan formda kullanildiginda karsimiza ¢ikan sabit katsayili diferansiyel
denklem sisteminin genel ¢oziimii bulunamamuistir. Bu diferansiyel denklem sisteminin

¢Ozlimii arastirilip bulunan sonuglar irdelenebilir.
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EKLER

EK-1: TEZ DE KULLANILAN MAPLE KOMUTLARI

Sekil 3.1.2 de kullanilan Maple komutlari;

VectorField(<-y, x>, output=plot, scaling=constrained, color=red, fieldoptions=
[fieldstrength=fixed, arrows=SLIM, grid=[8,8]]);

VectorField(<y, sin(x)>, output=plot, scaling=constrained, color=red, fieldoptions=
[fieldstrength=fixed, arrows=SLIM, grid=[8,8]]);

VectorField(<In(1+y?), In(1+x?®)>, output=plot, scaling=constrained, color=red,
fieldoptions= [fieldstrength=fixed, arrows=SLIM, grid=[8,8]]);

Sekil 3.1.3 de kullanilan Maple komutlari;

VectorField(<y, z, x>, output=plot, scaling=constrained, color=red, axes=normal,
axes=boxed, fieldoptions= [fieldstrength=fixed, grid=[5, 5, 5]]);

VectorField(<y, -2, x>, output=plot, scaling=constrained, color=red, axes=normal,
axes=boxed, fieldoptions= [fieldstrength=fixed, grid=[5, 5, 5]]);

VectorField(<y/z, -x/z, z/4>, output=plot, scaling=constrained, color=red,

axes=normal, axes=boxed, fieldoptions= [fieldstrength=fixed, grid=[5, 5, 5]]);

Sekil 3.2.1 de kullanilan Maple komutlari;

FlowLine(VectorField(<-y, x>), <1, 1>, fieldoptions=[transparency=0, scaling
=constrained, thickness=1, color=red, grid=[8, 8], arrow=SLIM], flowlineoptions

=[color=black, thickness=4], axes=normal, view=[-2..2, -2..2]);

Sekil 3.2.2 de kullanilan Maple komutlari;

FlowLine(VectorField(<-3y, X, 1>), <-1, 1, 5>, fieldoptions=[transparency=0, scaling
=constrained, thickness=1, color=red, grid=[6, 6, 6], arrow=SLIM], flowlineoptions
=[color=black, thickness=4, style=surface], axes=normal, axes=boxed, view=[-7..7, -
7.7, -7.7]);
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