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OZET

GENELLESTIRILMIS FIBONACCI SAYI DiZILERIYLE ILGILI BAZI
OZDESLIKLERIN LAPLACE ACILIMI ILE iISPATLARI

YASAR, Meral
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman :Dog. Dr. Atakan T. YAKUT
Ikinci Danisman :Prof.Dr. Durmus BOZKURT

Aralik 2014, 65 sayfa

Bu ¢alismada, Fibonacci, Pell ve Jacobsthal say1 dizilerinin bir genellestirmesi olan, G,
genellestirilmis Fibonacci dizisi igin farkli iki 6zdeslik, tiglii bant D(n) matris dizisinin
determinantlarinda Laplace agilim formiilii kullanilarak ispatlanmistir. Fibonacci say:
dizisinin de sagladigi bu o6zdeslikler {iglii bant matris dizisinin determinantlarindan
faydalanilarak farkli bir yolla elde edilmistir. Benzer 6zdesliklerin Pell ve Jacobsthal
say1 dizileri i¢in de gecerli oldugu, yine her bir say: dizisi igin farkl ti¢lii bant matris
dizilerinin determinantlar1 kullanilarak gosterilmistir. Ayrica, negatif indisli Fibonacci
ve Pell sayilarinin bir genellestirmesi olan G_, say1 dizisi i¢in bir 6zdeslik verilip tigli
bant matrislerin permanentleri kullanilarak bu 6zdesligin ispati yapilmistir. Son olarak
negatif indisli Fibonacci ve Pell sayilarinin da ger¢ekledigi bu 6zdeslik, yine her bir say1

dizisi i¢in farkl ti¢lii bant matrislerde permanent hesabi kullanilarak ispatlanmustir.

Anahtar Sozciikler: Fibonacci, Pell, Jacobsthal sayilari, determinant, permanent, Laplace agilim metodu.



SUMMARY

PROOFS OF SOME GENERALIZED FIBONACCI IDENTITIES BASED ON
LAPLACE EXPANSION FORMULA

YASAR, Meral
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor :Associate Professor Dr. Atakan T. YAKUT
Co-Advisor :Professor Dr. Durmus BOZKURT

December 2014, 65 pages

In this study, two different identities are given for the generalized Fibonacci sequence

G, which is a generalization of Fibonacci, Pell and Jacobsthal number sequences are

proved by using the determinant of the tridiagonal matrix sequence D(n). While

calculating the determinant, Laplace expansion formula is used. These identities
satisfied by Fibonacci numbers are proved using the determinant of a tridiagonal matrix
sequence in a different method. Also, it is seen that Pell an Jacobsthal numbes satisfy
the similar identities and they are proved by using the determinants of different
tridiagonal matrix sequences for each number sequence. In addition, an identity is given
for the sequence G_, which is a generalization of negatively subscripted Fibonacci and
Pell numbers and this identity is proved using the permanents of tridiagonal matrix
sequences. Finally, this identity satisfied by negatively subscripted Fibonacci and Pell
numbers is proved by using the permanents of different tridiagonal matrix for each

sequence.

Keywords: Fibonacci, Pell, Jacobsthal numbers, determinant, permanent, Laplace expansion formula.



ON SOZ

Bu calismada, Fibonacci, Pell ve Jacobsthal say1 dizilerine ait 6zdesliklerin farkli bir
metotla ispatlanmasi amaglanmistir. Ayrica determinantlart bu say1 dizilerinin
elemanlarini veren bir ti¢lii bant matris dizisi olusturulmus ve genellestirilmis Fibonacci
dizisi igin gecerli olan Ozdeslikler, bu tgli bant matris dizisinin determinantlar
kullanilarak ispatlanmistir. Pozitif indisli Fibonacci ve Pell sayilarinin sagladigi
0zdeslige benzer bir 6zdeslik negatif indisliler igin de verilmis ve ispati, permanentleri

bu say1 dizilerini veren {i¢lii bant matrisler yardimiyla yapilmistir.
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yardim ve katkilartyla beni yonlendiren saygideger hocalarim Prof. Dr. Durmus
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Litvanya’da Kaunas University of Technology’de gecirdigim siire iginde
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ithaf ediyorum.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler Agciklamalar

F. n. Fibonacci sayisi

P, n. Pell say1st

J, Nn. Jacobsthal sayis1

G, Genellestirilmis dizinin n. elemani

F —n. Fibonacci sayisi

P. —n. Pell sayist

| Al A matrisinin determinanti

per(A) A matrisinin permanenti

PAVC [P P o 8 I P P Y ) A matrisinin k xk tipindeki alt matrisi

Ao([il,i2 U P Y I P P P ) A matrisinin  (n—k)x(n—Kk) tipindeki
kofaktorii

per(Ao([il,iz,...,ik],[jl,jz,..., i) A matrisinin (n—Kk)x(n—k) tipindeki alt

matrisinin permanenti

A, A(n) matrisinin r. daralmasi

viii



BOLUM I
GIRIS

Bu ¢alismada, genellestirilmis Fibonacci dizisi G, ve negatif indisli G_, dizisine ait

0zdesliklerin farkli bir metotla ispatlanmasi amaglanmistir.
Bu boliimde say1 dizilerinin tarihgesi, ispatlarda faydalanilan temel kavramlar ve

kaynaklar boliimiinde kullanilan ¢aligmalarin kisa bir 6zeti verilecektir.
1.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, Boliim I ve Boliim III’te verilen teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan

tanimlar asagida verilmistir:

Tamm 1.1 A=(a;) nxn tipinde bir matris ve S, {1, 2,...,n} kiimesi Uzerinde bir

simetrik grup olmak tizere A matrisinin permanenti

per(A) = Zﬁaia(i)

oes, i=1l
seklinde tanimlanir (Brualdi ve Gibson, 1977).

Tanmm 1.2 A, nxn tipinde bir matris, A([i,,i,,....i, 1,[J;,1,,---, Jc]), A matrisinin
kxk tipinde alt matrisi ve M([i,,i,,-...i, L,[JysJps---» 0k 1), A matrisinin

(n—k)x (n—k) tipinde mindrii olmak tizere A matrisinin kofaktord,

k
1<iy iy, <nvem=> (i, +j,) i¢in
r=1

Ay iy ensi L o D) = CD™M Ty i L e D

seklinde tanimlanir. Ayrica A matrisinin determinanti da



A= > det(A(li, iy e i1 Li s bz oo jk]))det(A{)([il,i2 UL P 4 I PR PO J'k])J (1.1)

1<iy i .. iy <N
bi¢ciminde verilir. Eger

A, j)=a; ise

AG, )= (DM, ) = A,

olup A matrisinin determinanti
n o}

det(A) =D a; A
=

olarak hesaplanir. Buna A matrisinin i. satira gore Laplace acilim formiilii denir

(Bozkurt vd., 2005).

Tanmm 1.3 A, nxn tipinde bir matris, A([i,,i,,....i,1,[J;,1,,---, Jk]), A matrisinin

kxk tipinde alt matrisi ve A([i,,i,,....,i,1,[J;, Jo»---» J 1), A matrisinin i ,i,,...,i, -
yinct satir ve j;, j, ..., J, -yinct siitunlarinin silinmesiyle elde edilen (n—Kk)x(n—Kk)

tipinde alt matrisi olmak {izere A matrisinin permanenti

per(A) = 37 per(Af iy onsi Ly by s B DDPE (A iy ML o D) (1.9)

1<y, ip .. i <n

seklinde de hesaplanabilir.

A(i, j), A matrisinin i. satir ve j. siitununun silinmesiyle elde edilen (n—1) x(n—1)

tipinde bir matris olmak tizere A matrisinin permanenti



oer (A) =iaij oer(AG, i), (i=12.....n)

olarak tanimlanir. Bu ifadeye permanent i¢in i. satira gére A matrisinin Laplace ac¢ilim1

denir (Brualdi, 1991).

Tamm 1.4 A=(a;), nxn tipinde bir matris ve «,,a,,...,a, bu matrisin satir

vektorleri olsun. Eger A matrisinin k. siitunu iki tane sifirdan farkli eleman igeriyorsa
A matrisine k. siitun {izerinden daraltilabilir (contractible) matris denir. A, K. siitun

lizerinden daraltilabilir ise a; #0=a; ve i= J igin A matrisinin i. satirmin
aa; +a,

ile yer degistirilip j. satir ve K. siitununun silinmesiyle elde edilen (n-1)x(n—1)
tipindeki matris A matrisinin i. ve . satirlara gore K. siitun tizerinden daralmasi

(contraction) diye adlandirilir (Brualdi ve Gibson, 1977).

Lemmal.l n=1,2,... i¢cin H(n)

23 33 h34

hn—l,n—Z hn—l,n—l hn—l,n

hn,n—l hnn

seklinde bir tiglii bant (tridiagonal) matris olmak tizere H(n) matrisinin determinanti

|H (n)| = hnn| H (n _1)| - hn—l,nhn,n—l|H (n - 2)|

bi¢iminde hesaplanir (Cahill vd., 2009).



1.2. Fibonacci Say1 Dizisi

Leonardo Fibonacci, 1170-1250 yillarinda yasamis, Ortagag Avrupasinin en biiyiik
matematikcilerinden kabul edilen, Fibonacci sayilarmin bugiinkii popiilariteye
ulasmasini saglayan Italyan matematik¢idir. Kuzey Afrika’da biiyiiyen Fibonacci ilk
matematik egitimini Miisliman egiticilerden almis ve bugilinkii kullandigimiz Arap
rakamlarim1 1202’de yazdigi Liber Abaci kitabiyla Avrupa’ya tanitmistir. Fibonacci,
bugiinkii {iniine bu kitabinda yer alan “Tavsan Problemi” ile ulasmistir. Problem su
sekildedir: “ Bir cift yeni dogmus yavru tavsan bir ay icerisinde biiyiiyiip ikinci ay
olgunlagip iiclincli ayin basinda kendileri gibi bir ¢ift tavsan yavrulasinlar. Dogan
yavrular da ebeveynleri gibi yavruladiginda ve bu tavsanlarin hi¢ 6lmedigi kabul

edildiginde n. ayimn sonunda kag ¢ift tavsan olur? ”

Buna gore ilk ay yeni dogmus bir ¢ift yavru tavsan olsun. Ikinci ay bu tavsanlar heniiz
yavrulayamadiklarindan yine bir ¢ift tavsan olacaktir. Ugiincii ayda eski ¢ift tavsan ile
yeni bir ¢ift tavsan olur. Dordiincii ayda ii¢lincli aymn sonunda olan iki tavsan ¢ifti ve
olgun tavsanlarin yavrusu olacagindan toplamda ii¢ ¢ift tavsan olur. n. ayin basindaki

tavsan sayist F, ise (n—1). ayin baginda F,, cift tavsan olup n. aym basinda, son
durumda F, , tavsan ¢ifti oldugundan ve F, _, tanesinin de yavrusu meydana

geldiginden
I:n = I:n—l + I:n—2

tavsan ¢ifti olur ( Vajda, S. 1989).

Yani Fibonacci sayilar, F, =0 ve F, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

I:n = I:n—l + I:n—2 (13)

seklinde tanimlanir.
Fibonacci sayilarinin 6zelliklerini inceleyen bircok calisma yapilmis ve bu sayilarinin

cesitli genellestirmeleri lizerinde durulmustur:



Kalman (1982), c,,c,,...,C, , sabitler olmak tizere (n+K). terimi onceki Kk terimin

lineer toplami olan

A =Ca, +Ca,,; +---+C a4

seklinde bir dizi tanimlamis ve bu dizinin 6zelliklerini incelemistir.

Er (1984), n>0,1<i<k igin ¢,,C,,...,C, lar keyfi sabitler, g! , i. dizinin n. terimi

ve baslangig sartlar

P 1, i=1-n
9 = 0, diger

olmak tizere k-Fibonacci sayilarinin k dizisini
R i
g n = ZCj gn—j
it

seklinde tanimlamigtir. Ayrica N >0 igin genellestirilmis k -Fibonacci sayilarmm S

toplamlar dizisini tanimladigr A kare matrisinden faydalanarak hesaplamistir.

Kilig (2007), r>0 ve 4" +1%0 olmak iizere X, =0 ve x, =1 baslangi¢ kosullari

altinda Fibonacci ve Pell sayilar
Xpig = 2" Xy + X4

seklinde genellestirilmistir. Ayrica bu ¢alismada, n>0,m>0 ve 1<i<k igin

1-k <n <0 olmak iizere

o4 1=1-n
u, = .
0, diger

baslangi¢ kosullari altinda



u' =2"ul +ul L, +eeerul

dizisi tanimlanmis ve hem Fibonacci hem de Pell dizisinin genellestirmesi olan bu dizi,

i
n )

genellestirilmis  k -Fibonacci-Pell  dizisi olarak adlandirilmistir.  Burada u
genellestirilmis 1. Fibonacci-Pell dizisinin n. terimidir. Bu dizi igin iirete¢ matrisi
bulunmus ve matrislerden faydalanilarak bu dizinin toplamlari igin ¢esitli ifadeler elde
verilmistir. Ayrica, bu dizi i¢in bazi 6zdeslikler elde edilmistir.

Fibonacci sayilari igin bir genellestirme verilmis ve Kk -genellestirilmis Fibonacci

sayllar1 i¢in determinantlardan faydalanilarak genellestirilmis Binet formiilii

olusturulmustur (Lee vd., 2001).

Fibonacci, Lucas ve Pell sayilar1 igin A ve B, A*> —4B # 0 olacak sekilde iki tam say1

ve basglangi¢ sartlar1 u, =0,u; =1 ve v, =0,v; = A olmak lizere

u, = Aun—l - Bun—z
v,=Av, ,-Bv ,

n

seklinde bir bagint1 tanimlanmigtir (Robbins, 1993).

Bunun yani sira Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerinin ispati incelenmistir (Kili¢ ve

Tasci, 2006; Kilig, 2007).

Feng, (2011) determinant a¢ilimindan faydalanarak bazi Fibonacci 6zdeslikleri i¢in yeni

bir ispat yontemi vermistir.

Kilig ve Tasct, (2007) baz1 tiglii bant matrisler ile negatif ve pozitif indisli Fibonacci ve
Lucas sayilar1 arasinda bir takim iligkiler elde etmislerdir.

Negatif indisli ikinci dereceden lineer rekiiranslar ile tiglii bant matrislerin determinant
ve permanentleri arasindaki baginti incelenmis ve ayrica negatif indisli terimler ile

Chebyshev polinomlar1 arasindaki iliski tizerinde durulmustur (Kilig ve Tasc1, 2007).

Yazarlar, ikinci dereceden lineer rekiiranslar ile ti¢lii bant matrislerin determinantlar1 ve

permanentleri arasindaki iligkiler tizerinde durmuslardir (Kilig ve Tasci, 2009).



Kilig, (2007) ikinci derece lineer rekiiranslar lizerinde durmuslar, negatif ve pozitif
indisli terimlerinin toplamlari igin iirete¢ matrisi vermis ve bu toplamlar elde edilirken

de matris metodu kullanmistir.

Kilig ve Tasci, (2010) determinantlari ve permanentleri negatif ve pozitif indisli

Fibonacci ve Lucas sayilart olan (0,—11)- t¢lii bant matrisi {izerinde g¢alismiglardir.

Ayrica bu sayilar i¢in birinci ve ikinci tiir Chebyshev polinomlarindan faydalanarak

kompleks faktorizasyon formiilii vermislerdir.

Shen vd. (2011), bu calismada F, ve L, sirasiyla Fibonacci ve Lucas sayilarini
gostermek tizere A, =Circ(F,F,,...,F,) ve B, =Circ(L,L,,...,L,) seklindeki
sirkiilant (devirli) matrislerin determinantlarin1 hesaplamiglardir. Ayrica n>2 igin A,
ve herhangi bir pozitif n tamsayisi igin de B, matrisinin tersinir matrisler oldugu

gosterilip bu matrislerin ters matrisleri elde edilmistir.
1.3 Pell Sayx Dizisi

Ingiliz diplomat ve matematik¢i olan John Pell’den adini alan Pell sayilar1 n>2 icin

baslangic sartlar1 Py =0 ve P, =1 olmak iizere
I:)n = 2|:)n—l + I:)n—2 (14)

rekiirans bagintistyla tanimlanir.

Pell sayilarinin Ozelliklerini ve genellestirmelerini inceleyen cok sayida calisma

yapilmistir:

Horadam (1971), Pell sayilari i¢in bir takim 6zellikler vermis ve bunlari genellestirilmis

{\Nn(a,b;p,q)} dizisini kullanarak ispatlamistir. {\Nn(a,b;p,q)} dizisi baslangic

sartlart Wy =a ve W, =Db olmak iizere



Wn = an—l - an—Z
seklinde tanimlanmustir. W, dizisi igin

Wn+r = WrU n+l qu—lu n
bigiminde bir esitlik elde edilmistir. a=0,b=1, p=2 ve q=-1 alindiginda W, dizisi
P, Pell dizisini vereceginden (2.14) ile verilen esitlik elde edilmis olur. Ikinci béliimde

bu esitligin {iglii bant matrislerin determinantlar1 kullanilarak farkli bir yolla

ispatlanmas1 amaglanmaktadir.

1-k <n<0 i¢in

oL n=1-i
I:)n = .
0, diger

baslangig sartlar1 altinda genellestirilmis Kk -Pell sayilarinin k dizisini n >0 ve 1<i<k

olmak tizere
P'=2P ,+P ,+---+P,

seklinde tanimlamuslardir. Burada P!, i. dizinin n. terimini gdstermektedir. Ayrica bu

calismada, matrislerden faydalanilarak genellestirilmis k -Pell sayilarmin toplamlari da
verilmistir (Kilig ve Tasct, 2006).

Baz1 Pell 6zdeslikleri farkli metotlar kullanilarak ispatlanmistir (Kili¢ ve Tasci, 2006;.
Kilig, 2008; Yasar ve Bozkurt, 2012).

Fibonacci-Hessenberg matrisleri elde edilip Pell ve Perrin sayilar ile ilgili iki sonucun

farkli ispatlar1 verilmistir (Li, 2012).

Pell sayilari i¢in bir genelleme verilip olusturulan bu yeni sayi, genellestirilmis Pell

(p,i) -sayilar1 olarak adlandirilmistir. Bu yeni say1 dizisinin iirete¢ matrisleri ve sayi



dizisi arasinda bagintilar verilmistir. Ayrica, genellestirilmis Pell (p,i)-sayilar1 ve bu

matrislerin permanentleri arasinda bagintilar elde edilmistir (Kilig, 2009)

1.4 Jacobsthal Say1 Dizisi

Adimi Alman matematik¢i Ernst Erich Jacobsthal’dan alan Jacobsthal sayilari, J, =0

ve J, =1 baslangic sartlar1 olmak tizere

Jp=Jdpa+2J, (1.5)
bagintisiyla tanimlanir. Jacobsthal sayilarinin da genellestirmeleri ve 6zellikleri biiyiik

ilgi cekmektedir:

Campos vd. (2014), Horadam (1988)’in tanimladig1 Jacobsthal-Lucas sayilarinin da bir
genellestirmesi olan k —Jacobsthal-Lucas sayilarini tanimlamiglardir. Bu yeni dizi igin

bazi 6zellikler verip bunlarin ispati iizerinde ¢alismislardir.

Yazarlar, elemanlari Jacobsthal  ve Jacobsthal-Lucas sayilari olan
J,=circ(J,,Jd,,...,d,) ve i, =circ(ig, Jys---» J,)  sirkiilant  matrislerinin
determinantlarin1 bu sayilara bagli olarak elde etmislerdir. Ayrica bu sirkiilant

matrislerin terslerini de hesaplamiglardir (Bozkurt ve Tam, 2012).

Jhala vd. (2013), k —Jacobsthal sayilari i¢in Binet formiilii bulmayr amaglayip bu
formiil yardimiyla da k —Jacobsthal sayilarinin bazi 6zelliklerini elde etmistir.
Jacobsthal rekiirans bagintis1 ve 6zellikleri daha yiliksek dereceli rekiirans bagintisina

genisletilmis ve bu alanda ¢alisilmistir (Cook vd., 2013).
Jacobsthal sayilar1 i¢in gegerli olan

‘]m+n = ‘]m‘]n+l +2‘]m—l‘]n

esitligi



£

seklinde tanimlanan Jacobsthal F —matrisi i¢cin F™" =F"F" o0zelligi gegerli

oldugundan matrislerin esitligi yardimiyla kolayca elde edilebilir (Koken, 2008).

Ikinci boliimde, bu esitligin farkli bir yolla ispatlanip bu esitlik igin bir genellestirme

yapilmas1 amaclanmaktadir.

1.5 G, Genellestirilmis Fibonacci Dizisi
A ve B herhangi tamsayilar olmak iizere baslangi¢ sartlart G, =0 ve G, =1 olan

Gn = AGn—l + BGn—Z (16)

G, dizisi, genellestirilmis Fibonacci dizisi olarak adlandirilir (Kalman ve Mena, 2003).
A=B =1 oldugu zaman G, =F,, n. Fibonacci sayisini, A=2,B=11ise G, =P,, n.
Pell sayismmi, ve A=1 B=2 oldugu zaman G, =J,, n. Jacobsthal sayisim

vermektedir. Bu asagidaki tablo ile de ifade edilebilir:

(A,B) G,

1 Fibonacci sayilari
(2,2) Pell sayilari
1.2) Jacobsthal sayilari

1.6 G_, Dizisi

n > 2 i¢in Fibonacci ve Pell dizilerinin bir genellestirmesi, baslangic sartlar1 G, =0 ve

G, =1 olmak tizere

Gn = AGn—l +Gn—2 (17)

10



seklinde verilsin. (1.7) ile verilen rekiirans bagintis1 G, dizisinin elemanlarint geriye
genisletmek i¢in de kullanilabilir. Yani G_, dizisinin elemanlar1

G, = _A67n+1 + G—n+2 (18)

-n

bagntis1 kullanilarak elde edilebilir (Kilig, 2007).
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BOLUM I
G, OZDESLIKLERININ LAPLACE ACILIMI

Bu boliimde (1.6) genellestirilmis Fibonacci dizisine ait olan

G, .0 =G, .G, +BG, G,

m+n+1 n+1

konvoliisyon 6zelligi ve
GZn = Gn (Gn+l + BGn—l)

0zdesligi, bir determinant hesaplama yontemi olan Laplace agilim formiilii ile ti¢lii bant
matrislerin determinantlar1 hesaplanarak farkli bir yolla ispatlanmigtir. Ardindan bu

0zdesliklerin Fibonacci, Pell ve Jacobsthal sayilar1 i¢in de gegerli oldugu gosterilmistir.

Kalman ve Mena, (2003)

uef3 3

seklinde bir matris tanimlamislar ve

n+l

oldugunu gostermislerdir. Ardindan matrislerde ¢arpma isleminden faydalanarak yani

M"=M"M™" gergeginden hareketle

BGn—l Gn _ BGm—l Gm BGn—m—l Gn—m
BGn Gn+1 - BG Gm+l BGn—m G

n-m+1

12



carpma isleminden sonra matrislerin esitligini kullanmiglar ve konvoliisyon 6zelligini

ispatlamiglardir.

Simdi Teorem 2.2°deki konvoliisyon ozelliginin ispatinda Kullanacagimiz asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 2.1
[Ai B i
1 Al B
D(n)= 1 A
' B
1 Ai

seklinde nxn tipinde bir ti¢lii bant matris ve

1, n=0(mod4)

. —i, n=1(mod4)
" ]-1, n=2(mod4)
i, n=3(mod4)

olmak tizere D(n) matrisi ile G, dizisi arasinda

Gn+l = C| D(n)|

seklinde bir bagint1 vardir.

Ispat: Her bir durum igin tiimevarim metodunu ve Lemma 1.1°i kullanalim.

1. Durum: n=0 (mod4) i¢in

Ai B 0 0
1 A B

n=4 oldugunda |D(4)| o 1 A B =G, olur.
0O 0 1 A

13
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n=t i¢in G, =|D(t)| olsun.

Buadimda, n=t+1 i¢in G,,, =—i|D(t +1)| esitliginin dogru oldugu gdsterilmelidir.

Gt+2 = AGt+l + BGI
= AID(t)| +iB|D(t - 1)|
— —i(Ai[D(t)| - B|D(t - 1))
= —i|D(t +1)|

olup n=0 (mod4) i¢gin (2.1) ile verilen esitlik dogru olmaktadir.

2. Durum: n=1(mod4) i¢in

Al B 0 0 O
Al B 0 O
n=5 oldugunda |D(5)| = 1 A B 0|=iG, olurki G, =-i|D(5)| tir.

O O O -
o ;
-
>
o

n=ti¢in G,,; = —i|D(t)| oldugunu varsayalim.
n=t+1 i¢in G,,, =—|D(t +1)| esitliginin dogru oldugunu gdsterelim.

Gt+2 = AGt+1 + BGt
= —Ai|D()|+ B|D(t-1)|
— —(AiD()|- BID(t-1)|)
=—|D(t+1)|

olur ki, boylece n=1(mod4) i¢in (2.1) ile verilen esitligin dogru oldugu goésterilmis

olur.

3. Durum: n=2 (mod4) i¢in

Al B )
] *dir.
1

Al —G, olup G; =-|D(2)

n=2 igin |D(2)| :‘

14



n=t i¢in G,,, = —|D(t)| olsun.

n=t+1ic¢in G, =i|D(t +1)| esitliginin gerceklendigini gdstermeliyiz.

G, = AG,, + BG,
=—AD(t)|-iB|D(t -1)|
=i(Ai|D(t) - B|D(t-1)|)
=i[D(t+1)

olup, n=2 (mod4) igin (2.1) ile verilen esitlik dogrudur.

4. Durum: n=3 (mod4) igin

Ai B 0
n=3i¢in [D(3)|=|1 Ai B|=-iG, olur ki, buradan G, =i|D(3)|olarak bulunur.
0O 1 A

Kabul edelim ki, n =t i¢in G,,, =i|D(t)| olsun.

n=t+1ic¢in G, = |D(t +1)| esitliginin varligin1 gosterelim.

G, = AG,, + BG,
= Ai|D(t)| - B|D(t - 1)|
=|D(t +1)

olup, buradan n=3 (mod4) i¢in (2.1) esitliginin dogru oldugu gosterilmis olur.

Genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in konvoliisyon 6zelliginin Laplace acilimi ile

yapilan ispat1 asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 2.2 G, genellestirilmis Fibonacci dizisi

G,,.. =G,.,G,, +BG G, 22)

m-+n+1 m-+1
seklinde verilen konvoliisyon 6zelligini saglar.
Ispat: (2.2) 6zdesligi 1<k <n olmak iizere

G, =G,G, v, +BG G, (2.3)

formunda yazilabilir. (2.2) ile verilen 6zdesligi, bir matrisin determinant1 ve G, dizisi

arasindaki iliskiyi kullanarak ispatladik. Determinant hesabinda ise Laplace agilim

formiiliinden faydalandik.

1<k <nigin (2.3) esitligi

G, =GG, +BG,G, ,
Gn = GZGn—l + BGlGn—Z
G, =G,G, , +BG,G, ,
Gn = G4Gn—3 + BGSGn—4
G, =G,G, +BG, ,G,

seklinde de ifade edilebilir. Buradaki her bir esitligin dogrulugu, determinant i¢in

Laplace acilim formiilii kullanilarak gosterilebilir.

k =1 i¢in baglangig sartlar1 da dikkate alindig1 taktirde (2.3)’{in ispat1 agiktir.

D(n—1) matrisinin birinci satir elemanlariin kofaktorleri

16



-G,,, n=0 (mod 4)
0 i, n=1(modd
D([1],[2]) = IGH : =2 Emzd 4;

iGn_lu n=3 (mOd 4)

—-iG,,, n=0(mod4)

o} _ anz ! n=1 (mOd 4)
D([1],[2]) = iIG,,, n=2 (mod4)
-G,, n=3 (mod 4)

olarak hesaplanir. (1.1) ile verilen Laplace ag¢ilim formiiliinii kullanirsak D(n-1)

matrisinin determinanti

—AIG, , -BIG, ,, n=0 (mod4)

AG,, +BG, ,, n=1(mod4)
AIG_, +BiG, ,, n=2(mod4) (24)

-AG, , -BG, ,, n=3(mod4)

ID(n-1)| =

seklinde bulunur.

(2.1) ve (2.4) esitliklerini kullanirsak

G, =AG, , +BG,,

elde ederiz. G, =1 ve G, = A son denklemde yerine yazilirsa

G, =G,G,, +BG,G,,

elde edilir ki, bu da (2.3) ile verilen 6zdesligin k = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.

Bir sonraki adimda D(n—1) matrisinin determinanti, ilk iki satir elemanlarini i¢eren alt
matrisler ve bu alt matrislerin kofaktorleri kullanilarak hesaplanacaktir. D(n—1)

matrisinin determinanti sifirdan farkli olan {i¢ adet 2x 2 tipinde alt matrisleri var olup

bunlarin determinantlari

17



Ai B
=-G,
1

D([2,2],[2,2]) =‘ Ai‘

Al 0
D(@.21.2,3)) =‘ . B‘ - BiG,

B 0
|D([1,2],[2,3])|=‘Ai B‘=BZ

olur. Bu alt matrislerin kofaktorleri ise

iIG,,, n=0(mod4)
-G, ,, n=1(mod4)
—iG, ,, n=2(mod4)
G, ,, n=3(mod4)

D([L 2], [1,2]) =

n=0 (mod4)
—-iG,;, n=1(mod4)
G,;, n=2(mod4)
IG, 5, n=3(mod4)

D([L,2].[1,3]) =

D([L,2].[2,3]) = 0

seklinde bulunur. (1.1) esitligi kullanilarak D(n—1) matrisinin determinanti

—-iG,G, , - BIiG,G, ;, n=0 (mod4)
G.,G, , +BG,G, ;, n=1(mod4)
iIG,G, , +BIiG,G, ;, n=2(mod4)
-G,G, , -BG,G, ;, n=3(mod4)

ID(n-1)| =

olarak elde edilir. (2.1) ve (2.5) kullanilarak
G, =G,G, , +BG,G, ;

elde edilmistir ki, bu da (2.3)’tin k =3 i¢in dogru oldugunu gosterir.

18
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Bir sonraki adimda (2.3) esitligi k =4 i¢in ispatlanacaktir. D(n—1) matrisinin ilk {ig
satirt alindiginda determinanti sifirdan farkli olan 3x3 tipinde dort tane alt matrisi

vardir. Bunlarin determinantlari

Ai B 0
ID([1,2,3],[1,2,3])|=|1 A B|=-iG,
0 1 A
Ai B 0
ID([1,2,3],[1,2,4])|=|1 A 0|=-BG,
1 B
Ai 0 0
ID([1,2,3],[1,3,4])|=|1 B 0|=B%G,
Ai B
B 0 0
ID([L,2,3],[2,3,4])|=|Ai B 0|=B°
1 A B

seklinde elde edilir. Bu alt matrislerin kofaktorleri ise

G,;, n=0(mod4)
. iG ., =1 d4
D([1,2,3],[1:213]) = _IG”_3 :E 2 Emzd 4;

—iG, 5, n=3(mod4)

iGn—41 n=0 (mod 4)

. w4y N =1 (mOd 4)

D([.2.3[L2.4D = . n=2 (mod4)
n-41 -

Gn741 n=3 (mod 4)

D([1,2,3],[1,3,4]) = 0

D([1,2,3],[2,3.4]) = 0

olur. Laplace agilim formiiliinden faydalanilarak D(n—1) matrisinin determinanti
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-iG,G, , - BiG,G, ,, n=0(mod4)

G,G,;+BG,G, ,, n=1(mod4)

iG,G, , +BiG,G, ,, n=2(mod4) (2.6)
-G,G, , -BG,G, ,, n=3(mod4)

ID(n-1)| =

olarak elde edilir. (2.1) esitligi ve (2.6)’da elde edilen degerler kullanilarak
G, =G,G, , +BG.G, ,

esitligi elde edilmistir. Boylece (2.3)’teki esitlik k =4 i¢in ispatlanmis olur. (2.3)’teki

diger adimlar da k tizerinden benzer sekilde gosterilebilir ki bu da ispati tamamlar.

Simdi genellestirilmis Fibonacci dizisinde A= B =1 durumu igin asagidaki iki sonucu

verelim.

Sonu¢ 2.1 A(n), D(n) matrisinde A= B =1 alinmasiyla elde edilen bir matris ve

1, n=0 (mod4)

o —i, n=1(mod4)
-1, n=2(mod4)

i, n=3(mod4)

olmak iizere Fibonacci sayilari
Frou = c|A(M)| 2.7)

seklinde ifade edilebilir.
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Ispat: A=B =1 durumunda A(n) matrisi

i1
11 1
An)=| 1 i .
-1
L 1 i_
seklinde elde edilir.

Ispat Teorem 2.1°deki gibi tiimevarim yontemi ile yapilabilir.

1. Durum: n=0 (mod4) i¢in

i1

o

1
n=4 oldugunda |A(4)| = 0 "tiir.

-

=5 olup F, =|A(4)

0

0

1
0 01 i

n=t icin F; =|A()| olsun.

n=t+1icin F,, = —i|A(t+1)| esitliginin dogru oldugu gdsterilmelidir.

Ft+2 = Ft+l + Ft
= |A®)|+i|At -1)

= —i(i| A - At~ 1))
— —i|At+1)

olup n=0 (mod4) i¢gin (2.7) ile verilen esitlik dogrudur.
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2. Durum: n=1(mod4) igin

n=5 oldugu zaman |A(5)| = =8i olur ki Fy =—i|A(5)| tiir.

© © © m —
H
= o o
PO o o

o O KB -
H
H—

n=t i¢in F., =—i|A(t)| olsun.

n=t+1i¢in F,, =—|A{t+1)| esitliginin dogru oldugu gdsterilmelidir.

Fo=F.+F
= —i|At)| +| At - D)

= —(i|A(t)| - |A(t —1)|)
=—|A(t+1)

olup n=1(mod4) i¢in (2.7) ile verilen esitlik dogrudur.

3. Durum: n=2 (mod4) igin

i
n =2 oldugu zaman |A(2)| = ‘1 JI" =-2olup F;, = —|A(2) dir.

n=t igin F,, =—JA(t)| olsun.

n=t+1icin F,, =i|A(t+1)| esitliginin saglandig1 gdsterilmelidir.

Ft+2 = Ft+1 + Ft

=—|A®t)|—i|At - D)
= i(i|A(t)| - |A(t —1)|)
=i|A(t+1)|

olup bu da n=2 (mod4) igin (2.7) ile verilen esitligin dogru oldugunu gosterir.
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4. Durum: n=3 (mod4) icin
i 10

n=3 oldugunda |A(3)| =1 i 1/=-3i olup F, =i|A(3)
01 i

*tir.

n=t i¢in F., =i|A(t)| olsun.

n=t+1i¢in F,, =|A(t+1)| esitliginin saglandig1 gdsterilmelidir.

Ft+2 = Ft+l + Ft
=i|A®t)| - |At-D)|
=|At +1)

olur ki, bu da n=3 (mod4) i¢in (2.7) ile verilen esitligin dogru oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.2 F =F _,+F _, bagntist ve F,=0 ve F =1 baslangic sartlaryla

tanimlanan Fibonacci sayilari i¢in

F =F F .+ Fan (28)

m+n+l = ' m+1" n+l

konvoliisyon esitligi gegerlidir (Koshy, 2001).

Ispat: 1<k <n icin (2.8) ile verilen esitlik

F=FKF_.+F.F_ (2.9)
formunda da yazilabilir. Keyfi pozitif k tam sayilari igin (2.9) agik olarak

Fn = Fan + F0 Fn_l
Fn = FZFn—l + Fanfz
Fn = Fan—z + Fz Fn—s

I:n = I:n—lFZ + I:n—2|:l
F,=FF+F_F
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seklinde yazilir. (2.9) ile belirtilen 6zdeslik k ’nin farkli degerleri igin (2.7) ve (1.1)

Laplace agilim formiilii kullanilarak ispatlanacaktir.

k=1ic¢in F,=0 ve F, =1 oldugundan (2.9) 6zdesliginin ispat1 agiktir.

A(n —1) matrisinin ilk satir elemanlarinin kofaktorleri hesaplandiginda bu kofaktorler

-F

n-17

0 —iF,
ARLIED =y ¢
iF

n-17

—iF

n-21

AQ@L[2D=] ™

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n =3 (mod4)

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n=3(mod4)

seklindedir. Laplace agilim formiilii kullanilarak A(n —1) matrisinin determinanti

—iF,, —iF
F..+F

|A(n-1)| =

- Fn—l -F

w2y N=0(mod4)

n-1 w2, N=1(mod4)
iF,,+iF, ,, n=2(mod4) (2.10)
w2, N=3(mod4)

olarak elde edilir. (2.7) ve (2.10) esitlikleri kullanilirsa

Fn = Fn—l + Fn—2

olur. F, =1 ve F, =1 degerleri son elde edilen esitlikte yerlerine yazilirsa

I:n = FZFn—l + Fan—Z

esitligi elde edilir. Bu da (2.9) 6zdesliginin k = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.
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A(n—1) matrisinin ilk iki satir1 segildigi zaman bu matrisin, determinantlari sifirdan

farkli olan 2x 2 tipinde sadece ii¢ tane alt matrisi vardir. Bunlar

IA([L2],[L2])| = ‘l ﬂ - F,

i 0 .
|A([L,2],[L3])| = ‘1 1‘ =iF,

1 0
|A([1’2]’[213])| = ‘I 1‘ = I:1

seklindedir. Bunlara karsilik gelen kofaktorler ise

iIF, ,, n=0(mod4)
-F,,, n=1(mod4)
—iF, ,, n=2(mod4)
F.,, n=3(mod4)

A(L2],[1.2]) =

-F, 5, n=0 (mod 4)
i —iF,_,, n=1(mod4
A([12],[13]) = I,:n_3 : =2 Egzd 4;

iIF, ;, n=3(mod4)

ve

A([1,2],[2.3]) = 0

seklindedir. (1.1) Laplace agilim formiiliinden A(n—1) matrisinin determinanti

—-iF,F, , —iF,F, 5, n=0(mod4)
FF_,+FF. n=1(mod4)
IF;F, , +iF,F, 5, n=2(mod4)
-FKF, ., -F,F_ n=3(mod4)

|A(n-1)| =

olarak bulunur. (2.7) ve (2.11) kullanilirsa
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Fn = Fanfz + Fanfs

elde edilir. Bu da (2.9) 6zdesliginin k =3 i¢in dogru oldugunu gosterir.

Bu adimda (2.9) 6zdesligi k=4 icin ispatlanacaktir. A(n-1) matrisinin,

determinantlar sifirdan farkli olan 3x3 tipinde dort tane alt matrisi vardir. Bunlarin
determinantlar:

11
AL23L[L23])| =1 i 1=-iF,

01 i

i 10
|A(IL2,3],[124]) =1 i O =-F,

011

i 00
IA([L2,3],[L34])=1 1 O|=iF,

0 i 1

1 0 0
IA([L2,3],[234])=]i 1 O=F,

1 i 1

olur. Bu alt matrislere karsilik gelen kofaktorler ise

F. 5, n=0(mod4)
iF,_;, n=1(mod4)
-F, 5, n=2(mod4)
—iF,,, n=3(mod4)

A([L2,3].[1,2.3]) =

iIF, ,, n=0(mod4)

0 “F .. n=1(mod4
AL23)L24) = : Y E:Zd 4;

F. ., n=3(mod4)
A([1,2,3],[13,4]) = 0

A([12,3].[2:3.4]) =0
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seklindedir. (1.1) formiilii kullanilarak A(n —1) matrisinin determinant:

—-iF,F _;-iFF _,, n=0(mod4)

FF.+FF._,, n=1(mod4)
iF,F, s +iF,F,_,, n=2(mod4) (2.12)

-F,F,;—-FF,,, n=3(mod4)

|A(n-1)| =

olarak elde edilir. (2.7) ve (2.12) esitlikleri kullanilarak
F.=FF_+FKF_,

elde edilir. Boylece ozdeslik (2.9), k=4 igin ispatlanmis olur. (2.9)’daki diger

durumlar da k tizerinden benzer sekilde elde edilebilir.

Genellestirilmis Fibonacci dizisi G,’de A=2 ve B =1 alindiginda elde edilen Pell

sayilari i¢in agsagidaki iki sonucu ispatsiz olarak verelim.

Sonug 2.3 Pell sayilari,
1, n=0 (mod4)
o -1, n=1(mod4)
"~ |-1, n=2(mod4)
i, n=3(mod4)
ve
2i 1 i
1 2 1
B(n) = 1 2
' 1
i 1 2i]

olmak tzere
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P... =¢[B(n)| (2.13)

seklinde B(n) ticlii bant matrisinin determinantlar1 cinsinden yazilabilir.

Sonug 2.4 Pell sayilari
Pm+n+1 = Pm+1Pn+l + I:)m I:)n (214)

seklindeki konvoliisyon 6zelligini saglar (Horadam, 1971). Teorem 2.2°den goriilebilir.

Genellestirilmis Fibonacci dizisi G,’de A=1 ve B=2 almmasiyla elde edilen

Jacobsthal say1 dizisi i¢in asagidaki iki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.5 C(n), D(n) matrisinde A=1 ve B =2 olarak segilmesiyle elde edilen

nxn tipinde bir matris ve

1, n=0 (mod4)

o -1, n=1(mod4)
-1, n=2(mod4)

i, n=3(mod4)

olmak tizere C(n) matrisi ile J, dizisi arasinda

Jpa =[C(N) (2.15)
seklinde bir bagint1 vardir.

Ispat: Tiimevarim yontemi ile yapalim. A=1 ve B=2 olmasi durumunda C(n)

matrisi,
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C(n)= 1 i

seklinde elde edilir.

1. Durum: n=0 (mod4) i¢in
i 20
1

01
0 0 1 i

N © O

n=4 i¢in |C(4)| = =11 olup J; =|C(4)| olur.

n=t i¢in J,,, =|C(t)| olsun.

n=t+1igin J,, = —i|C (t +1)| esitliginin dogru olup olmadigina bakilirsa

Jt+2 = ‘]t+l + 2Jt
=[C(@)|+2i[C(t-1)|
——iGlc () - 2ct-1)
= —i[C(t +1)

oldugundan n=0 (mod4) i¢in (2.15) ile verilen esitlik dogrudur.

2. Durum: n=1(mod4) igin

i 2 000
11 200
n=5i¢in [C5)[=[0 1 i 2 0=21 olup J5=~i[C(5) bulunur.
0 01 i 2
0 0 0 1 i
n=t i¢in J,,; =—i|C(t)| oldugunu varsayalim.
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n=t+1li¢in J,, = —|C(t +1)| esitliginin dogruluguna bakilirsa

Jio =Jin +2J,
=—i[C(t)|+2[C(t-1)|
= —(i|C(t)| - 2|C (t —1)|)
=-C(t+1)|

bulunur. Boylece n=1 (mod4) igin (2.15) ile verilen esitlik dogrudur.

3. Durum: n=2 (mod4) i¢in

2
=-3 olup J; =-{C(2)| dir.

i
1 i

n =2 oldugunda |C (2)| = ‘

n=t i¢in J,,, =—|C(t)| olsun.
n=t+1igin J,, = i|C(t +1)| esitliginin saglandigi gosterilmelidir.

Jip =Jus +2J,
=—C(t)| - 2i[C(t -1)
=i(i[C(t)-2C(t-1))
=i[C(t+1)

olup n=2 (mod4) i¢in (2.15) ile verilen esitligin dogrulugu gosterilmis olur.

4. Durum: n=3 (mod4) i¢in
i 20

n=3 igin |C(3)| =1 i 2|=-5i olur. Boylece J, = i|C(3)
0 1 i

*tir.

n=t igin J,,; =i/C(t)| olsun.

n=t+1icin J,,, =|C(t +1)| esitliginin saglandig1 gdsterilmelidir.
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‘Jt+2 = 'Jt+1 +2‘]t
=i[C(t)-2IC(t-)
=|C(t+1)|

olur ki, buda n=3 (mod4) igin (2.15) esitliginin dogru oldugunu gosterir.

Sonug 2.6 (1.5)’te verilen Jacobsthal say1 dizisi

Jninit = Imadn +2d0d, (2.16)
seklinde verilen konvoliisyon 6zelligini saglar (Horadam, 1996).
Ispat: (2.16) 6zdesligi 1<k <n olmak iizere

J, =3 a+23, .« (2.17)

formunda yazilabilir. (2.17) ile verilen 6zdeslik bir {iglii bant matrisin determinant1 ve

J, dizisi arasindaki iliski kullanilarak ispatlanacaktir.

1<k <nigin (2.17) esitligi

J, =33, +23,J,,

J,=3,3,,+23,J,,
J,=333,,+23,,,
J,=3,3,,+23,3,,

J,=3.J3,+2J3,,J,
formunda da ifade edilebilir.

k =1 i¢in (2.17)’nin ispat1 agiktir.
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C(n—1) matrisinin birinci satir elemanlarinin kofaktorleri

-J,;, Nn=0(mod4)

. ~i) =1 (mod 4
cam={ Jnfl : =2 E:Zd 4;
iJ,,, n=3(mod4)

-iJ, ,, n=0(mod4)
0 _ Jn—Z’ nEl(m0d4)
CLI2D =y ,, Nn=2(mod4)

-J ., n=23 (mod4)

olur. (1.1) ile verilen Laplace a¢ilimindan C(n—1) matrisinin determinanti

-iJ,,-21J,,, n=0(mod4)

J,,+2J,,, n=1(mod4)

iJ,,+2iJ,,, n=2(mod4) (2.18)
—J,u—2J,,, n=3(mod4)

IC(n-1)|=

olarak elde edilir.
(2.15) ve (2.18) esitlikleri kullanilirsa

J,=J3.,+2J,,

olur. J, =1 ve J, =1 degerleri son denklemde yerine yazilirsa

J,=J3,J,,+233,,

elde edilir ki, bu da (2.17) ile verilen 6zdesligin k = 2 i¢in dogru oldugunu gosterir.
Daha sonra C(n—1) matrisinin determinanti, ilk iki satir elemanlarini igeren alt

matrisler ve bu alt matrislerin kofaktorleri kullanilarak hesaplanacaktir. C(n—1)

matrisinin, determinantlar: sifirdan farkli olan 2x2 tipinde ii¢ tane alt matrisi vardir.

Bu alt matrislerin determinantlari
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i 2
|C([1,2],[1,2])|=‘1 i‘=—J3

i 0 .
IC([1,2],[1,3])| = ‘1 2‘ =2iJ,

2 0 _,
|C([1,2],[2,3])|:‘i 2‘:2

seklindedir. Bu alt matrislere karsilik gelen kofaktorler ise

iJ,,, n=0(mod4)
-J.,, n=1(mod4)
-iJ,,, n=2(mod4)
J,,, Nn=3(mod4)

C(1L,2].[1.2]) =

-J, 5, n=0(mod4)
-1J, 5, n=1(mod4)
J, 3 Nn=2(mod4)
iJ, 5, Nn=3(mod4)

C([L.2].[1,3]) =

C(.2],[2,3) =0
olur. (1.1) esitligi kullanilarak C(n—1) matrisinin determinanti da

-iJ3J,,-2iJ,J, 5, n=0(mod4)

JJ,,+23,d, 5, n=1(mod4)
iJ,J, ,+2iJ,J, 5, n=2(mod4) (2.19)

~J3,3,,-23,3,, n=3(mod4)

IC(n-1)|=

olarak elde edilir. (2.15) ve (2.19) kullanilarak

J,=3.3,,+23,J,,

elde edilmistir ki, bu da k =3 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterir.

Bir sonraki adimda (2.17) esitligi k =4 igin ispatlanacaktir. C(n—1) matrisinin ilk {i¢

satir1 alindiginda bu matris, determinanti sifirdan farkli olan 3x3 tipinde dort tane alt

matrise sahip olup bunlarin determinantlari
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i 2
|C([1,2,3],[1,2,3])|= 1 i 2=-iJ,

0 1 i

i 20
|C([1,2,3],[1,2,4])|= 1 i 0=-2J,

011

i 00
|C([1,2,3],[1,3,4])|= 1 2 0=2%J,

0 i 2

2 00
|C([1,2,3],[2,3,4])|: i 2 0=2°

1 i 2

seklinde elde edilir. Bu alt matrislere karsilik gelen kofaktorler ise

3. n=0(modd)
Cusanan-| B TS
_iJ,,, n=3(mod4)
iJ,,, n=0(modd)
buzana| S Pl
3. n=3(mod4)
C([L,2,3],[L,3,4]) = 0

C([1,2,3],[2,3,4])=0
olacaktir. (1.1) esitligi kullanilarak C(n—1) matrisinin determinanti ise

-iJ,J,5-213,J,,, n=0(mod4)
J,J,5+23J,,, n=1(mod4)
iJ,J,,+21J,J,,, n=2(mod4)
-J,J,,—-23,3,,, n=3(mod4)

IC(n-1)|=

olarak elde edilir. (2.15) esitligi ve (2.20)’de elde edilen degerler kullanilarak
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‘Jn = ‘J4‘Jn73 +2‘J3‘Jn74

esitligi elde edilmis olur ki, (2.17)’deki esitlik k =4 igin ispatlanmis olur. (2.17) deki

diger adimlar da k iizerinden benzer bicimde gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanr.
Teorem 2.2’°nin ispatinda

G, = Gan7k+1 + BGk—lGn—k

n

seklinde verilen konvoliisyon 6zelliginde n tamsayisi yerine 2n, k tamsayisi yerine n

tamsayisinin yazilmasiyla bu esitlik

G2n = GnGn+l + BGn—lGn
= Gn (Gn+1 + BGn—l)

seklinde yazilabilir.
Ayrica Kalman ve Mena, (2003)

uef3 3

seklinde bir matris tanimlamislar ve

n+l

oldugunu gostermislerdir. Ardindan matrislerde ¢arpma isleminden faydalanarak yani

M*™ =M"M ™ esitligini kullanmislar ve M > matrisini

M 2n+1 :|: BGZn GZn+1}
BGZn+l GZn+2
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seklinde ve M "M ™ matrisini

M nM n+l _ BGn—l Gn BGn Gn+1
- BGn Gn+l BG n+1 G

_ |:BZGn—16n + BGnGnJrl BGn—len+l + GnGn+2:|

BanGn + BGn+IGn+l B(Bnc-:‘ml + Gn+lGn+2

bi¢ciminde elde edip iki matrisin esitligi kavramindan
GZn = Gn (Gn+1 + BGn—l)

esitligini elde etmislerdir.
Fakat biz G, genellestirilmis Fibonacci dizisinin sagladigi bu son esitligin ispatint yine

D(n) ticli bant matrisinin determinantini kullanarak yapalim.
Teorem 2.3 .G, dizisi i¢in

G2n = Gn (Gn+1 + BGn—l) (221)

esitligi gecerlidir (Kalman ve Mena, 2003).

Ispat: D(2n—1) matrisinin ilk (n—1) satir1 segildiginde, bu matrisin, determinanti
sifirdan farkli olan (n—1)x(n—1) tipinde n adet alt matrisi vardir. Fakat bu alt

matrislere karsilik gelen kofaktorlerden yalnizca iki tanesi sifirdan farklidir. Bu alt

matrislerin determinantlar1 ve bu alt matrislere karsilik gelen kofaktorler

—iG,, n=0 (mod4)
Gn’ nzl(m0d4)
ID([L,2,...,n-1],[1,2,...,n-1])| = iG , n=2(mod4)

-G,, n=3(mod4)
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-BG,,;, n=0(mod4)
IBG,;, n=1(mod4)
BG, ,, n=2(mod4)
IBG,,, n=3(mod4)

ID(IL,2,....,n-1],[1,2,....n=2,n])| =

G,. n=0(mod4)

O iG,,, n=1(mod4
D([1,2,...,n-1],[1,2,...,n-1]) = 1504 (mod 4)
-G, n=2(mod4)

- iGn+11 n= 3 (mOd 4)

iG,, n=0(mod4)

. -G , =1 d4
D(1,2,....,n-1],11,2,...,n=-2,n]) = _iGn :52$Zd4;

G,, n=3(mod4)
seklindedir. (1.1) Laplace agilim formiiliinden D(2n—1) matrisinin determinanti

-iG,(G,,, +BG, ;), n=0,2 (mod4)
iG,(G,., +BG,,), n=13(mod4) (2.22)

ID(2n-1)| ={
olarak bulunur. (2.1) ve (2.22)’den

GZn = Gn (G + BGn—l)

n+l

elde edilir.

G, genellestirilmis Fibonacci dizisinde A=B =1 secilmesiyle elde edilen Fibonacci

sayilar1 da bu 6zdesligi saglar.
Sonug¢ 2.7 Fibonacci say1 dizisi igin
I:2n = I:n (Fn+1 + l:n—l)

esitligi gecerlidir (Koshy, 2001).
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G, dizisinde A=2 ve B=1 alindiginda elde edilen Pell sayilari i¢in de bu 6zdeslik

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 2.8 Pell sayilari
I:)2n = I:>n (Pn+l + Pn—l) (223)

bi¢iminde verilen esitligi saglar (Horadam, 1971).

Ispat: B(2n—1) matrisinin ilk (n-1) satin secildiginde, B(2n-1) matrisi,
determinanti sifirdan farkli olan (n—1)x(n—1) tipinde n adet alt matrise sahiptir. Fakat

bu alt matrislere karsilik gelen kofaktorlerden yalnizca iki tanesi sifirdan farklidir. Yani,

—iP,, n=0 (mod4)
P’ =1 d4
B([1,2,....,n-1,[1,2,....,n-1])| = ipn :52 EEZM;

-P,, n=3(mod4)

-P_,, n=0(mod4)
iP.,, n=1(mod4)

BE.2,...n-1[L2,.n-2,n) ={ n=2 (mod 4)

iP.,, n=3(mod4)
ve bu alt matrislerin kofaktorleri
P., n=0(mod4)
0 iP,,;, n=1(mod4)
B([1,2,...,n-1],[1,2,...,n-1]) =
— P, n=2(mod4)
—iP..;, n=3(mod4)

iP., n=0 (mod4)
. _Pn' nzl(m0d4)
B([1,2,...,n-1],[1,2,...,n—2,n]) = ~iP, n=2(moda)

P, n=3(mod4)
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olur. (1.1) Laplace agilim formiilii kullanilarak B(2n —1) matrisinin determinanti

- IF)n (Pn+1 + Pn_1)1 n=0,2 (mOd 4)
iP, (P, +P_) n=13(mod4) (2.24)

B(2n-1)| = {
seklinde bulunur. (2.13) ve (2.24) kullanilarak

PZn = I:>n (P

n+1

+P.4)
elde edilir.

G, genellestirilmis Fibonacci sayilarinin bir 6zel hali olan Jacobsthal sayilari i¢in de

asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 2.9 (1.5) ile tanimlanan Jacobsthal sayilar

‘]2n = ‘]n(‘]n+1 +2Jn—l)

seklinde verilen esitligi saglar (Horadam, 1996).
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BOLUM 111
G_, OZDESLIGININ LAPLACE ACILIMI

Bu boliimde, bir 6nceki bolimde incelenen 6zdeslige benzer bir 6zdesligin negatif
indisli Fibonacci ve Pell sayilarinin bir genellemesi olan (1.8) ile verilen G_, dizisi i¢in
gecerli olup olmadigl incelenmis ve bu 6zdesligin ispati lizerinde durulmustur. Ayrica
bu 6zdeslik tiglii bant matrislerin permanentleri ve permanentler i¢in (1.2)’de verilen

Laplace a¢ilim formiilii kullanilarak ispatlanmistir.

G_, dizisi ile K(n) Uglii bant matrisi arasindaki iligki Teorem 3.1°de oldugu gibi

verilebilir.
Teorem 3.1
1, n=0 (mod4)
o -1, n=1(mod4)
" ]-1 n=2(mod4)
i, n=3(mod4)

olmak lizere

A1

1 A 1

K(n) = ~1 A
o1

-1 Al

ticlii bant matrisi ile G_, dizisi arasinda

per(K(n)) =cG_, (3.1)

bagintis1 vardir.
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Ispat: (3.1) ile verilen esitlik permanent hesabinda kullanilan daralma (contraction)

metodu yardimiyla ispat edilecektir.

n=1ise per(K@)=Ai=-iG_, dir.

n=2 ise K(2) matrisi

A1
MD:LAAJ

olup per(K(2))=-G_, tiir.

1<r<n-2i¢in K, K(n) matrisinin r. daralmasin1 géstermek tizere ve K(n) matrisi

1. siitun iizerinden daraltilabilir bir matris oldugundan bu matrisin ilk daralmasi

= G, -IG,
-1 Ai
K rf = -1
seklindedir.

1
Ai

-1 AP

K matrisi de ilk siitun iizerinden daraltilabilir oldugundan ikinci daralma

G, -G,
-1 A
K?= -1

1
Ai

-1 Al

seklinde elde edilir. Islemlere ayn1 sekilde devam edilirse 3<r <n—4icin, r. daralma,
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—1, r=0(mod4) 1, r=0(mod4)

3 -1, r=1(mod4) -1, r=1(mod4)

i, r=2(mod4) -1, r=2(mod4)

1, r=3(mod4) i, r=3(mod4)
olmak tizere

aG—(r+2) bG—(r+1)

-1 Ai 1
K= -1 Ai
o1
-1 Ai]

seklindedir. Boyle devam edilirse (n—3). daralma

aG ., bG .,
KM= -1 Ai 1
0 -1 A

olarak bulunur.

n—-3=0 (mod4) ise

- iG—(n—l) C-:'—(n—Z)
KM= -1 A1
0 ~1 Al

dir. Son elde edilen matris birinci siitunda sifirdan farkl iki eleman igerdiginden K,

matrisi

K n-2 _ AG—(n—l) - G—(n—z) - iG—(n—l) _ - G—n - iG—(n—l)
" -1 Al -1 Ai

olarak bulunur. Boylece,
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per(K(n)) = per(K; ™) =-AiG_, +iG_,
= i(_AG—n + G—(n—1))
= iG—(n+l)

seklinde elde edilir.
n—3=1(mod4) ise

- G—(n—l) - iG—(n—Z) 0
K= -1 Ai 1
0 -1 Ai

dir. K" matrisi 1. siitun iizerinden daraltilabilir bir matris oldugundan K=

anz _ - AiG7(n71) + iG—(n—Z) _G(-nl):| _ PGn _G(nl):|

-1 Al
seklinde bulunur. Boylece,

per(K(n)) = per(K,; ) =-AG_, +G
= G—(n+1)

seklinde elde edilir.

n—3=2 (mod4) ise

iG—(n—l) - G—(n—z)
KQ‘3 = -1 Ai 1
0 -1 Ai

tiir. Bu matrisi 1. siitun iizerinden daraltilabilir oldugundan K[~ matrisi
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K2 = —AG_, 1 +G , » iG—(n—l) _ G, iG—(n—l)
: -1 Ai -1 Al

bi¢giminde bulunur. Buradan,

perK(n) = perK? = AiG_, - iG_

= _IG—(n+l)

seklinde elde edilir.

n—3=3(mod4) ise

G*(ﬂfl) ic;*(n*2)
K =] -1 A1
0 ~1 A

tir. K" °matrisi 1. siitun {izerinden daraltilabilir bir matris oldugundan (n-—2).

daralma

anzz Ain(n—l)_iG—(n—Z) G—(n—l) _ —inn G—(n—l)
" -1 Ai -1 Ai

bi¢iminde bulunur. Boylece,

perK(n) = perK'? = AG_, -G_y

= _G—(n+1)
olarak elde edilir.

Teorem 3.2 (1.8) ile verilen G_, dizisi 1<k <n olmak iizere
an = G—k G—n+k—1 + G—k+le—n+k (3,2)
esitligini saglar.
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Ispat: (3.2) ile verilen esitlik, K(n) iigli bant matris dizisinin permanentleri
kullanilarak ispatlanacaktir. Permanent hesabinda ise permanentler igin (1.2) ile verilen

Laplace ac¢ilim formiilii kullanilacaktir.
k=1icin G, =1 ve G, =0 oldugundan ispat aciktir.

K(n—1) matrisinin birinci satirindaki sifirdan farkli elemanlarin bulundugu sirayla

birinci ve ikinci siitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin permanentleri

-G, n=0(mod4)

i iG_.,, n=1(mod4
per (K[1],[1]) = IG_"H : =2 Eﬂzd 4;

—-iG_,,, n=3(mod4)

iIG_,.,, n=0(mod4)

0 G.,., n=1(mod4)
per(K[L[2) =4 _. "

—-iG_,,,, n=2(mod4)

-G ,.,, N=3(mod4)

seklindedir. (1.2) ile verilen Laplace agilimindan K(n—1) matrisinin permanenti

-AG ,,+iG ,, n=0(mod4)
-AG ., +G .,,, n=1(mod4)

per(K(n-1)) =4 "™~ (3.3)
AG  ,—-IG ,,, n=2(mod4)

AG ,,-G ..,, n=3(mod4)

—-n+1
olur. (3.1) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak

G—n = _AG—n+1 + G—n+2

elde edilir. G, =1 ve G_, =—A’nin son esitlikte yerine yazilmasiyla

G_n = G_ZG—rH-l + G—lG—n+2
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elde edilir. Bu son esitlik (3.2) ile verilen 6zdesligin k =2 i¢in dogru oldugunu

gosterir.

K(n—1) matrisinin, ilk iki satir1 se¢ildiginde bu matrisin, permanentleri sifirdan farkli

olan 2x 2 tipinde ii¢ tane alt matrisi vardir ve bunlarin permanetleri

per(KJ1,2],[1,2]) = per[

per(K[1,2],[1,3]) = per{

per (K[L,2],[2,3]) = per[[ .
Al

seklindedir. ilk iki satir ve ilgili siitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin

permanentleri ise

per(ig[l,z],[l,z]): a2

—n+27

—n+2?

oer(K[L, 2, [L,3) =4

-n+3?

-n+3?

per (K[, 2],[2.3]) = 0

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n =3 (mod4)
n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n =3 (mod4)

olur. Permanentler igin verilen Laplace agilim metodu ile K(n-1) matrisinin

permanenti

ic;—sca—n+2 *‘i(372(37n+3’
G.,G_ ., +G,G .,

per(K(n=1) =4 .~

-iG ,G_,,, -GG , .,
- G—3G—n+2 -

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n=3 (mod4)

(3.4)
G_,G

-n+3?
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olarak elde edilir. (3.1) ve (3.4) esitlikleri kullanilarak

G, = Gfsefn+2 + szefms

elde edilir. Boylece (3.2) ile verilen 6zdesligin k = 3 i¢in dogrulugu ispatlanmis olur.

K(n—1) matrisinin permanenti, ilk {i¢ satir elemanlarini1 igeren alt matrislerin

permanentleri ile ilk ii¢ satir ve ilgili siitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin

permanentleri kullanilarak hesaplanabilir. K(n—1) matrisinin, permanenti sifirdan

farkli olan 3x 3 tipindeki alt matrisleri ve bunlarin permanentleri

Al 1
per(K[1,2,3],[1,2,3]) = per{|-1 A 1 ||=IiG,

|0 -1 A

A1 0
per(K[1,2,3],[1,2,4]) = per||-1 A 1||=-G,

0 -11

Ai 0 O
per(K[1,2,3],[1,3,4])=per||-1 1 O0||=-IG,,

0 A 1

1 0
per(K[1,2,3],[2,3,4]) =per||Ai 1 0||=G,

-1 A 1

seklindedir. Ilk ii¢ satir ve ilgili siitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin

permanentleri de

G .3 Nn=0(mod4)

0 —-iG_ .., n=1(mod4
per(K[1,2,3].[1,2,3]) =4 '@ (mod 4)
-G .5, n=2(mod4)

IG_ .5, n=3(mod4)
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—-iG_,,, n=0(mod4)

. ~G_,,,, Nn=1(mod4)

per(K[L,2,3],[1,2,4) = . " n =2 (mod4)
-n+4 -

G_.,, n=3(mod4)

per(K[1,2,3],[1,3,4]) = 0

oer(K[1,2,3],[2,3,4]) = 0

olur. (1.2)’de verilen Laplace ag¢ilim formiilii kullanilarak K(n-1) matrisinin

permanenti

iG_,G ,.;+iG,G ., n=0(mod4)
G,G ,.,+G.,G ,, n=1(mod4
per(K(n _1)) — ) -4~-n+3 - -3~ -n+4 ~ ( ) (35)
-iG_,G ,,-1G,G ,,,, n=2(mod4)
-GG, ;-GG n=3(mod4)

olur ki, (3.1) ve (3.5) kullanilarak

G,=G,G,.,+G.,G

-n —-n+4

elde edilir. Bu ise (3.2) ile verilen 6zdesligin k =4 igin dogru olmasi demektir.

(3.2)’deki diger adimlar k iizerinden benzer bigimde gosterilebilir.

Birinci boliimde Fibonacci sayilart n>2 ve F;=0 ve F =1 baslangi¢ sartlar1 olmak

luzere

Fn = Fn—l + Fn—Z

seklinde tanimlanmisti. (1.3) ile tanimlanan bu kural Fibonacci say1 dizisini geriye

genisletmek i¢in de kullanilabilir. Yani,

F,=F-F,,F,=F,—F, F,=F,—-F,,...
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seklinde yazilabilir. Buradan negatif indisli Fibonacci sayilarinin

n = I:—n+2 - I:—n+1 (36)
olarak ifade edilebilecegi de goriilmektedir (Kilig ve Tagci, 2010).

G_,’de ve K(n) matrisinde A=1 alinmasiyla elde edilen negatif indisli Fibonacci

sayilari ile Ti¢li bant E(n) matrisi arasinda asagidaki gibi bir baginti1 vardir.

Sonuc 3.1

E(n) = -1 i

seklinde tanimlanan nxn tipinde bir matris ve

1, n=0(mod4)

oo —1, n=1(mod4)
-1, n=2(mod4)

i, n=3(mod4)

olmak tizere
per (E(n)) = cF_.y (3.7)
dir.

Ispat: (3.7)’nin ispat1 yapilirken birinci béliimde verilen daralma (contraction) metodu

kullanilmistir.
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n=1igin per(EQ) =i =—iF_, dir.

i 1
n=2 ise E(2)={ 1 J olup per(E(2)) = -2 =—F , tiir.
1<r<n-2 i¢in E;, E(n) matrisinin r. daralmasi olsun. E(n) matrisinin birinci

siitununda sifirdan farkli sadece iki eleman oldugu ig¢in birinci siitun {izerinden

daraltilabilir bir matristir ve birinci daralmasi

-2 1
-1 i 1
E. = -1 i
ol
L _1 i_
seklindedir.

E* matrisi de ilk siitun {izerinden daraltilabilir oldugundan 2. daralma

biciminde elde edilir. islemlere bu sekilde devam edilirse, 3<r <n—4 icin r. daralma

—i, r=0(mod4)
-1, r=1(mod4)

1, r=3(mod4)

olmak tzere

. ve
I, r=2(mod4)

1

-1

r=0 (mod4)
r =1 (mod4)
r =2 (mod4)
r =3 (mod4)
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al:—(r+2) bl:—(r+1)
-1 i 1

seklinde elde edilir. Boylece (n—3). daralma

aF_ bFf(H)
Er=| -1 i1
0 -1 i

olarak hesaplanabilir.
n—3=0 (mod4) ise

- il:—(ﬂ—l) I:—(H—Z)
Ee=| -1 i1
0 ~1

dir ve bu daralma 1. siitun iizerinden tekrar daraltilabilir oldugundan E; matrisi

E n-2 _ |:F—(n—1) - I:—(n—2) - iI:—(n—l)} _ {_ I:—n - iF—(n—l):|
” -1 i i

seklinde elde edilir. Boylece,

per(E(n)) = per(E'*) =-iF_ + iF
= i(_an + I:—(n—l))
—iF

—(n+1)

bulunur.
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n—3=1(mod4) ise

- I:—(n—l) - iI:—(n—Z)
EM=| -1 i 1
0 -1 i

dir. Bu son matris 1. siitun {izerinden daraltilabilir oldugundan E* matrisi

En2 |~ iF—(n—l) + iF—(n—Z) - F—(n—l):| _ PF—n - F—(n—l):|
" -1 i i

seklinde elde edilir. Boylece,

n-2
per(E(n)) = perE;™ =-F,+F
= F—(n+1)

olur.

n—-3=2 (mod4) ise

iI:—(n—l) - F—(n—Z)
EQ‘3 = -1 i 1
0 -1 i

dir. E) *matrisi 1. siitun {izerinden daraltilabilirdir. Dolayistyla E] matrisi

anz _ _Ff(nfl)+|:—(n—2) iF—(n—l) _ an iF—(n—l)
" -1 i -1 i

bi¢iminde bulunur. Buradan,

52



per(E(n)) = perg;”*  =iF_ —iF_,

olur.

n—3=3(mod4) ise

I:*(nfl) iF*(H*Z)
Er=| -1 i1
0 ~1

dir. E"*matrisi 1. siitun {izerinden daraltilabilir oldugundan (n—2). daralma

anz _ iFf(nfl) - iI:—(n—Z) I:—(n—l) _ - iI:—n I:—(n—l)
" -1 i -1 i

olarak bulunur. Buradan,

per(E(n)) = perE;* =F_ —F .,

n

=—F

—(n+1)
bi¢iminde elde edilir.

Sonug 3.2 (3.6)’da verilen negatif indisli Fibonacci dizisi, 1<k <n olmak tizere

Fo=FF o+t FaFax (3.8)
seklinde verilen 6zdesligi saglar.

Ispat: (3.8) ile verilen 6zdeslik iiclii bant E(n) matrisinin permanenti kullanilarak

ispatlanabilir. Permanent hesabinda ise permanentler i¢in (1.2) ile verilen Laplace
acilim formiiliinden faydalanilmistir.

1<k <nigin (3.8) esitligi
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F.=F,F. . +FF, .

an = F72F7n+1 + F71F7n+2
Fo=FsF o+ F F
F.=F,F ;+F.;F. .,

F,=F F,+F

-n+1

Fo

formunda da ifade edilebilir. Buradaki her bir esitligin ispatinda permanentler icin

Laplace acilim formiilii kullanilacaktir.

1<k <n olmak iizere (3.8) 6zdesligi ispatlanirsa;

k=1i¢in F, =1ve F, =0 oldugundan ispat agiktir.

E(n—1) matrisinin birinci satirdaki sifirdan farkli elemanlarmin bulundugu satir ve

stitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin permanentleri

~F

-n+11

0 iF ,
per (L4l ={ ™"

—-n+1?

—iF

—n+11

iF

-n+2?

° F—n+2’
per (E[L1.[2) ={ .~

~F

—-n+21

-n+2?

seklindedir. (1.2) ile verilen Laplace agilmindan E(n—1) matrisinin permanenti

—iF

—-n+l

per(E(M-1)=1 .

F

-n+l

-n+l

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n =3 (mod4)

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n =3 (mod4)

+iF_,,,, n=0(mod4)
o I:—n+l + I:—n+2’ n=1 (mOd 4)
iIF_..,, n=2(mod4)

F ., n=3(mod4)

olarak hesaplanir. (3.7) ve (3.9) esitlikleri kullanilarak

I:—n = _F—n+1 + I:—n+2
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elde edilir. F, =1 ve F, =—1 son esitlikte yerine yazilirsa

F,=F,F, ,+F,F

-n —n+2

bulunur ki, bu da (3.8) ile verilen 6zdesligin k =2 i¢in dogru oldugunu gosterir.

(3.8) ile verilen 6zdesligin k = 3 i¢in dogrulugunu gostermek adina E(n—1) matrisinin
permanenti, ilk iki satir elemanlarini igeren alt matrisler ve ilk iki satir ve ilgili
siitunlarin  silinmesiyle elde edilen alt matrislerin permanentleri kullanilarak

hesaplanacaktir. E(n—1) matrisinin, permanenti sifirdan farkli olan, 2x2 tipinde ii¢

tane alt matrisi vardir ve bunlarin permanentleri

per(E[1,2],[1,2]) = per[_ i ?D:—F3

per(E[1,2],[1,3]) = per(_ ! 0D:—iF_2

10
per(E[L,2],[2,3]) = perq 1D =F,

dir. Ilk iki satir ve ilgili siitunlarm silinmesiyle elde edilen alt matrislerin permanentleri

ise

—iF_..,, n=0(mod4)
° ~F ..., n=1(mod4
per(E[L,2],[1,2]) =4 ._ ™ n=1(mod4)
iF_,.,, n=2(mod4)
Fo2, N=3(mod4)
—F .5, n=0(mod4)

er(E[1,2],[1,3]) = n+3
p ( [ ] [ ]) F7n+3’ n=2 (m0d4)
iF—n+31 n=3 (mOd 4)

per (E[1,2],[2,3]) = 0

seklindedir. (1.2) ile verilen Laplace agilimi yardimiyla E(n—1) matrisinin permanenti
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IF F ., +IF,F 5 n=0(mod4)

F.F.,+F,F.;, n=1(mod4)
er(E(n-1)) = 37 —n+2 27 -n+3
P ( ( )) - iF—S I:—n+2 - iF72 F,n+3; n=2 (mOd 4) (310)
- F—S I:—n+2 - F_z F_n+31 n=3 (mOd 4)

olarak elde edilir. (1.2) ve (3.10) esitlikleri kullanilarak

F,=F,F, ,+F,F

-n -3" - —n+3

elde edilir. Boylece (3.8) ile verilen 6zdesligin k = 3 i¢gin dogrulugu ispatlanmis olur.

Bir sonraki adimda (3.8) esitligi k =4 igin ispatlanmistir. E(n—1) matrisinin ilk g

satir1 alindiginda permanenti sifirdan farkli olan 3x 3 tipinde dort tane alt matrisi vardir

ve bunlarin permanentleri de

per(E[1,2,3],[1,2,3]) = per| | -1

per(E[1,2,3],[1,2,4]) = per|| -1

per(E[1,2,3],[1,3,4]) = per| | -1

per(E[1,2,3],[2,3,4]) = per|| i
-1

seklindedir. ik ii¢ satir ve ilgili

permanentleri ise

F—n+3’
s} _iF—n+3’

per(E[L,2,31.[L.2.3) =y
3y

iIF

-n+3?

1
i 1||=iF,
-1 I |
1 _
i =-F,
-1 1_
0
1 0f|=-iF,
i 1
0
1 0||=F,
11

stitunlarin silinmesiyle elde edilen alt matrislerin

n=0 (mod4)
n=1(mod4)
n=2 (mod4)
n=3 (mod4)
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—iF ,.,, n=0(mod4)

0 -F_.., n=1(mod4)
er(E[,2,3],[1,2,4)) =4 ™

per (EL L ) iF_.,, n=2(mod4)

F ..., n=3(mod4)

per(E[L,2,3].[1,3,4]) = 0

oer (E[L, 2,3],[2,3,4]) = 0

olur. (1.2)’de wverilen Laplace a¢ilim formiilii kullanilarak E(n—1) matrisinin

permanenti
iF ,F . ,+iF,F ., n=0(mod4)
F.,F . .;+F,F .., n=1(mod4)
per(E(n-1)) =4 -t (311)
- IF—A F—n+3 - 'F—s F—n+4’ n=2 (mOd 4)
-F,F ;s -F3F,, n=3(mod4)

bigiminde bulunur. (1.2) ve (3.11) kullanilarak
F,= F74 F—n+3 + Ffs F—n+4

-n

elde edilir ki, bu da (3.8) ile verilen 6zdesligin k =4 i¢in dogru oldugunu gosterir.

(3.8)’deki diger adimlar da k tizerinden benzer bi¢imde gosterilebilir.

N 2 2 icin Pell sayilar1 baslangic sartlar1 P, =0 ve P, =1 olmak iizere

P,=2P,+P,

seklindeki rekiirans bagintisi ile tanimlanir. Bu rekiirans bagintisi

P,==2R+PR, P, =-2P, +F, P, =-2P, +P,, ...

seklinde Pell sayilarini geriye genisletmek icin de kullanilabilir. Dolayisiyla negatif

indisli Pell sayilar
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I:)—n =-2 I:)—n+l + I:)—n+2 (312)
bagintis1 kullanilarak elde edilebilir.

K(n) matrisinde A =2 olarak alinmasiyla elde edilen matris H(n) olmak tizere H (n)

matrisi ile negatif indisli Pell sayilar1 i¢in asagidaki iki sonug verilmistir.

Sonug¢ 3.3 H(n), K(n) matrisinde A=2 olarak alinmasiyla elde edilen nxn tipinde

bir matris ve
1, n=0 (mod4)
oo —i, n=1(mod4)
"~ |-1, n=2(mod4)
i, n=3(mod4)

olmak tizere H(n) matrisi ile P, dizisi arasinda

per(H(n))=cP ., (3.13)

seklinde bir baginti vardir. (3.13) ile verilen esitlik daralma (contraction) metodu

kullanilarak ispat edilebilir.

Sonug 3.4 (3.12)’de verilen negatif indisli Pell dizisi 1<k <n olmak tizere

an = P—k P—n+k—1 + P—k+l P—n+k (3,14)

ile verilen 6zdesligi saglar.
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BOLUM IV
SONUCLAR

Bu calisma, bazi ii¢lii bant matrislerin determinantlar1 ve permanentleri ile 6zel say1
dizileri arasindaki iligskiyi vermektedir. Daha Once farkli metotlarla ispatlanan
Ozdeslikler, matrisler ve say1 dizileri arasindaki iliski kullanilarak ispatlanmistir.
Fibonacci, Pell ve Jacobsthal say1 dizilerinin bir genellestirmesi olan G,
genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in iki farkli 6zdeslik verilip bu 6zdesliklerin
dogrulugu daha Once yapilan ispatlardan farkli olarak {iglii bant matrislerin
determinantlar1 yardimiyla gosterilmigir. Bu matrislerin determinantlar1 hesaplanirken

de Laplace agilim formiili kullanilmistir. Ayrica G, genellestirilmis Fibonacci dizisi

i¢in yapilan 6zdesligin ispat1 literatiirde Fibonacci ve Pell dizileri i¢in olan ¢alismalarin
bir genellemesidir. G, dizisi i¢in saglanan bu o&zdesliklerin Fibonacci, Pell ve
Jacobsthal say1 dizileri igin de gegerli oldugu yine her bir say1 dizisi i¢in farkli tiglii bant
matrisler kullanilarak gosterilmistir. Ayrica negatif indisli Fibonacci ve Pell sayilarinin
bir genellestirmesi olan G_, dizisi i¢in bir 6zdeslik olusturulup, bu 6zdeslik de iiglii
bant matrislerin permanentleri kullanilarak ispatlanmistir. Negatif indisli Fibonacci ve
Pell sayilarinin da sagladigi bu 6zdeslik, negatif indisli Jacobsthal sayilarinin rasyonel
olmas1 nedeniyle bu dizi i¢in gegerli olmamaktadir. Bu nedenle sonraki donemlerde

negatif indisli Jacobsthal sayilarinin incelenmesi planlanmaktadir.
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