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FARKLI MALZEME ICEREN CUBUKLARIN
UNIFORM OLMAYAN BURULMASI

OZET

Bu calismada ana hedef birden fazla malzeme iceren cubuklarda burulma etkisi
altinda olusan yer degistirme ve kayma gerilmesi alanlarinin hesaplanmasidir. Coziim
icin Saint-Venant burulmasi esas alinarak sinir eleman yontemi kullanilmistir. Sinir
eleman yontemi bilindigi gibi karsithk teoremine dayanir. Bu teorem ayni cisim
icin mevcut iki problem arasinda yazilan tekil bir integral denklemdir. Birinci
problem tekil elastostatik hal olarak isimlendirilir ve sonsuz ortamda yapilan bir
yiliklemenin olusturdugu yer degistirme ve gerilme alanlar1 icerir. Bu sonsuz ortamin
malzeme sabitleri ki burada sadece kayma modiilii ortaya cikmaktadir ¢oziilecek
problemle aymdir. Ikinci elastostatik hal ise coziilecek probleme karsi gelir.
Burada oncelikle sonsuz ortamda x3 ekseni dogrultusunda, eksi sonsuz arti sonsuz
araliginda etkiyen ¢izgisel bir yiikiin olusturdugu gerilme ve sekil degistirme alanlari
bulunmustur. Karsithik teoremi yazilip integral denklem elde edildikten sonra yer
degistirmelerin Saint-Venant tarafindan tiniform olmayan burulmada verildigi gibi
oldugu varsayilmistir. Bu durumda integral denklemin tek bilinmeyeni burulma
fonksiyonu olmus olur. Integral denklemi c¢ozebilmek icin problemin simir1 dogru
parcalar1 halinde ayriklastirilir. Bu arada integral denklemin sinirda bir integral olarak
ortaya ¢iktigi da ayrica belirtilmelidir. Sinir eleman yonteminde hedef problemi
lineer bir denklem takiminin ¢oziimiine indirgemektir. Sinirdaki her dogru parcasi
bir dogrusal eleman olarak isimlendirilir ve bunlarin u¢ noktalarina nodal noktalar
adi verilir. Burada burulma fonksiyonunun her dogrusal eleman iizerinde, dogrusal
olarak degistigi kabul edilmistir. Dolayisi ile integral denklem dogrusal elemanlar
tizerindeki integrallerin toplami haline doniistiiriilebilir.  Her dogrusal elemanda
nodal noktalardaki burulma fonksiyonu degerleri belli integrallerin ¢arpani haline
gelir. Bu durumda bu integrallerin hesaplanmasi lineer cebrik denklem takiminin
bilinmeyenlerini olusturan burulma fonksiyonun nodal degerlerinin katsayilarinin
hesaplanmas1 demektir. Bu integraller genellikle sayisal olarak hesaplanabilir. Ancak
bu calismada bu integraller kapali olarak hesaplanmistir. Bir denklem elde edilirken
kesitte daha dogrusu kesit sinirinda bir nokta sonsuz ortamda elde edilen elastostatik
halin yiikleme noktasi olarak secilmistir. Bilinmeyen sayist ile ki bu nodal noktalardaki
burulma fonksiyonu degerlerinden olusur denklem sayisi aymi olmalidir. Dolayist
ile her nodal noktaya bir yiikleme yapildig1 varsayilmistir. Bir denklemde sorun
yiikkleme noktas: ile lizerinde hesap yapilan dogrusal elemandaki nodal noktalarin
birinin ¢akigmasi halinde ortaya c¢ikar. Bu sorunu ¢ozmek i¢in bir yiikleme halinde
o nodal noktay1 bolge disina ¢ikaran o nodal nokta merkezli ve € yarigapl bir daire
yay1 sinira eklenir. Bu durumda tekillik iceren integraller kapali olarak hesaplanip €
sifira gotiiriiliirse ylikleme noktasina komsu elemanlardaki tekillikler ortadan kalkar.
€ yaricapl daire yay: iizerinde burulma fonksiyonunun sabit oldugu varsayilmistir.
Dolayisi ile bu yay iizerindeki integral de o nodal noktadaki fonksiyonun katsayisina
eklenmelidir. Hesaplar1 kontrol etmek amaciyla ilk ¢oziilen problem tek malzemeli
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dikdortgen bir kesit olarak secilmisti. Bu problemin sonuclari analitik olarak
Muskhelishvili’nin kitabinda bulunabilir. Dikdortgen kesitte sinir iizerinde x| ve x;
eksenlerine gore simetrik olan noktalarda burulma fonksiyonunun isaret degistirerek
aymi kaldig1 gbz oniine alinir. Denklemlerin dortte birinden iki eksigi kullanilarak yeni
bir denklem takimi elde edilirse sinirdaki burulma fonksiyonu degerleri bulunabilir.
Bu arada simetri eksenleri iizerinde burulma fonksiyonu degerlerinin sifir oldugu da
g6z Oniine alinmigtir. Burulma fonksiyonu i¢in bulunan degerler kapali ¢oziimle
bulunan degerlerle tamamen aynidir. Hata oram1 milyonda birdir. Sonra yine
deneme amach dikdortgen kesitte bir yatay bir de diisey hattaki kayma gerilmeleri
hesaplanmigtir. Yine hata milyonda bir mertebesindedir. Ancak sinirda bilinmeyen
gerilme bilegenlerinin hesab1 miimkiin olmamaktadir. Bu sorunu halletmek i¢in sinirda
sifir olmayan gerilme bileseni olusturulmus ve hi¢ bir tekillikle karsilasiimadan bu
bilesen hesaplanmigtir. Hata yine milyonda bir mertebesindedir. Son olarak kesitin

......

Ikinci 6rnek problem olarak bir kenarinda x; eksenine gore simetrik iicgen bir centik
olan bir kesitte ayn1 hesaplar tekrarlanmustir.

Ugiincii problem farkli malzemeden yapilmis yanyana eklenmis iki dikdortgenden
olusan bir dikdortgen kesitin burulmasidir.  Aymi problem yine Muskhelishvili
tarafindan ¢oziilmiistiir. Ancak birinci ve ikinci 6rnek problemler elastisitenin gerilme
problemine kars1 gelirken, liciincii problem bir karisik sinir deger problemidir. Ortak
yiizeyde sinirdaki gerilme bilinmemektedir. Bu bilinmeyenin de dogrusal bir elemanda
yine dogrusal degistigi kabul edilmistir. Bu problemden elde edilen sonuclar yine
Muskhelishvili’nin sonuglar: ile tamamen cakismaktadir. Hata orani yer degistirme

ve gerilmelerde milyonda bir, burulma rijitliginde 1/10000°dir.

Dordiincii 6rnek problem iginde dort dairesel demir bulunan dikdortgen bir beton
kolondur. Problemde sadece beton kolonda incelenen bolge daha oncekilerden farkli
olarak ¢ok bagimli bir bolgedir. Sinir dikdortgenin dis sinirina ilave olarak dort delik
sinirindan olugsmaktadir. Delik yiizeylerinde ilave bilinmeyen olarak x3 dogrultusunda
bir kayma gerilmesi vardir. Ayrica her bir demir i¢in ayr1 bir cisimmis gibi inceleme
yapilmalidir. Problem x; ve x, eksenlerine gore simetriktir. Bu da gdz Oniine alinarak
cevre noktalarin dortte birinden iki eksigi ve bir delik cevresindeki noktalara yilikleme
yapilmis ve buna ilave olarak bir demirde demir ¢evresine yilikleme yapilarak yeterli
sayida denklem elde edilmistir. Bu arada simetri kosullarinin da kullanildigini tekrar
belirtelim.
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NONUNIFORM TORSION OF THE PRISMATICAL BARS
WITH DIFFERENT SHAPES OF CROSS SECTIONS

SUMMARY

The main goal of this work is to calculate displacement and stress fields arrising in
bars, including two different materials, under torsion. For solution boundary element
method is used with Saint-Venant torsion. It is known that reciprocal identity is the
starting point of boundary element method. This identitiy gives and integral equation
which is written between two different problems of the same body.

First problem is named as a singular elastostatic state and includes stress and
displacement fields due to a loading in an infinite medium. Material constants are
the same with the problem to be solved. Second elastosatic state corresponds to the
problem to be solved. Here at first the stress and displacement fields are built due to an
infinite line load in the direction of x3 axis in an infinite medium at the point y(y1,ys)
Here x(x1,x3,x3) denotes the position of any point in the medium and x;,x,,x3 are the
cartesian coordinates of the point x. This concept is used in the integral equation which
is obtained by reciprocal identity. Then the only unknown of the integral equation
becomes torsion function. The boundary of the problem is assumed as a collection of
line segments. Besides it must be emphasized that the integrals of the integral equation
are on the boundary of the problem. The aim of boundary element method is to reduce
the problem to the solution of a system of linear algebraic equations. Every linear
segment of the boundary is named as a linear element and the end points of these are
named as nodal points. Here it is accepted that the variation of torsion function is linear
on each linear element. By the way the integral equation can be transformed as the
summation of the integrals over linear elements. The values of the torsion function at
nodal points become the multipliers of certain integrals on each linear element. In this
case, the calculation of these integrals makes possible the calculation of the coefficients
of the system of linear algebraic equations whose unknowns are the values of torsion
function at nodal points. This integrals can be calculated numericaly. However in this
work, these have been calculated analytically. One of these linear algebraic equations
is obtained by selecting a nodal point as the loading point y in the elastostatic state
in the infinite medium. The number on the unknowns are equal to the number of
the nodal points and must be the same with the number of the equations. Therefore
it must be a loading at every nodal point. A trouble comes out if the loading point
of an equation coincides one of the nodal points of the linear element on which the
integrals calculated. Then the integrals involves singularities on linear elements on
which the loading point exists as an end point. To overcome this problem an circular
arc, centered at the loading point with radius € is added to the boundary so that the
loading point is outside the region. After this the integrals including singularities are
calculated analitically. And for € equal to zero the singularities coming out in adjacent
elements, eliminates each other. It is also assumed that the torsion function is constant
on the circular arc with radius €. Therefore the integral over this circular arc must be
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added to the coefficient of the value of the torsion function at this nodal point. First
sample problem is chosen as a simple rectengular cross-section to check the results.
The results of this problem can be found in Muskhelishvili’s book. It is accepted that
Saint-Venant torsion is valid. For the first sample problem it is considered that torsion
function stays same but changes sign at the nodal points being symmetric relative to x;
or x, axes. Besides the values of torsion function is zero on symmetry axes. Solving
remaining equations the values of torsion function are calculated. Results are the same
with analytical solution given by Mushkhelishvili. Relative error is millionth order.
By the way stress components can be calculated easily deriving the integral equation
mentioned above and using boundary values of the torsion function. If the loading
point is named as y(y1,y2), y1 and y, derivatives of torsion function must be calculated.
It is very easy since the integrals have been calculated analytically as functions of y;
and y,. Constructing these derivatives T3y and 7,3y shear stresses can be calculated
easily. But in these calculations y point is an inner point of the cross-section. Results
are compatible with Mushkelishvili’s and relative error has millionth order for this
stresses too. For torsion problems another important quantity is torsional rigidity of
the cross-section. This quantity is also calculated for rectangular cross-section but
relative error has 0.01 percent. After this another problem still remains unsolved
which is the calculation of the boundary values of the unknown stress component.
This component can not be calculated using 7j3y and 73y stress component and
the surface normal n since stress expressions involves strong singularities at point
y. This singularities can not be eliminated in stress expressions. But the expression
of unknown stress component which is equal —7j3ynoy + T23yn1y can be calculated
without any singularity in the case of boundary point y has only one tangent. It means
at a corner this stress component can not be calculated. It is clear because a corner point
has an infinite numbers of tangents and normals. But to eliminate these singularities is
not enough to calculate unknown stress component on the boundary. To overcome this
problem a new boundary will be defined. In this case, a new circular arc is added to the
boundary. Center and the radius are the same with the previous one. But these leaves
the point y as an inner point. Than the integrals over this circular arc is the multiplier
of torsion function at point y at the right side. But at the left side the multiplier of
torsion function becomes one. And there is one possibility for the right side since at
point y has just one tangent. And rearranging, the equation torsion function at nodal
point y takes place at left side only with multiplier 1/2 And the other terms at the
right side thus not involve this. Integrals at the right side must be derived with respect
to y; and y; before calculating integrals. Then the results have been compared with
Mushkelishvili’s for the same problem. The relative error has millionth order again for
the unknown stress component on the boundary.

Second sample problem is also a rectangular cross-section but includes a triangular
notch being symmetric relative to x; axis. In this problem only difference is that
half of the equations is used instead of a quarter. For this cross-section whole values
relating to torsion function and stresses are very near with those of the first problem for
the points far from the notch. But the stress components dramatically increase at the
points near the notch. Torsional rigidity of the cross-section is nearly the same with
full rectangular. Up to now, formulation is built for a cross-section having a simple
connected region. For these kind of regions there are no holes or cracks inside the
region. Besides first two problems involve just one material. The aim of this work was
to solve torsion problem for all kinds of cross-sections involving different materials

XX



also. For this purpose third sample problem is selected as a rectangular consisting of
two rectangular parts. This problem involves a symmetry axis which is x; and can
be thought as a mix-boundary value problem. It can be seen that this cross-section are
formed as a reunion of two rectangular cross-sections of two different materials. At the
common boundary a surface traction component come out as unknown in addition to
the torsion function which represent displacement component in the x3 direction. The
integral equation which is obtained for the first two problems for a simply connected
region is used both rectangulars having different materials separately. But each of them
has an addional integral on the common boundary. The variaton of surface traction
component in the x3 direction is also accepted as linear on each linear elements on this
common boundary. Let N1 and N2 be the number of the linear elements belonging
only either the first or the second rectangular respectively. And N3 will represent the
number of the linear elements on the common boundary. In that case the number of the
nodal points is N1 4+ N3 and N2 + N3 in the first and second rectangulars respectively.
It means that performing a loading on each nodal point for both rectangulars one can
have only N1+ N2 + N3 equations for whole system. This number is not enough.
In addition to this,the equality of the torsion function on common boundary for both
rectangulars is used. Another condition is that x3 component of the surface traction
vector on the common boundary are also the same but change sign for two rectangulars.
Using this the number of the equations becomes equal to the number of the unknowns.
Solving these equations the boundary values of torsion function at nodal points are
obtained on whole boundaries. Besides the nodal values of the surface traction vector
are also obtained on the common boundary. For the first two problems the torsion
function is free from the shear modulus . But in the third problem torsion function
is depended on the ratio of u;/u,. Here w;/u, represents shear modules of the first
and the second materials respectively. This problem is also solved analytically by
Mushkelishvili. Results are the same with those given by him. The relative error is
millionth order for stresses and displacements. But this error increases to 0.01 percent
in the calculation of the torsinal rigidity of the same problem. For whole problems
the variations of torsion function, shear stresses and unknown stress component on the
boundary versus x| or x; are given by curves in the text.

The last and fourth sample problem is a rectangular concrete column with rectangular
cross-section including four cylindrical steel bars placed symmetrically relative to x;
and x, axes. The problem is considered as two different problems. One of them
is a rectangular cross-section involving four equal and symmetrically placed circular
holes. And the second is a single circular cross-section. Of course these two problems
have different materials. The boundary conditions are used on the common boundary
and considering the symmetry conditions, the necessary equations are obtained. An
interesting point is that in a full rectangular the sign of the torsion function is the same
in a quarter while in this problem sign will change from minus to plus in the same
region. The reason of this is explained in the text. And variations of torsion function,
stress component, and the unknown component versus some coordinates is plotted in
the text.

xXxi
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1. GIRIS

Uniform olmayan burulma arastirmacilarin ve miihendislerin ilgisini en fazla ceken
konulardan biridir.  Degisik problemler degisik arastirmacilar tarafindan farkl
metodlar kullamilarak coziilmiistiir. Genellikle baglangic noktas: bu tip kesitlerin
burulmasi i¢in Saint-Venant formiilasyonudur. Basit sekilli kesitler i¢in burulma
problemi analitik olarak ¢oziilmiistiir ve bu ¢oziimler Muskhelishvili’nin [1] kitabinda
bulunabilir. Bu arada pek cok problem sayisal metodlarla da ¢oziilmiistiir. Ely
ve Zienkiewich [2] kompozit ¢ubuklar i¢in burulma problemini sonlu eleman
metodu ile ¢ozmiiglerdir. Jaswon ve Ponter [3] sinir integral metodunu burulma
problemi icin farkli kesitlere uygulamiglardir. Katsikadelis ve Sapountzakis [4] yine
kompozit silindirik ¢ubuklarda burulma problemini incelemiglerdir. Burada, burulma
problemi bir gerilme problemine indirgenmistir. Karsitlik teoremi bilinmeyenleri kesit
sinirindaki yer degistirme vektorii olan tekil bir integral denklem elde etmek igin
kullanilmigtir. Bu islemden sonra Saint-Venant formiilasyonu kullanilarak sinir1 basit
bagimli bir bolge olan bir kesitte bahsedilen integral denklemin bilinmeyeni sinirdaki
burulma fonksiyonunun sinir degerine indirgenmistir. Bu integral denklem lineer
cebrik bir denklem takimina indirgenerek ¢oziilecektir. Bu arada integral denklemde
karsilagilan tiim tekillikler elimine edilmigtir.  Sinirda burulma fonksiyonunun
degerleri hesaplandiktan sonra bolge i¢inde herhangi bir noktada gerilme bilesenleri
gerekli tiirevler alinarak rahatlikla hesaplanabilir. Bu islem sonucu ortaya hi¢ bir
tekillik ¢ikmaz. Ancak sinirdaki bilinmeyen gerilme bileseni hesaplanmak istenirse
daha once elde edilen formiilasyon kullamilamaz. Bu amagla smirda gerilme
hesaplarken ortaya ¢ikan kuvvetli tekillikleri yok etmek iizere yeni bir formiilasyon
gelistirilmigtir.  Sinir eleman metodunda dogrusal elemanlar kullanilmigtir. Sinirda
gerilme hesabinda kesit icinde sinira teget gerilme bileseni hesaplanmaktadir. Ancak

bu formiilasyonda birden fazla tegeti olan noktalarda bu hesap yapilamaz.



1.1 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci farkli kesit sekillerine sahip prizmatik ¢ubuklarin burulma
probleminin sinir eleman yontemi ile ¢oziilmesidir. Buradaki farkli kesitlerden kasit

sinir1 basit veya ¢ok bagimli bolge olan farkli malzemelerden olugmus kesitlerdir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Uniform olmayan burulma c¢ok fazla arastirmaci tarafindan uzun zamandan beri
incelenmis ve hala incelenmeye devam etmektedir. Kesiti donel simetrik olmayan
cubuklarin burulmas: ilk olarak Saint Venant tarafindan incelenmistir. Bundan sonra
bu konuda yaygin ¢alismalar yapilmis ve cogunlugu Saint Venant’in ortaya koydugu
formiilasyonun ¢6ziimii ile ugragsmiglardir. Bu ¢aligmalar teorik, sayisal veya hem
teorik hem sayisal olan calismalar olarak gruplanabilir. Ornek olarak iki farkli
malzeme kullanilarak olusturulmus bir ¢ubukta burulma problemi iki dikdortgenin

birlesiminden olusan kesitte Muskhelishvili [1] tarafindan analitik olarak ¢oziilmiistiir.

J.T. Katsikadelis ve E.J. Sapountzakis [4], kompozit silindirik ¢ubuklarin herhangi
bir kesitinde Saint-Venant burulma probleminin sinir elemanlar yontemiyle ¢oziimiinii
yapmisglardir. Problemin ¢6ziimiinde 6ncelikle bir burulma fonksiyonu tanimlanmustir.
Kompozit cubuk icleri farkli malzeme ile doldurulmus, delikler olan dairesel bir
matristen olugsmaktadir. Burulma fonksiyonu Neumann tipi sinir deger problemini
gerilme bilesenleri de bulunmugtur. Konu ile ilgili olarak birka¢ degisik Ornek
¢cOziilmiis ve bulunan sonuclar analitik ya da diger sayisal sonuglardan elde edilen
degerlerle karsilastirllmistir. Deliksiz homojen bir kesitteki durum ise, 6zel bir hal
olarak elde edilmistir. Sinir eleman metodu ile yapilan ¢oziimde ayrintili bir hata

analizi de yapilmustir.

Ayni problem bagka bir metotla John R. Booker ve Sritawat Kitipornchai [5] tarafindan
tekrar ¢oziilmiis ve bu calismada kompozit malzemenin efektif kayma modiili de
hesaplanmigtir. Sonra ayn1 problem yine sinir eleman yontemi ile ancak Saint-Venant
burulmasina esas alarak ve ilave olarak carpilmadan olusan, normal gerilmelerde

kullanilarak hesaplanmustir.



Farkli bir yaklasim N.S. Trahair [6] tarafindan Onerilmistir.  Burada burulma
momentinin birim donme acisinin kendisinin yaninda ikinci tiirevi ve kiibiiniinde bir
fonksiyonu oldugu ifade edilmektedir. Bu durumda ortaya carpilma kesit sabiti ve
nonlineerligi tanimlayan Wagner sabiti ¢ikmaktadir. Formiilasyondan sonra ¢oziim

sonlu eleman yontemiyle yapilmugtir.

Benzer bir calisma E.J. Sapountzakis [7] tarafindan yapilmistir. Burada da ilave
moment g6z dniine alinmugstir. Ornek problem olarak simetrik iki dairesel delikli eliptik
bir kesit ele alinmistir ve dairesel deliklerde ayn1 malzemenin oldugu kabul edilmistir.
Ayrica beton dikdortgen kesitte c¢elik bir I profilinin yerlestirilmesi durumundaki

kompozit kesit incelenmistir.

Ely ve Zienkiewicz [2], Muskhelishvili’nin ¢6zdiigii problemi sonlu elemanlar
metodunu kullanarak ¢6zmiiglerdir. Hermann [8] benzer dogrultuda caligmugtir.
Jaswan ve Ponter [3] eliptik matriste eliptik delik problemini sinir integral metodu ile
cozmiislerdir. Ayrica bu ¢alismada kare matriste kare delik problemini de sinir integral
metodu ile ¢ozmiistiir. Chou ve Mohr [9] sinir eleman metodu ile Muskhelishvili’nin
problemini ve kare kesitli bir saftin i¢inde gomiilii kare kesitli farkli malzemeden
bir saft bulunmasi problemini incelemislerdir. Ayni ¢oziimii dairesel saftin etrafinda
bulunan dairesel saft problemine de uygulamislardir. Ahmadi ve Chou [10] kompleks
sinir eleman yontemini kompozit saftlarin burulma problemlerine uygulamiglardir.

Burada izlenen yol, sinir integral yonteminin bir Cauchy integraline ¢evrilmesidir.

1.3 Hipotez

Integral denklem coziiliirken sabit bir nokta goz oniine alinmaktadir ve bu sabit nokta
sinira bir daire yay1 eklenerek bolge disina alinmistir. Bu daire yayi iizerinde burulma
fonksiyonunun sabit oldugu kabul edilmistir. Sinir elemanlar iizerindeki integraller
kapali olarak hesaplanmis ve gerilme hesab1 yapilirken burulma fonksiyonunun
carpani olan integrallerin sonuglari tiiretilmistir. Ancak burulma fonksiyonunu ¢arpan
olarak icermeyen integral tiiretildikten sonra integre edilmelidir. Bu da bu fonksiyonun

integralinin ¢cok degerli olmasindan kaynaklanmaktadir.






2. FORMULASYON

2.1 Temel Denklemler

Lineer, homojen, elastik, siirekli bir ortamda lineer elastisitenin genel denklemleri yer

degistirme vektorii # ve gerilme tansoril T kartezyen koordinatlarda

u—ue;+ue)+uze; 2.1)
11 T12 T3

T=| To1 T2 T3
731 132 133

seklinde yazilirlar. Burada e, e), e3 kartezyen koordinatlarda baz vektorlerini

gostermektedirler. Denge denklemleri ve gerilme sekil degistirme bagintilari ise;

T 0T 0T
ot otz

8x1 3)62 aX3 0

a’Elz 8122 81'23 .

8)61 + 3x2 + aX3 =0 (2.2)
113 N 123 n 0T33 _ 0

dx;  dxp  dx3

A=

8u1 + 8u2 + 8u3
ox;  dxy  Idx3

THZAA-I-Z,LL%, TQZZAA-I-Z‘LL% T33:AA+2[J%
dx| 0x2 dx3
8u2 8u3 aug % 8u1 8u2

T23:“(&_)c3+8_x2)’ T31=.U(a—xS+ ), T12=I~t(a—xz+a—xl) (2.3)

aX3

seklinde ifade edilebilirler. Burada A ve u Lame sabitlerini gostermektedirler. xjp,

X2, x3 ortamda herhangi bir noktanin kartezyen koordinatlarini gosterirler. Kiitle

kuvvetleri ihmal edilmektedir.



Mg
Sekil 2.1 : Burulma etkisi altinda prizmatik ¢ubuk.

2.2 Burulma Etkisi Altinda Kesiti Basit Bagimh Prizmatik Cubuk

Bu problemin analitik formiilasyonu Muskhelishvili tarafindan yapilmisti.  Bu

formiilasyon icin ilk kabul diizlem kesit diizlem kalir seklindedir. Bu kabul,
Uy = —Wx3xy, up = wx3xy;, uz=~0 2.4

sonucunu verir. Burada ® sabit kabul edilen birim donme acisidir ve bu kabul daire

kesitlerde uygulanabilir. Daire disindaki kesitlerde,
Uy = —Wx3xpy, Uy = WX3xXy, U3 = a)(p(xl,xz) (2.5)

kabulii yapilacaktir. Burada ¢ burulma fonksiyonu olarak isimlendirilmektedir.

Sifirdan farkli gerilmeler, (2.3) formiilleri kullanilarak,

9

Tys — uco(&—;i +x1) (2.6)
0

Ty = uw(—a;’i —x) 2.7)

olarak bulunurlar. Bu ifadeler, (2.2) denklemlerine yerlestirilirse,

29 9*
no(52 4+ 28

denklemi bulunacaktir. Bu sonu¢ ¢’nin harmonik bir fonksiyon oldugunu gosterir.

Sekil 2.1°deki ¢ubukta yan ylizeylerde yilizey normali n’nin sadece 1 ve 2 bilesenleri

vardir ve yan yiizde gerilme yoktur. Alt ve iist yiizlerdeki gerilmelerin bileskeleri ise
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sadece burulma momentidir. Yani kuvvet tipi bir bileske olamaz. Bu yazilirsa kesit

lizerinde
/ T1 3dS =0
S
/ Tz3dS =0
S
bulunur. Bu gerilmelerin bilegkesi olan kuvvetlerin sifir olmas1 demektir.
denklemi,
ot d
ox;  dx»

seklinde teke indirgenmisti. Momentin degeri ise;

Mp = /S(T32x1 — T31x2)dS

seklinde hesaplanacaktir. (2.6) ve (2.7) ifadeleri (2.12)’de kullanilarak,

o o

Mp = 243+ =——x — =——x3]d
B ua)/S[(x1+x2)+ax2x1 8x1x2] S
sonucu bulunur.
Mp = wD
yazilirsa ki burada D burulma rijitligidir;
dp ¢

_ 2, 2,,9¢0  Jp
D—H/S[(x1+x2)+ axle axlxz]ds

2.9

(2.10)

Denge

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.149)

(2.15)

seklinde kesite bagli olarak D bulunur. (2.14) formiilii momentin ® ile dogru orantili

oldugunu gosterir.

2.3 Smir Eleman Formiilasyonu I¢in Gerekli Tekil Coziim

Galerkin yer degistirme vektoriiniin bir F vektorii ve bir ¢ sabitine bagh olarak,

asagidaki gibi yazilabilecegini soylemistir.
2uu = cV*F —V(VF)
Denge denklemleri elastostatik halde;

Divt+pf =0
7

(2.16)

(2.17)



seklinde yazilir. Burada T gerilme tansoriinii, f ise birim kiitleye gelen kiitle kuvvetini

gostermektedir. Biinye denklemi ise,
Tij = A«Sijgkk + 2#8,']' (2.18)

seklindeydi. €& birim sekil degistirme tansoriidiir ve kartezyen koordinatlarda
bilesenleri,

1.0 uj; du j
&= (=) (— + =1,2,3 2.19
1 <2)(8X1+8X,)’ (l Pl ) ( )
seklinde tanimlanir. Burada toplama uylagimi gecerlidir ve x; herhangi bir kartezyen
koordinatt gosterir. (i = 1,2,3) (2.19) denklemi (2.18)’e yerlestirilirse,
8uk 0 u; du j
]a_xk +“(8xj + 8xl- )

Tij = 7L5, (220)

elde edilip bu da (2.17) denklemine yerlestirilirse,

8fc,~j . .
8_xj+p.fl_07 (l_1>273)

2 2 2
8uk &ui 8uj

A’ 8xk8xi + lJ(&x,-axj + 8x_,~8x,~

)+pfi=0 (2.21)

bulunur.

= (V2u); (2.22)

ifadeleri animsanirsa, (2.21) ifadesi vektor formunda,
(A+u)VV.u+uViu+pf=0 (2.23)
formunu alir. (2.16) ifadesi (2.23)’e yerlestirilirse,
(4 L)YV V2F — V(V.F)~—] + uV2(=V2F — V(VF)-=) 4 pf = 0 (2.24)
2u 2u 2u 2u
bulunur. Bu arada Lame sabitlerinin E elastisite modiilii ve v poisson orani cinsinden
ifade edildigi animsanarak

_u2v
A= v (2.25)
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seklinde A, u ve v cinsinden yazilabilir. (2.25) ifadesi (2.24)’de kullanilirsa

1—v 1—v
VV.(V3F) —
1—-2v ( )

1-2v

c VV.(V.(V.F))

+cVAF —V2(V(V.F))+2pf =0

bulunur. (2.26)’daki terimlerin i bilesenleri yazilirsa,

[V2(VV.F)|; = %;Xk[(vv.lr)i] = %%
VV.(VF)i = aix,(aixk Bijgfc,) B 8xk8812§;13xi
(VV-(VV.F))i = %(aixk ai,zilcﬁ - axlai:gckaxi
VP = G

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

bulunur. (2.26) denklemi i bileseni icin, (2.27), (2.28), (2.29) ve (2.30) kullanilarak

tekrar yazilirsa,

1 0*F;

J— J— —_— 4 : [ p—
1—2v(c 1 1+2v)8xk8x18x18xi+c(vF>l+2pf’ 0

c=2(1-v)
secilirse,

2(1-V)V*F = -2pf

V4F:_ pf
l—-v

bulunur. (2.33) denklemini saglayan herhangi bir F ¢oziimdiir ve (2.16)’dan
1 ’ 1
u=—(1-v)V°’F—_—V(V.F)
u 2u
seklinde yer degistirme alan1 bulunur.

u=Vo+VAy

9

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



seklinde bir ¢coziim de onerilebilir. Bunu (2.23) denkleminde yerine konursa ve V> =

VV.—V AVA oldugu da animsanirsa

(A+2u)VV. (Vo) —uVAVAVAY=—pf (2.36)
2,2(1-v) __pf
VIG5, )Ve+VAY =— ” (2.37)

bulunacaktir. Papkovich-Neuber potansiyelleri ise ¢y skaleri ve @ vektoriinden olugur

ve ikincisi

2(1—-v
o= l(_zv)V(p—i—V/\l[I (2.38)
seklinde tanimlanir. Sonugta ¢
Vi = _pf (2.39)

il

denklemini saglar. (2.38)’in diverjansi alinirsa,

2(1—v)Vz

V.¢p = 2.40
=", (2.40)
bulunur.
4(1—v)
= 241
oy $=%+re (2.41)
seklinde bir bagint1 yazilabilir. Burada r konum vektoriidiir.
Vi(r¢)=2V.¢ +rv’¢ (2.42)
esitligi (2.39), (2.40) ve (2.41) kullanilirsa,
4(1—
U=Y) 920 — V2 1+ V2(rg) (2.43)
1-2v
VZigy=—rvi¢ = r% (2.44)

(2.39) ve (2.44) denklemleri Papkovich-Neuber potansiyellerini ¢cozmeyi saglar.

2(1—v)V

VAYy=¢— 2.45
y=90-"—5 (2.45)
olarak tanimlanip ¢’nin (2.40)’daki ifadesi kullanilirsa,
1
VAY=9-5V(g+re) (2.46)
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(2.43) ve (2.46), (2.34)’de kullanilirsa,

1-2v
4(1—-v)

Vo = (Vo +V(re))

bulunur. (2.47), (2.45)’de kullanilarak Vy hesaplanip bu (2.35)’de kullanilirsa,

1

ST

V(go+re))

olarak yer degistirme bulunur.

2.4 Kiitle Kuvveti

pfi = 5(x_y>ei (l: 17273)

olarak tanimlansin. Burada J Dirac deltasidir ve

fly) ev) | _
o ey } - [ 8- seav,

ozelligini saglar. Buna kars1 gelen @' potansiyeli
24i 1
V2= ——5(x—y)e;
u
denklemini saglar. ¢ ise

- 1
VA0 = r-3(x e,

1
—HS(x—y)e,- = VW

olarak tanimlanabilir. Burada;

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)



1 S(x—y)(xi—yi)

Woi = lim — =0
0= 4 lx—y|
¢ =0 (2.55)
Bu yiike kars1 gelen yer degistirmeler (2.48)’den
; 1 1 1
'=e; — V(re; 2.56
v udnr  4(1—p) (rei u47rr) (2.56)
: 1 Si (o — yi) (xk — i)
i K34 L 2.57
" 167r,u(1—v)[ r ( v+ r3 ] (2.57)

u}c sonsuz ortamda bir y noktasina e; baz vektorii dogrultusunda birim tekil yiik
uygulandiginda x noktasinda meydana gelen yer degistirmenin k bilesenidir. Bu

yiiklemeye kars1 gelen, T/ gerilme tansoriiniin bilesenleri ise

L=—(=—t+—=—= 2.
£J 2(&xk+8xj) ( 58)
seklinde asagidaki gibi hesaplanir.
dutj 1 Xj—Yj Xk — Yk Xi — i
ox; ~16un(l—v) [0 r3 (3—4v)—0y r3 O r3
3(xi —yi) (o — =Y
oy _ L 5 k3 _gy) 45,00y 5, N
dx;  loun(l—v) Vo3 k)3 *3
3(xi —yi)(xx — Xi—Yy;
i 1 Xi—Yi (1—2\/) . . (1—2\’) 3
Ty L - B R A = B Y
L3 —yi)(xkr; Vi) (x; —yj')] 2.61)
; 1 [—2(1 —2v) (xi — y,)] —1 (1=2v) (x;—yi) (2.62)



; 1 (1-2v) (1-2v)
T = g1 ) ORI T kb )

_(1=2v)

5 O — i) — 2o n) e 2e) s yj)]

)

(2.63)

Diizlem problemlerde potansiyeller ve diger biiyiikliikler F' ii¢ boyutlu hali, F iki

boyutlu hali temsil etmek iizere,
— oo ;
F (x1,%2,)1,)2) =/ F'(x1,%2,%3,y1,2,y3)dy3 (2.64)

—o0

seklinde hesaplanacaklardir. (2.54)’de ¢i bulunmustu. (2.64)’de ¢i kullanilirsa

~dy; (2.65)

4.‘”7"/)’ =—o0 \/p2+ (x3 —y3)?

integrali bulunur. Burada,

p =1/l —3)2+ (2~ y2)? (2.66)

olarak tamimlanmaktadir. Ancak (2.65) integralini hesaplamak yerine, $i’nin p’ya

gore kismi tiirevini hesaplamak, daha uygun olacaktir. Bu yapilirsa,

i

o . oo - .
A / P = 2.67)
ap 4um J oo VP2 (x5 —y3)2 4um

bulunur. Buradaki integral

+oo p
- <dys (2.68)
VP2 (x3—y3)?
—+oo
- / dy+ / dys (2.69)
\/P2+ (x5 —y3)? 3 \/p2-|— (x3 —y3)2
seklinde ikiye ayrilabilir.
Z=X3—Y3 (2.70)
seklinde bir degisken doniisiimii yapilirsa
1= / —dz) +/ (—dz) (2.71)
VPt 2 2 VP2 2
integralleri bulunur. 1. integralin sinirlar1 degistirilirse ikinci integralde ise z = —z
yazilirsa
I = 2 ————(d?) (2.72)

2+z
13



elde edilir. Bu integralde de,
z=psinho 2.73)

doniistimii yapilirsa,

J= / P / ppeoshader 1 o= — = (274
2+z

p3cosh3 P p\/p2+ 22

2
/ 2+z (dz) 5 (2.75)

seklinde 7 integrali hesaplanir. (2.75), (2.67)’de kullanilirsa,

26 ;12 11
a_¢ T N (2.76)
p 4ump 2ump
Bu ifade p’ya gore integre edilirse,
i |
¢ =—e'(5——Inp+A) (2.77)

2ur

olarak diizlem hale ait Papkovich-Neuber potansiyeli bulunur. ¢ skaler potansiyeli
ic boyutlu halde de yani nokta yiik halinde sifirdi. Dolayis1 ile diizlem halde yer

degistirme vektorii @' (2.48) kullanilarak,

i i 1 —i
- 1

_ _ _ (=) (e — ) . .
U= Bap(i vy G T 4V)oulnp |+ By (ki=12) (278)

p2

seklinde elde edilir. B;; ortamda ilave rijit bir yer degistirme yoksa sifir alinacaktir.

(2.78) diizlem sekil degistirmede bir y(y;,y) noktasina etkiyen

f=8x—y)=08xi—y)(x2—ye; (i=1,2) (2.79)

yiikiinden dolay1 x(xj,x,) noktasindaki yer degistirme alamdir. Diizlem halde gerilme

tansori

vl = AA 8 + 208y (2.80)

—i 1 aﬁjl aﬁki

&G = —(——— -

Jk 2( 8xk + 8x,~
14
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—i -
2y =

5 5ijip_zyl 14 (xi — i) (% ;4)’k) (xj —¥j) ] (2.82)
A= —ma - 2u)x"p_2y " (2.83)
Tk _47w(11 —V) (1=2v)5 'XkP_zyk
+84 _2yj —(1- 2")5ka1 zyi
+2(xi — i) (o — yi) (% —)’j)] (2.84)

p*
seklinde hesaplanirlar. Ug boyutlu halde sonsuz ortamda bir y(y1,y2,y3) noktasina
fi=8x—y)e (x € V) kiitle kuvveti yiiklendiginde V icinde bir x(xi,x2,x3)

noktasinda meydana gelen u(x,y) yer degistirmesinin k bileseni,

1 (3—4v)&y  (xi—yi)(xx —yk)
167ru(l—v)[ r k+ r3k k]

u (x,y) = (2.85)

r= \/(x,'—yi)(xi_yi) (i,k=1,2)

seklinde bulunmustu. Diizlem hal icin gerekli tekil ¢oziimleri bulmak icin, f’nin y3

ekseni iizerinde her noktaya etkidigi varsayilacaktir. Bu durumda

. oo
i (x,y) = / ug (x,y)dy3 (2.86)

—o0

integralleri tekrar hesaplanirsa, iki tip integral ortaya ¢ikar. Birinci integral;

oo |
I = / ~dyy = —2Inp +Cy (2.87)

—o0

seklinde daha 6nce hesaplanmisti. Ancak ikinci integral;

oo .y _
12:/ (i y’)rgx" Ways ik =1,2,3) (2.88)

1 ve k’min farkli degerleri i¢in farkli sonug verir. i,k = 1,2 ise,

oo 1
b = (xi — i) (%% — Yk) / Y )23dy3 (2.89)
3—)3

15




seklini alir.

~+o0
= Ly (2.90)
— P2+ (13— y3)?

ifadesinde
X3—y3 =z (2.91)

doniisiimii yapilirsa

o0 1 0 1 o0 1
J=/ —3dz=/ —3dz+/ ———zdz=
— oo /p2_|_z2 —oo P2+Z2 0 /p2+z2

0 1 oo 1 Foo 1 2
A Y =

bulunur. (2.92), (2.89)’de kullanilirsa,

oo 1
b= (=) (=) [ s
— /P (x3—y3)?
2(x; — yi) (o — .
_ A y;g" W oik=1.2 (2.93)

p* = \/(xl —y1)? 4 (02 —y2)?

1 veya k’nin 3 olmasi halinde

e X3—y3
L= (xi—yi)/ > 7dy3
= /P2 +(x3—y3)2

o g
L = (x; —yi)/ ————dy3
oo /p2 + ZZ
0 z +oo -
)l | =yt [ dn] =0 (2.94)

i ve k’nin 3 olmasi hali

o0 x _—
L= / 3 ys) . dy
VP

2+ (x3—y3)?

+oo +(x3 — +oo 2
_/ p : y3) 3dy3_/ P 3dy3
VP2 + (63— y3)? /PPt (3 —3)?
16



2

+oo 1 oo
/ dy3_/ P 3d)’3
Vp? VP2 +

P+ x3—y3 x3_)’3
= 2Inp+Cy—2
i 1 B 3 2(xi — yi) (%% — Yi)
"= Tomp(1—vy I 2MmP TG =4v)du+ p> |
i 1 i iy =),
W= e ) 17k (i veva k=3)
u, =——————— g
X T6mp(1—v) , 0 , (I veya
ﬁ3—;[—(3—4v)21n —2Inp]
37T 16mu(l—v) P P
ﬁ3—;[—ln 4(1—v)]
37 8ru(l—v) P

seklinde bulunur. Gerilme tansoriiniin bilesenleri ise,

Th=0 Thy=0 7)) = 27r(11— v [—vxlp_zyll
=0 Th=0 7%= 27[(11_ y [_vxzp—zyzl
=G =0 S 3G+ 5 -0
=35+ 5 Sy 40
£, = 5(2(;_);) =0 &3= 2( 3x3) 0
_?3__$)% =0 Th= %xzp_zyz T3 =0

seklinde hesaplanir.
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Sekil 2.2 : 2c uzunlugunda kesiti sabit burulma ¢ubugu.

2.5 Karsithk Teoremi

Hacmi V, yiizeyi S olan ve lineer elastik homojen bir malzeme ile dolu bir B bolgesinde
coziilmek istenen bir elastisite probleminin yer degistirme alant # ve gerilme alam 7,
kiitle kuvveti ise f ile gosterilirse bunlar elastisitenin temel denklemlerini ve ayrica o
problemin sinir kosullarini saglarlar. Bu iiclitye bir elastostatik hal ad1 verilebilir. Ayni
bolge icin malzeme de ayni kalmak iizere u*, T, f* ligliisii ise bagka bir probleme kars1
gelsin. Bu problemler gerilme, yer degistirme veya karisik sinir deger problemleri

olabilirler. Bu iki elastostatik hal arasinda karsitlik teoremi

/ tudS+ / furdv = / £ udS+ / £ .udv (2.100)
S \% S \%

seklinde yazilir. Burada n’nin § yiizeyinin dig normalini gosterdigi animsanarak yiizey

gerilme vektorleri ¢ ve t*
t=1tn t'=17°n (2.101)

seklinde tanimlanmaktadirlar.

2.6 Smir Eleman Yontemi ile Burulma Problemlerinin Coziimii Icin Karsithk

Teoreminin Kullanilmasi

Problemde 2c¢ uzunlugunda kesiti sabit bir burulma cubugu ele alinmaktadir. (Sekil
2.2) S; ve §3 yiizleri ayn1 alana ve aym geometriye sahiptirler. S; yan yiizeyi
gerilmesizdir. S, ve S3 yiizeylerinde ise 73 ve Tp3 kayma gerilmeleri bulunur. Bu

kayma gerilmeleri ayni bir x1,x, degeri icin biitiin kesitlerde aynidir. Simdi herhangi

18



bir (y1,y2,y3) noktasina

f =06(x1—y1)8(x2—y2)e3 (2.102)

cizgisel kiitle kuvveti uygulansin. Bu yiikten dolay1 yer degistirme vektorii bir
x(x1,x2,x3) noktasinda @>(x,y) ve gerilme tansorii aym noktada T°(x,y) olsun.
Cubukta ise u yer degistirme vektorii ve T gerilme tansorii olugsun. Bu iki durum

arasinda kargitlik teoremi,
/ ¢ dS+ / RV = / £ uds+ / 7 uav (2.103)
S 14 S 14
seklinde yazilir. V ¢ubugun hacmi, S toplam yiizeydir. Coziilecek problemde
f=0 (2.104)

alindigindan (2.103)’deki ikinci integral sifirdir. Sonuncu integral ise

/Vj_fz.udv

“+c
= dx3 ’ O(x1 —y1)8(x2 —y2)uz(x1,x2)dx1dx;
2

x3=—c
= u3(y1,y2)2c (2.105)
seklinde hesaplanarak (2.103) integrali
w3 (y1,y2)2¢ = /S tadS — /S .uds (2.106)
seklini alir. Burada S biitiin cubugun yiizeyidir ve
S=851+85+S53 (2.107)
olarak parcgalanabilir. Dolayisiyla (2.106) integrali

u3(y1,y2)2c:/t.ﬁ3ds+ twdS+ | twdsS
Sl S2 S3

_ / Puds— [ Puds— [ P.uds (2.108)
S SH S3

seklini alir. (2.108)’deki birinci integral S1 yan yiizeyi gerilmesiz oldugundan sifirdir.

2. ve 3. integraller icin @ ve ¢ hesaplanirsa
0
n(Sz) = 0
1

19



n(S3) = 0
—1
u%(Sz) 0
E3(52) = ﬁ%(Sz) = ' 0
3(S2) 2|~ 0P
0
w(S3) = 0
s~ 1np]
0 0 T13 ] 0 i [ T13
t(Sz) = 0 0 ™3 0] =1 m3
TiI3 T3 O ] 1 ] | 0
0 0 T13 [0 T [ T13
t(S3) = 0 0 13 0 = —T3
T13 T3 0 i —1 ] | 0

sonuclart bulunur. Bu ifadeler incelenirse, gerek S, gerek S3 yiizeylerinde t.(u°)
teriminin sifir oldugu goriiliir ki bu da (2.108)’deki ikinci ve iicilincii integrallerin sifir

oldugunu gosterir. Sy yiizeyi iizerinde

ni(Sy)
n(S1) = | m(S2)
0
oldugundan yiizey gerilme vektorii
0 0 7] [mn
P=7ES)ns)= 0 0 T || m
T T3 0 JLO
0
-3 .
t (S])— 0

seklinde bulunur. Bu ifade kullanilarak (2.108)’deki dordiincii integral

2 (S1).u = (Ty3n1 + Tasna)us(x1,x2)
3 e =3 =3
/St (Sl).udSl :/ d)@jé (T13n1+’523n2)u3(x1,x2)dC2
1 —C 2

- /S .(5)).udS) = —2¢ fé (T + Thym )z (x1,32)dCo (2.109)
1

2

(2.108)’deki 5. ve 6. integrallerse

0 0 7;]fo0 T,
PS)=] 0 0 T ||0]|=]7,
Ty T3 0 1 0



—/ 173.ud52—/ 53.udS3
S> S3

- /S (u1T33 + uaT33)dS, + /S (u1T35 + usT53)dS3 (2.110)
2 3

seklinde bulunmustur. Burulma ¢ubugunda yer degistirme bilesenlerinin

U = —Wx3xp
Uy = —@Wx3X1
us = 0Q(xy,x2) (2.111)

seklinde oldugu ve ”5133 ile ‘L’233 "in sadece x; —yj ve xo — y2 nin fonksiyonlart oldugu da

g6z Oniine alinarak.

—Ccxy
u (S 2 ) = wcxy

| COQD(Xl 7x2) i

wcx)
u(S3) = —Ccx
| COQD(xl,xZ) ]

ifadeleri de kullanarak bu integraller

—/ 53.ua’52—/ 53.udS3 = —(DC/ [—T133X2+T233X1]d52

e / [Ty + Ty ]dSs = 20c / [Ty — T ]dSH 2.112)
$2

S

seklinde hesaplanirlar.

u3(y1,y2) = @Q(y1,y2) (2.113)
21



oldugu diisiiniiliir ve (2.109), (2.112) (2.113) kullanilirsa (2.108) integral denklemi

2c00(y1,y2) =
—2cw f (Tin1 + T33m0) @ (x1,x2)dCy + 2c@ 7{ (Tixs — T3x1)dSy  (2.114)
C S
seklini alir. (2.99) ifadeleri (2.114)’de kullanilirsa,

[ 420}

! (x1 —y0)ni + (x2 — y2)ma
§ 50t 2 Jc

_L/ [(XI_YI)XZ_(XZ_)’Z)XI
2 Js, p?

integral denklemi elde edilir. Burada C;, S kesitini sinirlayan egridir. Simdi Green

1S, (2.115)

teoremi kullanilirsa, (2.115)’deki sonuncu integral

1 (x1 = y1)x2 — (X2 —y2)x1
/Sz[ |dS,

o 2

1 d d
= _ﬁ/sz[a_xl(XZInp) + a_xz(_XI lnp)]dSQ

1

_ _E/cz<"1x2 — nox1) In pdC;

seklini alir. Bu da (2.115)’e yerlestirilirse

1 (x1 —y1)ny + (x2 —y2)no
P(y1,2) = A Aol 02 JdC,
1
——/ (nlxz—nle)lnpdCz (2.116)
27 Je,

p* = \/(Xl —y1)? 4 (02 —y2)?

bulunur. (2.116) integral denklemi 6ncelikle tek malzemeli, kesiti sabit bir ¢ubuk i¢in
coziilecektir. (2.116) denklemi incelenirse sinirda @(x) fonksiyonu bilinirse herhangi
bir noktada ¢(y) fonksiyonunun bulunabilecegi rahatlikla goriilebilir. Bu durumda

amag sinir tizerindeki ¢ (x) fonksiyonunun bulunmasidir.
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a(I-1)

a(I)
(I+1 . \
x(I) %,

&

n

w(I-1)

Sekil 2.3 : Suni sinir.
2.7 Smir Eleman Formiilasyonu

Siir N dogrusal elemana boliinecektir. Elemanlarin u¢ noktalar: nod noktalar1 olarak
isimlendirilir ve birinci nokta (2) olacaktir. Sonuncu nokta ise (N + 1) numarahdir.

Ancak

x(N+2)=x(2)

x(1) =x(N+1) (2.117)

seklinde iki yeni nokta da tanimlanmaktadir. Dogrusal elemanlar ise bagslangi¢
noktasinin numaralarim alirlar. ~ Bir x(J) noktasindaki ¢ degeri ¢@(J) olarak

adlandirilacaktir ve J numarali dogrusal elemanda ¢(x) fonksiyonu

e +1)—o(J)

o(x) = (2.118)

olarak tanimlanacaktir. Burada /(J) J numarali elemanin boyunu gosterir. s ise
eleman iizerindeki x noktasinin x(J)’ye uzakhigidir ve 0 — [(J) aralifinda degisir.
Simdi yiikleme noktasi y’yi nodal noktalardan x(I) olarak segelim. Ortaya ¢ikacak
tekilliklerden kurtulabilmek i¢in smirin asafidaki sekilde oldugu varsayilacaktir.
(Sekil 2.3)

Burada x(7) noktasi bolge digina alinmustir ve sinira € yarigaph x(I) merkezli bir daire
yay1 eklenmistir. Bu durumda (2.116) integral denklemi S¢ lizerinde ¢ nin sabit oldugu

varsayilirsa

1
= ?éz Inp(xon) —x1n2)dCy
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x1—x1(1 X2 —xa(1
+ [ P )+ 22 jpuas: 2.119)

formunu alir. Bu denklem daha agik yazilirsa (2.119) denklemi

el PUAD =) x—xil) w0l
0= 3 [, lo0+ E R S )+ B s
1 N+1
—gg/lmlnp(xznl(])—xlnz(J))ds
o [ o) o,
_%/S Inp(xon; —x1n2)dSe (2.120)

seklini alir. (2.120) denklemindeki integraller kapali olarak hesaplanabilir. J numarali

elemanin boyu

I(J) = \/(x1<J+ 1) =x1(J))2+ (2(J+ 1) —x2(J))? (2.121)

olarak hesaplanacaktir. ~J numarali elemanda normalin bilesenleri ve eleman

tizerindeki bir x(x1,x,) noktasinin koordinatlart

() = ﬁ[)@(]—l— 1 —x0)]

na(J) = %[xlm )

x| = —nz(J)S+X1(J)

xp=n1(J)s+x2(J) (2.122)

seklinde hesaplanirlar. Bu ifadeler (2.120) denkleminde kullanilacaktir. Burada

karsilasilan integrallerde

Wi (1,J) = /I(J)[Tnl(J)—i— ST m()lds
_ (x1 —x1 (1)) (x2 —x2(1)) s
T(1,J) = /zm[ m) S m (s



—1
Wz([,]) = 5/1(1)()62”1 (J) —xlnz(J))lnpds

T LA

—1
E2(I) = — / Inp[ran; —x1ma)dSe (2.123)
2w Js,
kisaltmalar1 yapilir ve bu integraller hesaplanirsa I # J ve J # I — 1 igin

W1(I,J) =

1 /zm [—ma()s+x1() —xn(Dm() + (s +x0l) —xDlmnld)
27 Jo VI ()s+x1(7) —x1 (D)2 + [m(J)s +x2(J) —x2(1)]2

_ i[tan—l 0 +1)—x(])

—x7(1
tan! x2(J) —x2(1)
27

xl(J+1)—x1(I) xl(J)—xl(I)

] (2.124)

T(1,J) =

sds

1 /lm [—na(J)s+x1(J) —x1(D]n1 (J) + [ (J)s +x2(J) — x2(I)]na(J)
27 Jo p?

1

= @) —xD)m () + @) —x1))n (7))

V(I +1D)—x1(D)?+ ((/+1) —x (1))

In
| V() =21 (1) + (x2(J) —x2(1))?

]

+in2 () () —xi (1) —=m (V) (2 (J) —x2(1))]

e+l -xnd) i) -xnd)

[tan 1) —x () () —xi ()

i (2.125)

Simdi J =1 ve J = I — 1 durumlar incelenecektir. J =1 i¢in p =s, x1(J) = x1(I),
x2(J) = x2(I)

1J)
Wl(I,I—l):%/g() ”2(1)””(I)sjnl(l)mzu)ds:0 (2.126)

1 l0=D=¢ (—pny(I—1)s+x1(I—1) —x1(I))n (I -1
Wi -y =g [ >+(l(;<_l)zs)21<>> 1)
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(m(I—1)s+x(I—1)—x(I))ny(I—1)
((I=1)=s)?

|ds

WI(I,I—1)=

1 /1(1—1> (1 (I=1) —x1(1)n1(I = 1) +ny(x2(I = 1) —x2(I))np (I — 1)
0

ﬂ u2 dbt

du

1 U (== D (I=1) = (I = DI = D)np(I—1)
32, z

W1(I,1—1)=0 (2.127)
T(1,1)’y1 hesaplamak i¢in I numarali elemanda

X]—y1 = —nps
X2 —y2 =njs

p=s (2.128)

yazilarak

T(1) = % /g _”1(1)”2(1)Ss2+ maDmds e (2.129)

bulunur. 7 — 1 numarali elemanda ise

x1—y1=—np(s)+x1(I—1)—x1 (1)
xp—yr =ni(s)+x(I—1)—x2(I)

p=I(I—-1)—s (2.130)
yazilirsa

=
T(I,I—l):%/gll 1 m[m(]—l)(—nz(l—l)s

+x1(I—1)—xi (1)) +n(I—=1)(ny(I = 1)s+x2(I — 1) —x1(I))]sds ~ (2.131)
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bulunup

npy(l—1)=—

per (1) —x1 (1= 1)] (2.132)

oldugu da (2.122) animsanirsa,

I(1-1)
T(I,I—l):%/8 o m[—(xz(l)—xz(l—l))

(D) —x(I = 1))+ (1 (1) =21 (1 = 1)) (2 (1) =x2(I = 1))} = 0 (2.133)
sonucu bulunur. Simdi

ds

El(l) = %/C (x1 —yl)nl:z(xz—yz)nz

integrali hesaplanacaktir. Ce tizerinde (Sekil 2.3)

x| —Yy1 = &cos0

Xy —yp = €sin6

ds =—¢&d0
ny = —cos0
np = —sin0
p==¢ (2.134)

oldugu animsanarak

o(I) 2 in2
El(I):L/ £cos 94;8s1n Gede
21 Jo=o(1-1) £
El(l) = - /9(1) 40 = - [6(1)— 0(1 —1)] (2.135)
2w Je=pu-1)  2m :



X1 (I—|— 1) — X1 (1)
0

cosO(I) =

xi(I—1)—x1(I)

cosO(I—1)= -1

1
Ex(I) = —2—/ Inpxon; —x1ny)dCe
T Jce
integralinde (2.134) ifadeleri kullanilirsa

1 .
Bl = =3

/ ( )—lne[(ssine+x2(1))0059+(80059+x1(1))sin6]d6
0=6(1-1

1 0(I+1)
——lim Ine.gfxy(I)cos O +x1(I)sinB]dO =0
27 e—0J0(1-1)

1)
W2(1,1) = —% (sIns + Ins(rus (1) — oy (1))]ds
&

I
2 ) (1)

[Elns -7 + (mxa(I) —npx (1)) (slns — s)] i

1

2n

2
—%[%[ZIM(D — 1[n1x2(I) — npx (D]I(I)Inl(I) — I(I)]

1 (I-1)—¢
W2(1,1—1) = —%/0 [(eamy (T — 1) — xima (I — 1))] In pds

1

I(I-1)—¢
_E/o [(ny (I = 1)s+x2(I— 1))y (I—1)

—[=m(I—1)s+x1(I—1)na(I—1)In(l —s)|ds

1
27

u=II—-1)—s ds = —du ise

1
W2ALI-1) =~

28

(2.136)

(2.137)

(I-1)—¢
/0 In(I(I—1)—s)[s+x2(I—D)ny(I—1)—x;(I—1)ny(I—1)]ds



111
/8 null(T—1) = u+x2(I— Dy (I —1) —x1(I— Dna(I — 1)]ds

_u_z 1(I-1)

7 (2Inu—1)

€

-+ \w— D)2l = D (1= 1) = (I = Dma(1 = D]u(inu—1)

1 1(I-1)?

W21 —1) = —5[-=—

QInl(I—1)—1)

+[II—1)+x2(I—Dny(I—=1)—x1(I—Dnp(I—1)]JI(I —1)[In(1 — 1) — 1]] (2.138)
I#Jvel—1%#Jigin
1 )
W2(1,J) = _E/o [xan1 (J) —xina2(J)] Inpds

Bu integrali hesaplamak i¢in

x1 = —nays+x1(J)

xy = —ns+x(J)
ifadelerini kullanarak.

xony(J) —ximp(J) =ni () [ny(J)s +x2(J)] —na(J) [—na(J)s +x1 ()]

=s+n(J)x2(J) —na2(J)x1(J)

p =/ (—nas +x1(0) =312 + (mis+x02(J) — y2)?

\/s2 + 2s[n1 ()x2(J) — noxi (J)] + 2s[y1no — yani] + (xa1 —y1)% + (xa2 — y2)?

Ip _st (mix2(J) —max1(J) +y1n2 — yom
ds p

Bunlar kullanilirsa

1)

1
W2(I,J) = = - lnp[s—i—nleg—nzxAl]ds

1 iy
:__27r/ . {Inp[s+nixar — npxi (J) +yina — yani] — Inplyiny — yoni |} ds
§=
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1 l(J)l 8pd 1 I(J)l 4
__ﬁ/o nppg S+E/O np[yiny —yanilds
1 i)
W2(LJ) =1+ (i = yam) 5 - / In pds (2.139)
0
1 [l 1 .p? 2
I = _E/o plnpdp = —E[%lnp _ %]f)(’) (2.140)

ikinci integral

()’1”2_)’2”1)/1(])
h=>—=-_‘- "~ Inpd
2 2 0 npas

_ Y12 —yam §+n1X24 — N2X14 + Y112 — Y211 41(J)
=———="[slnp— [ o) 0
2n p

_ Yihp —yan

I
2 27

[sInp — s+ (n1(xa2 — y2) —n2(xa1 —y1)) Inp

[(xa1 —y1)? 4 (xa2 — %)% — (n1 (xA2 — y2) — ma(xa1 —y1))?)

1 _
arctan peamb (2.141)
ni(xa1 —y1) +n2(xa2 —y2) X1 —y1
xa1 =x1(J) , xa2 =x2(J)
XB1 :xl(J+ 1) , XB2 ZXQ(J—F 1)
yi=x1(I) , y2=x2(1)
pa = [x(J)=x(I)| , pp=|x(J+1)—x(I)]
(2.139), (2.140) , (2.141) ’den
1. p?
W2(1,J) = E[—Z[Zlnp — 1]+ (yin2 —yom1)[Inp (s +n1(xa2 —y2) — na(xa1 —y1))
Yo —
—s+ [n1(xa1 —y1) +n2(xa2 — y2)] arctan ﬁﬂé@
1, R a2 o2 P’
W2(1,J) = 27[[— > Inpp + 5 Inpy + T + (yin2 —yanp)
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[npp(l+n1(xa2 —y2) —n2(xa1 —y1)) — L+ [n1(xa1 —¥1)

+n3(xa2 — y2)](arctan 4827 Y2 _ arctan M)H

XB1 — )1 XB2 — Y2

(2.142)

olarak W2(1,J) hesaplanir. Bu durumda integral denklem,
N+2

Zz[<p(J>W(I,J) +(p(J+1)— () Ti(I,7)]
J=

N+2
+ Y W2(1,0)+ o(DE(I) + Ex(I) =0 (2.143)
J=2

seklinde bir cebrik denkleme doniisiir. Her x(7) i¢in yiikleme yapilarak

N+1
Y AULN)e())=K(I), I=2,(N+1), J=2,(N+1) (2.144)
J=2

seklinde bir lineer denklem takimi elde edilir. Herhangi bir 7,J icin (I=2,...,N+1) bu

matrisler

AL =WILD) =Ty (LD +Ti(IJ—1), 1£J

ALD =WIILJ) =T (1)) + T, (1,1 — 1)+ E (I

N+1
K(I)=— { Y. Wa(1,J) +E2(I)} (2.145)
J=2

Buradan (2.145) denklem sistemi ¢oziilerek sinirdaki ¢ degerleri bulunur. Smirdaki ¢
degerleri bulunduktan sonra hedef @ donme agisin1 hesaplamaktir. Momentin bilindigi

varsayilmaktadir. Herhangi bir x1,x, noktasindaki kayma gerilmeleri S, yiizeyinde

0
T13 = (3_32 —Xx2)OU

d
T3 = (Q_)Z +x1)0u

seklinde tanimlanmiglardi. Kesite etkiyen burulma momenti S, yiizeyinde

MB:/S (—T|3XQ—|—T23X1>dSz (2.146)
2

seklinde bulunabilir. Kayma gerilmelerinin ifadeleri kullanilarak

9 9
Mg = o / [—XZa—(p +xla—(P + 22 4 22]dS, (2.147)
S X1 X2
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bulunur. (2.147) ifadesi de bir sinir integraline cevrilebilir.

9 9 ERE- R
Mp=uw 32[8_x1(_(px2)+8_)Q((Px1)+a_m(?)+8_m<?>]dsz
x%nl xgnz
MBZIJ(D]i [(—foznl+<PX1n2)+(T+T)]dC2 (2.148)
2

Bu ifade de;

Mp = no| Z /I(J)[(p(J) + @(J+ll(?l)— oU) s|(x1ny — xony )ds

N+1 x3n —I—XSI’Z
1M1 12
+ Z’ /l J) 3 ds 19

seklinde sinir integrallerin toplami olarak ayriklastirilabilir. Burada hesaplanacak

integraller

1) 1)
L({J)= /0 (x1ny —xpny)ds = /0 (na(—nos+xa1) —ny(nys+xa0)ds

2
/OI(J)(—S-}-HQXAI —nlez)dS = [—SE +s(n2xA1 — nlez)]é(J)
—1(J)?
h(J)=——+iU)m)xl) —mJ)x() (2.150)

188
_ _[_§ + E(nzxAl — nlez)]i)(J)

2
12(.]) = —& + @(HZ(J)XAl — nlez) (2.151)

3 3
xiny +x3n;

L(J) = /l(])(f)ds
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:/ nl(—n2s+xA1)3—|—n2(n1s+xA2)3ds
1)

+AL(J) 20y (o () [mixaz + noxan

+61(J)ny ()ng(J) x5, — x3 1] +4[n1x | +noxd,]] (2.152)
seklinde bulunursa moment
Mp = U®R (2.153)

+2 +2
R=Y (0Uh0)+(0U+ 1) —pUNEW)+ Y bU) @154
=2 =

seklinde R terimi bulunur. Buradan;

M
w=— (2.155)
UR
formuliinden kesitin donme acis1 @ hesaplanir. Burulma rijitli§i ise Mp = @.D

yazilirsa D = Mp/® bulunur. Ancak burada D/u hesaplanacaktir.

2.8 Tek Malzemeli Kesitte Sinirda Gerilme Hesabi

Gerilme hesaplanacak olan y noktasi sinir iizerinde ise, iki durum s6z konusudur. Yy,
(J) numarali elemanin iizerindedir. Ancak nodal noktalardan biri degildir. y, x(I)
nodal noktasi ile cakigir. Birinci durumda, sinirda kayma gerilmesi yine sorunsuz
hesaplanir. Ikinci durumda ise, gerilme hesaplanan nodal noktada tek bir siir tegeti
varsa, sinirda kayma gerilmesi hesab1 yapmak miimkiindiir. Birden fazla tegeti olan
noktalarda gerilme hesaplanamaz. Bu da kose noktalara karst gelir. Bunun nedent,
siir ylizeyinin gerilmesiz olusu ve sinir noktasinda bilinmeyen gerilme bileseninin
sinira dik diizlem icinde olmasidir. Bunun tek bir degerinin olmasi ise sinirin o noktada

tek bir normalinin olmasi ile miimkiindiir.

Dolayist ile (Sekil 2.4)’deki durumunda gerilme hesab1 yapilamayacak (Sekil 2.5)’deki

durumunda yapilabilecektir. Bu hesab:1 yapabilmek icin daha 6nce yapilanin aksine
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x(I+1)
(I

x(I-1)

Sekil 2.4 : Nodal kdse noktast.

SEz n
x(I+1) B A x(1-1)

(1)

Sekil 2.5 : Tek tegetli nodal nokta.
y = x(I)noktasi sekildeki gibi sinir i¢ine alinacaktir. Bu amagla y merkezli € yaricapl
bir daire parcasi sinira eklenecektir. Burada sadece (Sekil 2.5)’deki durum g6z oniine
alinacaktir. BA daire parcasi lizerinde ¢ potansiyelinin sabit oldugu kabul edilecektir.
Bu durumda herhangi bir y = x(I) noktasinda yiikleme yapildiginda ¢ potansiyelini

bulmak icin yazilan integral denklem asagidaki formu alir.

1-2

o(I) = Z‘,z[fp(J)Wl(LJ)+(<P(JﬂL )=o) T(1,J)]
J=
N+1
+ Y [e)WIILI) + (9 +1)— () T(1,J)]
J=I+1

KAT1(I) @(I— 1)+ KAT2(I) ¢(I) + KAT3(I) (I + 1)

-2 N+1
+ Y W2(L,0)+ Y, W2(1,J) + KAT4(I) (2.156)
J=2 J=I+1
Bu ifadedeki katsayilardan W1(1,J), T(1,J), W2(I,J) ifadeleri daha 6nce (J # I) ve

(J #1—1) igin (2.124), (2.125), (2.142°de tanimlanmigti. Diger katsayilar ise

1 (x1—y)n1 | (x2—y2)n2
EKYI(1) =5 /S R R ey (2.157)
EKYZ(I) = —Lﬂ lnp[xznl —xlnz]ngz (2.158)
Se2
KAT1(I) = —T(I,1— 1)+ W1(I,I 1) (2.159)
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KAT2(I) =T (I, - 1) +W1(I,I) + EKY1(I) (2.160)
KAT3(I) = T(I,1) (2.161)

KAT4(I) = W2(I,1 — 1)+ W2(I,1 — 1)+ W2(I, 1) (2.162)

seklinde tanimlanirlar. EKY1(I) ve EKY?2(I) AB yayi iizerinde hesaplanacaklardir.

AB iizerinde

—y]1 =€cosO ,xp —y,=¢€sinb

ny=cos@ ,npy=sin@ p=¢€ ,dSer; =¢€dO
oldugu goz Oniine alinarak ve € — 0 icin limit alinarak

1 1

EKY2(I)=0 (2.164)

seklinde hesaplanirlar. Daha 6nceden bulunan sonuglar kullanilarak

KAT1(I) =0 (2.165)
KAT2(I) = % (2.166)
KAT3(I) =0 (2.167)

1
KATA(I) = —ﬂ/l(l_l)lnp(xznl —x1mp)ds

1

— /l InpLom —xim)ds (2.168)

seklinde yazilabilirler. Bu sonuglardan sonra ¢(y) ’i veren denklem

Z[fp DWW + (e +1) = ()T (1, J)]

N+1

+ ) oW + (e +1) = () T(1,J)]

J=I+1
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1-2 N+1
+ Y w2(1,0)+ Y W2(1,J) + KAT4(I) (2.169)
J=2 J=I+1

Buradan kayma gerilmeleri

0

Ty = “’“<a_yq1 — ) (2.170)
0

—— a"; +y1) @.171)

seklinde hesaplanacaktir. Bu ifadeler olusturulursa

713(y Z[(p NTILI) +((J+1)— () T11S(1,J))
N+1
+ Z][¢(J)T11(1,J)+(<P(J+1)—<P(J))T1(1J)]
J=I+
1-2 N+1
+Y T13(1,.0)+ Y, T13(1,0)+ KAT41(I)] - y,] (2.172)
J=2 J=I+1
T3 (y Z[(p NT22(LJ)+ ((J+1) — @(J)) T225(1,J)]
N+1
+ Y lo()T22(1,0)+ (@(J +1) — @(J)) T225(1,J)]
J=I+1
1-2 N+1
+ Y T23(1,J)+ Y, T23(1,J)+KAT42(I)]+y1] (2.173)
J=2 J=I+1

seklinde kayma gerilmeleri bulunur. Buradaki ifadelerden, T11(1,J), T11S(1,J),
T22(1,J), T22S5(1,J), T13(1,J), T23(1,J), daha once J # I ve J # [ — 1 diginda
verilmigti. KAT41(I) ve KAT42(I) ise

KAT41(I) = ai (KAT4(I)) (2.174)
1

KAT42(I) = aay (KAT4(I)) (2.175)
2

Bu integraller hesaplanirsa,

[0 1~ 1)
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(1 (1 (1) — ma (e (D) I I( = 1) — In (1] (2.176)
KAT42(1) = ny (1)%[1(1) HII—1)

(i (Dxa1) = ma (1)t (D) Ind(1) = In (1 = 1)] 2.177)
sonuglari bulunur. Ancak sinirda hesaplanacak olan kayma gerilmesi x(/) noktasinda
’L'S(I) = —HZ(I)T]3(I) —l—n1(1)723(1) (2.178)

seklinde hesaplanacaktir. Burada, n(/ — 1), n(I) normallerinin ayn1 oldugunu tekrar

belirtmek gerekebilir.
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3. ORNEK PROBLEM 1

Burada once sonuglarin kontrolii amaciyla dikdortgen bir kesitte ¢oziim yapilacaktir.

(Sekil 3.1) Burulmada b < h olmak iizere dikdortgen kesitte birim donme acis1

Mg Mg

0=—"-5=— 3.1
‘Llnz.h.b3 D ( )
seklinde hesaplanabilir. Burada D burulma rijitligi olmak iizere
D=m.hb*u (3.2)

seklinde D bulunmustur. Ancak sonuglarda D/u hesaplanmugtir. Sekildeki gibi bir
kesitte x(2) = x(A) secilip AB aras1t MN1 pargaya, BC arast MN2 pargaya boliinerek
N> katsayist hesaplanmistir. Simdi kayma gerilmeleri bolgede hesaplanacaktir. Bolge

icinde herhangi bir y(y;,y») noktasinda ¢ degeri;

1 [xl_)’I X2 —Yy2

1
o nz]dC—ﬁjilnp(xznl—xlnz)dC 3.3)

(P<ylay2> -

seklinde smirdaki ¢ degerleri bilindigine gore rahatlikla hesaplanabilir.  Simdi

herhangi bir y noktasindaki kayma gerilmeleri

29 (y1,
T13(y1,y2) = (% —y2)0U
29 (y1,
T3(y1,y2) = (% +y1)ou (3.4)

seklinde (3.3) denklemi tiiretilerek,

o2
13(y1,y2) = %[%‘P(x)[_inl + M”l

p> p*
L 20— )4(362 —y2) nlds
P
_ f [_(’”p;zy%znl — xim)]dS — 27y)] (3.5)
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HoO 1 2()62 —y2)2
3(y1,)2) = E[j'{ o (x) [—pnz + Tnz

2(x1 —y1)(x2 —¥2)

+ Y

ny]dS

o2
— %[_(sz—zyz)(xznl —x11m2)]dS + 27y, ]

seklinde hesaplanir.

X,

%

- h

Sekil 3.1 : Burulma etkisi altinda dikdortgen kesitli cubuk.

Sinir daha 6nce yapildig1 gibi ayriklastirilirsa

N+2

T13(y1,32) 2717 Z/ 1)_ S )S)

1 z(xl_yl)[(xl

[_pnl + o —y1)ni + (x2 —y2)no]]ds

N+2
+ xl - 1
x2n1 —xlnz)]ds—yz

N+2

™3(y1,)2) 27r Z/ 1)1)_ ()s)

1 2(xy —
[—?nz + %(xl —y1)n1 + (x2 —y2)mp)ds

N+2 _
/ xz y2 )(x2n1 —x1n2)ds] +y1

40
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ifadeleri elde edilir. y(y;,y») sinir iizerinde degilse (3.7) ve (3.8) integrallerinde hig bir

tekillik ortaya ¢ikmaz ve sinir iizerindeki degerlere ve yi,y, degerlerine bagl olarak

kayma gerilmeleri hesaplanir. Burada

1 1 2(x1 —y1)
Tll(I,J)—zn/l(J)( S

[(x1 —=y1)n1 + (x2 — y2)na])ds

! L 2=y
T118(1,J) = 0 /( )s( p2n1+ o

[(x1 = y1)m1 + (x2 — y2)n2]ds)

1 1 2(x2 —y2)
T22(I J) 27’:/( )(_pn2+T

[(x1 —y1)n1 + (x2 —y2)n2])ds

1 2<X2—y2)
s(——np + —5—
/<> Tt

T228(1.0) = 5 3

[(x1 —=y1)n1 + (x2 — y2)na])ds

1

T13(1.0) = 7

/( ) (x]p;zyl)(xzm —x1mp)ds

1 _
T23(1,J) = E/l(]) (sz—zyz)(xzn] —x1mp)ds

kisaltmalar1 kullanilirsa, bir x(I) = (y;,y2) noktasindaki gerilmeler,

N+2
T13(y1,y2) = HO Z NTILI) +(e(J+1)

—(J))T118(1,J)+T13(1,J)]

N42
3(y1,)2) = UO Z J)T22(1,J) + (9(J +1)

—(J))T228(1,0)+T23(1,J)]
41
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seklinde hesaplanacaktir. Buradaki integraller asagida verilmistir.

IWLILT) 1 xo(+1)—x(]) 1
T11 == — .
X1 —X1

(XQ(J>_)C2(I) 1

() —xi(D)q + (;2((11))—;2((11))2)2)]

Tll(],]) _ %VCQ(J-{— :))2—)62([) B X2(J)p—x2(1)] 3.17)
B A

ps =/ (U +1) —0a() + (11 (J + 1) =1 (1))?

pa =1/ (0(0) — (D)2 + (11 () 21 (1))

OWL(1,J) 1 1 (1 (J+1) =x1 (1))

T22(1,J) = = —|— .
(, ) 8y2 277,'[ x1(1+1)—x1(1) p32

N 1 (x1(J) =x1 (1))
xi(J+1) —xi (1) Pa’

]

T22(1,J) = %[_xl(f +;;2— n(l) )ﬂ(])p;le (I

] (3.18)

THS(1LI) = 5~ (T(00) = (D)

LR —m () nPE —ny(d)arc anx2(1+1)_x2(1) RSP
sy ) = mal)farctan T o ()= (l)

1 () =21 (1)1 (J) + (2 () = x2(1) )2 (J)]

[_xl(J~|— 1) —x1(I) +X1(J) —x1(1)

pB* pa’ ]

+H 1 () =21 (1) () + (2(J) = x2(1))n1 (/)]

4+ -—xnl) xn()-x)
p5* pa?
42
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T228(1,J) = aiyz(T(l,J)) 2 = x2(1)]

R
2w 1(J)

)Q(J—l— 1) —)Q(I) _arctaan(J) —X2(1)
xl(J—l—l)—xl(I) X1(J)—X1(I)

]

[—n2(J)In % +ny(J)[arctan
A

(1 () —x1 (D) (7)) + (2(J) = x2(1) )2 (V)]

_)Cz(./—l— 1) —XZ(I) n Xz(.]) —X2(I)
pB* pa?

[ ]

(1 () —x1(D)n2(J) + (x2() = x2(1) )1 ()]

Xl(.]—l- 1) —Xl(]) +X1(J) —xl(l)
pB* pa>

[— 1] (3.20)

oW2(1,J) _ L[IHPB(XI (J+1)=x1(I)) —Inpa(x1(J) —x1 (1))

T13(1,J) =

(xl(J+ 1) —xl(l)
ps>

+a(na(J) —x2(Dni (4)][—

[+ (1) (2 (J) = x2(1)) = n2(J) (1 () — 21 (1))]

SO ()0 —xal1)] = ) 1 () = (D)

pa’
x(J+1)—x() x2(J) —x2 (1)
+ny(J)Inpp —na(J) lnp,a\[arctanxjujL 1 —x?(l) - arctanm](_mu»
[(x1 () —x1(1)n1(J) + (x2(J) —xZ(I))nz(j)].[XZ(JjL 1)—x() x(J) —xz(l)]]

p5* pa*

+ma () [Inpp(I(J) +n1(J) (x2(J) —x2(1)) =2 (J) (21 (J) = x1 (1))}

—Inpa[n (J)(x2(J) = x2(1)) = m2(J) (01 () =21 ()] = 1(J)

(N () —x1(1) —ma(J) (x2(J) —x2(1))]

43



J+1
[arctan 20+

2(J)
x(J+ 1) —xi (1) Pyl (3.21)
T23(1,J) = %[IHPB(XZ(J—F 1) —x2(I)) —Inpa(x2(J) —x2(I))

()Cz(]—i— 1) —xz(l)
ps>

+a(Nna(J) —x2 (D (9)][=

[+ (1) () —x2(1) = n2 () (x1(J) = x1 (1))]

(x2(J) —x2(1)

Py 1 (J) 2 () —x2(D)] —na(J) [x1 (J) — x1 (1)]]

x(J+1)—x(1) x(J) —x()
—n(J)Inpg +n(J) lnpA[arctanx1 U+ —x() — arctanm

J(=n2(J))

x1(J+1)—x1(I) +x1(1) —x1(1)

[(x1(J) —x1(1))n1 (J) + (x2(J) — x2(I))ma(J)].[— P52 pA2

]

—m(J)[Inpp[l(J) +m(J) (x2(J) = 22(1)) = n2(J) (21 (J) = %1 (1))]

—Inpafni (V) (x2(J) = x2(1)) = ma(J) (1 (J) — 21 (1))] = 1(J)

x2(J) —x2(1)

2
arctan —arctan ———————~ 3.22)
[ X1(J+l)—xl(1) xl(J)—xl(I)m
%
E B1 C
D1 C1
LO -
— B b—60chK1
25
h=100cm Al A

Sekil 3.2 : Dikdortgen kesitte kayma gerilmesi hesaplanan A1B1-D1C1 hatlari.
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Kullanilan 100x60’ 11k kesitte (Sekil 3.2) BC ve EC arasinda ¢’nin deg8isimi (Sekil 3.3)
ve (Sekil 3.4)’de verilmistir. A1B1 ve C1D1 dogrulan iizerinde MN1=12, MN2=20
alinarak hesaplanan 7|3 ve 753 kayma gerilmelerinin dagilimi da verilmistir. Ayrica
bu kesit iizerinde Muskhelishvili’nin sonuglar1 da yine AIB1 ve DICI iizerinde
cizilmigtir.  (Sekil 3.5) (Sekil 3.6) (Sekil 3.7) (Sekil 3.8) Hata orani milyonda
bir mertebesindedir. Muskhelishvili’nin seri ¢oziimiinde 18 terim alinmigtir. Sinir

tizerindeki gerilmeler ise (Sekil 3.9) ve (Sekil 3.10)’da verilmistir.
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-100

-200

-300

-400

-500

-600

o BEM
O Muskhelishvili

%

0
0
0

2,5 5 7,5 10 12,5 15 175 | 20 225 25 275 30
-15,065-31,155 -49,31 -70,613-96,207-127,33-165,36-211,87-268,74-338,34-424,01-532,97
-15,065-31,155 -49,31 -70,613-96,207-127,33-165,36-211,87-268,74-338,34-424,01-532,97

X, (cm)

Sekil 3.3 : Sekil 3.2’de BC arasinda ¢’nin x; ile degisimi MN1=12.

0 @
-100
-200 \
= -300 \
-400 \
-500 \
600 wf
-700
0 25 5 75 10125 15 |17,5/ 20 22,5 25 27,5 30 32,5 35 |37,5/ 40 42,5 45 47,5 50
—e—BEM 0 |-57,3-114|-171 226|280 -333|-383| 431 |-477 -518| 556 588 |-616 636|649 -654|-647 628 -592 -533
© Muskhelishvili 0 -57,3 -114 -171 -226 -280 -333|-383 -431 -477 -518 -556 -588 -616 -636 -649 -654 -647 -628 -592 -533
X, (cm)

Sekil 3.4 : Sekil 3.2°de EC arasinda ¢’nin x; ile degisimi MN2=20.
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/o

0,00
/‘;\f,»% ,\"; 0 a? ,;; (; ,;, AP 0P a2 AP 0P g% 00 4P 00 4P 0P O

-5,00 \ f
~e—BEM
O Muskhelishvili

-10,00 \ /

-15,00 \ /

-20,00 \‘ /

-25,00

-30,00

X,(cm)

Sekil 3.5 : Sekil 3.2°de D1C1 arasinda 73/ u’niin x; koordinatina gére degisimi.

T3/op

40,00

30,00

20,00

~—e—BEM
O Muskhelishvili

10,00

M

0,00
i

v

R A

D A9 N9

2 P A

,\‘o "v" «‘o ,»": ’L") ,\% D A%

‘)‘a")‘)

-10,00

- v

-20,00

/

-30,00

-40,00

X, (cm)

Sekil 3.6 : Sekil 3.2°de D1C1 arasinda 73/ @u’niin x; koordinatina gére degisimi.
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50

40 @,

\ —e—BEM

30 \ O Muskhelishvili
) \
’ \
0

6 900 DA% D0 O O A9 © 19 8 A% 02 O O

PO S SN Q"""":\"s\ﬂ AT ROT AT AT AT DT AN
b \
- \
-30 \
-40

-50

T3/opn

X, (cm)

Sekil 3.7 : Sekil 3.2°de A1B1 arasinda 73/’ niin x, koordinatina gére degisimi.

==+—BEM
O Muskhelishvili

/op

A0 970 0% 007,00 A% o AP QP A2 P A 0 R P 0P 0P 0P Y

X, (cm)

Sekil 3.8 : Sekil 3.2°de A1B1 arasinda 73/ @’ niin x, koordinatina gére degisimi.
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50,00

45,00

40,00 e_e\‘e\e\&

35,00

30,00
=
]
> 2500
[ \
20,00 \
15,00 \)
10,00
5,00
0,00
o | 25| 5 | 75 | 10 | 125 15 | 175 | 20 | 225 | 25 | 275
—eBEM 44,04 4384 4322 4218 40,70 3874 3627 3321 2946 2489 19,22 | 1190

O Muskhelishvili| 44,04 | 43,84 | 43,22 42,18 40,70 3873 | 36,25 33,18 29,43 2484 1913 11,72

X, (cm)

Sekil 3.9 : Sekil 3.2°de BC arasinda 7,/ @ niin x; koordinatina gore degisimi.

60
% H—Hm
40
=
3
~ 30
-
I
20
10
0
0 |25 5 75 10 125 15 17,5/ 20 (225 25 27,5 30 (325 35 37,5 40 (42,5 45 475
o BEM 52,94/52,88| 52,7 52,39/51,95 51,37/50,63 49,74|48,66 47,39/45,88 44,12 /42,06 39,65 36,84 33,54 29,63(24,96/19,24/11,91
o ishvili [52,94/52,88'52,69 52,38/51,94/51 50,6349,73 48,66 47,38 45,87 44,11 42,05 39,64 36,82 33,52 29,6124,93 19,19 11,8

X, (cm)

Sekil 3.10 : Sekil 3.2°de EC arasinda 7,/ p’niin x; koordinatina gére degisimi.
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Cizelge 3.1’de MN1 ve MN2 degerlerine gore 1>’nin degisimi verilmistir. Ayrica

Muskhelishvili sonucu ile karsilagtirilarak hata hesabi da yapilmistir.

Cizelge 3.1 : Dikdortgen kesitte 172 nin nokta sayisina gore degisimi ve hata hesabi.

MNI1 MN?2 2 Hata Oran1
2 2 0,22479 0,071978291
3 5 0,21187 0,015386794
6 10 0,2094 0,003772684
12 20 0,2088 0,00091079
Muskhelishvili 0,20861
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4. ORNEK PROBLEM 2

Ikinci 6rnek problem olarak bir kenarinda yatay eksene gore simetrik iicgen bir
centik olan dikdortgen kesitli betonarme bir kolon goz Oniine alinmistir.(Sekil 4.1)
45101141,91002cm* olarak bulunmustu. Aym deger centikli dikdortgen kesitte
4497969,92554¢* olarak hesaplanmistir. Kullamlan kesitte AB, EB ve EF arasinda
¢’nin degisimi (Sekil 4.2), (Sekil 4.3) ve (Sekil 4.4)’de verilmisti. GA ve DK
dogrular iizerinde hesaplanan 713 ve 7,3 kayma gerilmelerinin dagilimi (Sekil 4.5)
(Sekil 4.6), (Sekil 4.7), sinir iizerindeki gerilmeler ise (Sekil 4.8), (Sekil 4.9), (Sekil

4.10)’da verilmistir.

X

E D C B
~—47,5cm—

E g M 60cm

x N %
H A
.724—

J K L B

100cm

Sekil 4.1 : Burulma etkisi altinda ¢entikli cubuk.
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-100

-200

-400

-500

-600

RN

N

N\

\

\

=e—BEM

0 2,5 5 7,5 10 | 125 15 175 20 225 25 275 30
0 |-15,08 -31,18 -49,35/-70,67 -96,28 -127,4 -1655 -212 -268,8 -338,5 -424,1 -533,1

X, (cm)

Sekil 4.2 : Centikli dikdortgen kesitte AB arasinda ¢’nin x, koordinatina gore

degisimi.

800

600

400

200

-200

-400

-600

-800

AN

\/

50 45 40 35 30 25 2015|105 |0 -5 -10 -15 -20 -25 -30 -35 -40 -45 -50

~e—BEM |-53 -62|-65 -63 -58 -51 -43 -33 -22 -11 -1 113 225 331 430 516 586 633 650 624 528

X, (cm)

Sekil 4.3 : Centikli dikdortgen kesitte EB arasinda ¢’nin x; koordinatina gore

degisimi.
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600

500 \

NERN
LN
100 \

~

30 25,25 20,5 15,75 11 6,25 15
~e—BEM| 527,77416  341,37256 & 216,99923 @ 131,42091 & 71,35439 24,78645 -47,89759

-100

X, (cm)

Sekil 4.4 : Centikli dikdortgen kesitte EF arasinda ¢’nin x; koordinatina gore
degisimi.

50

0

30 /

20 /

10 /

0 /
..,6.43.40-37-34-31-28-25-W 2 5 8 1114 17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47

10

20 /

//

-40 l

-50

Ty /pe

X,(cm)

Sekil 4.5 : Centikli dikdortgen kesitte GA arasinda 7p3 /@’ niin x; koordinatina gore
degisimi.
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15

: /
5 /

27 2523 21 19 17 15 13 11

/
v

-15

7 5 3 1)1 -3 -5/-7 -9-11-13-15-17-19-21-23-25-27

X, (cm)

Sekil 4.6 : Centikli dikdortgen kesitte DK arasinda 7j3 /@’ niin x, koordinatina gore
degisimi.

27 2523211917151311 9 7 5 3 1 -1 -3 -5 -7 -9-11-13-15-17-19-21-23-25-27

N /
AN /
\\ //

ﬁ: \/

-70

T/Ho

X, (cm)

Sekil 4.7 : Centikli dikdortgen kesitte DK arasinda 7p3 /@’ niin x, koordinatina gore
degisimi.
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50

45

. ™~

. ~

) N

) N\

. N\

10

15/ op

00 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275
X, (cm)

Sekil 4.8 : Centikli dikdortgen kesitte AB arasinda 7g/@u’ niin x, koordinatina gore
degisimi.

60

50

40

30

Y \

10

1o p

0

-47,5-42,5-37,5-32,5-27,5-22,5-17,5-12,5 -7,5 -2,5 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 47,5

X;(cm)

Sekil 4.9 : Centikli dikdortgen kesitte EB arasinda 7,/ @g’ niin x; koordinatina gore
degisimi.
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45

35
30 /
25

15

g/ op

10

25,25 20,50 15,75 11,00 6,25
X, (cm)

Sekil 4.10 : Centikli dikdortgen kesitte EF arasinda 7,/ niin x, koordinatina gore
degisimi.
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5. KESITI FARKLI iKi MALZEMEDEN OLUSAN CUBUKLAR VE COK
BAGIMLI BOLGELER ICIN FORMULASYON

—
<
XL

"

<
vs)

Sekil 5.1 : Burulma etkisi altinda ¢ift malzemeli prizmatik ¢ubuk.

Sonsuz ortamda;

—3
f=06(x1—y1)0(x2—y2)es (5.1
cizgisel yiikii y3 = —oo, +oc0 araliginda yiiklenirse meydana gelen yer degistirme ve
sekil degistirme alanlar
=0 w=0 ﬁ3:—Llnp (5.2)
1 2 3 27

T?IIO ??2:0 ?32:0 ?%3:0

3 I (x1—y1)  _3 1 (x2—y)
T3 = _g —p2 T3 = —ET (5.3)
p? = (x1—y1)*+ (2 —y2)? (5.4)
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seklinde hesaplanmisti. Bu ¢oziimde 7>, @ bir elastostatik hal tarif eder. Simdi
(Sekil 5.1)’deki gibi iki malzemeli bir ¢ubuk goz Oniine alinacaktir. Orijin DLKC nin
agirhik merkezindedirr ABCDLMNK hacmi birinci bolgeyi DCFEHLKG hacmi
ikinci bolgeyi gostermektedir. Birinci bolgede kayma modiilii ¢; olan, ikincide ise
kayma modiilii i, olan malzemeler bulunmaktadir. Ust ve alt yiizeylere Mp burulma
momentleri etkimektedir. Cubukta sadece 73 ve T3 kayma gerilmeleri meydana
gelir. x, ekseni BF’ye, x| ekseni AB’ye, x3 ekseni AM’ye paraleldir. Bu problemde

1

u', t! birinci bolgede, u?

, T2 ikinci bolgede yer degistirme ve gerilme alanlarin
gostermektedirler. u', ! bir elastostatik hal, u%, T2 ikinci bir elastostatik hal olarak
diisiiniilecektir. Simdi genel olarak u!, 7' ve @, 7> arasinda ve W = up iken yazilan

karsithik teoremi kiitle kuvveti problemde sifir alinarak

1
2cuy }: / s — / B ulds (5.5)
0 S s

seklini alir. Burada S ¢ubugun birinci malzeme i¢eren kisminin tiim yiizey alanidur. ¢!
ve 13 yiizey gerilme vektorlerini gosterirler. Birinci ¢ubuk parcasinda ABCD yiizeyini
S1, MLKN yiizeyini S}, DLMABCKN yiizeyini Sy; ve DCLK yiizeyini Sy, olarak
isimlendirelim. Bu durumda birinci bolgede (5.2) denklemi;

2cul(y)  (yeW) }:
0 y¢W)

/ tl.ﬁ3dS1 —|—/ tl.ﬁ3dS} + tl.ﬁ3dSY1 + tl.ﬁ3dSY12
S) s,

Sy1 Sy12
—/ i3.u1dsl—/ i?ulds%—/ 23.u1dSY1—/ £ .uldSy, (5.6)
S S Sy1 Sy12
formunu alir. Sy yiizeyinde n = e3 olduguna gore;
0 0 t;][0 Tl
th=] 0 0 L ||0]|=|1; |="1he1+m3e
Ty T3 0 1 0
ve
3 1
u ———[~Inp4(1 —V)] (5.7)

~ OB (1-v)
oldugundan (5.6)’daki birinci integral sifirdir. Bu durum ikinci integral iginde
gecerlidir. Sy; ylizeyi gerilmesiz oldugu icin {iciincii integralde sifirdir. Dordiincii

integral ise Sy, lizerinde
nj
n—= ny
0
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oldugundan;

0 0 1l n 0 0
th=] 0 0 || m|= 0 =|0
1 1 1 1 1

ve (5.2) denkleminde kullanilarak;

1

13 1

t .udS —2c/ t;.(— Inp)ds 5.8
/Sm i DC 3+ 27y ) :8)

seklini alir. Burada ds, DC iizerindeki yay elemanidir. (5.6)’daki besinci integral S;

izerinde

0 0 T 0 T3,
3 =3 =3
= (3) (3) ™3 01 =173
Ti3 Tp3 O 1 0

u% = —Wx3xp) = —WCX)

ué = —Wx3x1 = Ocxq
1
Uz = 0Py (x1,x2) (5.9

oldugu animsanarak ve (5.3)’de kullanilarak

—/ 53.u1d51 = —(OC/ (—‘L'133X2—|—’L'233X1)d51
S1 S

1

. (=) (x2—y2)
_WCZE/SI[ R (5.10)

seklini alir. (5.6)’daki S tizerindeki altinci integralde bunun aynisidir ve

) 1 (- -
_ / £ ulds, = we— / _a 2 Dy, 4 22 2y2>x1]dS’1 (5.11)
Y 2w Js, p p

seklinde yazilabilir. (5.6) ifadesindeki yedinci ve sekizinci integraller ise SY'1 ve SY 12

tizerinde
0 0 T n 0
P=10 0 Th||ml|= 0
-3 3 =3 =3
1 _
uz = 0O

oldugu animsanarak

—/ is.uldSm —/ 53.u1dSy12
SY1 SY12
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- /SYI-Q—SY2(??3’Z1 +T%3n2)(PldS
= —ZC/LI(T%I’H +Tg3n2)(p1ds

no) @1dsy (5.12)

:2ciw/ [(Xl —2)’1)nl+(x2—2)72)
Ly p p

olarak yazilir. Burada L1, S;’in ¢evresindeki egridir. Sonucta (5.6) ifadesi (5.8), (5.10),
(5.11) ve (5.12) kullanilarak;

02c@i(y) (yeVi) }
0 (y¢ W)

-1 1 X1 —Y1 X2 —y2
2c/ 1A In dS+2€CO—/ ———x+ x1]dS
Dc3(27w1 P) P S.[ PR 1]dS;

1 X1 —y1 X2—y2
2c0— ds 5.13
+2c05 /Ll[ 2 ni+ 2 e (5.13)

seklini alir. Biitiin terimler 2¢’ye boliintip S tizerindeki integralde Green teoremi

uygulanarak (5.13) yiizey integrali,

X2 —

p2y2x1]dsl

X1 —J1
[— Xy +
S P2

P J
::jﬁjza;(—lnpxz)+—5;;Onpx1ﬂd51

=— | Inp(xpn; —xiny)ds (5.14)
L,

seklinde bir egrisel integrale doniistiiriiliirse (5.6) denkleminin son hali

ewvi) oy }

y¢Ewv) 0

1 X1 —y1 X2—y2
— ds
2n£ﬁ;ﬂ ni+ e n| e

1 1 1l
- Inp(xany —x1n ds——/ —3 _Inpds 5.15
27[/L1 p(x2n1 —x112) 27 Joc mo P (5.15)

seklini alir. ikinci bolge iginde benzer islemler tekrarlanarak

(yeW) @@)}:
y¢Va) O
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1 X1 —y1 X2 —y2
— das
o7 /Lz[ p2 ny+ p2 nZ](pZ

1 1 13
—— [ Inp(xn; —xin ds——/ —_1Inp)ds 5.16
27r/Lz p(xony —xino) 27 Jen o p) (5.16)
ifadesi elde edilir. Sinir yine dogrusal elemanlara boliinecek ve her dogrusal elemanda
¢’nin s koordinatinin lineer bir fonksiyon oldugu kabul edilecektir. Birinci bolgede ¢,

¢ ikinci bolgede @, ile gosterilirse bunlarin

r(s) = px(0)+ PLE OIS (g2 (5.17)

seklinde kabul edildigini yine herhangi bir dogrusal elemanda

n—=m (5.18)
oy
5 1
B— =7 (5.19)
o
fonksiyonlarinin
1) —
1% (s) =t (J) + wJ+1) TK(J)SS (K=1,2) (5.20)

[(J)
seklinde dagildigini varsayalim. Yiikleme noktasi da tek malzemeli kesitte oldugu gibi
yine her bolge i¢in bolge disina alinsin. Bu durumda (5.15) denklemi y = x(I) € V;
noktasina yiikleme yapilirsa,

| MN1+1 x| — Y1 X2 =y ¢/ +1)—ei(J)
0=-— / / ¢
2 ,Z’z {z(n[ pr Mty el 1(7) ’ S}

Jr1
27

/[ pzy1 1+xzp_2y2”2](l’1(1)dss

1 MN11+1
S — / Inp xznl—xlnz)ds——/ 71(I)Inpds

1MN11+1/ e u(J+1)—1(J))
J=

i) s|lnpds (5.21)

ve y = x(I) € V, noktasina yiikleme yapilirsa,

1 MRZE X1 —y1 X2 —y2 P +1)—@(J)
" ng {/zm[ pr Mty mllet)E 1(J) S]ds}
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L[ xi—y X2 —Y2
— 1
tam | S+ g s

1 MN2+1

1 [
S Inp(xani —xin2)d ——/ K (D npa
o J; /I(J) p(xony —x1ny)ds 7 )s »(I)Inpds

| MN2+2 U5 Tz(]—f— 1) - Tz(.])
Yy /l o B+ npds (5.22)

denklemleri elde edilir. Burada MN1 ve MIN2 sadece birinci ve ikinci bolgeye ait olan
nokta sayilarim gosterirler. MNI11 ise ortak sinirdaki nokta sayisini belirler. Simdi

buradaki integraller isimlendirilirse y; € V; icin,

1 X1 — V1 X2 —y2
TI(,J) = — .
(1,7) 275/1(])[ 2 ny + P nolds (5.23)
1 x| =1 X2 —y2 1
1(1,J) = — ds—— .
W11(1,J) 27[/1(])[ S+ mlsds s (5.24)
1
WI2(1,J) = —5 /I(J)lnp(xznl —m)ds (5.25)
GU(I,J) = — / Inpd (5.26)
R = —— S o
2z Jigy P
G1S(I J)——i/ 2 inpds (5.27)
T T iy P '
1 x| — Y1 X2 — Y2
EK1(I) = /ss[ S mldse (5.28)
1

(5.23), (5.24), (5.25), (5.26), (5.27), (5.28), (5.29) denklemleri birinci bolgede
yazilmiglardir. [(J) birinci bolgedeki bir elemanin boyudur. Ayni tanimlar ikinci

bolgede yapilirsa y, € V5 i¢in,

1 X1 — Y1 X —y2
T2(1,J) = — _
(1,J)=5_ /lm[ 5 Mt 5 nalds (5.30)
1 X1 —y1 X2 —y2 1
21(1,J) = — ds—— 5.31
w ( 7]) o /I(J)[ p2 ni+ pz nZ]S Sl(.]) ( )
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W22(1,J) = —% /I(J) Inp (xan1 —x1n2)ds (5.32)

1y /

G2(1,J) = ——"L | npds 5.33
(9 27 o Ji) P (5:33)

1 [.Ll/ s
G25(1,J) = ——— ——Inpds 5.34
(1, 21wy Jiy 1(J) P (5-34)

L. X1 =1 X2—y2

EK21(I) = _ﬂ;g%/vg[Tnl + 2 nyldse (5.35)
EK2() = ——PMtim [ npdse (5.36)

27 Uy €0 /s,
Ayrica iki bolgenin ortak simirinda 7, = —7; ve @ = ¢, oldugu da goz Oniine

alinacaktir. (5.30),(5.36) denklemleri ise ikinci bolgede yazilmiglardir ve [(J) ikinci
bolgedeki bir elemanin boyudur. Buradaki integrallerden (5.23), (5.24), (5.25), (5.28)
daha 6nceden hesaplanmisti. Bu sonuglar, (5.30), (5.31), (5.32) ve (5.35)’de de aynen
kullanilabilir. Ancak (5.26), (5.27), (5.29) ve (5.36) integrallerinin hesaplanmasi
gerekir. Once EK12(I) hesaplanacaktir. S iizerinde p = Ing ve ds = £d6 oldugu

animsanirsa;
1 62
EK11(I) = —— lim Ined6 =0 (5.37)
T e—=0Jg
bulunur. I=I-1 i¢in;
G1(1,J) ! li Inpd (5.38)
=——1Iim n .
’ 27 e0.J1(7) pas
1 l—¢
1(/,I-1)=——1 In(/ —s)d 5.39
GUILI-1)=—7"lim | = In(l—s)ds (5.39)

l—s=u =1 up=¢€ ds=du

1
Gl(I,I—l):—gl(l—l)[lnl(l—l)—l] (5.40)
J=I i¢in;
1 . !
GI(I,I) = —ﬁgl_rf(l) : Insds (5.41)
1
GI(I,I):—ﬁlnl(l)[lnl(l)—l] (5.42)
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Genel halde;

Gl(1,J) = L I(J)lnpds
21 Jo
p= \/(xl —y1)? 4 (02 —y2)? (5.43)
X1 = —NaS+Xa1 X2 =H1S+XA2 (5.44)
X|—Y1 = —N2S+XA1 —Y1 X2 —Y2 =NIS+X42— )2 (5.45)

p = /524 25| —ma(xar — y1) 1 (ua2 —y2)] + (xar —y1)? + (va2 —32)?

GI(1,J) = lInpp — I + (—nz(xa1 — y1) +n1(xa2 —yz))lng—j

W27 Y2 _ arctan Xa2 7 )2 ) (5.46)

XB1 — Y1 XA1— N1

+(n1(xa1 —y1) +n2(xa2 —y2))(arctan

pa =1/ (1) — 01 (D)2 + () — 1 (1))

P =/ (1 U+ 1) —01 (D) + (12(J +1) =31 (1))?

1 l
GIS(1,1 1) =~ 5~ / ln(l—s);ds (5.47)
£

u = [ — s oldugundan

GIS(1,1-1) :—%[1(12_1)

Ini(I— 1)+§l(1— 1)] (5.48)

|
GIS(I,I):—E/O lnsids

1 I(I)
Genel halde;
61500 = - [Vnp5 g
(a)——ﬂo HPZ(J) §



GIS(1,0) = (ma(car —y1) — (¥an — ya)ny)——G1(1,J)

I(J)
2 2 2 2

—%[p—;lnpg— %AlnpA— %BJF%A]ﬁ (5.50)

Sonugta;
MNI1+1
Y, {11, D)o ()+WIL(LJ)[@1(J+ 1) — @1 ()]} + EK11(I) @1 (1)
J=2
MNi—H[Gl(J)Tl(J) +G1$(1,J)(TI(J+ 1) —Tl(J))]
J=2 231 15
MN1+1
+EK12(NT () =— Y, WI2(1,J) (5.51)
J=2
MN2+1
Zz {T2(1,J) 2 (J) + W21 (1, 1) [@2(J + 1) — o (J)]} + EK21(I) 2 (1)
J=
MN11+1 Tz(]) Tz(]—f—l)—l’z(l)
+ JZ::Z [Gz(J)WJerS(I,J)( 5 )]
MN2+1
+EK22(Nn()=— Y, W22(1,J) (5.52)
J=2

seklini alir. Ancak ortak sinir izerinde @ ve @, degerleri aynidir ve t% ise —t%’e esittir.
Dolayisiyla bilinmeyenlerin sayisi yine MN1+ (MN2 — (MN11+1))+MN11+1 =
MN1+ MN?2 = MN olacaktir. Sistem;

AX=K (5.53)

seklinde lineer cebrik bir denklem sistemine indirgenebilir. Farkli problemler icin
A, X ve K matrislerinin olusturulmasi farkliliklar gosterebilir. Denklem takimi
olusturulduktan sonra problemin bilinmeyenleri olan her iki bolgeye ait olan ¢

degerleri ve ortak sinirdaki gerilme bilesenleri bulunabilir.
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5.1 Burulma Rijitliginin Hesabi

Birinci Malzeme Icin

(p/
17113 = le(a—xl —X2)

(p/
17213 = le(a—xz +x1)

olduguna gore kesite etkiyen moment birinci bolgede;

Mllg:/s (—T{3.x2 + T33.x1 )ds
1

dop! dop!
_ 2 2 .
= U a)[/Sl (xl —1—x2)ds—|— S, (—axz X1 —ax1 XQ)dSI]

3 3
Xn] + X513
Mllg = ,ula)[/ % +/ (np.x1 —nl.xz)(plds]
L L

olarak bulunur. ikinci bolgede ise benzer sekilde

3 3
xXiny +x;3n3
M} = mw[/ e

+/ (nz.xl—nl.xz)(pzds]
L 3 L

seklinde bulunur. Toplam moment ise;
Mg = Mg+ Mj (5.54)

olarak hesaplanir. Burulma rijitligi ise Mp = @.D yazilirsa, D = A% bulunur. Ancak

burada % hesaplanacaktir.

5.2 Cift Malzemeli Kesitte Sitmmirda Kayma Gerilmesi

Siir daha once y birinci bolgenin eleman1 olacak sekilde yeniden tanimlanacaktir.
Burada simira y sinir noktasini igerisine alan y merkezli € yaricapl bir daire yay1
eklenmigtir. Bu durumda y’deki ¢ (y) degeri y = x(I) sinur noktasi i¢in hesaplanirsa

1-2

o1(y) = ;[¢1(1>W11(1a~1)+(¢1(]+1) —¢1(J)T1(1,J)]
MN1+1

+ Y )WL) + (o (T+ 1) — @i () T1(1,J)]
J=I+1
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+MN1+1Wl2(I,J)+(p1(I_ DWIL(ILI— 1)+ (@1 (1) — o1 (I — 1) T1(1,1 - 1)
=2

+o (WL + (e (I+1) — i (1)) T1(1,1)

MNI11+1
— Y [m@GUILI) + (1 (J+1) — w1 ()GISULI)] +EK (D@1 (1) (5.55)
J=2

olacaktir. Bu arada y; noktasinin iki malzemenin ortak sinir1 iizerinde bir nokta
olmadigini da belirtelim. (5.55) ifadesindeki kisaltmalar y,x € §; olmak iizere (5.23),
(5.24), (5.25), (5.26), (5.27), (5.28) ifadelerinde tamimlanmisti. p, x;, x ifadeleri
ise (5.43), (5.44)’de tanimlanmigti. Kayma gerilmeleri @;(y;)’nin y; ve y,’ye gore
tiirevleri almarak hesaplanacakur. Islemleri basitlestirmek igin sag tarafta ¢@;(I) =

¢1(¥)’nin ¢arpani olan terimler hesaplanirsa.

EK11(]) :%
WII(1,1)=0
WI1(I,I—1)=0
T1(1,1)=0

T1(I,1—1)=0

ifadeleri kullanilirsa (5.55) ifadesi

-2

3900 = LWL+ (@i +1) = )T
J=

MN1+1

+ Y [eOWILLD) + (@ (J+1) — @ ()T 1(1,J)]
J=TH1

MN1+1
+ W12(1,J)
J=2

MN11+1
— Z [n(N)GL(ILJ)+(ti(J+1)—7(J))G1S(1,J)] (5.56)
J=2
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seklinde tiirev almaya hazir hale gelir.

oldugu animsanirsa

()_2{2 (@1 (W) + (@1 (J+1) — @1 (1)) T111(1,J)]

MNI1+1

+ Y (oW + (1 (J+1) = @u())T 1T, J)]
J=I+1
MNI1+1 MN11+1
+ Y wiien)- ),
J=2 J=2
[ (DG + (1 (J+ 1) — 7 (J))G11S(I,J)] — y2 } (5.57)

_2{2 o1 (NHWH2(LJ)+ (1 (J+ 1) — @1 () T112(1,J)]

MNI1+1

+ )Y [oOWII2(LJ)+ (o (J+ 1) — @1 (J)T112(1,J)]
J=I+1
MN1+1 MNI11+1
+ Y wi2ugn- )
J=2 J=2
[t (N)G12(1,J) + (11 (J 4+ 1) — 71 (J))G12S(1,J)] +y1 } (5.58)
Burada;
OW11(1,J)
111 =
WI1L1(1,J) Iy,
OT11(1,J)
111 =)
T111(1,J) I
OW12(1,J)
wi121(1,J) = ——~
(1,J) T
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G11(1,J) =

G11S(1,J) =

W112(1,J) =

T112(1,7) =

W122(1,J) =

G125(1,J) =

dG1(1,J)

Iy

dG1S(1,J)

i

OW11(1,J)

2

oT11(1,J)

dy>

IaW12(1,J)
Y2

dG1S(1,7)

5.59

seklinde daha 6nceden bulunan kapali integrallerin sonuglar tiiretilerek hesaplanirlar.

Ikinci bolgede ise (5.55) ifadesindeki @), ¢,’ye doniistiiriilerek ayni islemler

tekrarlanir.

Ancak burada alinan y noktasi ikinci bolge iizerindedir ve kayma

gerilmelerinin (; e boliinmiis halleri hesaplanmak istenirse,

2 1-2
T3(y) Uz
=2-= J
)t (5

MN2+1

+ ) e

J=I+1

MN2+1

YW211(1,J) + (@2 (J +1) —

DW2(LT) + (9 (J+1) —

@ (J)T211(1,J)]

Q2 ())T211(1,J)]

MN2+1

+ Y w221(,J9)-

J=2

[ (J)G21(1,J) + (a(J+ 1) — 12 (J))G215(1, J)]H_ -y}

2 1-2
T53(y) Uz
=2-= J
)2t

YW212(1,J) + (@2 (J +1) —

J=2xMN22+MN11+2

(5.60)

0 (J))T212(1,J)]
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MN2+1

+ Y [@N)W212(LJ)+ (2(J+ 1) — @2(J))T212(1,J))]

J=I+1

MN2+1

+ Y wa2rg) -
J=2

MN2+1

J=2xMN22+MN114-2

H2

[T2())G22(1,J) + (©2(J+ 1) — TQ(J))GZZS(I,J)]“— +y1} (5.61)
1
sonuglar1 bulunur. y,x € S5 i¢in, (5.60), (5.61) ifadelerindeki kisaltmalar ise,
oW21(1,J)
w211(1,J]) = —————=
( ) 1
aT21(1,J)
r211(1,J) = ————=
( ) Iy
aW?22(1,J)
w221(1,J]) = —————=
(1,J) 9,
dG2(1,J)
G21(1,J) =
( ) a)’l
dG2S(1,J)
G218(1,J) = ————=
( ) 3y1
oW21(1,J)
w212(1,J) = —————
(1,J) 7
aT21(1,J)
r212(1,J) = —————=
(1,J) s
waoa(1.g) = 2WV22UJ)
Y2
2G2(1,J)
G22(1,)) = ———=
(1,J) 3
G225(1,J) = w (5.62)
8y2

seklinde daha onceden bulunan W21(1,J),T21(1,J),W22(1,J),G2(1,J),G2S(1,J)

ifadelerinden tiirev alinarak hesaplanirlar.
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6. ORNEK PROBLEM 3

Uciincii ornek problem olarak Sekil 6.1°de iki farkli malzemeden iki dikdortgen
prizmatik ¢ubugun eklenmesinden olusan bir kesitin burulmasi incelenmistir. CD, AB
ve FE'yi MN11 aralifa, AC, MN12 araliga, DE, MN22 aralifa boliinsiin. DC, Ly,
CD, L,; olarak isimlendirilecektir. DCABD, L; ve DEFCD, L, olsun. Her iki bolgede
de D, 2 numarali nod noktasi olarak secilmistir. Bolgelerdeki nodal nokta sayilari
asagida verilmisti. MN1 =2 X MN11+2 X MN12 MN2 =2 x MN11+2 x MN22
Birinci bolgede C’nin nodu (M11+2), A’'nin nodu (MN11+MN12+2), B’nin nodu
(2x MN11+ MN12+2) ve son noktanin nodu MN1+1°dir ve birinci bolgede (2,...,
MN1+1) nodlu MN1 nokta bulunur. ikinci bolgede ise (2,...,MN2+1) seklinde MN2
nokta bulunmaktadir. Bu noktalara yiikleme yapilarak N = MN1+ MN?2 tane denklem
elde edilir. Simdi bu problem icin A, X ve K matrisleri agagida gosterilen alt matrislere

parcalanabilir.
A All A12 0 Al13
| A21 0 A22 A23

X1
X2 K1

X=1x3 K:{KZ]
X4

Burada A1l matrisi MN1 x (MN11 + 1) mertebesinde bir matristir ve herhangi bir

elemani;

ALY =T1I+ 1,0+ 1) +WII(I+1,J) —WI1(I+1,J+1)

I=1,..MN1 J=1,...MN11+1 (6.1)
A12 matrisi 1 X (MN1—1—MN11) mertebesindedir ve herhangi bir eleman

A12(IJ) =T1(I+ 1,0+ MN1142) + WI1(I 4 1,J + MN11+1)

—WI1(I+1,J+MN11+2) (6.2)

I=(1,...,MN1) J=(1,.,MN1—MN11—1) (6.3)
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seklinde tanimlanmir. A’daki iist satirdaki O matrisinin mertebesi MN1 x (MN2 —
MNI11 — 1)’dir. A13 matrisinin mertebesi, MN1 x (MN11 + 1)’dir. Ancak her eleman1

ayni sekilde hesaplanmaz. Bunlar,

I=1,..,MN1

A13(1,1) = G1(I+1,2) —G1S(I +1,2)

A13(I,MN11+41) = GIS(I+1,MN11+1)

J=2,..,MN11

AL =GI(I+1,J+1)=GISI+1,J) + G1S(I+ 1, +1) (6.4)

seklinde hesaplanacaklardir.

%

Sekil 6.1 : Sekil 5.1°deki ¢ubuk kesitinin nodal noktalari.

A21 matrisi MN2 x (MN11 + 1) mertebesindedir ve herhangi bir elemani

A21(1,J) = T2(I+1,MN2+3 —J) + W12(I+ 1, MN2+2—J)

~WI12(I+1,MN2+3—1J) (6.5)

I=1,..MN2 J=1,..,MN11+1 (6.6)

A11’in yanindaki sifir matrisi 0 matrisi MN2 x (MN1—MN11 — 1) mertebesindedir.
A22 matrisinin mertebesi MN2 x (MN2 — MN11 — 1) ve herhangi bir elemant;

A22(LD) =T2(I+1,J+2) +WI12(I+ 1,7+ 1) —WI12(I+1,J +2)
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I=1,..MN2 J=1,..,MN2—MN11—1 (6.7)

seklinde bulunur. A23 matrisinin mertebesi MN2 x (MN11+1)’dir. Ancak bu matrisin

de her eleman1 ayn sekilde hesaplanmaz. Bunun elemanlart;

I=1,...MN2

A23(1,1) = G2S(I + 1,MN2+2)(—%) (6.8)
2

A23(I,MN11+1) = (G2(I 4+ 1,MN2 —MN11+2)

~G2S(I+1,MN2— MN11 +2))(_%)
2

J=2,..,MNIIl
A23(I,MN11+1) = (G2(I+ 1,MN2+2—J)+G2S(I+ 1,MN2+1—J)

_G2s(1 + 1,MN2+2—J))(—%) (6.9)
2

seklinde hesaplanacaklardir. Diger alt matrisler ise,

| A11 A12 0 Al3

A= A21 0 A22 A23
¢1(2)
Y11 < (MNTIHD) '
(0} (MNll —|—2)
(pl(MNll +3)
Yo X (MN1-MN11-1) _ '
(O] (MN] + 1)

$2(3)

x 31X (MN2-MN11-1)

@ (MN2—MN11+1)
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T1 (2)

X4 xMN11+1) _
T (MN11+2)
MNI1+1
Ki(I)=) Wi2(I+1,J+1) I=1, MNI1 (6.10)
J=2
MN2+1
K2(I)= ) W22(I+1,J+1) I=1, MN2 (6.11)
J=2

Ancak sistemde simetri oldugu icin sistemin yarist ¢cOziilecektir. x; eksenine gore
simetrik noktalarda, @; ve @, isaret degistirir ancak mutlak degerleri aymdir. Ortak
sinirda yine x;’e gore simetrik noktalarda 7:31 degeri yine ters isaretlidir ve mutlak
degerleri aynidir. Simetri ekseni iizerinde olan noktalarda, ¢; ve ¢, degerleri sifir olur.
Bilinmeyen sayisi1 ise; MN11+ MN12 — 1 tane @;(I) degeri, MN22 — 1 +MN11/2
tane @ (/) degeri ve MN11/2 tane 7,(I) degeri, olarak tiim bilinmeyen sayis1 N =
MN11 + MN12 + MN?22 — 2 tanedir. Ancak burada MN11 cift say1 sec¢ilmelidir.
Denklem takimui coziildiikten sonra, diger @1, @, ve 7; degerleri de hesaplanir. 7
birinci bolgede 0%?1 degeridir. Bununla ayni noktada ancak ikinci bolgede olan kayma
gerilmesi ise bunun ters isaretlisidir. Bu problem i¢in % = %, a; = 20cm, a; = 30cm,
b =15cm i¢in, AC, LA, CF, FT OC’de ¢ ve DO’da 7’nun degisimi (Sekil 6.2), (Sekil
6.3), (Sekil 6.4), (Sekil 6.5), (Sekil 6.6), (Sekil 6.7)’de gosterilmistir. Sinirdaki kayma

gerilmeleri ise (Sekil 6.8), (Sekil 6.9), (Sekil 6.10), (Sekil 6.11)’de verilmistir.
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120

o0 /Q\e\

I/
| AN

—
40
20
0
-20 -17,5 -15 -12,5 -10 -7,5 -5 -2,5 0
~o—BEM 74,3051 98,848 | 106,9358 105,544 97,9921 86,6974 73,6985 | 61,0112 51,5872

O Muskhelishvili. 74,2727 | 98,3174 106,5831 105,928 97,8129 86,5780 | 73,6382 | 61,0274 | 51,5064

X, (cm)

Sekil 6.2 : Sekil 6.1’de AC’de ¢;’nin x| koordinat1 ile degisimi.

80
70

60 /
50 /

40
_
8 /
30 /
B /
) /
U ©- A
-10
0 2,5 5 7,5 10 12,5 15
o BEM 0 -0,6088 0,5762 5,5273 16,6442 37,2434 74,3051
O Muskhelishvili 0 -0,5615 0,6728 5,6853 16,8961 37,6677 74,2727

X, (cm)

Sekil 6.3 : Sekil 6.1°de LA’da ¢, nin x, koordinati ile degisimi.
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100

@,

-100

-150

- \s\s\@/

-250

[ 2,5 5 7,5 10 | 12,5 15 175 | 20 225 25 275 30
==o—BEM 51,58725,8274 -35,247-73,119-108,08-140,06-168,71-193,42-213,24-226,85-232,27-226,51-202,69
O Muskhelishvili 51,5064 5,9501 -35,126-72,984-107,92-139,88-168,50-193,17-212,94-226,48-231,80-225,85-202,55

x; (cm)

Sekil 6.4 : Sekil 6.1’de CF’de ¢,’nin x| koordinati ile degisimi.

0 P
-50
-100
~
=
-150
-200 &
-250
15 12,5 10 75 5 25 0
—e—BEM 202,6952  -141,3074 = -97,8741 = -652060 = -39,7463 | -18,7869 0,0000
O Muskhelishvili| -202,5584 | -141,6963 = -98,1008  -653468  -39,8324 | -18,8292 0,0000
X, (cm)

Sekil 6.5 : Sekil 6.1°de FT’de ¢, nin x; koordinat1 ile degisimi.
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®,

==o—BEM

60

50

40

30

20

10

O Muskhelishvili |

A

S

e

0 2,5 5 75 10 12,5 15
0,0000 10,7478 21,3089 | 31,4127 | 40,5973 48,0212 51,5872
0,0000 10,7272 21,2671 31,3456 | 40,4938 | 47,8547 51,5064

X, (cm)

Sekil 6.6 : Sekil 6.1’de OC’de ¢, nin x, koordinati ile de8isimi.

T/(op,)

o BEM

-10

-12

-14

-16

-18

-20

-15

| 17,4005
O Muskhelishvili  -17,3258

-12,5

14,1174 |
14,1269

-10 7,5

-11,0537 -8,1400

11,0625 | -8,1498
X, (cm)

-5 -2,5 0
-5,3532 -2,6540 0,0000
-5,3589 -2,6558 0,0000

Sekil 6.7 : Sekil 6.1°de DO’da 73/ @p;’in x; koordinati ile degigimi.
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/o,
/|

4
2
o
0 25 5 7,5 10 12,5
—e—BEM 11,31408 11,0992 10,4401 9,2871 7,5308 4,9139
O Muskhelishvili| 11,30384624 11,0897 10,4315 9,2769 7,513 4,8633
X, (cm)

Sekil 6.8 : Sekil 6.1°de CF’de 7,/ in x| koordinati ile degigimi.

18

16 ©.

14 \
. e

«
=
S
N 8 \
6 N
4
2
2,5 5 7,5 10 | 125 | 15 | 175 | 20 | 225 | 25 | 275
—e—BEM 16,0865 15,3763 14,7812 14,2021 13,5793 12,8608 11,9899 10,8962 9,4817  7,5926  4,9291

O Muskhelishvili 16,0894 15,3746 14,7778 14,1976 13,5738 12,8540 11,9812 10,8846 | 9,4652 | 7,5660 | 4,8756

X, (cm)

Sekil 6.9 : Sekil 6.1’de CA’da 1,/ ’in x| koordinati ile degisimi.
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25

20 g O
15
=
3
~,
Iy
10 S
5
2,5 5 7,5 -10 12,5 -15 17,5
—o—BEM 19,7078 20,2789 19,9890 18,9130 16,9703 13,9294 9,2468
O Muskhelishvili| 19,6688 20,2536 19,9660 18,8874 16,9373 13,8786 9,1463
X, (cm)

Sekil 6.10 : Sekil 6.1°de AL’de 7,/ ’in x; koordinati ile degisimi.

25
20 e ®
15
-
g
~
&
10 e
5
0
12,5 10 7,5 5 2,5 0
—o—BEM 9,2415 13,9254 16,9676 18,9144 20,0077 20,3609
O Muskhelishvili  9,1295 13,8737 16,9383 18,8956 19,9940 20,3487
X, (cm)

Sekil 6.11 : Sekil 6.1°de TF’de 7,/ wu,’in x; koordinati ile degisimi.
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Burulma rijitligi i¢in nokta sayisi degistirilerek elde edilen sonuglar asagidaki Tablo

6.1’de verilmistir.

Cizelge 6.1 : iki malzemeli dikdorgen kesitte D/’ in nokta sayisina gore degisimi ve

hata hesabi.
MNI11 MNI12 MN22 MN D/ Hata Oram
4 2 3 26 194930,08 0,052019095
8 4 6 52 187380,016 0,013822297
12 8 12 88 185510,764 0,003885329
Muskhelishvili 184789,994
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7. ORNEK PROBLEM 4

Bu problemde sekilde gosterildigi gibi 50x25cm lik betonarme bir kolonun igerisine
capt 2cm olan dort demir yerlestirilmis ve bu kesitin burulma momenti altinda
davranig1 incelenmigstir. Bu problem gercekte bir karisik sinir deger problemidir.
Ancak bu karigik sinir deger problemini tanimlarken iki farkli kesit gbz Oniine
alinmigtir. Bunlardan birincisi i¢inde dort tane dairesel delik olan dikdortgen kesitli
kolondur. (Sekil 7.1) (Sekil 7.2) Ikinci bolge ise sistem x; ve xp eksenlerine gore
simetrik oldugu i¢in sadece tek bir demirden olugsmaktadir. (Sekil 7.3) Bu problemin
bilinmeyenleri dig sinirin ve deliklerin cevresindeki ¢ degerleridir. Bunlara ilave
olarak delik sinirlarinda #3 /o) degeri ilave bilinmeyen olarak ortaya ¢ikmaktadir. Dig
sinirda AB araligit MN1 dogrusal elemana boliinmiistiir. BC aralig1 ise MN2 dogrusal
elemana boliinmektedir. Delikler iginse (Sekil 7.2)’de gosterilen nodal noktalar
birlestiren dogrusal elemanlar gbz 6niine alinmistir. D1 sinirda A noktasi 2 numarali
nodal nokta olarak isimlendirilmistir. Ancak dairesel sinirlarda merkez degisse bile

merkeze gore nodal noktalarin konumlar1 ayn1 kalmaktadir. Bu bdlge icin yazilan

denklem genel sekliyle
1 (v —y)n+ (2 —y2)ne 1
= — dCy — — Inp — Inp)dC(7.1
?(y) /Cl o p? sy Cl(xznl np —xinpInp)dC(7.1)
4
1 t
= / —_Inpdc; (7.2)
=127 o opy

olarak ortaya cikar. Tek bir demirde ise bu denklem

1 (x1 —yi)ni + (2 —y2)m 1/
= [ o— - Inp —xin1 7.
?(y) /lepzn 02 dc, o cl(xznl np —xinz1Inp)dCi(7.3)

YL [ npac (7.4)
— —_— R n . K
“2r Jo ow ’

seklini alacaktir.
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D C2<R—21cm—> B

T T ?
@ A “12.5cm

F 8.5*cm T
E L A? X,
12,5cm

@ @ |

25cm 25cm——=

Sekil 7.1 : Burulma etkisi altinda dort demir igeren prizmatik kolon.

n
11 10
12 9
13 8
oF g
2 1cm 7
3 6
4 5

Sekil 7.3 : Birinci demir.

Daha once aciklandigi gibi problemin bilinmeyenlerinin tayini amaciyla dogrusal

IR

elemanlar iizerinde ¢’nin dogrusal olarak degistigi ve t3/wpu;’inde dogrusal olarak
degistigi kabul edilmistir. Dolayis1 ile problemin bilinmeyenlerinin sayis1 simetri
kosullar1 da diisiiniilerek MN1 + MN2 — 142 x 13 tanedir. Bu denklemleri elde
edebilmek icin yiikleme noktasi y’nin delikli levhadaki her nodal nokta oldugu
distiniilmistiir.  Ayrica tek bir demirde sinirdaki nodal noktalar yine yiikleme

noktalar1 olarak g6z Oniine alinmaktadir. Bu arada yiikleme noktasinin daha dnce

aciklandig1 gibi bolge disina alindigini da ayrica belirtmek gerekecektir. Dis cevredeki
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¢ degerleri ¢@(J) olarak isimlendirilirken delik ¢evresindekiler delik numaralarina
gore @1(J), ¢2(J), ©3(J), @4(J) olarak isimlendirilmiglerdir. Ayrica herhangi bir
delik ¢evresindeki 73/ wu; degerleri ise sirast ile T1(J), T2(J), T3(J), T4(J) olarak
isimlendirilmislerdir. Tek demirde ise sinirdaki s ve t3/ @, degeri ise T5(J) olarak
isimlendirileceklerdir. Dig sinirdaki her noktaya yiikleme yapilmaktadir. Ancak dig
sinirdaki her noktaya yiikleme yapilirken delik cevresindeki elemanlarinda iizerinde
integrallerin hesaplandigini da ayrica belirtmek gerekir. Dis cevrede yiikleme dista
oldugu zaman 1=2, MN+1 (MN =4 x MN1+4MN?2) olmak iizere her [ igin

MN+1
0=Y [pUWIXX(L,J)+ (p(J+1) = @()))TXX(I,J)]
=2

MN+1
+ Y W2XX(1,J)+(I)EK1X(I)
J=2

13
+ Y [)WIXZI(L,J) + (1 (J+1) — @1 (J)TXZ1(1,J)]
J=2

13
+ Y waxz1(1,7)
J=2

+ i [@(N)WIXZ2(1,J)+ (@2(J+ 1) —2(J))TXZ2(1,J)]
J=2

13
+ Y waxz2(1,7)
J=2

+ 123: [@3()WIXZ3(I,J)+ (p3(J+ 1) —3(J))TXZ3(1,J)]
J=2

13
+ Y waxz3(1,7)
J=2

+ 123: [§D4(J)W1XZ4(I,J) + ((P4(J+ 1) — (p4(J))TXZ4(I,J)]
J=2

13
+ Y waxza(1,J)
J=2
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+ Z T1(J)GX1(I,J) + (T1(J+1) = T1(J))GX18(1,J)

- Z T2(J)GX2(I,J) + (T2(J + 1) — T2(J))GX2S(I,J)

+ Z T3(J)GX3(I,J) + (T3(J +1)—T3(J))GX3S(I,J)

+ Z T4(J)GXA(I,J) + (T4(J+1) —T4(J))GX4S(1,J)

denklemi elde edilir. Yiikleme 1. delikte iken I=2,13 olmak iizere her I i¢in

MN+1

0= Z [@(NWIZ1X(1,J)+ (o(J+1)— o)) TZ1X(I,J)]
J=2
MN-+1
+ Y w2zix(1,J)
J=2

13

+ Y (@ (WWIZIZI(LT) + (91 (J+ 1) — 1 () TZ1Z1(1,J)]
J=2

13
+ Y W2Z1Z1(1,J) + @i (1) EK1Z1(I)
J=2

+ 123: [(pz(J)WIZIZ2(I,J) + (q)z(.]—l— l) — (pz(J))TZlZZ(I,J)]
J=2

13
+Y w2z1z2(1,J)
J=2

13

+ ) [o3(HWIZ1Z3(1,0) + (@3(J 4+ 1) — 3(J))TZ123(1,J)]
J=2

13
+Y w2z1z3(1,J)
J=2

13

+ Y [@a(YWIZIZA(1,T) + (9s(J + 1) — @4(J))TZ1Z4(1,J)]
J=2
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13
+ Y w2ziz4(1,J)
J=2

+ Z T1(J)GZ1Z1(1,J)+ (T1(J+ 1) —T1(J))GZ1Z1S8(1,J)

+ Z T2(J)GZ1Z2(1,J) + (T2(J +1) — T2(J))GZ1Z25(1,J)

+ Z T3(J)GZ1Z3(1,J) + (T3(J+1) = T3(J))GZ1Z3S(1,J)

+ Z T4(J)GZ1ZA(1,J) + (T4(J + 1) — T4(J))GZ1Z4S(1,J) (7.6)

denklemi bulunur. Yiikleme demir ¢evresinde ise 1=2,13 olmak iizere her [ icin

0= f" (@5 (J)W LIZ1Z1(1,J) + (@5(J +1) — @5 (J))\TIZ1Z1(I,J)]

J=2
13
+ Y W2IZ1Z1(1,J) + @s(I)EK11Z1(I)
J=2
13
+ Y T5()GIZ1Z1(1,J) + (T5(J + 1) — T5(J))GIZ1Z1S(1,J) (7.7)

denklemi elde edilir. Burada W1 ile baglayan integrallerde W 1’den sonraki ilk terim
yiiklemenin yapildig1 bolgeyi, ikinci terim ise integralin hesaplandig1 bolgeyi gosterir.

Ornek olarak

WI1Z1Z4(1,J) =

1 /zm (o = xi(D)mi + (2 —x(1)na (7.8)

27 p?
Burada 1(J) dort numarali delige ait bir elemanin boyudur. x; (1) ve x,(7) ise 1. delikteki
I numarali nodal noktanin koordinatlarini gosterirler. p eleman iizerindeki herhangi
bir noktanin yiikleme noktasina uzakligidir. S ise dogrusal eleman iizerinde 0 — /(J)
arasinda degisen bir koordinati gosterir. W2 ile baslayan kisaltmalar ise W2’den
sonraki birinci ifade yiiklemenin yapildigi bolgeyi ondan sonraki ifade ise integralin

hesaplandig1 elemanin iizerinde bulundugu bélgeyi gostermektedir. Ornek olarak

1 /U
W2Z1Z4(1,J) = _ﬂ/ (xon1 —x1ny) InpdS (7.9)
0

85



verilmigtir. 7 ile baglayan integrallerse W1 ile baslayan integrallerin integrantlarinin
S/1(J) ile ¢arpilmasiyla olusturulurlar. G1 ile baslayan integrallerde G1’den sonraki
birinci ifade yliklemenin yapildig1r bolgeyi ondan sonraki ise integralin hesaplandigi

bolgeyi gosterir. Ornek olarak
1 /i)
GIZIZA(1,]) = — — / InpdS (7.10)
27 Jo

verilebilir. G1S ile baglayan integraller ise G1 ile baglayan integrallerin integrantlarinin
S/1(J) ile ¢arpilmasiyla olusan integrantlari icerirler. Demire ait olan integrallerde ise
W1, W2, T ifadelerine bir I sembolii daha eklenmistir. Problemin bilinmeyenleri x| ve
x; eksenlerine gore simetri oldugu i¢in dis cevrede MN1+MN2-1 tanedir. Yine delikler
x1 ve xp eksenlerine gore simetrik olduklar1 i¢in bagimsiz bilinmeyen sayis1 24 tanedir.
Ancak dikkat edilmesi gereken nokta bazi denklemlerin de birbirinin ayn1 olmasindan
dolayr denklem sayis1 yetersizdir. Gerekli olan ilave denklemler tek demirden elde
edilecektir. Ancak demirdeki 75(2), (—ua/u1)T1(13)’e esittir.  Ayrica @;(13) =
¢s5(2) seklinde iist iiste gelen noktalarin ¢’lerinin ayni, gerilmelerinin ise (—p /1)
carpant ile ayn1 olduguna dikkat cekmek gerekecektir. Denklem takimi ¢oziiliip ¢’ler
bulunduktan sonra sadece delikli levhadaki iki dogrultuda kayma gerilmesi hesabi
yapilmistir. Kullanilan 50 x 25 kesitte (Sekil 7.1) AB, CB ve 1. delik ¢evresinde ¢ nin
degisimi (Sekil 7.4), (Sekil 7.5) ve (Sekil 7.6)’da verilmistir. Ayrica 1.delik cevresinde
t3/ou;’in 6 agisiyla degisimi (Sekil 7.7)’de verilmistir. Sekil 7.1°de gosterilen RR ve
TT hatlan iizerinde hesaplanan 713/, 73/ ®u; degerlerinin degisimi (Sekil 7.8),
(Sekil 7.9), (Sekil 7.10) ve (Sekil 7.11)’de gosterilmistir. Yine Sekil 7.1°deki AB ve
CB hatlari iizerinde 75/ in degisimi (Sekil 7.12) ve (Sekil 7.13)’de verilmistir.
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o N\

A\

. . \

\

\

\
\

-70

[0 [125 | 25 [ 375 | 5 | 625 | 75 875 | 10 | 1125 125
——BEM| 000 | 4901 934 | 1328 1622 | 17,06 | 1395 483 | -10,87 | -32.29  -59,65

X, (cm)

Sekil 7.4 : Sekil 7.1’de AB’de ¢’nin x; koordinatina gore degisimi.

-20

-40

-60

-80

-100

-120

0 (12525375 5 [625 75 (875 10 1125125 13,75 15 (16,25 17,5/18,75 20 21,25 22,5 23,75 25 |
[~+—BEM 000 -105 21,7326 -43,1|-563,3|-62,8|-71,6|-79,4|-86,2 -91,6 -95,6  -97,8 -98,0 -96,4|-93,0 88,5 -83,7|-78,6 71,5/ 50,6

X, (cm)

Sekil 7.5 : Sekil 7.1’de CB’de ¢’nin x; koordinatina gore degisimi.
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25

20

15

10

-10

AN

-15

-20

-25

n/12 [ 312 | sm/12 | 7m/12 | 9n/12 [111(/12[ 13n/12[ 15m/12 | 17n/12 | 19n/12 [ zm/u[zsn/u‘

o= BEM

11,63 | -1815 | -19,88 -1618 | 810 | 200 | 1131 | 17,46 1898 1551 789 | 2,07 |

(8]

Sekil 7.6 : Sekil 7.1°de 1. delik cevresinde ¢’nin 6 acisiyla degisimi.

50

45

40

35

30

25

ty/op,

20

[

w12 3w/12  5w/12 | Tw/12 | 9/12 | 11w/12 | 13w/12 | 15/12  17w/12 | 197/12 211:/1212311:/12]

=== BEM

593 315 487 865 1445 2318 3416 4249 | 4375 3702 2565 | 1320 |

o

Sekil 7.7 : Sekil 7.1°de 1.delik ¢evresinde #3/@;’in 0 agisiyla degisimi.
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-10

T/wp

-12

-14

1 _—
/

-18 ——

-20

0 | 25 5 | 75 | 10 | 125 | 15 | 175 | 20 | 225
——BEM| -1845  -1844  -18,36 | -18,16 -17,86  -17,5 | -1692 -1628 -1549  -14,54

X, (cm)

Sekil 7.8 : Sekil 7.1°de x, = 11cm TT hattinda 713 /@y, in x| koordinati ile degisimi.

14

/

1 /
0,8

L0
=
3 /
3
Q
" /
) /
02 /
0 o [ 25 [ s 75 | 10 [ 1 s [ s |20 o2
—e—BEM| 000 | 016 | 027 | 037 | 048 | 08l | 075 | 091 | 109 | 129
X, (cm)

Sekil 7.9 : Sekil 7.1°de x, = 11cm TT hattinda 73/ @ in x| koordinati ile degisimi.
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Tig/wp

-10

-12

. AN
AN

-18 N

2 0 T 15 25 a5 | 5 | 62 | 75 [ 875 | 10 | 11,25 |

——BEM 000  -184 -369 558  -752 | -951  -1158 -1374  -1598 | -18:34

X, (cm)

Sekil 7.10 : Sekil 7.1°de x; = Scm RR hattinda 713/, ’in x; koordinati ile degisimi.

2,5
| \\
15
-
=
3
)
&
1
0,5 \
0 T 15 [ 25 (35 5 625 | 75 | 875 | 10 | 11,25 |
—=—BEM 2,357 2328 | 2243 | 2104 | 1915 | 1679 1404 1096 0764 | 0413 |
X, (cm)

Sekil 7.11 : Sekil 7.1’de x; = Scm RR hattinda 73/ @, ’in x; koordinati ile degisimi.
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35

30

NN
w N
ﬁ N

: N
N

0 1,25 2,5 3,75 5 6,25 7,5 8,75 10 11,25
—e—BEM | 28,7510 28,6868 | 28,4638 27,9632 26,8856 24,6329 20,5491 15,0862 9,9418 @ 5,5960

Tjou,

]

X, (cm)

Sekil 7.12 : Sekil 7.1°de AB hattinda 75/u;’in x; koordinati ile degisimi.

25

20—\

15
=
€]
=
(%
10
5
0 11,2 13,7 16,2 18,7 21,2 23,7
0 12525375 5 625 75 875 10 5 12,5 5' 15 5 17,5 5 20 5' 22,5 5'

—=—=BEM 21,5 21,4 21,3 21,1 20,8 20,3 19,8 19,1 18,3 17,4 16,2 14,9 13,4 11,8 10,3 9,04 8,44 8,38 7,77 5,42

X, (cm)

Sekil 7.13 : Sekil 7.1°de CB hattinda 75/ @y, ’in x; koordinati ile degisimi.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Kolonlarda gerilme hesab1 sinir eleman yontemi ile yapilirken burada c¢ikan
formiilasyonda elde edilen sonuglar analitik ¢6ziimii olan problemlerde kapali

cOziimlerle yiizde yiiz uyusmaktadir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta sudur:

Basit bagiml bolgelerde sinir eleman formiilasyonu ilk asamada bilinmeyen olarak
burulma fonksiyonu degerlerini icerir. Sabit terim ise belirli ¢izgisel integrallerin
toplamindan olusur.  Bilinmeyenlerin katsayilarini olusturan integraller kapali
olarak hesaplanmigstir. Keza sabit terimi olusturacak integrallerde kapali olarak
hesaplanmigtir.  Bolge icinde veya bolge simirinda kayma gerilmesi bilesenleri
veya yiizey gerilmesi hesaplanmak istenirse, burulma fonksiyonunun tiirevleri
teskil edilmelidir. Bu tiirevler hesaplanirken burulma fonksiyonunun ¢arpani olan
integrallerin sonuglar tiiretilebilir. ~ Ancak sabit terimleri olusturan integraller
tiiretilirken alinmig integralin degil, integralin tiirevinin alindiktan sonra integre
edilmesi uygun olmaktadir. Bunun sebebi bu integrallerin ¢cok degerli ¢cikmasidir.
Ayni durum ¢ok bagimli bolgelerde yine sabit terimi olusturan integrallerin tiiretilmesi

icinde gecerlidir. Ancak eleman sayis1 ne kadar artirilirsa artirilsin, kesitin burulma

......

8.1 Calismamn Uygulama Alam

Bu calismada burulma etkisi altinda olan kolonlarda meydana gelecek ufak kenar
kiriklarinin bu kinga yakin noktalarda kayma gerilmesini neredeyse sonsuza
gidebilecegi acikca gosterilmistir. Boylesine biiyiik bir kayma gerilmesi kolonu
neredeyse piiriizsiiz bir ylizey halinde rahatlikla kesebilir. Dolayisiyla burulmaya
maruz kolonlarda kenar hasarlarinin ya ¢ok dikkatle izlenmesi ya da kolon ¢evresinin

celikle takviyesi olasi bilyiik felaketleri 6nleyecektir.

93



94



KAYNAKLAR

[1] Muskhelishvili, N.I. (1963). Some Basic Problems of The Mathematical Theory of
Elasticity, Groningen, Netherlands : P. Noordhoff, 1963, c1953.

[2] Ely, J.F. ve Zienkiewicz, O.C. (1960). Torsion of compound bars - a relaxation
solution, International Journal of Mechancial Sciences, 1(356-365).

[3] Jaswan, M.A. ve Ponter, A.R.S. (1963). An integral equation solution of the

inhomogeneous torsion problem, Proceedings of the Royal Society A,
273(237-246).

[4] Katsikadelis, J. ve Sapountzakis, E.J. (1985). Torsional of composite bars by
boundary element method, Journal of Engineering Mechanics, 111(9).

[5] Booker, J.R. ve Kitipornchai, S. (1971). Torsion of multilayered rectangular
section, Jounal of the Engineering Mechanics Division, Proceedings of
the American Society of Civil Engineers, 97(EMS).

[6] Trahair, N.S. (2005). Nonlinear elastic nonuniform torsion, Journal of Structural
Engineering, 131(7).

[7] Sapountzakis, E.J., Member, A. ve Mokos, V.G. (2001). Nonuniform torsion
of composite bars by boundary element method, Journal of Engineering
Mechanics, 127(9).

[8] Herrmann, L.R. (1965). Elastic torsional analysis of irregular shapes, Journal of
the Engineering Mechanics Division, ASCE, 91(EM6).

[9] Chou, S.I. ve Mohr, J.A. (1990). Boundary integral method for torsion of
composite shafts, Res Mechanica, 29(41-56).

[10] Chou, S.I. ve Shams, Ahmadi, M. (1997). Complex variable boundary element
method for torsion of composite shafts, International Journal For
Numerical Methods in Engineering, 40(1165-1179).

95



96



OZGECMIS

Ad Soyad: Hakan Tiirken
Dogum Yeri ve Tarihi: Karabiik-29/06/1984
E-Posta: hakanturken @ gmail.com

Lisans: Selguk Universitesi Miihendislik-Mimarlik Fakiiltesi Ingaat Miihendisligi
Bolimii

Y. Lisans: Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Ingsaat Miihendisligi A.B.D

Mesleki Deneyim ve Odiiller:

07.2012 - Devam ediyor Bureau Veritas Turkey
03.2010 - 07.2012 Erkiz Miihendisik A.S
05.2007 - 01.2009 Garanti Konut A.S.

Yayin ve Patent Listesi:

Periodica Polytechnica Civil Engineering 55/2(2011) 107-116 "The effects of various
curing materials on the compressive strenght of concretes produced with/without
admixture”

New World Sciences Academy - 5142-2480 - Cilt 1 - Say1 2 - Yaym
No:1A0213-Sayfa:1016-1032 (2011) " Tunnel Formwork Systems Comparison to
Conventional Systems"

Scientia Iranica, Transactions A:Civil Engineering 19 (2012) 77-83 The effects of
various curing materials on the compressive strenght characteristics of the concretes
produced with multiple chemical admixtures

International Conference On Mechanical, Architectural and Civil Engineering Dubai
(2013) The Effects of Using Single or Multiple Chemical Concrete Strength and
Workability

"Tiinel Kalip Sistemlerin Geleneksel Sistemlerle Karsilastirilmasi"Hakan Tiirken
Frrat Universitesi IPCC2011 IPCC2011 Costruction Congress 2011 Elazig/Turkey

"Farkl1 Tipteki Katk1 Maddelerinin Beton Basing Dayanimina Etkisi Uzerine Deneysel
Bir Calisma ve Katki Maddesi Seciminde Dikkat Edilmesi Gereken Hususlar"
Cukurova Universitesi,2008, Adana/Turkey Hakan Tiirken/Ulkii S.Yilmaz

97



"Katkisiz ve Katkili Betonlarda Farkli Kiir Malzemelerinin Beton Basing Dayanimina
Etkisi” Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi 2010,
Konya/Turkiye

"Tiinel Kalip Teknolojisi ve Ozellikleri" Sel¢uk Universitesi Yiiksek Lisans Semineri,
2009, Konya/Tiirkiye-Hakan Tiirken

TEZDEN TURETILEN YAYINLAR/SUNUMLAR

» Tiirken H., Kadioglu N., Ataoglu S., 2014: The Solution of Torsion Problem for
the Bars with Irregular Cross Sections by Boundary Element Method. International
Journal of Mechanics and Applications, Vol.4, No.2, 2014

98



