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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde, tezde kullanilacak olan, kompleks analizin temel kavramlar: ve teoremle-
rine, g—analizin gerekli gosterimlerine yer verilmistir. Uciincii boliimde, reel Baskakov
operatorleri ve g—Baskakov operatorleri, bu operatorlerin boliinmiis farklar ile ifadeleri
ve Stancu genellesmeleri verilerek, Voronovskaja-tipli sonuglar ifade edilmistir. Doérdiin-
cii boliimde, uygun disklerde analitik fonksiyonlar i¢cin Baskakov ve Baskakov-Stancu
operatorlerinin boliinmiis farklar ile ifadelerinin kompleks genellesmeleri ele alinarak,
kompakt disklerde es zamanh yaklagim ve Voronovskaja-tipli sonuglar i¢in nicel tah-
minlere yer verilmistir. Beginci boliim orijinal olup, iki kisimdan olusmaktadir.
Birinci kisimda, kompleks ¢—Baskakov operatorii Z,, , (f) (2) ve boliinmiis farklar
ile ifadesi olan W, , (f) (2) operatorii tanimlanarak, operatorlerin varlig: icin yeter
kogullar belirtilmistir. W, , (f) (2) operatorleri, uygun disklerde analitik, kompakt
disklerde iistel biiyiiyen ve [0,00) araliginda her basamaktan tiirevleri simirh olan
f fonksiyonlar icin dikkate alinarak, kompakt disklerde es zamanli yaklagim ve
Voronovskaja-tipli sonug i¢in nicel tahminler, yaklagimin kesin derecesi bulunmustur.
Ikinci kisimda, kompleks g—Baskakov operatérlerinin Stancu genellesmesi tanimla-

narak, ilk kisimdaki sonuclar bu operatorlere genisletilmistir.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduc-
tion. In the second chapter, basic definitions and theorems of complex analysis,
essential representations of g—calculus have been given. In the third chapter, real
Baskakov and g—Baskakov operators, their representation in the terms of divided
differences, Stancu generalization of these operators have been given. Voronovskaja-
type results have been stated. In the fourth chapter, considering complex gene-
ralization of Baskakov and Baskakov-Stancu operators represented in terms of di-
vided differences for the analytic functions in the suitable disks, quantitative es-
timates for simultaneous approximation in compact disks and Voronovskaja-type
results have been given. The fifth chapter includes original results and consists of
two sections. In the first section, complex g—Baskakov operator Z, , (f) (z) and
its representation in terms of divided differences W, , (f) (2), have been introduced.
Conditions of existence and analyticity of these operators have been stated. Consi-
dering W, , (f) (z) , such f that is analytic on suitable disks, has exponential growth
in a compact disks and with all its derivatives bounded in [0, 00) by the same cons-
tant, simultaneous approximation in compact disks and quantitative estimates for
Voronovskaja-type result and exact degree of approximation have been obtained. In
the second section, Stancu generalization of complex g—Baskakov operators have
been defined. The results given in the first section, have been extended for the new

operators.
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1. GIRIiS

Analizin bir alami olan Yaklagim Teori, temelde, fonksiyonlara daha basit ve kolay
hesaplanabilen fonksiyonlar ile yaklagim diisiincesi ile ilgilidir. Basit fonksiyonlar,
genelde iyi bilinen polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar olarak alinmaktadir. Reel
degiskenli fonksiyonlarin yaklagim teorisinin temeli, Weierstrass tarafindan 1885
yilinda elde edilen yaklagim teoremidir. Bu teorem, [a,b] sonlu araliginda siirekli
olan herhangi bir f fonksiyonu i¢in, f ye [a, 8] iizerinde diizgiin yakinsak olacak sek-
ilde bir cebirsel polinom dizisinin var oldugunu ifade eder. (Yani, span (1, z,...,x") =
IT,,, en fazla n—nci dereceden cebirsel polinomlarin uzayini géstermek iizere I1,, uzayi

C [a, b] uzaymnda yogundur: II,, = C [a, b]).

Weierstrass’in yaklagim teoreminin ispatlar1 bir ¢ok yazar tarafindan yapilmistir.
1912 yilinda Bernstein, yaklagilmak istenen f € C'[0, 1] fonksiyonuna [0, 1] iizerinde

diizgiin yakinsak olan

n

B, (f;z) := k; <Z) Tl O (5) (neN, ze€[0,1])

reminin basit ve gik bir ispatini vermistir. Bu diizgiin yakinsama probleminden
sonra, yaklagimin hizi problemi ortaya ¢ikmigtir. Bu problemin ¢oziimii farkli yon-
lerden incelenmigtir. Bir yontem de; Voronovskaja (1932) tarafindan ispatlanan,
[0,1] araligindaki bir z noktasinda ikinci basamaktan siirekli diferensiyellenebilen

fonksiyonlar i¢in Bernstein polinomlarinin asimptotik davranigidir.

B, (f; z) Bernstein polinomlar lineer pozitif operatorlerin simfindandir (Bir V' lineer
fonksiyon uzay: iizerinde tamiml olan L lineer operatorii, her f € V, f > 0 i¢in

L (f) > 0 sartim1 saghyorsa pozitiftir denir).

1951 yilinda Popoviciu, 1952’ de Bohman ve 1953’de Korovkin, yogunluk i¢in, birbir-

lerinden bagimsiz olarak, basit ve kolayca uygulanabilen bir yontem gelistirdiler. Bu
1



yonteme gore; lineer pozitif A,, operatorlerinin bir dizisinin [a, b] kompakt araliginda
f siirekli fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, sadece iig
tane e, (r) = 2%, k = 0, 1,2 fonksiyonu igin A, (e;) dizisinin e, fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olmasidir. Yani, kompakt kiimede siirekli olan fonksiyonlara polinomlar ile
yaklagimda bazi lineer pozitif operator dizileri kullanilabilir. 1974 yilinda Gadzhiev,
sinirsiz aralikta siirekli fonksiyonlar icin Korovkin-tipli bir teoremi, pozitif ve siirekli

bir agirlik fonksiyonu ile tamimladigi agirlikh uzayda ispat etmistir.

Yaklagim teoride iki temel aragtirma problemi vardir. Birincisi nitel olan, yani
bir operator dizisinin birim operatore yaklagimi igin gerekli olan kosullarin bulun-
masidir. Ikincisi nicel olandir, yani operator dizisinin birim operatére yaklagiminin

derecesinin ol¢iilmesidir.

B, (f;z) Bernstein polinomlarmin ifadesinde z € [0, 1] degiskeni, kompleks diiz-
lemde f fonksiyonunun analitik oldugu ve [0, 1] araligim kapsayan uygun bir bolgedeki
z degigkeni ile degistirilerek olusturulan kompleks Bernstein polinomlarinin yakin-
saklik 6zellikleri Wright (1930), Kantorovich (1931), Bernstein (1943), Lorentz (1953)
ve Tonne (1969) tarafindan ¢aligilmistir. Lorentz’in kitabinda (1953) Bernstein o-
peratorlerinin ve dejenere formunun yakinsaklik ¢zellikleri kompleks diizlemin cesitli
bolgelerinde (6rnegin kompakt diskler, elipsler, ilmikler, bagimsiz kiimeler) ve-
rilmigtir. Bu nitel sonuclar, reel degiskenli Bernstein-tipli operatorler ile kompleks
Bernstein operatorleri arasinda, Vitali teoremi ile kurulan baga dayanmaktadir, an-
cak bu ¢alismalarda yaklagimin sonugclar igin nicel tahminler elde edilmemigtir. Gal
(2009) tarafindan; Bernstein, g—Bernstein, Bernstein-Stancu, Bernstein-Kantorovich,
Favard-Szasz-Mirakjan, Baskakov, Baldzs-Szabados gibi operatorlerin kompleks form-
lar1 ile kompakt disklerde eszamanli yaklasim ve Voronovskaja-tipli sonuclar igin

nicel tahminler elde edilmigtir ve yaklagimin kesin dereceleri bulunmustur.

Stancu, 1969 yilinda negatif olmayan iki parametreye bagh olacak sekilde, Bernstein
operatorlerinin bir genellesmesini tanimlamigtir. Bazi lineer porzitif operatorlerin

Stancu genellesmeleri; Gal (2009), Biiyiikyazici ve Atakut (2010), Mahesvari ve
2



Sharma (2012), Mahmudov ve Gupta (2012) gibi ¢caligmalarda goriilebilir. Gupta ve
Verma (2012) kompleks Szasz-Mirakjan operatoriiniin Stancu genellesmesini, uygun
bir bolgede analitik fonksiyonlar i¢in tanimlamiglar ve bu operatorler ile yaklagimin
hizin1 hesaplayarak, Voronovskaja-tipli sonug elde etmislerdir. Kompleks Baskakov

Stancu operatorleri icin benzer sonuclar Gal vd. (2012) tarafindan elde edilmistir.

Son zamanlarda g—analizin gosterim ve yontemleri kullanilarak, lineer pozitif o-
perator dizilerinin ¢—genellesmelerinin yaklagim 6zellikleri yogun olarak ¢alisilmak-
tadir. 1987 yilinda Lupas ilk olarak Bernstein operatorlerinin ¢—genellesmesini
tanimlamig ve bazi 6zellikleri incelemistir. Phillips (1997) de Bernstein polinom-
larinin g—genellesmesini tanimlayip yaklagim ozellikleri ile ilgili sonuclar elde et-
mistir. Buna gore, ¢g—Bernstein polinomlar: ile yaklasimda elde edilen sonuglarin,
klasik Bernstein polinomlarina gére daha esnek veya daha iyi oldugu goriilmektedir.
Kompleks ¢g—Bernstein polinomlar: iizerine yapilan caligmalar hakkinda bilgi, Gal’'in

kitabinda (2009) zaman dizini olarak verilmistir.

Son zamanlarda, ¢—Baskakov operatorlerinin gesitli genellesmeleri ile ilgili baz
aragtirmalar igin; Gupta ve Heping (2008), Gupta ve Radu (2009), Aral ve Gupta
(2009, 2010 ve 2011), Finta ve Gupta (2010) Gupta, Kim ve Lee (2012) caligmalari

ornek olarak verilebilir.

Bu tezde, Aral ve Gupta (2011) tarafindan inga edilen ¢g—Baskakov operatorlerinin
boliinmiis farklar ile ifadesinin kompleks modeli ¢ > 1 igin ele alinarak, kompakt
disklerde, es zamanl yaklagim ve Voronovskaja-tipli bir sonug i¢in nicel tahminler

verilecek, es zamanh yaklagimin kesin derecesi bulunacaktir.

Bu tezde son olarak kompleks g—Baskakov operatoriiniin Stancu genellesmesi tanim-

lanip, bu operatorler icin de benzer sonuglar elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremler verilecektir. Bu tez

boyunca, r > 0 olmak iizere, D, ve D, sirasi ile

D, ={z€C; |z| <r}
ve

D, ={z€C; |z| <r}

disklerini gosterecektir. C (E) . D, iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay1 olmak

tizere, f € C (E) fonksiyonun normu

1f1l, = max{|f (2)]; [2] <7}

ile tanumlanir.

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamim 2.1 n € N olmak tzere, o 1, x2,...,T,, R de birbirinden farkl noktalar
(yanii # j iken x; # x;) ve f : {z;}._, — R fonksiyonu x;, i = 0,...,n, noktalarinda

tanemly olsun ve [xo; f] := f (zo) ile gosterilsin.

- f(z))
[0, T1, .., T [] = -
0 JZO Hi:O, )

ifadesine f fonksiyonunun xo, 1, T2,...,2, noktalarndaki n—nci bolinmiis fark:

denir (Dzyadyk and Shevchuk (2008)).

Ornegin, f fonksiyonunun birinci boliinmiis farks

[0, 1; f] = [ (o) + S (1) :f<$0)_f(x1):[370;f]_[x1;f]
o Ty — T T1 — o Ty — T1 Ty — T ’

f fonksiyonunun ikinci bolinmiis fark:

[ (o) [ (z1) [ (z2)
(55'0 - xl) (55'0 - 5132) * ($1 - $0) ($1 - $2) - (IE2 - xo) (5E2 - 5131)
(20, 15 f] — [m1, 95 f]

4
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benzer sekilde f fonksiyonunun n—nci bolinmiis fark:

..... Tn—1, f] B [iUl,SEQ, PRPH P f]
To— Tp

[1'07 L1y eesTn; f] =

olarak bulunur.

Teorem 2.1 Eger her i = 0,...,n i¢in x; € |a,b] ve f fonksiyonu (a,b) tzerinde
n—nci basamaktan tirevlenebilir ise

™€)

n!

[m())xla"';xn;f] = (21)

olacak sekilde bir & € (a,b) noktasy vardur (Dzyadyk and Shevchuk (2008)) .

Teorem 2.2 k € N olmak tizere, iki fonksiyonun ¢carpiminin k. bélinmiis farks icin

k
(30, 01, s .9) = 3 00,23 F1. [0 o 03
=0

)

egitligi saglanwr (Phillips 2003) .

Teorem 2.3 (Vitali Teoremi) Q, C kompleks dizlemde bir biolge, F C £, Q
icinde en az bir ypgilma noktasina sahip olan bir kiime olsun. € tizerinde analitik
olan fonksiyonlarin bir (f,), oy dizisi Q daki her kompakt kiimede sinarly ve herhangi
bir z € Ficin (fn (2)),en [ (2) ye yakinsak ise bu durumda (f,), oy § daki herhangi

bir kompakt kiimede f ye diizgiin yakinsaktir (Gal 2009).

neN

Teorem 2.4 (Bernstein Egitsizligi) Her k € {0,1,2,....} i¢in, a € C olmak
tizere ve P, (z) = iakzk olsun ve r > 0 igin ||P,|, = max{|P, (2)];|z| <r}
gostersin. Bu duru#c;lgz asaqidaki egitsizlikler saglanar.

(i) |2l < 1igin [P (2)| < n [Pl

(i2) r > 0 ise her |z| < r igin |P) (2)| < 2 || P.||, (Gal 2009).

5



Teorem 2.5 (Maksimum Modiil) Q C C sinwrly bir bolge olsun. f : Q — C,

fonksiyonu Q tizerinde analitik, Q da siirekli ise T', Q nan sinar olmak tizere
max {|f (2)|;z € Q} = max {|f (z)|;2 € '}

saglamr (Gal 2009).

Teorem 2.6 (Cauchy Tiirev Formiili) r > 0 olmak tizere f : D, — C fonksi-
yonu D, diskinde analitik ve D, kapamginda siirekli olsun. Her k € {0,1,2,....} ve
her |z| < r igin

I'={ueC;lul=r}
iken

21
T

k!
86 = / (u Ji_g)’““du
gerceklenir (Gal 2009).

Teorem 2.7 G C C agik bir kiime olsun. G iizerinde analitik olan fonksiyonlarin
(fa)nen dizisi fanalitik fonksiyonuna G de yakinsak ve G deki her bir kompakt
kiime dizerinde diizgiin yakinsak ise bu durumda her p € N i¢in p—inci basamaktan
tiirevlerin dizisi ( (P ))nEN de G deki her kompakt kiime tzerinde f® ye dizgiin

yakinsaktir (Gal 2009).

Teorem 2.8 (ézde§lik Teoremi) 2 C C bir bolge olsun. FEger f, g : Q — C
fonksiyonlar: Q0 tizerinde analitik ve {z € Q: f(2) = g(2)} kiimesi Q da en az bir

yglma noktasina sahip ise bu durumda Q tzerinde f = g dir (Gal 2009).

Teorem 2.9 f fonksiyonu bir zyg noktasinda analitik ise bu noktanin bir komsu-

lugundakt z ler icin gegerli olmak tizere

(n

FEO =Y G-t =3 T ey

agilima vardur. Bu kuvvet serisi bir D (2o, R) = {z € C; |z — 2| < R} diski tizerinde
mutlak yakinsar ve bu diskin kompakt alt kiimeler: tizerinde yakinsama diizgiindir

(Baskan 2012).



Bu teoremden asagidaki sonug ¢ikarilabilir.

Sonug 2.1 A, C kompleks diizlemde bir bolge ve f : A — C tamwml olsun. f nin
A da analitik olmast icin gerekli ve yeterli kosul, her bir zo € A noktast i¢in f
fonksiyonunun, tzerinde yakinsak bir kuvvet serisine egit olabilecegi bir D (zg, R)

diskinin bulunabilmesidir (Baskan 2012).

Teorem 2.10 (i) A, C kompleks diizlemde bir bélge ve (f,), A bélgesinde tanimi
analitik fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger A da bulunan her kapaly disk tizerinde
fn — [ yakinsamasy diizgiin ise f, A da analitiktir. A daki kapaly diskler tizerinde
fi — ' yakmsamas: diizgiin, A dizerinde ise f, — f'noktasalder.

(17) Eger n € N olmak iizere g, ler A kiimesinde analitik fonksiyon ve

9()=3 g (2)

serisi A bolgesindeki her kapaly disk tizerinde dizgiin olarak yakinswyorsa, g fonksi-

yonu A bolgesinin timinde analitiktir (Baskan 2012).

2.2 qg—Analizin Baz1 Gosterimleri

Bu kisimda, caligmada kullanilacak olan g—analizin bazi kavramlarina yer verilecek-

tir.
Tamm 2.2 g, pozitif bir reel sayr olsun. n € NU{0} olmak iizere [n], q—tamsayis,

T g e RN\ {1}

=M= "
n, g=1
seklinde tanimlanwr (Ernst 2000) .
Tanim 2.3 « € R olmak iizere [a] == [a], = % geklinde tanimlanar.

Tanim 2.4 n € N olmak iizere [n]! g—faktoriyeli

1]12]...[n], n=1,2,..
1 n=>0

(]! =



ven > r >0 tamsaylar: i¢in g—binom katsaylar

olarak tanvmlanwr (Ernst 2000).
Tanim 2.5 Pochammer semboliiniin q—geniglemesi n € NU {oco} olmak iizere
(2.9)g = 1
-1

(Za Q)n = H (1 - qkz)

k=0

3

ile gosterilir (Ernst 2000).

Tamm 2.6 ¢ € R\ {1} olmak dzere bir f fonksiyonunun q—tirevi D, f(z) ile gos-

terilir ve
FACEI e (O N
D) ={ G T
f(0), z2=0

olarak tanimlanar.

Uyar1 2.1 Tanimdan, yiiksek basamaktan q—tiirevler

DYf:=f, Dif:=Dy(Dy'f), n=1,2,...

olarak bulunur. f(z) ve g(z) fonksiyonlarinin ¢arpimimin q— tirevi

Dy(f(2)9(2)) = F(2)Dy(9(2)) + 9(g2) Dy(f(2))

geklindedir (Ernst 2000) .



3. REEL BASKAKOV OPERATORLERI

Bu boliimde, Baskakov operatorleri, Baskakov-Stancu operatorleri, g—Baskakov ope-
ratorleri, g—Baskakov-Stancu operatorleri ve bu operatorlerin boliinmiis farklar ile

ifadeleri verilecektir, Voronovskaja-tipli sonuglar ifade edilecektir.
3.1 Baskakov Operatorii
Bu kisimda, calismada kullanilacak olan reel degiskenli Baskakov operatorleri ile

ilgili sonugclar ifade edilecektir.

3.1.1 Operatoriin tanimi

€[0,00), f€C0,00), n €N olmak iizere, reel degiskenli Baskakov operatorii

200 -y (T () (5 e

k=0

seklinde tanimlanmigtir (Baskakov 1957).

Lupas, 1967 de Baskakov operatoriinii boliinmiig farklar ile

W, (f) (2) :Z”(”“”};””_l) {0%%]’} P neN  (32)

seklinde ifade etmistir. Burada j =0 igin n(n+1)...(n 4+ j — 1) = 1 alinmaktadir.
Lupag’'in teoremine gore; her x > 0 i¢in Z, (f) (z) = W, (f) (z) saglanmaktadir
(f nin hipotezleri, Z, (f) (z) iyi tamuml olacak gekildedir).

3.1.2 Voronovskaja-tipli sonug

Voronovskajanin, Bernstein polinomlar1 B, (f, x) igin elde ettigi asimptotik sonug,

lokal sekli ile agagidaki gibi verilir:

Teorem 3.1 f, [0,1] araliginda sinirl, bir x € [0,1] icin x in bir komsulugunda
tiirevlenebilir ve ikinci basamaktan f (x) tirevi var ise

z(l—x)

lim n [B, (f,z) = f(x)] = [ (@)

n—oo 2

9



gergeklenir. Eger f € C?[0,1] ise yakinsama diizgiindiir (DeVore and Lorentz 1995).

Teorem 3.1; eger f" (x) # 0 ise n — oo iken B, (f,z) — f (x) farkinin derecesinin 1

den daha iyi olmadigin1 gosterir.

Reel Baskakov operatorleri icin Voronovskaja-tipli bir sonug, Sikkema tarafindan

1970’ de asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 3.2 [ :[0,+00) — R fonksiyonu, [0,00) tdzerinde ikinci basamaktan strekli

diferensiyellenebilir ise

lim n[Z, (f) (z) — f (2)] = =2 " ()

n—oo 2

gergeklenir. Yakinsama, [0,00) aralgunin her kompakt alt araliginda dizgindir.

Her x > 0 igin Z, (f) (z) = W,, (f) (z) oldugundan Teorem 3.2 de W, (f) (z) alna-
bilir.

3.1.3 Baskakov-Stancu operatorii

Stancu (1969), 0 < « < 8 kosulunu saglayan «, [ parameterelerine bagl olan ve

Bernstein-Stancu operatorii olarak bilinen

B () (1) =3 (Z)ﬁ(l—@"’“f(ij%) neN

k=0

operatériinii inga ederek, her f € C[0,1] igin n — oo iken [0, 1] tizerinde B# (f) —
f diizgiin yakinsakligini, Voronovskaja-tipli teorem gibi sonugclar elde etmistir. Berns-
tein-Stancu polinomlart & = f = 0 durumunda Bernstein polinomlarina indirgen-

mektedir.

0 < a < B kogulunu saglayan «, [ parameterelerine bagl olan reel degiskenli

Baskakov-Stancu operatorii

> /n+k—-1 x F k+ «
1+$"2::< ><1+$) f<n+6>’n€N

k=0
10
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olarak tanimlanir ve @ = § = 0 durumunda Baskakov operatorleri elde edilir.
Baskakov operatoriiniin Stancu genellesmesi i¢in es zamanl yaklagimin derecesi
Atakut (1997) tarafindan ¢ahgilmigtir. Reel degiskenli Baskakov-Stancu operatoriiniin

boliinmiis farklar ile ifadesi, z € [0, 00) igin

o8 w4+l (n+i-1)[ a a+l a+j ,
Wn (f)(x)_zo nj n+67n+677n+67f SL’],TLEN
=

(3.3)
seklindedir. Burada j = 0 i¢gin n(n+1)...(n+j — 1) = 1 alinmaktadir. Lupag'in
(1967) yontemine gore; her z > 0 i¢in 22 (f) (z) = WP (f) (z) olur (f iizerindeki
hipotezler, Z2# (f) (z) iyi tanmimh olacak sekilde alinmaktadir) (Gal vd. 2012).

3.2 g—Baskakov Operatorii

Bu kisimda, Aral ve Gupta (2011) tarafindan tamimlanmis olan reel degigkenli
g—Baskakov operatorii ve bu operatoriin boliinmiis farklar ile ifadesi verilerek, bu

calismada elde edilen bazi sonuclara yer verilecektir.

3.2.1 Operatoriin tanimi

r €10,00), n €N, feC]0,00) ve ¢ > 0 olmak iizere, reel degigskenli ¢—Baskakov

operatorii Aral ve Gupta (2011) tarafindan

Zuahr) =Y [Ty e s () e

k=0
seklinde inga edilerek, yaklagim hizi, operatorlerin gekil koruma ve monotonluk gibi

ozellikleri ¢alhigilmigtir.

3.2.2 Voronovskaja-tipli sonug

02[07 OO)

= { f€Cl0,00): f0,00) tizerinde diizgiin siirekli ve simirli ve lim /(@) < oo}

z—oo | —|—Q;2

11



agirhikh uzay: ve
C5]0,00) 1= {f € (5[0,00) : Dyf € CQ[0,00)}, reN

olmak tizere, 0 < ¢ < 1 i¢in, reel degiskenli Z, , (f,z) ¢—Baskakov operatériiniin
g—tiirevleri igin Voronoskaja-tipli bir sonug Aral ve Acar (2012) tarafindan agagidaki

gibi elde edilmistir.

Teorem 3.3 ¢ = ¢,, 0 < ¢, < 1 olmak tizere n — oo iken g, — 1 ve q) —

a (a>0) saglansin. Bu durumda her f € C3[0,00) i¢in her bir x > 0 noktasinda

o (1) 24

n—oo n An

= 2O o D2 f ) (14 2) lim D (2)

n—0o0

gerceklenir.

Aral ve Gupta (2011) tarafindan, g—Baskakov operatoriiniin boliinmiis farklar ile
ifadesi

ol neN (3.5)

f:n—i_r_l' —r(; 1) Oi [2] [7“]  f

2 1] IO TN ok

n q f ZE =
seklinde elde edilmis ve her x > 0 icin Z,, , (f, ) = W, , (f, z) oldugu gosterilmistir.

Bu galismada, Vi, 7 € NU{0}, g—ileri fark operatorii asagidaki gibi tanimlanarak,

boliinmiig farklar ile iligkisi bir sonraki lemmada verilmigtir.

Tanim 3.1 f, (a,b) aralge tzerinde tanimlb bir fonksiyon ve j, r € NU{0} olsun.

[ fonksiyonunun q—ileri farklar, V f,

Vof (z;) = = f(x))
Vit f(z;) + =d'Vif (xj0) = Vi f ()

geklinde tanimlanir (Aral ve Gupta 2011).

12



Lemma 3.1 z; = q[f}fl olmak tizere, her j, r € NU{0} i¢in

r(2j+r—1) Vrf(.f )
[T, 1, Zjyr; fl=¢q 2 q[r—],] (3.6)

esitligi saglanr (Aral ve Gupta 2011).

Ispat. Ispat tiimevarimla yapilabilir. r = 0 i¢in dogrudur. r € N, j € NU {0} olmak
tizere r igin (3.6) esitligi dogru olsun. Ayrica

j+r+1 U]
Tjpry1 — 25 = -

s T
=gt
— e
o r 1]
= o=

saglanir. Bu esitlik kullanilarak

[T, Tj1y - Tjgrias f]
(1, Tt [l = (25, s f]
Ljtr+1 — Lj
qj-‘rT r(ZjJ;TJrl) V;f(l‘j_H) B qw ng(mj)
[ +1] [r]! [r]!
q’“<2f+2’"—1>+j+r q’"sz(w'jH - V;f(xj)
[r+1)!

(r+l)é2j+'r) V;Jrlf([)?j)

[r+ 1!

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Lemma 3.1 ve (2.1) egitligi goz oniinde bulundurulursa g—ileri fark operatorii ve

boliinmiis farklar arasinda asagidaki bagint1 vardir.

lil,

Sonug 3.1 z; = 7% olmak izere, her j, r € NU {0}igin
1 2 l ]
0, —, ey — i f 3.7
Pl gl P D

L GUERO) 00 ]
= g =50 e (o)

esitligi saglanr (Aral ve Gupta 2011).
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3.2.3 g—Baskakov-Stancu operatorii

0 < a < B veq > 1olmak iizere, agagidaki g—Baskakov-Stancu operatoriinii dikkate

alalim

2 (@) =28 () (@)
“[n+k—-1 BED g (k] + [o] i
S e e s () e

Bu operatoriin o = § = 0 durumu, ¢—Baskakov operatoriinii vermektedir.

0 < ¢ < 1 iken g—Baskakov operatoriiniin genel bir formunun Stancu genellesmesi
Biiyiikyazic1 ve Atakut (2010) tarafindan verilerek, lokal yaklagim 6zellikleri ve agir-
likli uzayda yaklagim orami elde edilmigtir. Ayrica, (3.5) ile verilen ¢—Baskakov
operatoriiniin boliinmiis farklar ile ifadesi olan W, , (f) (z) operatoriiniin Stancu

genellegsmesini

n—|—]—1' *](J 1)
[n—1]!

Wl (

hmg

[a] ]+ @ o]+ [j] ¥
(] + 18] [n) + 8] ¢~ (] + [8) " ] ([n] + [8])

ile gosterirsek, Aral ve Guptanin (2011) yontemine gore,

(f nin kogullar1, Z2:7 (f) (x) operatoriinii iyi taniml yapacak sekilde olmak fizere)
her 2 > 0 igin Zg2 (f) (2) = WP (f) (x) gerceklenir. Burada, gosterimde basitlik
olmasi i¢in, operatorii Wit # seklinde gosterecegiz. Bu gosterimde alt indiste bulunan
q parametresi; operatoriin Stancu genellegsmesinin insasinda alinan « ve § paramet-
relerinin ashnda [o] ve [3] ¢—sayilar1 ve dizinin n indisinin de [n] ¢—tamsayis1 olarak

yer aldiklarini belirtecektir.

14



4. KOMPLEKS BASKAKOV OPERATORLERI iLE YAKLASIM

Gal (2009), sirasiyla (3.1) ve (3.2) ile verilen Z, (f) (z) ve W, (f) (z) Baskakov
operatorlerinde x yerine z alarak Baskakov operatorlerinin kompleks genellesmesini

olugturmustur.

4.1 Kompleks Baskakov Operatorleri

Zn.q (f, x) Baskakov operatorii ve W, (f) (z) boliinmiis farklar ile ifadesinin kompleks

genellesmesi, sirasiyla

26 S (Y () 1 (5) e

k=0

ve

n(n+1)...<n—|—j—1)

W (£)(z) =)

j=0

1 ] A
[0, —, ...,l;f] 27, neN (4.2)
n n

seklinde olur. Lupag'm (1967) sonucuna gore, her x > 0 icin Z,, (f) (z) = W, (f) (z)
gergeklenir. Fakat z in negatif degerleri icin Z, (f) (z) ve W, (f) (z) esit olmak
zorunda degildirler. Gergekten; = —3 ve her ¢ € [0,00) i¢in f(t) = 1 sabit

fonksiyonu alinirsa her n € N igin

olurken
1 “(m+k—1 k
Z —— ) =2" —
AICIEED 3 (R IO
k=0
serisinin raksak oldugu goriiliir. Kompleks diizlemde Z,, (f) (z) ve W,, (f) (z) ope-
ratorleri her z € C noktasinda ortiigsmediginden, yaklagim 6zellikleri, f ve z iizerinde

farkl hipotezler alinarak ayri ayri incelenmistir.

Zn (f) (2) operatoriiniin varligl igin yeter kogullar agagidaki gibi verilmistir.

z € Cigin Rez > 0, |z| < r saglansin ve her x € [0,00) i¢in |f (z)| < M (M > 0)
15



k=0
- k—1
< M|1+z|_nz<n+k >pk
k=0
= ZMZCLk
k=0

saglanir. Gergekten; h (t) = —- fonksiyonu ¢ > 0 igin artan oldugundan z = z+iy €

1+t
C, R >0 VTR <rigin (L) = st eeE o
, Rez=x>0ve|z| =22+ y> <rigin e ) T Tt S Tt S 1o

olur. )’ (”*:71)#“ := Y ay, serilerine oran testi uygulanirsa her sabit n € N igin
k=0 k=0
oyle bir ky say1s1 bulunur ki, her k > kg icin a(’;—:l = phin

i1 < p < 1oldugu elde edilir.

Yani; Z, (f) (z) iyi tamimlh ve z nin bir fonksiyonu olarak analitiktir.

W, (f) (z) operatoriiniin varligi igin yeter bir kogul olarak, [0, o) araliginda f fonksi-
yonunun tiim tiirevlerinin ayni bir M > 0 sabitiyle sinirli olmasi alinmigtir. Boylece

her r >0, z € C ve |z] <7 ve £ € (0,%) icin (2.1) den

n

W (F) (2)] = Z n(n+ 1)..T.L]En+k— 1) [0’%’%’“.7%4 b
k=0
< f: n(n+1) n;En +k—1) f(k;!(f)zk
k=0
< Min(nle);L}CgLﬂLk—l)rk
k=0
= MZak (n,r)

elde edilir. Ayrica
ars1 (n,r)  r(n+k)
ar (n,r)  n(14+k)

saglanmir. k£ — oo iken %ffr;) — L olur. O halde sabit bir ny € N ve r < %2 igin

6yle bir ko bulunabilir ki, k& > ko oldugunda 2:mer) Z—Z oldugu elde edilir. Oran

ag (nO 7T)

testinden, her n > ng ve |z| < % icin W, (f) (2) iyi tanmiml ve analitiktir.
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4.1.1 Kompleks Baskakov operatorleri ile yaklagim

Gal (2011), boliinmiig farklar ile ifade edilen W, (f) (z) kompleks Baskakov ope-
ratorlerini; Dy U [R, 00), R > 0, bolgesinde tanimli, kompleks degerli, Dy tizerinde
analitik ve iistel biiyiimeye sahip olan (yani her z € Dy icin |f (2)| < MeAF! olacak
sekilde M, A > 0 sabitleri var) ve her basamaktan tiirevleri [0, co) araliginda ayni
pozitif sabit ile sinirh kalan f fonksiyonlar: i¢in dikkate alarak kompakt disklerde,
es zamanl yaklagim igin tist tahminler ve nicel bir tahmin ile Voronovskaja-tipli bir

sonug¢ ve es zamanlh yaklagimin kesin derecesini elde etmigtir.

Kompakt disklerde W, (f) (z) operatorleri ile yaklagim ve eg zamanl yaklagim igin

tist nicel tahminler agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.1 nog € N, R >0 ve 3 < ng < 2R < +00 olmak 1izere
f:DrU[R,¢) — C

fonksiyonun her basamaktan tirevleri [0,00) araliginda ayne pozitif sabit ile sinarl

ve Dy bélgesinde analitik olsun, yani her z € Dpg i¢in f(z) = > cx2® olur ve
k=0

her k =0,1,2... i¢in, |cx| < M‘é—f sartine saglayan M >0 ve A € (%, 1) sayrlarinan

var oldugunu kabul edelim, (bu durumda her z € Dy icin |f(2)| < MeA olur).

i) 1 <r <min{%, L} olsun. Bu durumda her |z| <r ve n > ng igin

M, (f) = 6M§: (rA)f (k4+1)(k—1) < o0 (4.3)

olmak tizere

MT(f)

n

(W (f) (2) = F (2)] <
egitsizlig saglanar.
1) Kompleks Baskakov operatorleri ile es zamanl yaklagimda; 1 < r < r; <
min {%, % sabitlensin. Bu durumda her |z| <r, p € N, n > ng i¢in

p!ran (f)

n(ry — r)pH

(WP () (2) = fP(2)] <
esitsizligi saglanwyr. Buradaki M., (f) ©) de verildigi gibidir (Gal 2011).
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Sikkema (1970) tarafindan Baskakov operatorleri i¢in elde edilen Voronoskaja-tipli
sonug, kompleks Baskakov operatorlerine Gal (2009) tarafindan, bir iist nicel tahmin

elde edilerek asagidaki gibi genigletilmistir.

Teorem 4.2 f fonksiyonu ve ng, R, M, A sabitleri icin Teorem 4.1 deki sartlar

ng 1

saglansin ve 1 <r < min %2, 5 | sabitlensin. Her n > ng, |z| < r igin

K, (f) = 16Mi (rA* (k—=1)(k—2)° < (4.4)

olmak tizere asagidakit Voronovskaja-tipli sonu¢ gerceklenir.

K, (f

n2

z(14 2)
2n

~—

f(z)| <

1Wn () (=) - £ (=) -

W, (f) (z) operatorleri ile yaklagimin kesin derecesini bulmak i¢in agagidaki alt tah-

min elde edilmistir.

Teorem 4.3 [ fonksiyonu ve ng, R, M, A sabitler: i¢in Teorem 4.1 deki sartlar

saglansim ve 1 < r < min %, % olsun. Eger f, derecesi < 1 olan bir polinom degil
1se her n > ng i¢in
Cr (f)
W () = £, > <

saglanir. Burada C, (f) sabiti sadece f ve r ye baghdar.

Teorem 4.1 i) ve Teorem 4.3 den eger f, derecesi < 1 olan bir polinom degilse
W, (f) kompleks Baskakov operatorleri ile yaklagimin kesin derecesinin % oldugu

elde edilir. Bu durum asagidaki sonugta ifade edilmistir:

Sonug 4.1 f fonksiyonu ve ng, R, M, A sabitleri i¢in Teorem 4.1 deki sartlar

ng 1

saglansin ve 1 < r < min {7, Z} keyfi sabit olsun. Eger f, derecesi < 1 olan bir

polinom degil ise her n > ngy i¢in

W ()= 7l ~

saglamir. Burada denklikteki sabitler f ve r ye baglidar.
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Es zamanlh yaklagimin derecesi i¢in agagidaki teorem verilmigtir.

Teorem 4.4 f fonksiyonu ve ng, R, M, A sabitleri i¢in Teorem 4.1 deki sart-

lar saglansin ve 1 < r < r; < min{%,%} ve p € N olsun. FEger f derecest

< max {1,p — 1} olan bir polinom degil ise her n > ng i¢in

®) @ ~ L

W (1) = 1], ~
n

saglamir. Burada denklikteki sabitler f, r, r1 ve p ye bagldar.

Zn (f) (2) igin benzer sonuglar, f ve z ye farkh kogullar yiiklenerek elde edilmistir

(Gal (2009)).

4.2 Kompleks Baskakov-Stancu Operatorleri

Gal vd. (2012), (4.2) ile verilen kompleks Baskakov operatorleri i¢in 6énceki kisimda
verilen sonugclari, boliinmiis farklar ile ifade edilen kompleks Baskakov-Stancu genelles-

mesi i¢in elde etmiglerdir. Bu kisimda, bu sonuclara yer verilecektir.

0 < a < f,n € N, olmak iizere (3.3) reel Baskakov operatorlerinin boliinmiis
farklar ile olan ifadesinde x > 0 yerine z € C alinarak, kompleks Baskakov-Stancu

operatorleri

Wi () (z) = =V () (2)

_ io:n(n—l—l()...(n—{—v—l) a a+l OH_U'f o

— n+6)1} n+/87n+5""7n+/87
ile gosterilmistir. (Burada v = 0 igin n(n+1)...(n +v — 1) = 1 olarak alinmak-

tadir).

f : DrUI[R,00) — C, fonksiyonunun her basamaktan tiirevleri [0, 00) arahginda
ayni pozitif sabit ile sinirli ve Dg bolgesinde analitik ve iistel biiyiime kogulunu

saglasim. Kompleks Baskakov operatorleri igin (Gal 2009) tarafindan elde edilen
19



ve kisim 4.1.1 de verilen agiklamalara benzer olarak, W27 (f)(z) operatorleri iyi

tammli ve analitiktir.

WP (f) (2) operatorleri o = 3 = 0 iken W, (f) (2) kompleks Baskakov operatorleri-

ne doniismektedir.

4.2.1 Kompleks Baskakov-Stancu operatorleri ile yaklasim

Kompakt disklerde W (f) (2) operatorleri ile yaklagim ve es zamanli yaklagim icin

tist nicel tahminler agagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 4.5 nyg € N, R > 0 ve 3 < ng < 2R < +00 olmak tizere
f:DrU[R,0) — C

fonksiyonunun her basamaktan tirevleri [0,00) araliginda ayni pozitif sabit ile sinarl

ve Dg bélgesinde analitik olsun, yani her z € Dg i¢in f(2) = Y. cp2* olur ve her
k=0

k=0,1,2... i¢in, |cx| < MAk—f sarting saglayan M >0 ve A € (%, 1) sayilariman var
oldugunu kabul edelim, (bu durumda her z € Dy icin |f(2)] < MeAll olur).

0<a<f, 1<r<min %,% olsun. Bu durumda her |z| < r ve n > ng i¢in

W2 () (2) = | (2)]

Oé‘f‘ﬁr = k— Ar(f) aBT(f) Bcr(f)
2 lexlr 1+n+5+ n+ 3 " n+f

Burada f, Dy de analitik oldugundan Y, |cx| r*~t < 400 ve B, (f) = . |ex| krF! <
k=1 k=1

+00, Cp (f) = 3 |ex| kr¥ < 400 olur. Ayrica |ci| < M‘é—f oldugundan
k=1

A (f) = i lexl (1 +7) k (k+ DIr" ! < 400
k=1

saglanar.

Kompakt disklerde Voronovskaja-tipli bir formiil, iist nicel egitsizlik ile agagidaki

sekilde elde edilmistir.
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Teorem 4.6 0 < a <3, 1 <7 <min {%,% olsun. f fonksiyonu ve ng, R, M, A

sabitleri i¢in Teorem 4.5 deki sartlar saglansin. Her |z| < r ve n > ng i¢in asagidaki
Voronouvskaja-tipli sonu¢ gerceklenir.

Oé—ﬁz ’

) -

Wl () (2) = £ (2) =

Burada |c,| < M4r ° oldugundan

M, (f)= 16i x| (k= 1) (k — 2)* k!r* < 400,

1) k!
MZT _a22|ck| k 2<+OO,

Ms,. (f) = Qaz || K2R < o0,
k=0

My, (f) = (6— + 25) Z x| K2 (k4 D)% < +o0,

2
k=0

M, (f)=aB)  lexlk (k= 1)r"" < +o0,
ve

Ms, (f BZ|C;€]/€ —1)r* < 400

elde edilir.

Teorem 4.5 deki yaklagimin kesin derecesini elde etmek icin asagidaki sonug elde
edilmistir.

Teorem 4.7 0 < a <[, 1 <r <min {%,% olsun. f fonksiyonu ve ng, R, M, A
sabitlert i¢in Teorem 4.5 deki sartlar saglansin. Eger f, derecesi < 0 olan bir polinom

degil ise her n > ng ve |z| < r igin

—~
~—~—

Iwes (1) — 1, = ©

saglanwr. Burada C, (f) sabiti f, «,  ve r ye baghdur.
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Uyart 4.1 Teorem 4.5 ve Teorem 4.7 den f, sabit fonksiyon degil ise WP (f)
kompleks Baskakov-Stancu operatorleri ile yaklasiman kesin derecesinin % oldugu

goriliir.

W8 (f) kompleks Baskakov-Stancu operatorleri ile es zamanh yaklagimin kesin

derecesi, agagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.8 0 <a<f, 1<r<nr< min{%, %} ve p € N olsun. f fonksiyonu

ve ng, R, M, A sabitleri i¢in Teorem 4.5 deki sartlar saglansin. Eger f, derecesi

< p—1 olan bir polinom degil ise, her n > ng i¢in

1

~ —

r n

| v (5] = £

saglamir. Burada denklikteki sabitler f, p ve r ye baghdar.
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5. KOMPLEKS Q-BASKAKOV OPERATORLERI iLE YAKLASIM

Bu boliimde, sirastyla (3.4) ve (3.5) ile verilen Z,, , (f) (z) ve Wy, , (f) (z) ¢—Baskakov
operatorlerinde x yerine z alinarak, kompleks ¢—Baskakov operatorleri Z,, , (f) (z) ve
boliinmiig farklar ile ifadesi olan W, , (f) (2) operatorleri tamitilacak, operatérlerin
varlig: igin yeter kogullar belirtilecektir. Uygunluk agisindan, tezde W, , (f) (z) o-
peratorleri ile cahigilacaktir. Kompleks Baskakov operatorleri ve Kompleks Baskakov-
Stancu operatorleri i¢in yapilmig olan ve dordiincii boliimde verilen sonuglar, komp-
leks g—Baskakov operatorleri ve kompleks g—Baskakov-Stancu operatorleri igin arag-
tirllacaktir. Bu dogrultuda; ilk kisimda, merkezi orijinde olan kompakt disklerde
Wi (f) (2) operatorleri ile f(z) fonksiyonuna es zamanl yaklagim igin {ist ve alt
tahminler, Voronovskaja-tipli bir sonug iist nicel tahmin ile verilecektir. Eg zamanlh
yaklagimin kesin derecesi bulunacak, Ikinci kisimda, g—Baskakov-Stancu operator-

leri tanimlanarak benzer teoremler ispatlanacaktir.

5.1 Kompleks g—Baskakov Operatorleri

q > 1 olmak tizere, (3.4) ile verilen Z, , (f) (z) ¢—Baskakov operatoriinde, = yerine

z alidiginda kompleks g—Baskakov operatorii Z, , (f) (2)

“[n+k—1] re-n - (]

L= 3 " T s () 6
k=0

seklinde olur. Z, , (f) () operatorleri, ¢ > 1, z € C, Rez > 0, ve her = € [0, 00) i¢in

|f ()| < M saglayan f fonksiyonlari igin |z| < r dairesinde iyi tanimhdir. Gergekten
n+k—1

bu kogullar ile H (1+¢’2) # 0 olur ve

J=0

|[Znq (f) (2)] (5.2)

- k
E: n+k—1] s 2|
M 2
k=0 { k ]q ‘14‘2’ |1+qz| ,_,‘1+qn+k—1z|

“n+k—1 z k=1 1
= ME
k:0|: k H1+z ‘ (\1+qkz\...\1+q”+k—1z|)

"z
.. L r2 L q2r2 L 2(—1)y2 .
yazilabilir. Burada py := /153, p1 = \ oz o Peo1 = P Gt seklinde

1+ ¢F1z
belirtilirse z = x+iy € C,Rez =2 > 0ve |z| = /22 +y? <rikenj=0,1,...,k—1
23
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qz
1+gqz




icin

@z \
14+q¢iz

2 (.2 2 2 (.2 2 24,.2
q7 (2° +y°) <Q($+y)<qr

. . . — = p? (5.3)
i 2pe (@) S Tt @@y L

saglanir. Ayrica |z| < r de Rez > 0 oldugundan j =k, k+ 1,...,n+ k — 1 igin

1 1 1

= = (5.4)

1+ ¢'2| 1+ gz +ig7y|  \/T+2¢7x + ¢% (22 + 12)

1 o
VIT@ (@2 +y?) T+ ¢%r?

IN

esitsizligi gerceklenir. (5.3) ve (5.4),(5.2) de yerine koyularak

IN

[ Zn.q (F) (2)]

[n+k—1
MZ [ ]Poplmpkl

1
V14 @212 /1 + g2ntk-Dy2

k

M Z agq (n,7)
k=0

elde edilir. En son elde ettigimiz seriye oran testi uygulanirsa her n € N igin

i e (7)o (1= VAR
k—oo Qg (N,7) k—oo \ 1 — gktl P 1 + 2(n+hk)p2
y n qik G272 /T + g2

im
k—oo q— 1 + q2k/]ﬂ2 /1 + q2(n+k)7'2

1
pre
1 /o o
lim il ¢
k—oo q — ik 1+ q2(n+k)7n2
1
7
1
e

lim
k—oo q—

bulunur. Boylece seri mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Teorem 2.10 dan Z, , (f) (2),

|z| <r de iyi tanimh ve z nin bir fonksiyonu olarak analitiktir.

g > 1 olmak tizere, (3.5) ile verilen W, , (f) () operatériinde x yerine z alinarak,

kompleks g—Baskakov operatoriiniin boliinmiig farklar ile ifadesi olan W, , (f) (2)

operatorii

S n—i-j—l‘ it} b [2] yl i
Z n_l O, [n],q[n],...,qj_l [n],f [n]j (55)

Jj=



seklinde bulunur. Operatoriin varligr icin bir yeter kogul soyle verilebilir: f fonksi-
yonunun her basamaktan tiirevleri [0, 00) araliginda ayn1 M > 0 sabiti ile siirh

olsun. Lemma 3.1 den

1 2] ] } f9% M
0, —, - o f < — 5.6
o abr i >0
saglanir. (5.6),(5.5) dikkate alinarak
LTSI PR R 1 [
W, z)| = 0, —, y oeey = ; ‘
R D e ol a bl ]|
s —_ ' —J ] ]
< w3 lrizil el )
—  [n—1]! [n)’ ]'
7=0
i n—i—j—l‘ 6D rJ 1
<
= MZaM (n,r)
=0
elde edilir. Son seriye oran testi uygulanirsa her n € N i¢in
CAS A (Y0 () B D
= g (n,r)  [n] iz g (j41)

bulunur. Bu durumda Teorem 2.10 dan W,,, (f) (2), ¢ > 1 igin |z| < r de iyi tamumh

ve analitiktir.

Zng (f)(2) ve Wiy (f) (%) her z kompleks sayisi igin birbirine esit olmak zorunda

degildir. Bu nedenle bu operatorler f ve z i¢in farkl kogullar altinda incelenmelidir.

5.1.1 Kompleks g—Baskakov operatorleri ile yaklagim

q > 1 olmak tizere, kompakt disklerde W), , (f) (z) operatorleri ile analitik fonksi-
yonlara yaklagimda, Kisim 4.1.1 deki gibi, f fonksiyonlar1 Dg U [R, co) bolgesinde
tamimli, kompleks degerli, her basamaktan tiirevleri [0, 00) araliginda ayni pozitif
sabit ile sinirhh ve Dy bolgesinde analitik ve {istel biiytimeye sahip olacak sekilde
alinacaktir. Boylece f nin Dg bolgesinde analitikligi, f(z) = ]ickzk gosterimi-

ni verir, bu da herhangi bir D,, 1 < r < R, kompakt diskinde nicel tahminlerin

ispatinda 6nemli bir yer tutar. Diger yandan, [0,00) araliginda reel durumda iyi
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bilinen bazi esitsizlikler kullanilabilir. Bir 6nceki kisimdan, her z kompleks sayisi
icin W, , (f) (2) iyi tanimh olmaktadir. Bu kisimda, boyle f analitik fonksiyonlar ile
olusturulan W, , (f) (#) operatorleri ile, kompakt disklerde es zamanlh yaklagim ve
Voronovskaja-tipli bir sonug i¢in iist nicel tahminler elde edilecek, ayrica es zamanlh
yaklagimin kesin derecesi i¢in gerekli olan alt tahminler bulunarak yaklagimin kesin

derecesi elde edilecektir.

Beginci boliim boyunca, kompleks ¢—Baskakov operatorlerinde ve Stancu genellegsme-

sinde e;(2) = 2%, k € NU{0} fonksiyonu alindiginda, bu durum sirasiyla

Tok(2) @ = Waglex)(2),
T30 (2) =Wl () (2)

ile gosterilecektir. Burada sadelik icin, 7, ; . (2) yerine T}, ;. (z) gosterimi kullanmlmigtir.

Tk (2) ve T 7 (2) k—nci dereceden polinomlar olduklar: agiktir.

Lemma 5.1 ¢ > 1 olmak tizere j, n € N i¢in

L o

egitsizligr saglanar.
Ispat. Ispat timevarimla yapdabilir. j = 1 icin dogrudur. j, n € N olmak izere
Jj =m igin (5.7) egitligi dogru olsun. Yani;

R 59

[n

saglansin. (5.8) ifadesinde esitsizligin sol tarafi ¢™ ile ¢arpilip bolindirse

[+l [p+m-1 1 (qm)
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bulunur. Ayrica

1—qn
S 1- qr 1—q"
[n+m] [m]
= - 5.10
DRG 10
egitligi saglanir. (5.10) (5.9) da yerine yazilarak
n+1 [n+m-1 1 ([n+m]_@>
R ) R\ [ [n]
I +1 ndm—-1n+m] 1
[n] [n] [n] 5
[n+1 [p+m-1 1 1 [m]
] 7 I e (]
< ml (5.11)
elde edilir. q > 1 i¢in saglanan [m] < ¢™ 'm esitsizliginden ve (5.8) den
n+1] [n+m—1]n+m] 1
B YR Ty
~ [fln+1].n+m] 1
- [n]m+l qm(ﬂ;+1)
< meltl] pAmol 11 [m]
[n] ] ™5 g™ ]
< ml+ m‘LM
¢ [n]
< ml+mlm=(m+1)!
elde edilir. m
Lemma 5.2 2 € C ve k, n € N i¢in
qz z z
Tn,k+1 (Z) = m (1 + a) Dan,k (a) + ZTg’k (Z) (512)

gerceklenir.
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[j]

Ispat. Teorem 2.2 de f = e, g = e; ve Tj = i olarak alinirsa

[0’ [711_] q[[i
- Rl

Tn,k+1 (Z)

j=1 [n]’

bl L 2 b 1.
“Tn] {O’ ol gl ] }
+ i nJln + 1][n][3n +j — 1] q*j(m)

S llln b 1o ) iy
=0

J [n]jH

[ +1 {01 2 [;f[nl]];ek} i

[n)n+1]...[n+j—1] [n+J] ~3G Y
T CI

(5.13)



bulunur. Ayrica 7T, (2) polinomunun g—tiirevi alinarak

D,/T,x(2) = f: [n][n + 1]... [n +j— 1]qy 1

X{O,L, 2 L }mzj_l

qn]” " ¢t n]’ ek

_ i plln -+ 1. +] e

0 (]’
o o2 G+l Y+,
{0’ ol alol " ] } ]
elde edilir. Benzer olarak
o1 ;)
R N )| O L A | =L
Z [nl’ !
« 1 [2] ] o mzj_l
{0’ Wl gl P ] } ¢
1= [n][n+1]...[n+j] —iGt»
= Z i 2 5.15
i W (19
S A R RS A
{0’ ol alol " ] } ] (q)
dir. (5.14) ve (5.15) goz 6niinde bulundurulursa
qD,T;, i <a) = D,/T, (w)|w:§ (5.16)

oldugu agiktir. (5.13) de [n[:]j] _ % b w o @ .
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3G+1) J(]

vej— 5 = , (5.15) dikkate alinarak
2 = = [n ][n—i—l];..[n—i—j] ~s+D)
T (2) qjgo [n]H—l q
y {0 12 i+ 11_64 41 e
’[n]’q[n]"”’ ¢ [n]’ @1 [n]

i n+1]..[n+j—1] [j] fa(g+1)

7=1 [n]] [n
! Jj+1
X[O,m ] qg1 ]z
+Z_; [n][n + 1] [n][]n +j— 1 s
o L 2 Ul ]
{0, T k}

.....

= o T
" [O [_ia] q[[2v]@]’ qj_[{][n] ‘ } o
- tooi ()
N m i [l + [171].;. -+ 4] e
i B a7 T

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Asagidaki teoremde, kompakt disklerde W, ,(f) (z) kompleks g—Baskakov ope-

ratorleri ile yaklagim ve eg zamanlh yaklagim igin {ist nicel tahminler elde edilmigtir.

Teorem 5.1 ¢ > 1 vel < R < oo olmak tizere
f:DrU[R,0) — C

fonksiyonu her basamaktan tirevleri ile [0,00) araliginda ayni pozitif sabit ile sinarl

ve Dg bélgesinde analitik olsun, yani her z € Dg icin f(z) = . cx2® olur ve
k=0

her k =0,1,2... ic¢in, |cx| < MAk—l; sarting saglayan M >0 ve A € (}%, 1) sayrlarinin

var oldugunu kabul edelim. Bu durumda

i) 1 <r < % veher|z| <rveneN igin

Wiy (F) (2) = 1 (2)]

IN

egitsizligi saglanar. Burada M, (f), (4.3) ile verilen toplam olup, rA < 1 oldugundan

M, (f) < oo olur.
i) 1 < r <r < % veM,(f), (4.3) de verilen toplam olmak iizere (1A <
1 oldugundan M,, (f) < oo olur), her |z| <r ven, p € N i¢in

M, (f) pn
n]  (ry — )Pt

Waq ()P = fP(2)) <

esitsizligi saglanar.

Ispat. Her 2 € Cve k = 0,1,2igin T}, 0(2) = 1, T,,.1(2) = z saglamr. Ayrica Lemma
5.2 den z € Cve n, k € Nigin

Ton(z) — 2" = #Dq (Tn,k1 (§> - (g)k—1>

z (1+§) [k — 1] 282

2 (Thp-1(2) — 271 + m =

(5.17)

saglanir. T, . (2) polinomunun derecesi < k oldugundan D, de Bernstein esitsizligin-

den (Teorem 2.4) [Dy (Tox(2))] < ||Th 4|l < &[Tkl saglamr. Bu esitsizlik, ayrica
31



q > 1 igin saglanan [k — 1] < (k — 1) ¢" 2 esitsizligi, (5.16), (5.17) de kullamlarak

|z| <r,r>1igin

IN

IN

IN

IN

[Tk (2) = ex (2)]

(e ()

LN\

m !

))

(k»-1)(1+z

q

r|l1+4
7 Ty (2) — exy (2)] + < q> (k—1)r"2 (5.18)




bulunur. Ayrica 2 < r oldugundan (5.18) den

Tk (2) = ex (2)]

< BT Tl 4]

1 [Tt (2) — eps (2)] + - (1[5 ") (k= 1) ri2
< BB (i), +00

+r [Ty p-1 (2) — ex—1 (2)] + 2—72 (k—1)

2r(k—1) o1
= — 7 Wkl +7
| ]
2rF (k —1
+r|Thk—1 (2) — ex—1 (2)| + ([n] ) (5.19)
elde edilir. |7}, x—1||, ifadesi i¢in bir tist sinir bulalim. Bu amagla & € N icin
k TL +] _ 1 ! —](J 1) 1 [2] []] Zj
Z 07 T 1 Yoy T y €k 7
) ] DR R R
yazilabilir. (3.7) ve Lemma 5.1 den ¢ > 1, |z| <r, > 1 i¢in
k ,
n+j—1'ﬂUDk% .(k=j+1) ., 1
T, < i
Tl < S g o
_ k§: |n+1]. n+]—uqﬁ§Uk%—1L(k—j+U
[} J
< M}jkw—1y4k—j+m
j=1
k
= Y k(k—1) .. (k—j+1)
j=1
k
< Py R
j=1
= Rk <rF (k4 1) (5.20)

33



bulunur. (5.20), (5.19) da yerine yazlarak ¢ > 1, |z| <7, r > 1 igin

[Tk (2) = ex (2)]

2r(k—1) ¢ 44 Bl 2rk (k — 1)
_— k! Tk — ep —_—
< o [ + " e | Thpe (2) — e (2)] + i
2rf(k — k! 4r¥(k —1)
< Tk — €p_
> [n] + [n] +7r ’ k—1 (Z) €k—1 (Z)‘
6r* (k +1)!
< r ’Tn,k—l (Z) — €p_1 (Z)’ + % (5.21)
elde edilir. (5.21) de k = 2,3, ... alinarak devam edilirse
2 6
!ng (Z) —Z | < r |Tn71 (Z) — Z| + m’l‘ 3!
= £r23'
]
|Tn3(Z)—Z3| < r|Tn2 —22‘+£7“34'
]
< ir (31 + 4
]
i 6rk
T (2) — 2% < 0] (Bl +4l+ .+ (E+ 1))
k&
- 2 1)
o 20D
j=2
k
< ?i] (k+ D) (k—1) (5.22)
bulunur. Diger taraftan; 1 <r < % ve her |z| <7 ve n € N i¢in
Wag () (2) =D exTok (2) (5.23)
k=0

esitligi vardir. Gergekten, f fonksiyonu her basamaktan tiirevleri ile [0,00) da
ayni pozitif sabitle sinirli oldugundan, f nin 0 civarindaki Taylor serisini, yani

xr > 0 icin Z f L20) & , alirsak kalan terimin Lagrange formundan her z > 0
icin f(x) = Z f OO ok pylunur. Ayrica seri her bir kompakt [0,a] araliginda

diizgiin yakimsaktir. Hipotezden z € Dy igin f(2) = > 2" ve her z > 0 igin
k=0
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f(x) =" cpa® bulunur. Her m € N igin
k=0

m

m . .
|z] <7igin fin(2) = D) ¢;2’ ver <x < ooicin f,(z) = chx]
J=0 j=0

tanimlanirsa f,, sonsuz kez tiirevlenebilir ve biitiin tiirevleri ayni sabitle sinirh olur.
Teorem 2.3 (Vitali Teoremi) kullanalim. Bu amagla Q = Dy U [R,0) ve bunun
kompakt alt kiimelerini D, = {z € C; |z| <r, 1 <r < R} kiimesi ile belirtelim.
F yiise Dy diskinde bir dogru pargasi yani, 0 < xy < 1 olmak iizere [0, zo| araligi
olarak alalim. Bu durumda W,, , operatoriiniin lineerligi ve (5.20) kullamlarak ¢ > 1,

r € [1,%) olmak iizere her m, n € N ve |z| < r i¢in

W (Fa) ()] < 2 JexWog () 2)
= 3 Jaul i (2)
< 3 Jaul T (2)
< M}i’:—frk(iﬁﬂ)!
< Mi_oj(rA)k(kH) <0

k=0

elde edilir. 0 < 2y < 1 olmak tizere x € [0, zo] ve her n € N i¢in

lim W, g (fim) () = Wag (f) (2)

m—00

esitligini gostermek yeterlidir. [k] < k¢*~! ve zg > 0 igin W, ,(f)(20) = Zny (f) (20)
35



oldugu hesaba katilirsa ve f i¢in hipotezden

|Wn,q(fm)(*r0) - Wn,q(f) ($0)|
| n+k—-1 qk(kz_l)x'g

<
B kZ:O k (1+20) (1 +qxo) -+ (14 ¢" o)
1 S [] )j
X s
(1 + quo) ce (1 + qn+k71$0) j:;rl | ]’ (qkl [n]
M i n+k—1 g Tk
[n]m+1 —~ L (14 20) (1 4+ qxo) - (1 4+ ¢F1xp)
e £ A ()
(T dae) (4 g Tag) 2 G0 \g+1 ) pt
< M i n+k—1 qk(kgl)x’g
S W | T Gt ame) - G+ a)
1 - J
: > &
(1 +g"zo) -+ (1 4 ¢ 1ap) j=mt1 J!
bulunur. Ayrica 0 < xg < 1 olmak iizere
Toe?A  quoe?h ¢F 1z geA
P (20) = TR e
(L4 0) (1+qzo0)  (1+ ¢ o)
saglayan ¢ ya bagh bir z¢ vardir. Gergekten; hy, (z) = ¢ 1-(1513@ e 1?:1;1,@ siirekli,

[0, 00) aralig tizerinde artan ve hg, (0) = 0 olur. Boylece

M | n+k-1 1
|Wn7Q<fm)<x0) - Wn,q(f)(x())’ < [n]m+1 kzg I (1 + quo) . (1 + q”+k_1x0)

elde edilir. Son seride oran testi uygulanarak

n+k __ 11 k 1
lim 2 TaT
koo qk+1 — 11+ q"+k:)30 q

bulunur. Béylece her n € N igin

Tim W (fm)(20) = Wi g(f) (20)

elde edilir. Ayrica her x € [0, 2] icin hyq (z) < hig (z0) Ve py, (7) < pp, (20) <1
oldugundan

nlbl_f’%o Wiq(fm) (@) = Wi g(f)(2)
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gergeklenir. Boylece Teorem 2.3 ii kullanarak (5.23) esitligini gostermis olduk. Son
olarak (5.23) ve (5.22) kullamilarak 1 <7 < & ve her |z| <7 ve n € N i¢in

(W (F) (2) = £ (2)]

= Z Tk (2) — Z cker (2)
k=0 k=0

N
o
ol
3
E
—

I\
~—

|

Q)
E
—

I\
=

< ZM%%Tk (k+1)!(k—1)
- o S () (k4 1) (k= 1) = s (5.24)

elde edilir.

i) 1<r<nr< % olmak iizere I'; 0 merkezli, r; yaricapli gemberi gostersin
|z| <rvevyeTligin |y — z| > r —r oldugundan (giinkii |y — 2| > ||| — |2|| = ri—7r

gergeklenir.) Teorem 2.6 ve i) den her |z| <7 ve n € N igin

(Wi (f)](p’—f(p)(z)‘ < /quf p+1< ) i

M, (f p! 271y

S [TL] 2w (7’1 — r)p+1
_ MTl (f) p!rl
[n] - (rp = )P

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Simdi, W, , (f) operatorleri igin, kompakt disklerde Voronovskaja-tipli bir sonucu,

iist nicel esitsizlik ile verelim.

Teorem 5.2 ¢ > 1,1 <r < % olsun ve f fonksiyonu ve R, M, A sabitleri i¢in
Teorem 5.1 deki sartlar saglansin. Bu durumda her |z| < r ve n € N i¢in asagidaki
Voronovskaja-tipli sonu¢ gerceklenir.
K, (f)
[n]?
Burada K, (f) (4.4) ile verilen toplam olup, rA < 1 oldugundan K, (f) < oo olur.
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Ispat. Hipotezden ve (5.23) den her n € N icin

Woa ()= 7 )= 5 (142) 1710
< Zlckl nik(2) —ex (2) — %zkl <1+§>' (5.25)

yazilabilir. Her n € N, k = 0,1, ... olmak {izere

Bin (2) = Tur(2) — ex (2) — % (1 N 5)

ifadesi i¢in bir iist tahmin bulmak istiyoruz. FEy, (z), derecesi < k olan bir poli-

nomdur ve

z
qDyEk_1 1, <5) = DyEi_1p (w)|w:§ , (5.26)

esitligini gercekler. Ayrica Lemma 5.2 den

Eyn (2)
= Ta(e)— b= D (1 + 5)

2[n] q
qz (1 + 5)

]

(s ()- ()-SR () (+5)
+

+z <Tn,k_1 () — 4t = ;)[7(;; 2 (1 2))
e ()7 45)
(o

elde edilir. Her £ > 2, ne€ N, z € Dg, ¢ > 1 igin

Eon(z) = o= (14 Z>D<Ek D)+ 2B (2

[n]
A e
Z<21+§> k—2)(k—1) G)H [[/f—z]ﬂk—u; (5.27)
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bulunur. Bu durumda her |z| < r i¢in

- [
- <1[n+] ) (5) 6= 1) - "2 (b — 1]
r (1 + 2) N r
+ IO (k—l)(k—Q)(;) {[k—Z]—i—[k—l]?
elde edilir. (5.26) goz oniinde bulundurularak
B ()] < % DB i @)z |+ 711 2) (5.29

A e
+C%%%Q%k1Mk%<€)k3bkﬂ+[kﬂé§

yazilabilir. Ayrica, Bernstein egitsizliginden (Teorem 2.4)

| DyBi1 ()],

z
q

< B, < 1B,
— P2 (14 2) (k= 1) (k- 2)
= - | T k-1(2) — ex—1 (2)|], + ( )
" 2 [n]
k-1 | 6t P2 (14 5) (= 1) (- 2)
= r { [n] Rk =2)+ 2 [n] }
6rk—2 B B rk=3 (27,) k! (]{7 . 1) (/{Z _ 2)
< SR =D -2) i
= 77[“71]_ (k= 1) (k —2) (5.29)

saglanir. (5.29), [k — 1] <¢* 2 (k= 1), [k —2] < ¢*? (k- 2) ve L <1, esitsizlikleri
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(5.28) de kullanilarak

Een(2)] < TO+E)VM2MMFJﬂk—%]+H&Hm@ﬂ

— () [k~ 1] — ¢k — 1)

q

< 1B ()] Tkl (6= 1) (6 =2)
r(2r) B fk%’ B
T ARG 2%@) [w 2] + [k uq}
< B (2)] + 1[4] |k — 1) (k- 2)
+W _1 q 3{ }
+W F=1) ) { }
< Ern(2) t;2.@_1xk—m (5.30)

bulunur. £ =0,1,2, i¢in Ej, () = 0 dir. (5.30) da k = 3,4, ..., alinarak adim adim

1673
Egn z <
B @) < T
|Eyn(2)] < 1[6]” (31.2.1 + 41.3.2)
k
|En (2)] < HUERVIVEP)
__tZ (k= 1) (k — 2)? (5.31)
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elde edilir. (5.31), (5.25) de yerine yazilirsa (4.4) den

Wt ()£ - 50 (14 2) 1)

2n] q
< Mz( )167“ (= 1) (b — 2)°
_ 16M (r AV (k= 1) (k — 2)°
i o

Wf

bulunur. A < 1igin 3 (rA)" (k — 1) (k — 2)* < oo olur, béylece ispat tamamlamr.
k=3

|
Teorem 5.1 deki yaklasimin kesin derecesini bulmak icin gerekli olan alt nicel esitsiz-
lik, yukarida verilen nicel Voronovskaja-tipli sonu¢ kullanilarak, agagidaki teoremde

elde edilmistir.

Teorem 5.3 ¢ > 1,1 < r < R olsun ve [ fonksiyonu ve R, M, A sabitleri i¢in
Teorem 5.1 deki sartlar saglansin. Eger f, derecesi < 1 olan bir polinom degil ise,

her n € N i¢in

G (f)
]

saglanir. Burada C, (f) sabiti f, q ve r ye baglhdur.

Wag (f) = £, =

Ispat. Her |z| < r, n € N icin

Wy

al

1

_7{
1

o [ (W NE-16-5=(1+3) 7' )]}

yazilabilir. Ayrica

1F+ Gl = (1] = Gl = L =Gl
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esitsizligi kullanilarak

IT%Mﬁ—fM
09

L {[nf

[n] j}
elde edilir. f, derecesi < 1 olan bir polinom olmadigindan Dp dairesinde
< (1 + %1) 1 o> 0 saglanir. Gercekten, aksi kabul edilirse her z € D, icin
: (1 + 5) f"(2) = 0 dir. Buradan her z € D,\ {0, —q} igin f” (z) = 0 olur. Ayrica

r

Woa ()= = 575 <1+%) I

f analitik oldugundan Teorem 2.8 den her z € Dg igin f” (z) = 0 olmahdir. Bu ise

hipotez ile celigir. Teorem 5.2 den

< K, (f)

r

Waa (1) = = 50 (1 + %) "

elde edilir. Ayrica n — oo iken ¢ > 1 igin ﬁ — 0 dir. Bu durumda her n > ny i¢in

€1 €1 " 1 2

“flppa)p] - L <n )
3 (145) 7], g (m :

€1 €1 "
B I

2 ( i Q)f

olacak sekilde f, q ve r ye bagh bir ng sayisi vardir. Boylece her n > ng igin
€1 €1 "
B O

2 < i Q>f

gergeklenir. n € {1,...,ng — 1} icin M, ,, (f) := [n] |[Wyq (f) — fll, > 0 olmak tizere

A4ﬁn (f)
]

Wiy (f) = f — % (1+%> Vi

1
>
- 2

T

1

Wag (f) = £, = 5]

T

W (f) = £, =

dir. Buradan, sonug olarak her n € N icin

1

C, (f) = min {Mm (f) s My o1 (f), 3

€1 €1 "
R I T
2<+C])f

J

f, q ve r ye baglh olan bir terim olmak iizere

W (f) = fl, =

elde edilir. m
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Teorem 5.1 i) ve Teorem 5.3 birlikte diisiiniildiigiinde eger f, derecesi < 1 olan bir
polinom degil ise W, , (f) (z) operatorleri ile f(z) fonksiyonuna yaklagimin kesin
derecesi [—i] olur. Bunu, asagidaki sonucta ifade edelim:

Sonu¢ 5.1 ¢ > 1,1 <r< % olmak tizere [ fonksiyonu ve R, M, A sabitleri i¢in
Teorem 5.1 deki sartlar saglansin. Eger f, derecesi < 1 olan bir polinom degil ise,

her n € N i¢in

|M@Aﬁ—ﬂu~§j

saglamir. Burada denkliktek: sabitler f, q ve r ye bagldar.

Kompakt disklerde, W, , (f) kompleks ¢—Baskakov operatorleri ile es zamanl yak-

lasimin kesin derecesi i¢in asagidaki sonuc elde edilmigtir.

Teorem 5.4 ¢ > 1 olmak tizere f fonksiyonu ve R, M, A sabitler: i¢in Teorem

5.1 deki sartlar saglansin. 1 < r < r < A% ve p € N olsun. Eger f derecest

< max {1, p— 1} olan bir polinom degil ise, her n € N i¢in

1

~ —

r[n]

|Wog (1 = £

saglamir. Burada denklikteki sabitler f,r, r1, q ve p ye bagldar.

Ispat. Teorem 5.1 ii) de es zamanli yaklagim i¢in iist tahmin elde edilmisti. O halde
|Wg (0 =
1

sekilde 1 < 7 < 7 < & olmak tizere I', 0 merkezli, r; yarigaph gemberi gostersin

ifadesine bir alt tahmin bulunursa ispat tamamlanir. Benzer
,

|z| <rvevy el ign |y — z| > r — r saglanir. Teorem 2.6 dan

Pl Wag(f) (V) = f ()
o )

271 fy—z)p_H

(W ()] = f®) (2) =

dry (5.32)

olur. Ayrica her v € I' ve n € N i¢in

=I%{g@+g)ﬂmo (5.33)



yazilabilir. (5.33) (5.32) de yerine yazilarak

Woq (D7 = 1% ()

1 pl 7<1+§)f”(7)
{ril

e

1 /W (Waa D) =70 =75 (142) 1 <v>)d7}

(v =2

P /W <Wn,q(f)(7)—f(7)—ﬁ(1+§)f”(7))d7}

[n] 2mi

elde edilir. Norma gegilirse

| Wy (1) = 5| (5.34)
1 el ey . (p)
s (e5)e1
g P (Waaf )= F 0 =5 (142) ()
[ g_ﬁ/r (7—2)”[1} v }
bulunur. Teorem 5.2 den
P (Waa (N0 = 1) =52 (1+2) £ ()
o /r (v~ 2)“1[ | " .
oA O o

gerceklenir. Ayrica hipotezden

30517
#(1+2)r1"]

5 (1 + 5) f" (2) nin derecesi < p — 1 olan bir polinom oldugunu elde ederiz. Eger

>0

olur. Gergekten; = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

p =1 veya p = 2 ise f fonksiyonunun analitikligi, f fonksiyonunun derecesi <
44



1 = max {1,p — 1} olan polinom olacagim gerektirir, bu da hipotezle geligir. p > 2
ise f fonksiyonunun analitikligi , f fonksiyonunun derecesi < 1 = max{l,p — 1}
olan polinom olacagim gerektirir ki bu yine hipotezle geligir. Boylece (5.35) den her

n > ng igin

T

olacak sekilde f, g ve r ye bagh bir ng sayis1 vardir. Boylece her n > ng icgin

el el . ()
5 (4 5)7]

1

|00 (1 = 19| > 5

gergeklenir. n € {1,...,n9 — 1} igin M., (f) = [n] H[qu (f)](p) ) T - 0 olumak
uzere
H[anq (f)](p) — f@) ) > M?“v[nTp](f)

bulunur. Buradan sonug olarak her n € N igin

e1 el 1@
C'rp (f) = min {Mr,l,p (f) g eeny MT:”o—l,p (f) s l_ (1 X E) f :| }
iken
[¥na 1 = 0] 2 Sl

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Bu kisimda elde edilen sonuclar kompleks Baskakov operatorleri ile karsilagtirilirsa,;

q > 1 olmak {izere, kompleks ¢—Baskakov operatorleri ile elde edilen yaklagim dere-

cesi ﬁ < q% geometrik olup, Gal (2009) da kompleks Baskakov operatorleri igin elde

edilen % derecesinden daha iyidir.
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5.2 Kompleks g—Baskakov Operatorlerinin Stancu Genellesmesi

Bu kisimda, (3.8) ile verilen reel g—Baskakov-Stancu operatoriinde x > 0 yerine
z € C almarak, ¢—Baskakov-Stancu operatoriiniin agagida W7 (f) (2) ile goste-
rilen kompleks formu, ¢ > 1 i¢in dikkate alinarak kompakt disklerde yaklagim ve
Voronovskaja-tipli sonug i¢in iist nicel tahminler elde edilecektir. Ayrica es zamanlh

yaklagimin kesin derecesi bulunacaktir.

0<a<pB, neN, zeCveq > 1 olmak iizere kompleks g— Baskakov-Stancu

operatorleri

Wi () = W () ) = 3 0 g (5.36)
[t e ORI N
W B A a8 ] (el B

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada j = 0 i¢in [n|[n + 1] ... [n + j — 1] = 1 olarak

alinmaktadar..

a = [ = 0 durumunda, (5.5) ile verilen kompleks g— Baskakov operatorleri elde

edilmektedir.

5.2.1 Kompleks g—Baskakov-Stancu operatorleri ile yaklagim

Bu kisimda, DrU[R, 00) bolgesinde tanimli, kompleks degerli, Dp diskinde analitik,
iistel biiytime kogulunu saglayan ve [0, oo) araliginda her basamaktan tiirevleri ayni
pozitif sabit ile simrh olan f fonksiyonlar igin, kompakt disklerde W2 (f) (z) opera-
torleri ile es zamanh yaklagim i¢in ist tahminler ve Voronovskaja-tipli bir sonug nicel
esitsizlik ile bulunacak, ayrica es zamanl yaklagimin kesin derecesi elde edilecektir.

Once, ispatlarda icin gerekli olan bazi lemmalar verilecektir.

Lemma 5.3 k, n ¢ NU{0}, 0 < «a < vez e C olmak tizere

o3 = gz (1 + é) .3 z [n] z [Oé] a,B 5
Tt = R 2 () e @ 6
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gerceklenir. Boylece

@B (., _[n]Z—i-[CY] wB _Z(l—!—é) [n] [n]z—i—[a] 2
BO-GEE SO mm ()
elde edilir.
ispat.
T (2)
41+ —1] ~3G 1)
=X ey
[o] ¢+l T
{([n] + [5]) Y g1 ([n] + [5])’ k] (5.38)
¢’ [a]+[j]

yazilabilir. Teorem 2.2 de f =€, g =€; ve 2; = R (MER) olarak alinirsa

{[n] [o] ¢ [o] + [J] }

FIT g (] 4 ()

¢1M+U][[M w1m+uke]
| ]+ 18] @ (] + [8)

[Oé] qj_2 [Oé] + [.7 — 1] ’ ek:| (539)

+bwm“”wawﬂ@
elde edilir. (5.39), 71, (2) de kullanilarak

fﬁﬁxazz%%%?ﬂﬂ%%?)+ﬁﬁi@hﬁﬂa

bulunur. Buradan

ve

N ) B R S RO
= i e )
esitlikleri kolayca elde edilir. m

Asagidaki Lemmada T} 7 (2), (5.5) operatorleri altinda ey, (z) fonksiyonlarimn goriin-

tiisii olan 7},  (2) terimleri ile ifade edilmigtir.
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Lemma 5.4 0<a<pf,j=0,1,.., k olmak tiizere n, k € NU{0} i¢cin
5 ~ (kY [0}’ o]
T () =Y ( ) T (5.40)

saglanar.

Ispat. Ispat1 tiimevarimla yapalm. Esitlik &£ = 0 icin dogrudur. k = m icin dogru

olsun. Yani;




esitligi kullanmlarak

23 )+ 1)

) i ) g;m 1 ()
2 () o

) mz (") Jﬁﬂ;ﬁ 1 (2

bulunur, boylece ispat tamamlanir. m

Yukaridaki lemmalar kullanilarak, merkezi orijinde olan kompakt disklerde W,f"’qﬁ (f)
kompleks g—Baskakov-Stancu operatorleri ile yaklagim ve es zamanlh yaklagim igin

tist nicel tahminler agagidaki teoremde elde edilmigtir.

Teorem 5.5 ¢ > 1 ve 1l < R < o0 olmak tizere
f:DrU[R,0) — C

fonksiyonunun her basamaktan tirevleri [0,00) araliginda ayni pozitif sabitle sinarl

ve Dg bélgesinde analitik olsun, yani her z € Dg i¢in  f(2) = . k2" olur ve
k=0

her k =0,1,2... i¢in, |cx| < M‘é—f sartine saglayan M >0 ve A € (%, 1) sayrlarinan

var oldugunu kabul edelim. Bu durumda

i)0§a§5,1§r<%veher|z|§rven€Ni§m

My, (f) =63 Jexl (k+ 1)1 (k= 1)r* < oo,
k=2

My (f) =Y el krt < 0o, M, (f) =3 Jel krt™! < oo
k=1

k=1
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olmak tizere

(Wil (1) (2) = £ (2)]
M, (f) 3] o] _ agap
SRR T RN E R R T ERT R

egitsizlig saglanar.

i) 0 <a< B, 1<r<r < veM>(f), ) de verildigi gibi olmak tzere, her

|z| <r ven, peN igin

Mﬁ’ﬁ (f) p'ry

(p)
Wed (N ()] = [P(2)| <
‘ [ ,q } [n] (7”1 - T)p+1
egitsizlig saglanar.
Ispat. P)g>1,|z|<r,1<r< %z’gin
Wi (N (2) = ) aTiyl (2)
k=0
egitligi goz oniine alinarak
(Wl () (2) = £ (2)] < lenl [T (2) = 2 (5.41)
k=1

f,f (2) — zk‘ ifadesi i¢in bir st sinar bulalim. Lemma 5.3 den

bulunur. Burada

[n] _ 1) .k [a] k-1
*(m+m Q NOEE
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bulunur. Ayrica

egitligi ve Teorem 2.4 den

. . ' T
qD, (Tn,}cﬁ—l (2)) = ‘Dq (Tn,f—l (Z)>‘ < ‘Tn,kfl (Z)’ < ” ‘ Tnf—l . (5.42)
yazlabilir. (5.42) kullanilarak her |z| < r ven € N i¢in
’Tf,f (2) — 2F
T (1 + T) k—1 .8 [n] r -4 [Oé] a,B k-1
< w5 Iml, g e o
[n] k o] k—1
_ 5.43
CESC N T o4

elde edilir. Simdi (5.43) de,

Ts, fler ifadesine bir iist sinwr bulmak amaciyla

Ty (2)
]t =1 e [ o] el ) T
__; M+ hMHW”WﬁM+WYk

ifadesini dikkate alalim. Lemma 5.1 ve Teorem 2.2 den q > 1, |z| < r, r > 1 i¢in

= ZA
{ o] ¢~ o] +[j] e
]+ 8] ¢~ ([n] + [6])
- Z;j!kk: - 1]17 ST RS W
= r’“zk:kk—l...k—j+1§7“k(k+1)! (5.44)

51



elde edilir. (5.44), (5.43) de yerine yazilarak |z| < r,r>1,q¢>1ve0 < a<f

¢cim

Ts‘,f (z) — 2"
r(1+ T)Tk—Q [n]r+ o] | s R
TR AR R
[n] 1|k [a] Fh-1
ervE N T
[n]r+ o] |, pas R (1+ T)Tk—z
S prp e O T kY
5] k o] k—1
RO RO
< T (2) = 2 + 27 (k+1)!
= T Fnkes ]+ 3]
5] k [a] k—1
Wl TEem (545)

bulunur. (5.45) de k = 2,3... alinarak devam edilirse

Tf,f (2) — 2F

k

2t Z G+ D!+ 5] krF + o] frkt

IN

il + ] 2 OENC RN
6rF B [5] -k [04] k-1
e A A o e L oy (546)

elde edilir. Ayrica k =1 i¢in




olur. Béylece (5.46), (5.41) de yerine koyularak

(Wi (F)(2) = [ (2)]

6 Z]ck](k—i—l)!(k—l)rk + 5] Z|ck\krk

IA

[n] + {6] 1 [n] 4 [6] r—
] -
NoEEP L
— Ml,r (f) [ﬁ] &
S P 2 R 5 [B]MQ,T (f) + o [B]M?,,T ()

elde edilir. Burada f, Dg bilgesinde analitik oldugundan Msy, (f) < oo ve M3, (f) <
oo olur. Ayrica |z] <7, 1<r< %, n € N i¢in

My, (f) :6i|6k|(l€+l)!(k¢—1)rk gaMi(kﬂ) (k—1)(rd)* < oo

k=1

saglanar.

it) 1 <r <1 <% olmak iizere T', 0 merkezli, v yaricapl ¢emberi géstersin |z| < r
ve vy € I' dgin |y —z| > ri —r oldugundan (¢inki |y —z| > ||y|—|z|| = m —r

gerceklenir.) Teorem 2.6 ve i) den her |z| <r ven € N igin

P / Wl (f) (v) = [ ()

27-‘- _ p+1
J (v —2)

M&P(f) pt 27

(] 27 (ry — )t
Mﬁ"g (f) plry

] (=)t

W2 (@Y - 06| < "

IN

elde edilir. Béylece ispat tamamlanir. m

Yukaridaki teoremin i) sikkinda o = § = 0 durumu; M, (f) (4.3) ile verilen toplam
olmak {izere, |c| < MAk—f ve rA < 1 oldugundan MR’S (f) < M, (f) < oo bulunur,
bu da Teorem 5.1 7) deki durumu verir. Benzer olarak i) sikki i¢in o, § = 0 durumu,

Teorem 5.1 4i) deki duruma indirgenir.

Asagida, WP (f) (z) kompleks g—Baskakov-Stancu operatorleri i¢in kompakt disklerde

Voronovskaja-tipli bir sonug, {ist nicel esitsizlik ile elde edilmistir.
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Teorem 5.6 0 < a< 3,1 <r< % ve ¢ > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R, M, A

sabitlert i¢in Teorem 5.5 deki sartlar saglansin.

K7 (£) =163 lex] (= 1) (k = 2" klr* < oo,
KSTB Z‘ | ? < o0,
K?Tﬁ Z’Ck’kzk'rk l 00,

mﬁm=<%3ww0fymw%+mﬁ<w

k=0
K?f Z|Ck|/€ )rFl < oo,
EgP () = 181D lerl b (k= 1)r* < 00
k=0

olmak tizere her |z| < r ve n € N i¢in asagudaki Voronovskaja-tipli sonug

a,B 2) — Z_[a]_[ﬁ]z’z_i z HZ
Wed (£) ()~ £ (2) W+mf()2wo+9f()

5 K52 (f)

OQB 4
Kl,'r j=2

(]t )

gerceklenar.

Ispat. Her z € Dy, icin

a, ) — z—[&]_[ﬁ]Z/Z_L z ”Z
Wi (D) =1 () = g S () Q+)f<>

:=vngqﬂa—f@»—i%(}+§)f%w

o] = 1812 v

AW (D)) = Waa () () = s
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yazilabilir. f(2) = Y ¢;2" esitliginden ve (5.31) den |z| <7 ve n € N i¢in
k=0

vwiwxa—f@wﬁd‘W“fww~i7Q+§)f@>

Y (R R S

+D o <T§,’kﬁ (2) = Tp (2) — [([)ﬂl];[[ﬁﬁ]]z k2

> SR [ A
< Zk\Ekn !+Zank T (2) [n]—l—[ﬁ]k

IN
—_
._.o)
o
=
/\
-y
N
—~
o
\_/
E
3

S P RN o EA
+Z;7“ &) = L

elde edilir. Burada (5.31) den 1 < r < < i¢in % S Jer] (B =1) (k= 2)% klrF < oo
k=3
oldugunu biliyoruz. $Simdi ikinci toplam igin bir st sinir bulalm. Lemma 5.4

kullanilarak

@B () _ o) — [a] —[B] 2 k-1

= NI/ (] + [B)"
B k—1 Lk [n]] [Oé]k_J .
_jﬂQLw+mW“”
m R I CIER
’ (([n]ﬂﬁ])’“ 1) L) =P (5.47)

elde edilir. Ayrica

[n)* (9 P 1
1- = : : 5.48
(In] + (8" jﬂgxm+m> (549
(I kg
Sjﬂc fEE) = H (>49)



esitsizligi saglanir. (5.48), (5.47) de yerine yazilarak,

(5.50)




bulunur. Diger taraftan (5.20) den bildigimiz [W,, , (e;2)| < 7 (j + 1)! esitligi kul-

lanilirsa

N (R P e
> G oo

j=0

E O

- (e | W e R

<k (’f2— 1) - [i];])ZTk2 (k—1)! : <k ; 2) %

_k (kz_ 1) = [i]?ﬂ])2rk—2 (k- 1) (5.51)

k—2
) <1 (5.52)
esitsizligi gergeklenir. Ayrica (5.22) den

T (2) — 2F| < [g—]rk (k+1)!(k—1) (5.53)
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oldugunu biliyoruz. Yukarida verilen bu esitsizlikler yani; (5.51), (5.49),(5.52) ve

(5.53), (5.50) de yerine yazihrsa

ws O CERT
T30 (2) = Tog (2) T 5 k
Sl e S 1 ) o
= ;()([nh[ﬁ])’“ nales )|+([n]+[ﬁ])k‘ na (€-1,7) |
Sl T P B ) [ P
' ;2; (j) (] + B )'*‘<hn-+[6nk‘ ()
Y 37 T P A B B
+QMH@“14MHWN|_%1Q]H®“1M+WH
R L N C P10 i I I PP
2 ([nl+16) ([n] + [B)F [
" N (R B k) 6 o
+<Mﬂﬁogxm+mf+wwwﬁm (E+ Dk =1)

IN

I+ 187

IN

(kD!
([n] +18])°

+6 [5])

AUERICILN.

T )

(In] + [8))°

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m
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Yukaridaki teoremde «, 5 = 0 durumu; K, (f) (4.4) ile verilen toplam olmak iizere
lex| < MAk—? ve rA < 1 oldugundan Kf”f (f) < K, (f) < oo bulunur, bu da Teorem

5.2 deki durumu verir.

Kompakt disklerde W7 (f) (z) operatorleri ile yaklagimn kesin derecesi i¢in bir alt

tahmin, agagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 5.7 0 < a < 3,1 <r < Rwveq>1 olsun ve f fonksiyonu ve R, M, A
sabitleri icin Teorem 5.5 deki sartlar saglansin. Eger f, derecesi < 0 olan bir polinom

degilse, her n € N i¢in
o (f)
]

saglamr. Burada C*P (f), f, «, B, q ver ye baghdr.

W (1) = £1, =

Ispat. Her |z| <7 ve n € N i¢in

Wad (N (2) = f(2)

N B ETAC R SR Ve
R N S LT
v (Wer () - 1) - B2 )




yazilabilir. Gy, (2)

Gua )+ =W ()= 1) - =g )
s (2w 8- 1812) .
3] (”5)f S RN R

ile belirtilsin.

1E+ Gl = (1L = Gl = 1L =Gl

esitsizligi kullanilarak
W (h) =11,

1 1 2
> m\ oy P IGe,

elde edilir. f, derecesi < 0 olan bir polinom olmadigindan Dp dairesinde

1

saglanir. Gergekten, aksini kabul edelim |z| < r igin

2

(el =Blen s + 5 (1+2) 7

>0

(o= Ble) s + 5 (1+2) 1

r

(el =) )+ 5 (1+2) £ () =0

alalm. 0 = a < 8 veya 0 < a <  durumlarini inceleyelim. ilk durumda
y (2) = f () ile belirtilirse
z z /
B+ 5 (142) v (=0
olur. Bu denklemin ¢oziimii olan y (2), Dg, de analitik bir fonksiyondur.

z # 0 alimirsa elde edilen son denklem |z| < r igin

—[Bly (2) + % (1 + 2) y (2)=0 (5.55)

seklindedir. y (z) = > bg2®, (5.55) denkleminde yerine koyularak her k = 0, 1,...
k=0

icin b, = 0 elde edilir. Boylece |z| < r de y(z) = 0 olur, Teorem 2.8 den Dy de

y (2) = 0 olur. Bu ise hipotezle gelisir.

0 < a < 8 durumunda ise



denkleminde y (2) = >_ by2* yerine yazilarak benzer sekilde geliskiye diisiiliir.
k=0
Teorem 5.6 dan

|G,
s gy p (ll=[Bler o e (e p
< W |wer o -r- () - o (4 9) 7]
+[81 el = Blen £,
< DK+ 181 (e +

J=1

elde edilir. Ayrica n — oo, iken ¢ > 1 icin ﬁ — 0 dir. Bu durumda f, r, a, 8 ve

q ya bagh olacak gekilde bir ny vardir, 6yleki her n > nyq i¢gin

1 , €1 €1 " 1 2
ar el =en s+ 5 (1+2) 1| - o G,
1 ’ €1 €1 ”
> 10| (o] = [B]e1) f +§<1+—)f R

saglanir. Boylece her n > ng icin

]_ !/ "
W2 (0 =11, 2 557 | (] = e £+ 5 (1+ %1) al
gergeklenir. n € {1,...,ny — 1} i¢in A, ( HWaﬁ er > 0 olmak iizere
A,
weg (0 -, = =

dir. Buradan sonug olarak her n € N icin

029 () = min { Ars (7). Ao (7). 8| Gl = Ble) £+ 5 (1+2) 7

J

iken

||Wa5 _fH > CP (f)
’ ]

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
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Teorem 5.7 ve Teorem 5.5 birlikte diigiiniildiigiinde f, derecesi < 0 olan bir poli-
nom degil ise kompakt disklerde W,f"’qﬁ (f) kompleks Baskakov-Stancu operatorleri

ile yaklagimin kesin derecesi [—i] olur. Bunu agagidaki teoremle ifade edebiliriz.

Sonug 5.2 0 <a<f, 1< r< % ve ¢ > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R, M, A
sabitleri i¢in Teorem 5.5 deki sartlar saglansin. Eger f, derecest < 0 olan bir polinom
degilse, her n € N i¢cin

W ()= 11, ~ o

saglanwr. Burada denklikteki sabitler, f, o, B, q ve r ye baglhdar.

W;j‘f (z) operatorleri ile eg zamanh yaklagimin kesin derecesi agagidaki teoremde

elde edilmistir.

Teorem 5.8 ¢ > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R, M, A sabitleri i¢in Teorem 5.5
deki sartlar saglansin. 0 < a < [,1 <r<r; < % ve p € N olsun. Eger f derecesi

< p—1 olan bir polinom degilse, her n € N i¢cin

| () = 5

T [TL]

saglamir. Burada denklikteki sabitler f, r, r1, q, a, B ve p ye bagldar.

Ispat. Teorem 5.5 i) de es zamanl yaklagim icin iist tahmin elde edilmisti. O halde

|Wg (0 =

sekilde 1 < 7 < 71 < % olmak iizere I', 0 merkezli, r; yarigaph gemberi gostersin

ifadesine bir alt tahmin bulunursa ispat tamamlanir. Benzer
'

|z| <rvevy el igin |y — 2| > r —r saglanir. Teorem 2.6 dan

(Wl () ()] = 2 (2) =

IO IO,

2mi (y =2

olur. Ayrica (5.54) den her v € I ve n € N i¢in

Wl F () = f ()

= - Y14 2) 7 () +
= afw-mnr o+ (14 D) F @+ ew ] G0
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yazilabilir. (5.57), (5.56) da yerine yazlarak

(Wl (f,2)]® = 1% (2)

) _Lfi/wmrwmwf%w+%(r+9f%wd
r (=27 !

1P [0 Gin(y)
s [ e |

- { (ol =18 £ @)+ 5 (1+2) £ 2 T [ b6 0) G’“’"p(ﬂ)dv}

q i Jr (v 2)

elde edilir. Norma gegilerek

= ﬁ{“{([a]—[ﬁ]el)f'+%<1+%)f”](p) \

By / [0 Grn ()

Sl ||2m e (y =2

[n]

esitsizligi yazilabilir. Burada son terim icin Teorem 5.6 dan

g/ﬁf%ﬂﬂm

2m Jr (v =2

|weg () - 5

p! 27y 9
e Y- (] |Gronll,,

T

’

f

< % [Z K2 (F) + 18] (Ja] + (8] 1)

|

esitsizligi gergeklenir. Ayrica

el e s+ (142 7]

(»)
>0

r

olur. Gergekten; H [([a] —[Blel) f + o <1 n %1) f,,](p)

lim. @,_1 (#) polinomunun derecesi < p — 1 olmak iizere

= 0 oldugunu kabul ede-

z

2 (1 + 2) I (Z)} " Qp-1(2), |2l <7

km—m@fw+

yazilabilir. y (2) = f (2) ile gosterilirse
~ A\ (p)
(Gl - 12+ 5 (1+2) 0] =)
olur. Bu denklemde y (z) = Y bp2* yazildiginda k > p— 1 i¢in by, = 0 bulunur, yani
k=0

y (z) polinomunun derecesi < p — 2 dir. Bu durumda f nin derecesi < p — 1 olan bir
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polinom olmasi gerekir ve hipotezle celigir. Ispatin devami Teorem 5.7 nin ispatina

benzer olarak tamamlanir. m

Uyar1 5.1 a = 8 = 0 i¢in Teorem 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, dnceki kisumda ispatlanan

Teorem 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 sonuglarna indirgenir.
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6. SONUC

Weierstrass'in 1885 yilinda verdigi; cebirsel polinomlarin kapali bir kapal bir ara-
likta siirekli olan fonksiyonlara diizgiin yakisadigini gosteren teoremi, yaklagim
teorisinin temelini olusturur. Bernstein 1912’de Weierstrass'in bu teoremini; toplam
bi¢giminde, lineer ve pozitif olan operatorler dizisi inga ederek ispat etmistir. 1953
yilinda Korovkin, basit ve kolayca uygulanabilen bir yontem ile, siirekli bir fonksi-
yona lineer pozitif operator dizileri ile diizgiin yaklagimin yeter sartlarimi veren
bir teorem ispatlamigtir. Korovkin teoremleri lineer pozitif operatorler teorisinin

gelismesine 6nemli 6lgiide katk: saglamigtir.

Yaklagim teoride nitel ve nicel olmak {izere iki temel aragtirma problemi vardir.
Kompleks degerli fonksiyonlara yaklagimda nitel sonuglar Wright (1930), Kantorovich
(1931), Bernstein (1943), Lorentz (1953) ve Tonne (1969) tarafindan galigilmigtar.
Gal (2009), baz lineer pozitif operator dizisilerinin kompleks genellestirilmelerini

inga ederek nicel yaklagim sonuclari elde etmigtir.

Giintimiizde, g—analizin metodlar1 kullanilarak oldukca yogun bir bi¢imde lineer
pozitif operator dizilerinin yaklagim 6zellikleri arastirilmaktadir. Bu sonuclara gore,
g—sayilar1 kullanilarak olusturulan operator dizileri, klasik operator dizilerine gore,
yaklagimin hizin1 bulma acgisindan daha etkilidir. 1987 yilinda Lupas, ilk olarak

Bernstein operatorlerinin g—genellesmesini tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemigtir.

Bu tezde, kompleks ¢—Baskakov operatorleri ve Stancu genellesmeleri tanimlanarak,
kompakt disklerde es zamanlh yaklagim, Voronovskaja-tipli sonug i¢in nicel tahmin-
ler ve yaklagimin kesin derecesi elde edilmistir. Elde edilen bu yaklagim sonuglarinin
hem teori hem de uygulama alaninda 6nemli gelismeler ortaya cikaracagi beklen-

mektedir.
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