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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. ·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci

bölümde, tezde kullan¬lacak olan, kompleks analizin temel kavramlar¬ve teoremle-

rine, q�analizin gerekli gösterimlerine yer verilmi̧stir. Üçüncü bölümde, reel Baskakov
operatörleri ve q�Baskakov operatörleri, bu operatörlerin bölünmüş farklar ile ifadeleri
ve Stancu genelleşmeleri verilerek, Voronovskaja-tipli sonuçlar ifade edilmi̧stir. Dördün-

cü bölümde, uygun disklerde analitik fonksiyonlar için Baskakov ve Baskakov-Stancu

operatörlerinin bölünmüş farklar ile ifadelerinin kompleks genelleşmeleri ele al¬narak,

kompakt disklerde eş zamanl¬yaklaş¬m ve Voronovskaja-tipli sonuçlar için nicel tah-

minlere yer verilmi̧stir. Beşinci bölüm orijinal olup, iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r.

Birinci k¬s¬mda, kompleks q�Baskakov operatörü Zn;q (f) (z) ve bölünmüş farklar
ile ifadesi olan Wn;q (f) (z) operatörü tan¬mlanarak, operatörlerin varl¬¼g¬için yeter

koşullar belirtilmi̧stir. Wn;q (f) (z) operatörleri, uygun disklerde analitik, kompakt

disklerde üstel büyüyen ve [0;1) aral¬¼g¬nda her basamaktan türevleri s¬n¬rl¬ olan
f fonksiyonlar¬ için dikkate al¬narak, kompakt disklerde eş zamanl¬ yaklaş¬m ve

Voronovskaja-tipli sonuç için nicel tahminler, yaklaş¬m¬n kesin derecesi bulunmuştur.
·Ikinci k¬s¬mda, kompleks q�Baskakov operatörlerinin Stancu genelleşmesi tan¬mla-
narak, ilk k¬s¬mdaki sonuçlar bu operatörlere geni̧sletilmi̧stir.

Temmuz 2014, 70 sayfa

Anahtar Kelimeler : q�Baskakov operatörleri, Voronovskaja-tipli sonuç, eş za-
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

APPROXIMATION BY COMPLEX q-BASKAKOV OPERATORS

Dilek SÖYLEMEZ ÖZDEN

Ankara University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gülen BAŞCANBAZ TUNCA

This thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter is devoted to the introduc-

tion. In the second chapter, basic de�nitions and theorems of complex analysis,

essential representations of q�calculus have been given. In the third chapter, real
Baskakov and q�Baskakov operators, their representation in the terms of divided
di¤erences, Stancu generalization of these operators have been given. Voronovskaja-

type results have been stated. In the fourth chapter, considering complex gene-

ralization of Baskakov and Baskakov-Stancu operators represented in terms of di-

vided di¤erences for the analytic functions in the suitable disks, quantitative es-

timates for simultaneous approximation in compact disks and Voronovskaja-type

results have been given. The �fth chapter includes original results and consists of

two sections. In the �rst section, complex q�Baskakov operator Zn;q (f) (z) and
its representation in terms of divided di¤erences Wn;q (f) (z), have been introduced.

Conditions of existence and analyticity of these operators have been stated. Consi-

dering Wn;q (f) (z) ; such f that is analytic on suitable disks, has exponential growth

in a compact disks and with all its derivatives bounded in [0;1) by the same cons-
tant, simultaneous approximation in compact disks and quantitative estimates for

Voronovskaja-type result and exact degree of approximation have been obtained. In

the second section, Stancu generalization of complex q�Baskakov operators have
been de�ned. The results given in the �rst section, have been extended for the new

operators.

July 2014, 70 pages

Key Words: q�Baskakov operators, Voronovskaja-type result, simultaneous ap-
proximation, exact degree of approximation, complex q�Baskakov-Stancu operators.
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Doktora çal¬̧smam¬n her aşamas¬nda en yak¬n ilgi ve önerileriyle beni yönlendiren
ve bana her konuda destek olan de¼gerli dan¬̧sman hocam, Say¬n Prof. Dr. Gülen
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

[�] 1�q�
1�q ; � 2 R; q 2 R

+n f1g

(z; q)n
n�1Q
k=0

�
1� qkz

�
; n 2 N[f1g

Dr fz 2 C; jzj < rg

Dr fz 2 C; jzj � rg

C
�
Dr

�
Dr diskinde sürekli olan fonksiyonlar¬n uzay¬

kfkr f fonksiyonunun C
�
Dr

�
uzay¬ndaki normu

Dq q�türev operatörü

[x0; x1; ...; xn; f ] f fonksiyonunun x0; x1; ...; xn noktalar¬ndaki n�nci bölünmüş fark¬

rr
q q�ileri fark operatörü

Zn (f) (x) n�nci Baskakov operatörü (n 2 N)

Wn (f) (x) n�nci Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

W �;�
n (f) (x) n�nci Baskakov-Stancu operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

Zn;q (f) (x) n�nci q�Baskakov operatörü

Wn;q (f) (x) n�nci q�Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

Z�;�n;q (f) (x) n�nci q�Baskakov-Stancu operatörü

W �;�
n;q (f) (x) n�nci q�Baskakov-Stancu operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

Zn (f) (z) n�nci Kompleks Baskakov operatörü

Wn (f) (z) n�nci Kompleks Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

W �;�
n (f) (z) n�nci Kompleks Baskakov-Stancu operatörünün bölünmüş farklar

ile ifadesi

Zn;q (f) (z) n�nci Kompleks q�Baskakov operatörü

Wn;q (f) (z) n�nci Kompleks q�Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi

W �;�
n;q (f) (z) n�nci Kompleks q�Baskakov-Stancu operatörünün bölünmüş farklar

ile ifadesi

ek (z) zk; k 2 N[f0g ; z 2 C

Tn;k (z) Wn;q (ek) (z) ; k 2 N[f0g

T�;�n;k (z) W�;�
n;q (ek) (z) ; k 2 N[f0g

A � B A � CB ve B � CA; C > 0 bir sabit
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1. G·IR·IŞ

Analizin bir alan¬olan Yaklaş¬m Teori, temelde, fonksiyonlara daha basit ve kolay

hesaplanabilen fonksiyonlar ile yaklaş¬m düşüncesi ile ilgilidir. Basit fonksiyonlar,

genelde iyi bilinen polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar olarak al¬nmaktad¬r. Reel

de¼gi̧skenli fonksiyonlar¬n yaklaş¬m teorisinin temeli, Weierstrass taraf¬ndan 1885

y¬l¬nda elde edilen yaklaş¬m teoremidir. Bu teorem, [a; b] sonlu aral¬¼g¬nda sürekli

olan herhangi bir f fonksiyonu için, f ye [a; b] üzerinde düzgün yak¬nsak olacak şek-

ilde bir cebirsel polinom dizisinin var oldu¼gunu ifade eder. (Yani, span (1; x; :::; xn) =

�n; en fazla n�nci dereceden cebirsel polinomlar¬n uzay¬n¬göstermek üzere �n uzay¬

C [a; b] uzay¬nda yo¼gundur: �n = C [a; b]).

Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoreminin ispatlar¬ bir çok yazar taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

1912 y¬l¬nda Bernstein, yaklaş¬lmak istenen f 2 C [0; 1] fonksiyonuna [0; 1] üzerinde

düzgün yak¬nsak olan

Bn (f ;x) :=
nX
k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k f

�
k

n

�
(n 2 N; x 2 [0; 1])

şeklindeki cebirsel polinomlar¬n bir Bn (f ;x) dizisini inşa ederek Weierstrass teo-

reminin basit ve ş¬k bir ispat¬n¬ vermi̧stir. Bu düzgün yak¬nsama probleminden

sonra, yaklaş¬m¬n h¬z¬problemi ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu problemin çözümü farkl¬yön-

lerden incelenmi̧stir. Bir yöntem de; Voronovskaja (1932) taraf¬ndan ispatlanan,

[0; 1] aral¬¼g¬ndaki bir x noktas¬nda ikinci basamaktan sürekli diferensiyellenebilen

fonksiyonlar için Bernstein polinomlar¬n¬n asimptotik davran¬̧s¬d¬r.

Bn (f ;x) Bernstein polinomlar¬lineer pozitif operatörlerin s¬n¬f¬ndand¬r (Bir V lineer

fonksiyon uzay¬üzerinde tan¬ml¬olan L lineer operatörü, her f 2 V; f � 0 için

L (f) � 0 şart¬n¬sa¼gl¬yorsa pozitiftir denir).

1951 y¬l¬nda Popoviciu, 1952�de Bohman ve 1953�de Korovkin, yo¼gunluk için, birbir-

lerinden ba¼g¬ms¬z olarak, basit ve kolayca uygulanabilen bir yöntem geli̧stirdiler. Bu
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yönteme göre; lineer pozitif An operatörlerinin bir dizisinin [a; b] kompakt aral¬¼g¬nda

f sürekli fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul, sadece üç

tane ek (x) = xk; k = 0; 1; 2 fonksiyonu için An (ek) dizisinin ek fonksiyonuna düzgün

yak¬nsak olmas¬d¬r. Yani, kompakt kümede sürekli olan fonksiyonlara polinomlar ile

yaklaş¬mda baz¬lineer pozitif operatör dizileri kullan¬labilir. 1974 y¬l¬nda Gadzhiev,

s¬n¬rs¬z aral¬kta sürekli fonksiyonlar için Korovkin-tipli bir teoremi, pozitif ve sürekli

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile tan¬mlad¬¼g¬a¼g¬rl¬kl¬uzayda ispat etmi̧stir.

Yaklaş¬m teoride iki temel araşt¬rma problemi vard¬r. Birincisi nitel olan, yani

bir operatör dizisinin birim operatöre yaklaş¬m¬için gerekli olan koşullar¬n bulun-

mas¬d¬r. ·Ikincisi nicel oland¬r, yani operatör dizisinin birim operatöre yaklaş¬m¬n¬n

derecesinin ölçülmesidir.

Bn (f ;x) Bernstein polinomlar¬n¬n ifadesinde x 2 [0; 1] de¼gi̧skeni, kompleks düz-

lemde f fonksiyonunun analitik oldu¼gu ve [0; 1] aral¬¼g¬n¬kapsayan uygun bir bölgedeki

z de¼gi̧skeni ile de¼gi̧stirilerek oluşturulan kompleks Bernstein polinomlar¬n¬n yak¬n-

sakl¬k özellikleri Wright (1930), Kantorovich (1931), Bernstein (1943), Lorentz (1953)

ve Tonne (1969) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Lorentz�in kitab¬nda (1953) Bernstein o-

peratörlerinin ve dejenere formunun yak¬nsakl¬k özellikleri kompleks düzlemin çeşitli

bölgelerinde (örne¼gin kompakt diskler, elipsler, ilmikler, ba¼g¬ms¬z kümeler) ve-

rilmi̧stir. Bu nitel sonuçlar, reel de¼gi̧skenli Bernstein-tipli operatörler ile kompleks

Bernstein operatörleri aras¬nda, Vitali teoremi ile kurulan ba¼ga dayanmaktad¬r, an-

cak bu çal¬̧smalarda yaklaş¬m¬n sonuçlar¬için nicel tahminler elde edilmemi̧stir. Gal

(2009) taraf¬ndan; Bernstein, q�Bernstein, Bernstein-Stancu, Bernstein-Kantorovich,

Favard-Szász-Mirakjan, Baskakov, Balázs-Szabados gibi operatörlerin kompleks form-

lar¬ ile kompakt disklerde eşzamanl¬ yaklaş¬m ve Voronovskaja-tipli sonuçlar için

nicel tahminler elde edilmi̧stir ve yaklaş¬m¬n kesin dereceleri bulunmuştur.

Stancu, 1969 y¬l¬nda negatif olmayan iki parametreye ba¼gl¬olacak şekilde, Bernstein

operatörlerinin bir genelleşmesini tan¬mlam¬̧st¬r. Baz¬ lineer pozitif operatörlerin

Stancu genelleşmeleri; Gal (2009), Büyükyaz¬c¬ ve Atakut (2010), Mahesvari ve

2



Sharma (2012), Mahmudov ve Gupta (2012) gibi çal¬̧smalarda görülebilir. Gupta ve

Verma (2012) kompleks Szasz-Mirakjan operatörünün Stancu genelleşmesini, uygun

bir bölgede analitik fonksiyonlar için tan¬mlam¬̧slar ve bu operatörler ile yaklaş¬m¬n

h¬z¬n¬hesaplayarak, Voronovskaja-tipli sonuç elde etmi̧slerdir. Kompleks Baskakov

Stancu operatörleri için benzer sonuçlar Gal vd. (2012) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Son zamanlarda q�analizin gösterim ve yöntemleri kullan¬larak, lineer pozitif o-

peratör dizilerinin q�genelleşmelerinin yaklaş¬m özellikleri yo¼gun olarak çal¬̧s¬lmak-

tad¬r. 1987 y¬l¬nda Lupaş ilk olarak Bernstein operatörlerinin q�genelleşmesini

tan¬mlam¬̧s ve baz¬özellikleri incelemi̧stir. Phillips (1997) de Bernstein polinom-

lar¬n¬n q�genelleşmesini tan¬mlay¬p yaklaş¬m özellikleri ile ilgili sonuçlar elde et-

mi̧stir. Buna göre, q�Bernstein polinomlar¬ile yaklaş¬mda elde edilen sonuçlar¬n,

klasik Bernstein polinomlar¬na göre daha esnek veya daha iyi oldu¼gu görülmektedir.

Kompleks q�Bernstein polinomlar¬üzerine yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda bilgi, Gal�¬n

kitab¬nda (2009) zaman dizini olarak verilmi̧stir.

Son zamanlarda, q�Baskakov operatörlerinin çeşitli genelleşmeleri ile ilgili baz¬

araşt¬rmalar için; Gupta ve Heping (2008), Gupta ve Radu (2009), Aral ve Gupta

(2009, 2010 ve 2011), Finta ve Gupta (2010) Gupta, Kim ve Lee (2012) çal¬̧smalar¬

örnek olarak verilebilir.

Bu tezde, Aral ve Gupta (2011) taraf¬ndan inşa edilen q�Baskakov operatörlerinin

bölünmüş farklar ile ifadesinin kompleks modeli q > 1 için ele al¬narak, kompakt

disklerde, eş zamanl¬yaklaş¬m ve Voronovskaja-tipli bir sonuç için nicel tahminler

verilecek, eş zamanl¬yaklaş¬m¬n kesin derecesi bulunacakt¬r.

Bu tezde son olarak kompleks q�Baskakov operatörünün Stancu genelleşmesi tan¬m-

lan¬p, bu operatörler için de benzer sonuçlar elde edilecektir.

3



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezde kullan¬lacak olan baz¬tan¬m ve teoremler verilecektir. Bu tez

boyunca, r > 0 olmak üzere, Dr ve Dr s¬ras¬ile

Dr = fz 2 C; jzj < rg

ve

Dr = fz 2 C; jzj � rg

disklerini gösterecektir. C
�
Dr

�
; Dr üzerinde sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬ olmak

üzere, f 2 C
�
Dr

�
fonksiyonun normu

kfkr = max fjf (z)j ; jzj � rg

ile tan¬mlan¬r.

2.1 Temel Tan¬mlar ve Teoremler

Tan¬m 2.1 n 2 N olmak üzere, x0; x1; x2; :::; xn; R de birbirinden farkl¬noktalar

(yani i 6= j iken xi 6= xj) ve f : fxigni=0 ! R fonksiyonu xi; i = 0; :::; n; noktalar¬nda

tan¬ml¬olsun ve [x0; f ] := f (x0) ile gösterilsin.

[x0; x1; ...; xn; f ] :=
nX
j=0

f (xj)Yn

i=0; i6=j
(xj � xi)

ifadesine f fonksiyonunun x0; x1; x2; :::; xn noktalar¬ndaki n�nci bölünmüş fark¬

denir (Dzyadyk and Shevchuk (2008)).

Örne¼gin, f fonksiyonunun birinci bölünmüş fark¬

[x0; x1; f ] =
f (x0)

x0 � x1
+
f (x1)

x1 � x0
=
f (x0)� f (x1)

x0 � x1
=
[x0; f ]� [x1; f ]

x0 � x1
;

f fonksiyonunun ikinci bölünmüş fark¬

[x0; x1; x2; f ] =
f (x0)

(x0 � x1) (x0 � x2)
+

f (x1)

(x1 � x0) (x1 � x2)
+

f (x2)

(x2 � x0) (x2 � x1)

=
[x0; x1; f ]� [x1; x2; f ]

x0 � x2
;
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benzer şekilde f fonksiyonunun n�nci bölünmüş fark¬

[x0; x1; ...,xn; f ] =
[x0; x1,...,xn�1; f ]� [x1; x2; ...,xn; f ]

x0 � xn

olarak bulunur.

Teorem 2.1 E¼ger her i = 0; :::; n için xi 2 [a; b] ve f fonksiyonu (a; b) üzerinde

n�nci basamaktan türevlenebilir ise

[x0; x1; ...,xn; f ] =
f (n) (�)

n!
(2.1)

olacak şekilde bir � 2 (a; b) noktas¬vard¬r (Dzyadyk and Shevchuk (2008)) :

Teorem 2.2 k 2 N olmak üzere, iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n k: bölünmüş fark¬için

[x0; x1; :::; xk; f:g] =
kX
i=0

[x0; :::; xi; f ] : [xi; :::; xk; g]

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Phillips 2003) :

Teorem 2.3 (Vitali Teoremi) 
; C kompleks düzlemde bir bölge, F � 
; 


içinde en az bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahip olan bir küme olsun. 
 üzerinde analitik

olan fonksiyonlar¬n bir (fn)n2N dizisi 
 daki her kompakt kümede s¬n¬rl¬ve herhangi

bir z 2 F için (fn (z))n2N f (z) ye yak¬nsak ise bu durumda (fn)n2N 
 daki herhangi

bir kompakt kümede f ye düzgün yak¬nsakt¬r (Gal 2009).

Teorem 2.4 (Bernstein Eşitsizli¼gi) Her k 2 f0; 1; 2; ::::g için, ak 2 C olmak

üzere ve Pn (z) =
nX
k=0

akz
k olsun ve r > 0 için kPnkr = max fjPn (z)j ; jzj � rg

göstersin. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glan¬r.

(i) jzj � 1 için jP 0n (z)j � n kPnk1
(ii) r > 0 ise her jzj � r için jP 0n (z)j � n

r
kPnkr (Gal 2009) :
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Teorem 2.5 (Maksimum Modül) 
 � C s¬n¬rl¬ bir bölge olsun. f : 
 ! C;

fonksiyonu 
 üzerinde analitik, 
 da sürekli ise �; 
 n¬n s¬n¬r¬olmak üzere

max
�
jf (z)j ; z 2 


	
= max fjf (z)j ; z 2 �g

sa¼glan¬r (Gal 2009).

Teorem 2.6 (Cauchy Türev Formülü) r > 0 olmak üzere f : Dr ! C fonksi-

yonu Dr diskinde analitik ve Dr kapan¬̧s¬nda sürekli olsun. Her k 2 f0; 1; 2; ::::g ve

her jzj < r için

� = fu 2 C; juj = rg

iken

f (k) (z) =
k!

2�i

Z
�

f (u)

(u� z)k+1
du

gerçeklenir (Gal 2009).

Teorem 2.7 G � C aç¬k bir küme olsun. G üzerinde analitik olan fonksiyonlar¬n

(fn)n2N dizisi f analitik fonksiyonuna G de yak¬nsak ve G deki her bir kompakt

küme üzerinde düzgün yak¬nsak ise bu durumda her p 2 N için p�inci basamaktan

türevlerin dizisi
�
f
(p)
n

�
n2N

de G deki her kompakt küme üzerinde f (p) ye düzgün

yak¬nsakt¬r (Gal 2009).

Teorem 2.8 (Özdeşlik Teoremi) 
 � C bir bölge olsun. E¼ger f; g : 
 ! C

fonksiyonlar¬
 üzerinde analitik ve fz 2 
 : f(z) = g(z)g kümesi 
 da en az bir

y¬¼g¬lma noktas¬na sahip ise bu durumda 
 üzerinde f � g dir (Gal 2009).

Teorem 2.9 f fonksiyonu bir z0 noktas¬nda analitik ise bu noktan¬n bir komşu-

lu¼gundaki z ler için geçerli olmak üzere

f (z) =

1X
n=0

an (z � z0)n =
1X
n=0

f (n) (z0)

n!
(z � z0)n

aç¬l¬m¬vard¬r. Bu kuvvet serisi bir D (z0; R) = fz 2 C; jz � z0j < Rg diski üzerinde

mutlak yak¬nsar ve bu diskin kompakt alt kümeleri üzerinde yak¬nsama düzgündür

(Başkan 2012).
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Bu teoremden aşa¼g¬daki sonuç ç¬kar¬labilir.

Sonuç 2.1 A; C kompleks düzlemde bir bölge ve f : A ! C tan¬ml¬olsun. f nin

A da analitik olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul, her bir z0 2 A noktas¬ için f

fonksiyonunun, üzerinde yak¬nsak bir kuvvet serisine eşit olabilece¼gi bir D (z0; R)

diskinin bulunabilmesidir (Başkan 2012).

Teorem 2.10 (i) A; C kompleks düzlemde bir bölge ve (fn) ; A bölgesinde tan¬ml¬

analitik fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. E¼ger A da bulunan her kapal¬disk üzerinde

fn ! f yak¬nsamas¬düzgün ise f , A da analitiktir. A daki kapal¬diskler üzerinde

f
0
n ! f 0 yak¬nsamas¬düzgün, A üzerinde ise f

0
n ! f 0noktasald¬r.

(ii) E¼ger n 2 N olmak üzere gn ler A kümesinde analitik fonksiyon ve

g (z) =
1X
n=1

gn (z)

serisi A bölgesindeki her kapal¬disk üzerinde düzgün olarak yak¬ns¬yorsa, g fonksi-

yonu A bölgesinin tümünde analitiktir (Başkan 2012).

2.2 q�Analizin Baz¬Gösterimleri

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smada kullan¬lacak olan q�analizin baz¬kavramlar¬na yer verilecek-

tir.

Tan¬m 2.2 q, pozitif bir reel say¬olsun. n 2 N[f0g olmak üzere [n]q q�tamsay¬s¬,

[n] = [n]q =

8<:
1�qn
1�q ; q 2 R

+n f1g

n; q = 1

şeklinde tan¬mlan¬r (Ernst 2000) :

Tan¬m 2.3 � 2 R olmak üzere [�] := [�]q =
1�q�
1�q şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.4 n 2 N olmak üzere [n]! q�faktoriyeli

[n]q! :=

8<: [1] [2] ::: [n] ; n = 1; 2; :::

1 n = 0
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ve n � r � 0 tamsay¬lar¬için q�binom katsay¬lar¬�
n

r

�
=

[n]!

[r]! [n� r]!

olarak tan¬mlan¬r (Ernst 2000).

Tan¬m 2.5 Pochammer sembolünün q�genişlemesi n 2 N [ f1g olmak üzere

(z; q)0 = 1

(z; q)n =
n�1Q
k=0

�
1� qkz

�
ile gösterilir (Ernst 2000).

Tan¬m 2.6 q 2 R+n f1g olmak üzere bir f fonksiyonunun q�türevi Dqf(z) ile gös-

terilir ve

Dqf(z) =

8<:
f(qz)�f(z)
(q�1)z ; z 6= 0

f 0 (0) ; z = 0

olarak tan¬mlan¬r.

Uyar¬2.1 Tan¬mdan, yüksek basamaktan q�türevler

D0
qf := f; D

n
q f := Dq(D

n�1
q f); n = 1; 2; :::

olarak bulunur. f(z) ve g (z) fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m¬n¬n q�türevi

Dq(f(z)g(z)) = f(z)Dq(g(z)) + g(qz)Dq(f(z))

şeklindedir (Ernst 2000) :
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3. REEL BASKAKOV OPERATÖRLER·I

Bu bölümde, Baskakov operatörleri, Baskakov-Stancu operatörleri, q�Baskakov ope-

ratörleri, q�Baskakov-Stancu operatörleri ve bu operatörlerin bölünmüş farklar ile

ifadeleri verilecektir, Voronovskaja-tipli sonuçlar ifade edilecektir.

3.1 Baskakov Operatörü

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smada kullan¬lacak olan reel de¼gi̧skenli Baskakov operatörleri ile

ilgili sonuçlar ifade edilecektir.

3.1.1 Operatörün tan¬m¬

x 2 [0;1) ; f 2 C [0;1) ; n 2 N olmak üzere, reel de¼gi̧skenli Baskakov operatörü

Zn (f) (x) =
1

(1 + x)n

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

��
x

1 + x

�k
f

�
k

n

�
(3.1)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Baskakov 1957).

Lupaş, 1967 de Baskakov operatörünü bölünmüş farklar ile

Wn (f) (x) =
1X
j=0

n (n+ 1) ::: (n+ j � 1)
nj

�
0;
1

n
; :::;

j

n
; f

�
xj; n 2 N (3.2)

şeklinde ifade etmi̧stir. Burada j = 0 için n (n+ 1) ::: (n+ j � 1) = 1 al¬nmaktad¬r.

Lupaş�¬n teoremine göre; her x � 0 için Zn (f) (x) = Wn (f) (x) sa¼glanmaktad¬r

(f nin hipotezleri, Zn (f) (x) iyi tan¬ml¬olacak şekildedir).

3.1.2 Voronovskaja-tipli sonuç

Voronovskaja�n¬n, Bernstein polinomlar¬Bn (f; x) için elde etti¼gi asimptotik sonuç,

lokal şekli ile aşa¼g¬daki gibi verilir:

Teorem 3.1 f , [0; 1] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬, bir x 2 [0; 1] için x in bir komşulu¼gunda

türevlenebilir ve ikinci basamaktan f
00
(x) türevi var ise

lim
n!1

n [Bn (f; x)� f (x)] =
x (1� x)

2
f
00
(x)
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gerçeklenir. E¼ger f 2 C2 [0; 1] ise yak¬nsama düzgündür (DeVore and Lorentz 1993).

Teorem 3.1; e¼ger f
00
(x) 6= 0 ise n!1 iken Bn (f; x)� f (x) fark¬n¬n derecesinin 1

n

den daha iyi olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Reel Baskakov operatörleri için Voronovskaja-tipli bir sonuç, Sikkema taraf¬ndan

1970�de aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Teorem 3.2 f : [0;+1)! R fonksiyonu, [0;1) üzerinde ikinci basamaktan sürekli

diferensiyellenebilir ise

lim
n!1

n [Zn (f) (x)� f (x)] =
x (1 + x)

2
f
00
(x)

gerçeklenir. Yak¬nsama, [0;1) aral¬¼g¬n¬n her kompakt alt aral¬¼g¬nda düzgündür.

Her x � 0 için Zn (f) (x) = Wn (f) (x) oldu¼gundan Teorem 3.2 de Wn (f) (x) al¬na-

bilir.

3.1.3 Baskakov-Stancu operatörü

Stancu (1969), 0 � � � � koşulunu sa¼glayan �; � parameterelerine ba¼gl¬olan ve

Bernstein-Stancu operatörü olarak bilinen

B�;�n (f) (x) :=

nX
k=0

�
n

k

�
xk (1� x)n�k f

�
k + �

n+ �

�
; n 2 N

operatörünü inşa ederek, her f 2 C[0; 1] için n!1 iken [0; 1] üzerinde B�;�n (f)!

f düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬, Voronovskaja-tipli teorem gibi sonuçlar elde etmi̧stir. Berns-

tein-Stancu polinomlar¬� = � = 0 durumunda Bernstein polinomlar¬na indirgen-

mektedir.

0 � � � � koşulunu sa¼glayan �; � parameterelerine ba¼gl¬ olan reel de¼gi̧skenli

Baskakov-Stancu operatörü

Z�;�n (f) (x) =
1

(1 + x)n

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

��
x

1 + x

�k
f

�
k + �

n+ �

�
; n 2 N
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olarak tan¬mlan¬r ve � = � = 0 durumunda Baskakov operatörleri elde edilir.

Baskakov operatörünün Stancu genelleşmesi için eş zamanl¬ yaklaş¬m¬n derecesi

Atakut (1997) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Reel de¼gi̧skenli Baskakov-Stancu operatörünün

bölünmüş farklar ile ifadesi, x 2 [0;1) için

W�;�
n (f) (x) =

1X
j=0

n (n+ 1) ::: (n+ j � 1)
nj

�
�

n+ �
;
�+ 1

n+ �
; :::;

�+ j

n+ �
; f

�
xj; n 2 N

(3.3)

şeklindedir. Burada j = 0 için n (n+ 1) ::: (n+ j � 1) = 1 al¬nmaktad¬r. Lupaş�¬n

(1967) yöntemine göre; her x � 0 için Z�;�n (f) (x) =W�;�
n (f) (x) olur (f üzerindeki

hipotezler, Z�;�n (f) (x) iyi tan¬ml¬olacak şekilde al¬nmaktad¬r) (Gal vd. 2012):

3.2 q�Baskakov Operatörü

Bu k¬s¬mda, Aral ve Gupta (2011) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s olan reel de¼gi̧skenli

q�Baskakov operatörü ve bu operatörün bölünmüş farklar ile ifadesi verilerek, bu

çal¬̧smada elde edilen baz¬sonuçlara yer verilecektir.

3.2.1 Operatörün tan¬m¬

x 2 [0;1) ; n 2 N; f 2 C [0;1) ve q > 0 olmak üzere, reel de¼gi̧skenli q�Baskakov

operatörü Aral ve Gupta (2011) taraf¬ndan

Zn;q (f; x) =
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
q
k(k�1)

2 xk (�x; q)�1n+k f
�

[k]

qk�1 [n]

�
; (3.4)

şeklinde inşa edilerek, yaklaş¬m h¬z¬, operatörlerin şekil koruma ve monotonluk gibi

özellikleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

3.2.2 Voronovskaja-tipli sonuç

C2[0;1)

: =

�
f 2 C[0;1) : f [0;1) üzerinde düzgün sürekli ve s¬n¬rl¬ve lim

x!1

f (x)

1 + x2
<1

�
11



a¼g¬rl¬kl¬uzay¬ve

Cr2 [0;1) :=
�
f 2 C2[0;1) : Dr

qf 2 C2[0;1)
	
; r 2 N

olmak üzere, 0 < q < 1 için, reel de¼gi̧skenli Zn;q (f; x) q�Baskakov operatörünün

q�türevleri için Voronoskaja-tipli bir sonuç Aral ve Acar (2012) taraf¬ndan aşa¼g¬daki

gibi elde edilmi̧stir.

Teorem 3.3 q = qn; 0 < qn < 1 olmak üzere n ! 1 iken qn ! 1 ve qnn !

a (a > 0) sa¼glans¬n. Bu durumda her f 2 C32 [0;1) için her bir x � 0 noktas¬nda

lim
n!1

[n]qn

�
DqnZn;qn

�
f;
x

qn

�
� Dqnf (x)

qn

�
=

1 + 2x (3� 2a)
2

lim
n!1

D2
qnf (x) + x (1 + x) limn!1

D3
qnf (x)

gerçeklenir.

Aral ve Gupta (2011) taraf¬ndan, q�Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile

ifadesi

Wn;q (f; x) =
1X
r=0

[n+ r � 1]!
[n� 1]! q

�r(r�1)
2

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[r]

qr�1 [n]
; f

�
xr

[n]r
; n 2 N (3.5)

şeklinde elde edilmi̧s ve her x � 0 için Zn;q (f; x) =Wn;q (f; x) oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada, rr
q; r 2 N[f0g ; q�ileri fark operatörü aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanarak,

bölünmüş farklar ile ili̧skisi bir sonraki lemmada verilmi̧stir.

Tan¬m 3.1 f; (a; b) aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon ve j; r 2 N[f0g olsun.

f fonksiyonunun q�ileri farklar¬rr
qf;

r0
qf (xj) : = f (xj)

rr+1
q f (xj) : = qrrr

qf (xj+1)�rr
qf (xj)

şeklinde tan¬mlan¬r (Aral ve Gupta 2011).
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Lemma 3.1 xj =
[j]q
qj�1 olmak üzere, her j; r 2 N[f0g için

[xj; xj+1; :::xj+r; f ] = q
r(2j+r�1)

2
rr
qf(xj)

[r]!
(3.6)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Aral ve Gupta 2011).

·Ispat. ·Ispat tümevar¬mla yap¬labilir. r = 0 için do¼grudur. r 2 N; j 2 N[f0g olmak

üzere r için (3:6) eşitli¼gi do¼gru olsun. Ayr¬ca

xj+r+1 � xj =
[j + r + 1]

qj+r
� [j]

qj�1

=
[j + r + 1]� qr+1 [j]

qj+r

=
[r + 1]

qj+r

sa¼glan¬r. Bu eşitlik kullan¬larak

[xj; xj+1; :::xj+r+1; f ]

=
[xj+1; :::xj+r+1; f ]� [xj; :::xj+r; f ]

xj+r+1 � xj

=
qj+r

[r + 1]

�
q
r(2j+r+1)

2
rr
qf(xj+1)

[r]!
� q

r(2j+r�1)
2

rr
qf(xj)

[r]!

�
= q

r(2j+r�1)
2

+j+r

�
qrrr

qf(xj+1 �rr
qf(xj)

[r + 1]!

�
= q

(r+1)(2j+r)
2

rr+1
q f(xj)

[r + 1]!

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1 ve (2:1) eşitli¼gi göz önünde bulundurulursa q�ileri fark operatörü ve

bölünmüş farklar aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬vard¬r.

Sonuç 3.1 xj =
[j]q
qj�1 olmak üzere, her j; r 2 N[f0giçin�

0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; f

�
(3.7)

=
qj(j�1)rj

qf(0)

[j]!
[n]j =

f (j)(�)

j!
; � 2

�
0;

[j]

qj�1 [n]

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r (Aral ve Gupta 2011).
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3.2.3 q�Baskakov-Stancu operatörü

0 � � � � ve q > 1 olmak üzere, aşa¼g¬daki q�Baskakov-Stancu operatörünü dikkate

alal¬m

Z�;�n;q (f) (x) : = Z [�];[�]n;q (f) (x)

=

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
q
k(k�1)

2 xk (�x; q)�1n+k f
�

[k] + [�]

qk�1 ([n] + [�])

�
; n 2 N:

Bu operatörün � = � = 0 durumu, q�Baskakov operatörünü vermektedir.

0 < q < 1 iken q�Baskakov operatörünün genel bir formunun Stancu genelleşmesi

Büyükyaz¬c¬ve Atakut (2010) taraf¬ndan verilerek, lokal yaklaş¬m özellikleri ve a¼g¬r-

l¬kl¬ uzayda yaklaş¬m oran¬ elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, (3:5) ile verilen q�Baskakov

operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi olan Wn;q (f) (x) operatörünün Stancu

genelleşmesini

W�;�
n;q (f) (x) =

1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2 (3.8)�

[�]

[n] + [�]
;
[�] + [1]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; f

�
xj

([n] + [�])j
;

ile gösterirsek, Aral ve Gupta�n¬n (2011) yöntemine göre,

(f nin koşullar¬, Z�;�n;q (f) (x) operatörünü iyi tan¬ml¬yapacak şekilde olmak üzere)

her x � 0 için Z�;�n;q (f) (x) = W�;�
n;q (f) (x) gerçeklenir. Burada, gösterimde basitlik

olmas¬için, operatörüW�;�
n;q şeklinde gösterece¼giz. Bu gösterimde alt indiste bulunan

q parametresi; operatörün Stancu genelleşmesinin inşas¬nda al¬nan � ve � paramet-

relerinin asl¬nda [�] ve [�] q�say¬lar¬ve dizinin n indisinin de [n] q�tamsay¬s¬olarak

yer ald¬klar¬n¬belirtecektir.
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4. KOMPLEKS BASKAKOV OPERATÖRLER·I ·ILE YAKLAŞIM

Gal (2009), s¬ras¬yla (3:1) ve (3:2) ile verilen Zn (f) (x) ve Wn (f) (x) Baskakov

operatörlerinde x yerine z alarak Baskakov operatörlerinin kompleks genelleşmesini

oluşturmuştur.

4.1 Kompleks Baskakov Operatörleri

Zn;q (f; x) Baskakov operatörü veWn (f) (x) bölünmüş farklar ile ifadesinin kompleks

genelleşmesi, s¬ras¬yla

Zn (f) (z) =
1

(1 + z)n

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

��
z

1 + z

�k
f

�
k

n

�
; n 2 N (4.1)

ve

Wn (f) (z) =
1X
j=0

n (n+ 1) ::: (n+ j � 1)
nj

�
0;
1

n
; :::;

j

n
; f

�
zj; n 2 N (4.2)

şeklinde olur. Lupaş�¬n (1967) sonucuna göre, her x � 0 için Zn (f) (x) =Wn (f) (x)

gerçeklenir. Fakat x in negatif de¼gerleri için Zn (f) (x) ve Wn (f) (x) eşit olmak

zorunda de¼gildirler. Gerçekten; x = �1
2
ve her t 2 [0;1) için f (t) = 1 sabit

fonksiyonu al¬n¬rsa her n 2 N için

Wn (f)

�
�1
2

�
= 1

olurken

Zn (f)

�
�1
2

�
= 2n

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
(�1)k

serisinin ¬raksak oldu¼gu görülür. Kompleks düzlemde Zn (f) (z) ve Wn (f) (z) ope-

ratörleri her z 2 C noktas¬nda örtüşmedi¼ginden, yaklaş¬m özellikleri, f ve z üzerinde

farkl¬hipotezler al¬narak ayr¬ayr¬incelenmi̧stir.

Zn (f) (z) operatörünün varl¬¼g¬için yeter koşullar aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

z 2 C için Re z � 0, jzj � r sa¼glans¬n ve her x 2 [0;1) için jf (x)j � M (M > 0)
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olsun. O halde 1 + z 6= 0 ve her n 2 N için � =
q

r2

1+r2
< 1 olmak üzere

jZn (f) (z)j � M j1 + zj�n
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

��
jzj

j1 + zj

�k
� M j1 + zj�n

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
�k

= :M
1X
k=0

ak

sa¼glan¬r. Gerçekten; h (t) = t
1+t

fonksiyonu t � 0 için artan oldu¼gundan z = x+iy 2

C, Rez = x � 0 ve jzj =
p
x2 + y2 � r için

�
jzj
j1+zj

�2
= x2+y2

1+2x+x2+y2
� x2+y2

1+x2+y2
� r2

1+r2

olur.
1P
k=0

�
n+k�1
k

�
�k :=

1P
k=0

ak serilerine oran testi uygulan¬rsa her sabit n 2 N için

öyle bir k0 say¬s¬bulunur ki, her k � k0 için ak+1
ak

= �k+n
k+1

< �0 < 1 oldu¼gu elde edilir.

Yani; Zn (f) (z) iyi tan¬ml¬ve z nin bir fonksiyonu olarak analitiktir.

Wn (f) (z) operatörünün varl¬¼g¬için yeter bir koşul olarak, [0;1) aral¬¼g¬nda f fonksi-

yonunun tüm türevlerinin ayn¬birM > 0 sabitiyle s¬n¬rl¬olmas¬al¬nm¬̧st¬r. Böylece

her r > 0, z 2 C ve jzj � r ve � 2
�
0; k

n

�
için (2:1) den

jWn (f) (z)j =
�����
1X
k=0

n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)
nk

�
0;
1

n
;
2

n
; :::;

k

n
; f

�
zk

�����
�

1X
k=0

n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)
nk

����f (k) (�)k!
zk
����

� M

1X
k=0

n (n+ 1) ::: (n+ k � 1)
nkk!

rk

: =M

1X
j=0

ak (n; r)

elde edilir. Ayr¬ca
ak+1 (n; r)

ak (n; r)
=
r (n+ k)

n (1 + k)

sa¼glan¬r. k ! 1 iken ak+1(n;r)

ak(n;r)
! r

n
olur. O halde sabit bir n0 2 N ve r < n0

2
için

öyle bir k0 bulunabilir ki, k > k0 oldu¼gunda
ak+1(n0;r)

ak(n0;r)
< 2r

no
oldu¼gu elde edilir. Oran

testinden, her n > n0 ve jzj � n0
2
için Wn (f) (z) iyi tan¬ml¬ve analitiktir.
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4.1.1 Kompleks Baskakov operatörleri ile yaklaş¬m

Gal (2011), bölünmüş farklar ile ifade edilen Wn (f) (z) kompleks Baskakov ope-

ratörlerini; DR [ [R;1) ; R > 0; bölgesinde tan¬ml¬, kompleks de¼gerli, DR üzerinde

analitik ve üstel büyümeye sahip olan (yani her z 2 DR için jf (z)j �MeAjzj olacak

şekilde M; A > 0 sabitleri var) ve her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬

pozitif sabit ile s¬n¬rl¬kalan f fonksiyonlar¬için dikkate alarak kompakt disklerde,

eş zamanl¬yaklaş¬m için üst tahminler ve nicel bir tahmin ile Voronovskaja-tipli bir

sonuç ve eş zamanl¬yaklaş¬m¬n kesin derecesini elde etmi̧stir.

Kompakt disklerde Wn (f) (z) operatörleri ile yaklaş¬m ve eş zamanl¬yaklaş¬m için

üst nicel tahminler aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 4.1 n0 2 N, R > 0 ve 3 � n0 < 2R < +1 olmak üzere

f : DR [ [R;1)! C

fonksiyonun her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬pozitif sabit ile s¬n¬rl¬

ve DR bölgesinde analitik olsun, yani her z 2 DR için f(z) =
1P
k=0

ckz
k olur ve

her k = 0; 1; 2... için; jckj �M Ak

k!
şart¬n¬sa¼glayan M > 0 ve A 2

�
1
R
; 1
�
say¬lar¬n¬n

var oldu¼gunu kabul edelim, (bu durumda her z 2 DR için jf(z)j �MeAjzj olur).

i) 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
olsun. Bu durumda her jzj � r ve n > n0 için

Mr (f) = 6M
1X
k=2

(rA)k (k + 1) (k � 1) <1 (4.3)

olmak üzere

jWn (f) (z)� f (z)j �
Mr (f)

n

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

ii) Kompleks Baskakov operatörleri ile eş zamanl¬ yaklaş¬mda; 1 � r < r1 <

min
�
n0
2
; 1
A

	
sabitlensin. Bu durumda her jzj � r, p 2 N; n > n0 için��W (p)

n (f) (z)� f (p)(z)
�� � p!r1Mr1 (f)

n (r1 � r)p+1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Buradaki Mr1 (f) i) de verildi¼gi gibidir (Gal 2011).
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Sikkema (1970) taraf¬ndan Baskakov operatörleri için elde edilen Voronoskaja-tipli

sonuç, kompleks Baskakov operatörlerine Gal (2009) taraf¬ndan, bir üst nicel tahmin

elde edilerek aşa¼g¬daki gibi geni̧sletilmi̧stir.

Teorem 4.2 f fonksiyonu ve n0; R; M; A sabitleri için Teorem 4.1 deki şartlar

sa¼glans¬n ve 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
sabitlensin. Her n > n0; jzj � r için

Kr (f) = 16M
1X
k=3

(rA)k (k � 1) (k � 2)2 <1 (4.4)

olmak üzere aşa¼g¬daki Voronovskaja-tipli sonuç gerçeklenir.����Wn (f) (z)� f (z)�
z (1 + z)

2n
f
00
(z)

���� � Kr (f)

n2
:

Wn (f) (z) operatörleri ile yaklaş¬m¬n kesin derecesini bulmak için aşa¼g¬daki alt tah-

min elde edilmi̧stir.

Teorem 4.3 f fonksiyonu ve n0; R; M; A sabitleri için Teorem 4.1 deki şartlar

sa¼glans¬n ve 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
olsun. E¼ger f; derecesi � 1 olan bir polinom de¼gil

ise her n > n0 için

kWn (f)� fkr �
Cr (f)

n

sa¼glan¬r. Burada Cr (f) sabiti sadece f ve r ye ba¼gl¬d¬r.

Teorem 4.1 i) ve Teorem 4.3 den e¼ger f , derecesi � 1 olan bir polinom de¼gilse

Wn (f) kompleks Baskakov operatörleri ile yaklaş¬m¬n kesin derecesinin 1
n
oldu¼gu

elde edilir. Bu durum aşa¼g¬daki sonuçta ifade edilmi̧stir:

Sonuç 4.1 f fonksiyonu ve n0; R; M; A sabitleri için Teorem 4.1 deki şartlar

sa¼glans¬n ve 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
key� sabit olsun. E¼ger f; derecesi � 1 olan bir

polinom de¼gil ise her n > n0 için

kWn (f)� fkr �
1

n

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f ve r ye ba¼gl¬d¬r.
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Eş zamanl¬yaklaş¬m¬n derecesi için aşa¼g¬daki teorem verilmi̧stir.

Teorem 4.4 f fonksiyonu ve n0; R; M; A sabitleri için Teorem 4.1 deki şart-

lar sa¼glans¬n ve 1 � r < r1 < min
�
n0
2
; 1
A

	
ve p 2 N olsun. E¼ger f derecesi

� max f1; p� 1g olan bir polinom de¼gil ise her n > n0 için

W (p)
n (f)� f (p)




r
� 1

n

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f; r; r1 ve p ye ba¼gl¬d¬r.

Zn (f) (z) için benzer sonuçlar, f ve z ye farkl¬koşullar yüklenerek elde edilmi̧stir

(Gal (2009)).

4.2 Kompleks Baskakov-Stancu Operatörleri

Gal vd. (2012) ; (4:2) ile verilen kompleks Baskakov operatörleri için önceki k¬s¬mda

verilen sonuçlar¬, bölünmüş farklar ile ifade edilen kompleks Baskakov-Stancu genelleş-

mesi için elde etmi̧slerdir. Bu k¬s¬mda, bu sonuçlara yer verilecektir.

0 � � � �, n 2 N; olmak üzere (3:3) reel Baskakov operatörlerinin bölünmüş

farklar ile olan ifadesinde x � 0 yerine z 2 C al¬narak, kompleks Baskakov-Stancu

operatörleri

W�;�
n (f) (z) : = V �;�n (f) (z)

=
1X
v=0

n (n+ 1) ::: (n+ v � 1)
(n+ �)v

�
�

n+ �
;
�+ 1

n+ �
; :::;

�+ v

n+ �
; f

�
zv

ile gösterilmi̧stir. (Burada v = 0 için n (n+ 1) ::: (n+ v � 1) = 1 olarak al¬nmak-

tad¬r).

f : DR [ [R;1) ! C, fonksiyonunun her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda

ayn¬ pozitif sabit ile s¬n¬rl¬ ve DR bölgesinde analitik ve üstel büyüme koşulunu

sa¼glas¬n. Kompleks Baskakov operatörleri için (Gal 2009) taraf¬ndan elde edilen
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ve k¬s¬m 4.1.1 de verilen aç¬klamalara benzer olarak, W�;�
n (f) (z) operatörleri iyi

tan¬ml¬ve analitiktir.

W�;�
n (f) (z) operatörleri � = � = 0 ikenWn (f) (z) kompleks Baskakov operatörleri-

ne dönüşmektedir.

4.2.1 Kompleks Baskakov-Stancu operatörleri ile yaklaş¬m

Kompakt disklerdeW �;�
n (f) (z) operatörleri ile yaklaş¬m ve eş zamanl¬yaklaş¬m için

üst nicel tahminler aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 4.5 n0 2 N, R > 0 ve 3 � n0 < 2R < +1 olmak üzere

f : DR [ [R;1)! C

fonksiyonunun her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬pozitif sabit ile s¬n¬rl¬

ve DR bölgesinde analitik olsun, yani her z 2 DR için f(z) =
1P
k=0

ckz
k olur ve her

k = 0; 1; 2... için; jckj �M Ak

k!
şart¬n¬sa¼glayan M > 0 ve A 2

�
1
R
; 1
�
say¬lar¬n¬n var

oldu¼gunu kabul edelim, (bu durumda her z 2 DR için jf(z)j �MeAjzj olur).

0 � � � �; 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
olsun. Bu durumda her jzj � r ve n > n0 için��W �;�

n (f) (z)� f (z)
��

� �+ �r

n+ �

1X
k=1

jckj rk�1 +
Ar (f)

n+ �
+
�Br (f)

n+ �
+
�Cr (f)

n+ �

Burada f; DR de analitik oldu¼gundan
1P
k=1

jckj rk�1 < +1 ve Br (f) =
1P
k=1

jckj krk�1 <

+1; Cr (f) =
1P
k=1

jckj krk < +1 olur. Ayr¬ca jckj �M Ak

k!
oldu¼gundan

Ar (f) =
1X
k=1

jckj (1 + r) k (k + 1)!rk�1 < +1

sa¼glan¬r.

Kompakt disklerde Voronovskaja-tipli bir formül, üst nicel eşitsizlik ile aşa¼g¬daki

şekilde elde edilmi̧stir.
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Teorem 4.6 0 � � � �; 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
olsun. f fonksiyonu ve n0; R; M; A

sabitleri için Teorem 4.5 deki şartlar sa¼glans¬n. Her jzj � r ve n > n0 için aşa¼g¬daki

Voronovskaja-tipli sonuç gerçeklenir.����W�;�
n (f) (z)� f (z)� �� �z

n+ �
f
0
(z)� z (1 + z)

2n
f
00
(z)

���� � M1;r (f)

n2
+

6X
j=2

Mj;r (f)

(n+ �)2

Burada jckj �M Ak

k!
oldu¼gundan

M1;r (f) = 16
1X
k=0

jckj (k � 1) (k � 2)2 k!rk < +1;

M2;r (f) = �
2

1X
k=2

jckj
(k � 1) k!

2
rk�2 < +1;

M3;r (f) = 2�
1X
k=0

jckj k2k!rk�1 < +1;

M4;r (f) =

�
�2

2
+ 2�

� 1X
k=0

jckj k2 (k + 1)!rk < +1;

M5;r (f) = ��
1X
k=0

jckj k (k � 1) rk�1 < +1;

ve

M6;r (f) = �
2
1X
k=0

jckj k (k � 1) rk < +1

elde edilir.

Teorem 4.5 deki yaklaş¬m¬n kesin derecesini elde etmek için aşa¼g¬daki sonuç elde

edilmi̧stir.

Teorem 4.7 0 � � � �; 1 � r < min
�
n0
2
; 1
A

	
olsun. f fonksiyonu ve n0; R; M; A

sabitleri için Teorem 4.5 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi � 0 olan bir polinom

de¼gil ise her n > n0 ve jzj � r için



W�;�
n (f)� f




r
� Cr (f)

n

sa¼glan¬r. Burada Cr (f) sabiti f; �; � ve r ye ba¼gl¬d¬r.
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Uyar¬4.1 Teorem 4.5 ve Teorem 4.7 den f; sabit fonksiyon de¼gil ise W�;�
n (f)

kompleks Baskakov-Stancu operatörleri ile yaklaş¬m¬n kesin derecesinin 1
n
oldu¼gu

görülür.

W�;�
n (f) kompleks Baskakov-Stancu operatörleri ile eş zamanl¬ yaklaş¬m¬n kesin

derecesi, aşa¼g¬daki teorem ile verilmi̧stir.

Teorem 4.8 0 � � � �; 1 � r < r1 < min
�
n0
2
; 1
A

	
ve p 2 N olsun. f fonksiyonu

ve n0; R; M; A sabitleri için Teorem 4.5 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi

� p� 1 olan bir polinom de¼gil ise, her n > n0 için


�W�;�
n (f)

�(p) � f (p)



r
� 1

n

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f; p ve r ye ba¼gl¬d¬r.
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5. KOMPLEKS Q�BASKAKOV OPERATÖRLER·I ·ILE YAKLAŞIM

Bu bölümde, s¬ras¬yla (3:4) ve (3:5) ile verilen Zn;q (f) (x) veWn;q (f) (x) q�Baskakov

operatörlerinde x yerine z al¬narak, kompleks q�Baskakov operatörleri Zn;q (f) (z) ve

bölünmüş farklar ile ifadesi olan Wn;q (f) (z) operatörleri tan¬t¬lacak, operatörlerin

varl¬¼g¬için yeter koşullar belirtilecektir. Uygunluk aç¬s¬ndan, tezde Wn;q (f) (z) o-

peratörleri ile çal¬̧s¬lacakt¬r. Kompleks Baskakov operatörleri ve Kompleks Baskakov-

Stancu operatörleri için yap¬lm¬̧s olan ve dördüncü bölümde verilen sonuçlar, komp-

leks q�Baskakov operatörleri ve kompleks q�Baskakov-Stancu operatörleri için araş-

t¬r¬lacakt¬r. Bu do¼grultuda; ilk k¬s¬mda, merkezi orijinde olan kompakt disklerde

Wn;q (f) (z) operatörleri ile f (z) fonksiyonuna eş zamanl¬yaklaş¬m için üst ve alt

tahminler, Voronovskaja-tipli bir sonuç üst nicel tahmin ile verilecektir. Eş zamanl¬

yaklaş¬m¬n kesin derecesi bulunacak, ·Ikinci k¬s¬mda, q�Baskakov-Stancu operatör-

leri tan¬mlanarak benzer teoremler ispatlanacakt¬r.

5.1 Kompleks q�Baskakov Operatörleri

q > 1 olmak üzere, (3:4) ile verilen Zn;q (f) (x) q�Baskakov operatöründe, x yerine

z al¬d¬¼g¬nda kompleks q�Baskakov operatörü Zn;q (f) (z)

Zn;q (f) (z) =
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
q
k(k�1)

2 zk (�z; q)�1n+k f
�

[k]

qk�1 [n]

�
; (5.1)

şeklinde olur. Zn;q (f) (z) operatörleri, q > 1, z 2 C, Re z � 0; ve her x 2 [0;1) için

jf (x)j �M sa¼glayan f fonksiyonlar¬için jzj � r dairesinde iyi tan¬ml¬d¬r. Gerçekten

bu koşullar ile
n+k�1Y
j=0

(1 + qjz) 6= 0 olur ve

jZn;q (f) (z)j (5.2)

� M
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
q
k(k�1)

2
jzjk

j1 + zj j1 + qzj ::: j1 + qn+k�1zj

= M
1X
k=0

�
n+ k � 1

k

� ���� z

1 + z

���� ���� qz

1 + qz

���� ::: ���� qk�1z

1 + qk�1z

���� � 1

j1 + qkzj ::: j1 + qn+k�1zj

�
yaz¬labilir. Burada �0 :=

q
r2

1+r2
; �1 :=

q
q2r2

1+q2r2
; :::; �k�1 :=

q
q2(k�1)r2

1+q
2(k�1)

r2
şeklinde

belirtilirse z = x+iy 2 C, Re z = x � 0 ve jzj =
p
x2 + y2 � r iken j = 0; 1; :::; k�1
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için�
qj jzj
1 + qjz

�2
=

q2j (x2 + y2)

1 + 2qjx+ q2j (x2 + y2)
� q2j (x2 + y2)

1 + q2j (x2 + y2)
� q2jr2

1 + q2jr2
= �2j (5.3)

sa¼glan¬r. Ayr¬ca jzj � r de Re z � 0 oldu¼gundan j = k; k + 1; :::; n+ k � 1 için

1

j1 + qjzj =
1

j1 + qjx+ iqjyj =
1p

1 + 2qjx+ q2j (x2 + y2)
(5.4)

� 1p
1 + q2j (x2 + y2)

=
1p

1 + q2jr2

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (5:3) ve (5:4) ; (5:2) de yerine koyularak

jZn;q (f) (z)j

� M

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
�0�1:::�k�1

1p
1 + q2kr2:::

p
1 + q2(n+k�1)r2

= :M
1X
k=0

ak;q (n; r)

elde edilir. En son elde etti¼gimiz seriye oran testi uygulan¬rsa her n 2 N için

lim
k!1

ak+1;q (n; r)

ak;q (n; r)
= lim

k!1

�
1� qn+k
1� qk+1

�
�k

p
1 + q2kr2p

1 + q2(n+k)r2

= lim
k!1

qn � 1
qk

q � 1
qk

s
q2kr2

1 + q2kr2

p
1 + q2kr2p

1 + q2(n+k)r2

= lim
k!1

qn � 1
qk

q � 1
qk

p
q2kr2p

1 + q2(n+k)r2

= lim
k!1

qn � 1
qk

q � 1
qk

rq
q2nr2 + 1

q2k

=
1

q
< 1

bulunur. Böylece seri mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r. Teorem 2.10 dan Zn;q (f) (z) ;

jzj � r de iyi tan¬ml¬ve z nin bir fonksiyonu olarak analitiktir.

q > 1 olmak üzere, (3:5) ile verilen Wn;q (f) (x) operatöründe x yerine z al¬narak,

kompleks q�Baskakov operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi olan Wn;q (f) (z)

operatörü

Wn;q (f) (z) =

1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; f

�
zj

[n]j
(5.5)
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şeklinde bulunur. Operatörün varl¬¼g¬için bir yeter koşul şöyle verilebilir: f fonksi-

yonunun her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬M > 0 sabiti ile s¬n¬rl¬

olsun. Lemma 3:1 den�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; f

�
=
f (j) (�)

j!
� M

j!
(5.6)

sa¼glan¬r. (5:6) ; (5:5) dikkate al¬narak

jWn;q (f) (z)j =
�����
1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; f

�
zj

[n]j

�����
� M

1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

jzjj

[n]j
1

j!

� M
1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

rj

[n]j
1

j!

: =M
1X
j=0

aj;q (n; r)

elde edilir. Son seriye oran testi uygulan¬rsa her n 2 N için

lim
j!1

aj+1;q (n; r)

aj;q (n; r)
=
r

[n]
lim
j!1

[n+ j]

qj (j + 1)
= 0 < 1

bulunur. Bu durumda Teorem 2.10 danWn;q (f) (z) ; q > 1 için jzj � r de iyi tan¬ml¬

ve analitiktir.

Zn;q (f) (z) ve Wn;q (f) (z) her z kompleks say¬s¬için birbirine eşit olmak zorunda

de¼gildir. Bu nedenle bu operatörler f ve z için farkl¬koşullar alt¬nda incelenmelidir.

5.1.1 Kompleks q�Baskakov operatörleri ile yaklaş¬m

q > 1 olmak üzere, kompakt disklerde Wn;q (f) (z) operatörleri ile analitik fonksi-

yonlara yaklaş¬mda, K¬s¬m 4.1.1 deki gibi, f fonksiyonlar¬DR [ [R;1) bölgesinde

tan¬ml¬, kompleks de¼gerli, her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬pozitif

sabit ile s¬n¬rl¬ve DR bölgesinde analitik ve üstel büyümeye sahip olacak şekilde

al¬nacakt¬r. Böylece f nin DR bölgesinde analitikli¼gi, f(z) =
1P
k=0

ckz
k gösterimi-

ni verir, bu da herhangi bir Dr; 1 � r < R; kompakt diskinde nicel tahminlerin

ispat¬nda önemli bir yer tutar. Di¼ger yandan, [0;1) aral¬¼g¬nda reel durumda iyi
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bilinen baz¬eşitsizlikler kullan¬labilir. Bir önceki k¬s¬mdan, her z kompleks say¬s¬

içinWn;q (f) (z) iyi tan¬ml¬olmaktad¬r. Bu k¬s¬mda, böyle f analitik fonksiyonlar¬ile

oluşturulan Wn;q (f) (z) operatörleri ile, kompakt disklerde eş zamanl¬yaklaş¬m ve

Voronovskaja-tipli bir sonuç için üst nicel tahminler elde edilecek, ayr¬ca eş zamanl¬

yaklaş¬m¬n kesin derecesi için gerekli olan alt tahminler bulunarak yaklaş¬m¬n kesin

derecesi elde edilecektir.

Beşinci bölüm boyunca, kompleks q�Baskakov operatörlerinde ve Stancu genelleşme-

sinde ek(z) = zk; k 2 N[f0g fonksiyonu al¬nd¬¼g¬nda, bu durum s¬ras¬yla

Tn;k (z) : = Wn;q (ek) (z) ;

T�;�n;k (z) : = W�;�
n;q (ek) (z)

ile gösterilecektir. Burada sadelik için, Tn;q;k (z) yerine Tn;k (z) gösterimi kullan¬lm¬̧st¬r.

Tn;k (z) ve T
�;�
n;k (z) k�nci dereceden polinomlar olduklar¬aç¬kt¬r.

Lemma 5.1 q � 1 olmak üzere j; n 2 N için

[n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2 � j! (5.7)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. ·Ispat tümevar¬mla yap¬labilir. j = 1 için do¼grudur. j; n 2 N olmak üzere

j = m için (5:7) eşitli¼gi do¼gru olsun. Yani;

[n] [n+ 1] ::: [n+m� 1]
[n]m

q
�m(m�1)

2 � m! (5.8)

sa¼glans¬n. (5:8) ifadesinde eşitsizli¼gin sol taraf¬qm ile çarp¬l¬p bölünürse

[n]

[n]

[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

1

q
m(m�1)

2

�
qm

qm

�
=

[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

1

q
m(m+1)

2

�
[n]

[n]
qm
�
� m! (5.9)
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bulunur. Ayr¬ca

[n]

[n]
qm =

�
1� qn
1� qn

�
qm

=
qm � qn+m + 1� 1

1� qn

=
1� qn+m
1� qn � 1� q

m

1� qn

=
[n+m]

[n]
� [m]
[n]

(5.10)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. (5:10) (5:9) da yerine yaz¬larak

[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

1

q
m(m+1)

2

�
[n+m]

[n]
� [m]
[n]

�
=

[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

[n+m]

[n]

1

q
m(m+1)

2

� [n+ 1]
[n]

:::
[n+m� 1]

[n]

1

q
m(m�1)

2

1

qm
[m]

[n]

� m! (5.11)

elde edilir. q > 1 için sa¼glanan [m] � qm�1m eşitsizli¼ginden ve (5:8) den

[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

[n+m]

[n]

1

q
m(m+1)

2

=
[n] [n+ 1] ::: [n+m]

[n]m+1
1

q
m(m+1)

2

� m! +
[n+ 1]

[n]
:::
[n+m� 1]

[n]

1

q
m(m�1)

2

1

qm
[m]

[n]

� m! +m!
1

qm
[m]

[n]

� m! +m!m = (m+ 1)!

elde edilir.

Lemma 5.2 z 2 C ve k; n 2 N için

Tn;k+1 (z) =
qz

[n]

�
1 +

z

q

�
DqTn;k

�
z

q

�
+ zT qn;k (z) (5.12)

gerçeklenir.
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·Ispat. Teorem 2.2 de f = ek, g = e1 ve xj =
[j]

qj�1[n] olarak al¬n¬rsa

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek+1

�
=

[j]

qj�1 [n]

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
+

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j � 1]
qj�2 [n]

; ek

�

elde edilir. Bu eşitlik Tn;k+1 (z) de kullan¬larak

Tn;k+1 (z) =
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek+1

�
zj

=
1X
j=1

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j+1)

2
+1

� [j]
[n]

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj

+
1X
j=1

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j � 1]
qj�2 [n]

; ek

�
zj

=
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j+1
q
�(j+1)(j+2)

2
+1

� [j + 1]
[n]

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
zj+1

+
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

[n+ j]

[n]
q
�j(j+1)

2 (5.13)

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj+1
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bulunur. Ayr¬ca Tn;k (z) polinomunun q�türevi al¬narak

DqTn;k (z) =
1X
j=1

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2 (5.14)

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
[j]zj�1

=

1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j
q
�j(j+1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
[j + 1]

[n]
zj

elde edilir. Benzer olarak

DqTn;k

�
z

q

�

=
1X
j=1

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
[j]

qj
zj�1

=
1

q

1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j
q
�j(j+1)

2 (5.15)

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
[j + 1]

[n]

�
z

q

�j

d¬r. (5:14) ve (5:15) göz önünde bulundurulursa

qDqTn;k

�
z

q

�
= DqTn;k (w)jw= z

q
(5.16)

oldu¼gu aç¬kt¬r. (5:13) de [n+j]
[n]

= [j]
[n]
+ qj;

�(j+1)(j+2)

2
+ 1 =

�j(j+1)

2
� j;
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ve j � j(j+1)

2
=

�j(j�1)

2
; (5:15) dikkate al¬narak

Tn;k+1 (z) = q
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j+1
q
�j(j+1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
[j + 1]

qj+1 [n]
zj+1

+

1X
j=1

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

[j]

[n]
q
�j(j+1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj+1

+
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

qj�
j(j+1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj+1

=
qz

[n]
DqTn;k

�
z

q

�

+
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j+1
[j + 1]

[n]
q
�(j+1)(j+2)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
zj+2

+
1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2

�
�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj+1

=
qz

[n]
DqTn;k

�
z

q

�
+
z2

[n]

1X
j=0

[n][n+ 1]::: [n+ j]

[n]j
q
�j(j+1)

2

� [j + 1]
qj+1 [n]

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j + 1]

qj [n]
; ek

�
zj + zTn;k (z)

=
qz

[n]

�
1 +

z

q

�
DqTn;k

�
z

q

�
+ zTn;k (z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Aşa¼g¬daki teoremde, kompakt disklerde Wn;q (f) (z) kompleks q�Baskakov ope-

ratörleri ile yaklaş¬m ve eş zamanl¬yaklaş¬m için üst nicel tahminler elde edilmi̧stir.

Teorem 5.1 q > 1 ve 1 < R <1 olmak üzere

f : DR [ [R;1)! C

fonksiyonu her basamaktan türevleri ile [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬pozitif sabit ile s¬n¬rl¬

ve DR bölgesinde analitik olsun, yani her z 2 DR için f(z) =
1P
k=0

ckz
k olur ve

her k = 0; 1; 2... için; jckj �M Ak

k!
şart¬n¬sa¼glayan M > 0 ve A 2

�
1
R
; 1
�
say¬lar¬n¬n

var oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

i) 1 � r < 1
A
ve her jzj � r ve n 2 N için

jWn;q (f) (z)� f (z)j �
Mr (f)

[n]

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. BuradaMr (f) ; (4:3) ile verilen toplam olup, rA < 1 oldu¼gundan

Mr (f) <1 olur.

ii) 1 � r < r1 <
1
A
ve Mr1 (f) ; (4:3) ile verilen toplam olmak üzere (r1A <

1 oldu¼gundan Mr1 (f) <1 olur), her jzj � r ve n; p 2 N için���[Wn;q (f)]
(p) � f (p)(z)

��� � Mr1 (f)

[n]

p!r1

(r1 � r)p+1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Her z 2 C ve k = 0; 1; 2 için Tn;0(z) = 1; Tn;1(z) = z sa¼glan¬r. Ayr¬ca Lemma

5.2 den z 2 C ve n; k 2 N için

Tn;k (z)� zk =
qz
�
1 + z

q

�
[n]

Dq

 
Tn;k�1

�
z

q

�
�
�
z

q

�k�1!

+z
�
Tn;k�1 (z)� zk�1

�
+
qz
�
1 + z

q

�
[n]

[k � 1] zk�2
qk�1

(5.17)

sa¼glan¬r. Tn;k (z) polinomunun derecesi � k oldu¼gundanDr de Bernstein eşitsizli¼gin-

den (Teorem 2.4) jDq (Tn;k(z))j �


T 0n;k

r � k

r
kTn;kkr sa¼glan¬r. Bu eşitsizlik, ayr¬ca
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q > 1 için sa¼glanan [k � 1] � (k � 1) qk�2 eşitsizli¼gi, (5:16), (5:17) de kullan¬larak

jzj � r, r � 1 için

jTn;k (z)� ek (z)j

�
r
�
1 + r

q

�
[n]

q

�����Dq

 
Tn;k�1

�
z

q

�
�
�
z

q

�k�1!�����
+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

r
�
1 + r

q

�
[n]

[k � 1]
�
r

q

�k�2

=
r
�
1 + r

q

�
[n]

���Dq (Tn;k�1 (z)� ek�1 (z))jz= z
q

���
+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

r
�
1 + r

q

�
[n]

[k � 1]
�
r

q

�k�2

�
r
�
1 + r

q

�
[n]




(Tn;k�1 � ek�1)0



r

+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+
r
�
1 + r

q

�
[n]

qk�2 (k � 1)
�
r

q

�k�2

�
(k � 1)

�
1 + r

q

�
[n]

kTn;k�1 � ek�1kr

+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+
r
�
1 + r

q

�
[n]

(k � 1) rk�2

�
(k � 1)

�
1 + r

q

�
[n]

�
kTn;k�1kr + r

k�1�

+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+
r
�
1 + r

q

�
[n]

(k � 1) rk�2 (5.18)
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bulunur. Ayr¬ca r
q
� r oldu¼gundan (5:18) den

jTn;k (z)� ek (z)j

� (k � 1) (1 + r)
[n]

�
kTn;k�1kr + r

k�1�
+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

r (1 + r)

[n]
(k � 1) rk�2

� (k � 1) 2r
[n]

�
kTn;k�1kr + r

k�1�
+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

2r2

[n]
(k � 1) rk�2

=
2r (k � 1)

[n]

�
kTn;k�1kr + r

k�1�
+r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

2rk (k � 1)
[n]

(5.19)

elde edilir. kTn;k�1kr ifadesi için bir üst s¬n¬r bulal¬m. Bu amaçla k 2 N için

Tn;k(z) =
kX
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

�
0;
1

[n]
;
[2]

q [n]
; :::;

[j]

qj�1 [n]
; ek

�
zj

[n]j

yaz¬labilir. (3:7) ve Lemma 5.1 den q > 1; jzj � r; r � 1 için

kTn;k(z)kr �
kX
j=1

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2

k (k � 1) ::: (k � j + 1)
j!

rk�j
rj

[n]j

= rk
kX
j=1

[n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2
k (k � 1) ::: (k � j + 1)

j!

� rk
kX
j=1

k (k � 1) ::: (k � j + 1)

= rk
kX
j=1

k (k � 1) ::: (k � j + 1)

� rk
kX
j=1

k!

= rkk!k � rk (k + 1)! (5.20)
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bulunur. (5:20) ; (5:19) da yerine yaz¬larak q > 1; jzj � r; r � 1 için

jTn;k (z)� ek (z)j

� 2r (k � 1)
[n]

�
rk�1k! + rk�1

�
+ r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+

2rk (k � 1)
[n]

� 2rk(k � 1)k!
[n]

+
4rk(k � 1)

[n]
+ r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j

� r jTn;k�1 (z)� ek�1 (z)j+
6rk (k + 1)!

[n]
(5.21)

elde edilir. (5:21) de k = 2; 3; ::: al¬narak devam edilirse

��Tn;2 (z)� z2�� � r jTn;1 (z)� zj+
6

[n]
r23!

=
6

[n]
r23!��Tn;3 (z)� z3�� � r
��Tn;2 (z)� z2��+ 6

[n]
r34!

� 6

[n]
r3 (3! + 4!)

...��Tn;k (z)� zk�� � 6rk

[n]
(3! + 4! + :::+ (k + 1)!)

=
6rk

[n]

kX
j=2

(j + 1)!

� 6rk

[n]
(k + 1)! (k � 1) (5.22)

bulunur. Di¼ger taraftan; 1 � r < 1
A
ve her jzj � r ve n 2 N için

Wn;q (f) (z) =

1X
k=0

ckTn;k (z) (5.23)

eşitli¼gi vard¬r. Gerçekten, f fonksiyonu her basamaktan türevleri ile [0;1) da

ayn¬ pozitif sabitle s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, f nin 0 civar¬ndaki Taylor serisini, yani

x � 0 için
1P
k=0

f (k)(0)
k!
xk; al¬rsak kalan terimin Lagrange formundan her x � 0

için f (x) =
1P
k=0

f (k)(0)
k!
xk bulunur. Ayr¬ca seri her bir kompakt [0; a] aral¬¼g¬nda

düzgün yak¬nsakt¬r. Hipotezden z 2 DR için f (z) =
1P
k=0

ckz
k ve her x � 0 için
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f(x) =
1P
k=0

ckx
k bulunur. Her m 2 N için

jzj � r için fm(z) =
mP
j=0

cjz
j ve r < x <1 için fm(x) =

mX
j=0

cjx
j

tan¬mlan¬rsa fm sonsuz kez türevlenebilir ve bütün türevleri ayn¬sabitle s¬n¬rl¬olur.

Teorem 2:3 (Vitali Teoremi) kullanal¬m. Bu amaçla 
 = DR [ [R;1) ve bunun

kompakt alt kümelerini Dr = fz 2 C; jzj � r; 1 � r < Rg kümesi ile belirtelim.

F yi ise DR diskinde bir do¼gru parças¬yani, 0 < x0 < 1 olmak üzere [0; x0] aral¬¼g¬

olarak alal¬m. Bu durumdaWn;q operatörünün lineerli¼gi ve (5:20) kullan¬larak q > 1,

r 2
�
1; 1

A

�
olmak üzere her m; n 2 N ve jzj � r için

jWn;q (fm) (z)j �
mP
k=0

jckWn;q (ek) (z)j

=
mP
k=0

jckj jTn;k (z)j

�
1P
k=0

jckj jTn;k (z)j

� M
1P
k=0

Ak

k!
rk (k + 1)!

� M
1P
k=0

(rA)k (k + 1) <1

elde edilir. 0 < x0 < 1 olmak üzere x 2 [0; x0] ve her n 2 N için

lim
m!1

Wn;q (fm) (x) =Wn;q (f) (x)

eşitli¼gini göstermek yeterlidir. [k] � kqk�1 ve x0 � 0 içinWn;q(f)(x0) = Zn;q (f) (x0)
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oldu¼gu hesaba kat¬l¬rsa ve f için hipotezden

jWn;q(fm)(x0)�Wn;q(f)(x0)j

�
1X
k=0

24 n+ k � 1
k

35 q
k(k�1)

2 xk0
(1 + x0) (1 + qx0) � � � (1 + qk�1x0)

� 1

(1 + qkx0) � � � (1 + qn+k�1x0)

1X
j=m+1

jcjj
�

[k]

qk�1 [n]

�j

=
M

[n]m+1

1X
k=0

24 n+ k � 1
k

35 q
k(k�1)

2 xk0
(1 + x0) (1 + qx0) � � � (1 + qk�1x0)

� 1

(1 + qkx0) � � � (1 + qn+k�1x0)

1X
j=m+1

Aj

j!

�
[k]

qk�1

�j
1

[n]j�m�1

� M

[n]m+1

1X
k=0

24 n+ k � 1
k

35 q
k(k�1)

2 xk0
(1 + x0) (1 + qx0) � � � (1 + qk�1x0)

� 1

(1 + qkx0) � � � (1 + qn+k�1x0)

1X
j=m+1

(kA)j

j!

bulunur. Ayr¬ca 0 < x0 < 1 olmak üzere

�k;q (x0) :=
x0e

2A

(1 + x0)

qx0e
2A

(1 + qx0)
� � � q

k�1x0e
2A

(1 + qk�1x0)
< 1

sa¼glayan q ya ba¼gl¬bir x0 vard¬r. Gerçekten; hk;q (x) = x
1+x

qx
1+qx

� � � qk�1x
1+qk�1x sürekli,

[0;1) aral¬¼g¬üzerinde artan ve hk;q (0) = 0 olur. Böylece

jWn;q(fm)(x0)�Wn;q(f)(x0)j �
M

[n]m+1

1X
k=0

24 n+ k � 1
k

35 1

(1 + qkx0) � � � (1 + qn+k�1x0)

elde edilir. Son seride oran testi uygulanarak

lim
k!1

qn+k � 1
qk+1 � 1

1 + qkx0
1 + qn+kx0

=
1

q
< 1

bulunur. Böylece her n 2 N için

lim
m!1

Wn;q(fm)(x0) =Wn;q(f)(x0)

elde edilir. Ayr¬ca her x 2 [0; x0] için hk;q (x) � hk;q (x0) ve �k;q (x) � �k;q (x0) < 1

oldu¼gundan

lim
m!1

Wn;q(fm)(x) =Wn;q(f)(x)
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gerçeklenir. Böylece Teorem 2.3 ü kullanarak (5:23) eşitli¼gini göstermi̧s olduk. Son

olarak (5:23) ve (5:22) kullan¬larak 1 � r < 1
A
ve her jzj � r ve n 2 N için

jWn;q (f) (z)� f (z)j

=

�����
1X
k=0

ckTn;k (z)�
1X
k=0

ckek (z)

�����
�

1X
k=0

jckj jTn;k (z)� ek (z)j

�
1X
k=2

M
Ak

k!

6

[n]
rk (k + 1)! (k � 1)

=
6M

[n]

1X
k=2

(rA)k (k + 1) (k � 1) = Mr (f)

[n]
(5.24)

elde edilir.

ii) 1 � r < r1 < 1
A
olmak üzere �; 0 merkezli, r1 yar¬çapl¬çemberi göstersin

jzj � r ve 
 2 � için j
 � zj � r1�r oldu¼gundan (çünkü j
 � zj � jj
j � jzjj = r1�r

gerçeklenir.) Teorem 2.6 ve i) den her jzj � r ve n 2 N için

���[Wn;q (f)]
(p) � f (p)(z)

��� � p!

2�

������
Z
�

Wn;qf (
)� f (
)
(
 � z)p+1

d


������
� Mr1 (f)

[n]

p!

2�

2�r1

(r1 � r)p+1

=
Mr1 (f)

[n]

p!r1

(r1 � r)p+1
;

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Şimdi, Wn;q (f) operatörleri için, kompakt disklerde Voronovskaja-tipli bir sonucu,

üst nicel eşitsizlik ile verelim.

Teorem 5.2 q > 1; 1 � r < 1
A
olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A sabitleri için

Teorem 5.1 deki şartlar sa¼glans¬n. Bu durumda her jzj � r ve n 2 N için aşa¼g¬daki

Voronovskaja-tipli sonuç gerçeklenir.����Wn;q (f) (z)� f (z)�
z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

���� � Kr (f)

[n]2

Burada Kr (f) (4:4) ile verilen toplam olup, rA < 1 oldu¼gundan Kr (f) <1 olur.
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·Ispat. Hipotezden ve (5:23) den her n 2 N için����Wn;q (f) (z)� f (z)�
z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

����
�

1X
k=2

jckj
����Tn;k(z)� ek (z)� k (k � 1)2 [n]

zk�1
�
1 +

z

q

����� (5.25)

yaz¬labilir. Her n 2 N; k = 0; 1; ::: olmak üzere

Ek;n (z) := Tn;k(z)� ek (z)�
k (k � 1)
2 [n]

zk�1
�
1 +

z

q

�
ifadesi için bir üst tahmin bulmak istiyoruz. Ek;n (z) ; derecesi � k olan bir poli-

nomdur ve

qDqEk�1;n

�
z

q

�
= DqEk�1;n (w)jw= z

q
; (5.26)

eşitli¼gini gerçekler. Ayr¬ca Lemma 5.2 den

Ek;n (z)

= Tn;k (z)� zk �
k (k � 1)
2 [n]

zk�1
�
1 +

z

q

�

=
qz
�
1 + z

q

�
[n]

�Dq

 
Tn;k�1

�
z

q

�
�
�
z

q

�k�1
� (k � 1) (k � 2)

2 [n]

�
z

q

�k�2�
1 +

z

q2

�!

+z

�
Tn;k�1 (z)� zk�1 �

(k � 1) (k � 2)
2 [n]

zk�2
�
1 +

z

q

��

+
z
�
1 + z

q

�
[n]

[k � 1]
�
z

q

�k�2
� k (k � 1)

2 [n]
zk�1

�
1 +

z

q

�

+
qz
�
1 + z

q

�
[n]

(k � 1) (k � 2)
2 [n]

Dq

 �
z

q

�k�2�
1 +

z

q2

�!

+
(k � 1) (k � 2)

2 [n]
zk�1

�
1 +

z

q

�
elde edilir. Her k � 2; n 2 N; z 2 DR; q > 1 için

Ek;n (z) =
qz
�
1 + z

q

�
[n]

Dq(Ek�1;n(
z

q
)) + zEk�1;n (z)

+
z
�
1 + z

q

�
[n]

�
z

q

�k�2 �
[k � 1]� qk�2 (k � 1)

�
+
z
�
1 + z

q

�
2 [n]2

(k � 2) (k � 1)
�
z

q

�k�3 �
[k � 2] + [k � 1] z

q2

�
(5.27)
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bulunur. Bu durumda her jzj � r için

jEk;n (z)j

�
r
�
1 + r

q

�
[n]

q

����Dq(Ek�1;n(
z

q
))

����+ r jEk�1;n (z)j
+

r
�
1 + r

q

�
[n]

�
r

q

�k�2 �
[k � 1]� qk�2 (k � 1)

�
+
r
�
1 + r

q

�
2 [n]2

(k � 1) (k � 2)
�
r

q

�k�3 �
[k � 2] + [k � 1] r

q2

�

elde edilir. (5:26) göz önünde bulundurularak

jEk;n (z)j �
r
�
1 + r

q

�
[n]

���DqEk�1;n (w)jw= z
q

���+ r jEk�1;n (z)j (5.28)

+
r
�
1 + r

q

�
[n]

�
r

q

�k�2 �
[k � 1]� qk�2 (k � 1)

�
+
r
�
1 + r

q

�
2 [n]2

(k � 1) (k � 2)
�
r

q

�k�3 �
[k � 2] + [k � 1] r

q2

�

yaz¬labilir. Ayr¬ca, Bernstein eşitsizli¼ginden (Teorem 2.4)

���DqEk�1;n (w)jw= z
q

���
�




E 0

k�1;n





r
� k � 1

r
kEk�1;nkr

� k � 1
r

8<:kTn;k�1(z)� ek�1 (z)kr + r
k�2
�
1 + r

q

�
(k � 1) (k � 2)
2 [n]

9=;
� k � 1

r

8<:6rk�1[n]
k! (k � 2) +

rk�2
�
1 + r

q

�
(k � 1) (k � 2)
2 [n]

9=;
� 6rk�2

[n]
k! (k � 1) (k � 2) + r

k�3 (2r) k! (k � 1) (k � 2)
2 [n]

=
7rk�2

[n]
k! (k � 1) (k � 2) (5.29)

sa¼glan¬r. (5:29) ; [k � 1] � qk�2 (k � 1) ; [k � 2] � qk�3 (k � 2) ve rq � r; eşitsizlikleri
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(5:28) de kullan¬larak

jEk;n (z)j �
r
�
1 + r

q

�
[n]

�
7rk�2

[n]
k! (k � 1) (k � 2)

�
+ r jEk�1;n (z)j

+

r
�
1 + r

q

�
[n]

�
r

q

�k�2 �
[k � 1]� qk�2 (k � 1)

�
+
r
�
1 + r

q

�
2 [n]2

(k � 1) (k � 2)
�
r

q

�k�3 �
[k � 2] + [k � 1] r

q2

�
� r jEk�1;n (z)j+

14rk

[n]2
k! (k � 1) (k � 2)

+
r (2r)

2 [n]2
(k � 1) (k � 2)

�
r

q

�k�3 �
[k � 2] + [k � 1] r

q2

�
� r jEk�1;n (z)j+

14rk

[n]2
k! (k � 1) (k � 2)

+
r2

[n]2
(k � 1) (k � 2) r

k�3

qk�3
�
qk�3 (k � 2)

	
+
r2

[n]2
(k � 1) (k � 2) r

k�3

qk�3

�
qk�2 (k � 1) r

q2

�
� r jEk�1;n (z)j+

16rk

[n]2
k! (k � 1) (k � 2) (5.30)

bulunur. k = 0; 1; 2; için Ek;n (z) = 0 d¬r: (5:30) da k = 3; 4; :::; al¬narak ad¬m ad¬m

jE3;n (z)j �
16r3

[n]2
3!:2:1

jE4;n (z)j �
16r4

[n]2
(3!:2:1 + 4!:3:2)

...

jEk;n (z)j �
16rk

[n]2

kX
j=3

j! (j � 1) (j � 2)

� 16rk

[n]2
k! (k � 1) (k � 2)2 (5.31)
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elde edilir. (5:31) ; (5:25) de yerine yaz¬l¬rsa (4:4) den����Wn;q (f) (z)� f (z)�
z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

����
� M

1X
k=3

�
Ak

k!

�
16rk

[n]2
k! (k � 1) (k � 2)2

=
16M

[n]2

1X
k=3

(rA)k (k � 1) (k � 2)2

=
Kr (f)

[n]2

bulunur. rA < 1 için
1P
k=3

(rA)k (k � 1) (k � 2)2 <1 olur, böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.1 deki yaklaş¬m¬n kesin derecesini bulmak için gerekli olan alt nicel eşitsiz-

lik, yukar¬da verilen nicel Voronovskaja-tipli sonuç kullan¬larak, aşa¼g¬daki teoremde

elde edilmi̧stir.

Teorem 5.3 q > 1; 1 � r < R olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A sabitleri için

Teorem 5.1 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi � 1 olan bir polinom de¼gil ise,

her n 2 N için

kWn;q (f)� fkr �
Cr (f)

[n]

sa¼glan¬r. Burada Cr (f) sabiti f; q ve r ye ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. Her jzj � r, n 2 N için

Wn;q (f) (z)� f (z)

=
1

[n]

�
z

2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

+
1

[n]

�
[n]2

�
Wn;q (f) (z)� f (z)�

z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

���
yaz¬labilir. Ayr¬ca

kF +Gkr � jkFkr � kGkrj � kFkr � kGkr
41



eşitsizli¼gi kullan¬larak

kWn;q (f)� fkr
� 1

[n]

�



e12
�
1 +

e1
q

�
f 00





r

� 1

[n]

�
[n]2





Wn;q (f)� f �
e1
2 [n]

�
1 +

e1
q

�
f 00





r

��
elde edilir. f; derecesi � 1 olan bir polinom olmad¬¼g¬ndan DR; dairesinde


 e12 �1 + e1

q

�
f 00




r
> 0 sa¼glan¬r. Gerçekten, aksi kabul edilirse her z 2 Dr için

z
2

�
1 + z

q

�
f 00 (z) = 0 d¬r. Buradan her z 2 Dr� f0;�qg için f 00 (z) = 0 olur. Ayr¬ca

f analitik oldu¼gundan Teorem 2.8 den her z 2 DR için f 00 (z) = 0 olmal¬d¬r. Bu ise

hipotez ile çeli̧sir. Teorem 5.2 den

[n]2




Wn;q (f)� f �

e1
2 [n]

�
1 +

e1
q

�
f 00





r

� Kr (f)

elde edilir. Ayr¬ca n!1 iken q > 1 için 1
[n]
! 0 d¬r. Bu durumda her n � n0 için



e12

�
1 +

e1
q

�
f 00





r

� 1

[n]

�
[n]2





Wn;q (f)� f �
e1
2 [n]

�
1 +

e1
q

�
f 00





r

�
� 1

2





e12
�
1 +

e1
q

�
f 00





r

olacak şekilde f , q ve r ye ba¼gl¬bir n0 say¬s¬vard¬r. Böylece her n � n0 için

kWn;q (f)� fkr �
1

2 [n]





e12
�
1 +

e1
q

�
f 00





r

gerçeklenir. n 2 f1; :::; n0 � 1g için Mr;n (f) := [n] kWn;q (f)� fkr > 0 olmak üzere

kWn;q (f)� fkr �
Mr;n (f)

[n]

dir. Buradan, sonuç olarak her n 2 N için

Cr (f) = min

�
Mr;1 (f) ; :::;Mr;n0�1 (f) ;

1

2





e12
�
1 +

e1
q

�
f 00





r

�
f; q ve r ye ba¼gl¬olan bir terim olmak üzere

kWn;q (f)� fkr �
Cr (f)

[n]

elde edilir.
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Teorem 5.1 i) ve Teorem 5.3 birlikte düşünüldü¼günde e¼ger f; derecesi � 1 olan bir

polinom de¼gil ise Wn;q (f) (z) operatörleri ile f (z) fonksiyonuna yaklaş¬m¬n kesin

derecesi 1
[n]
olur. Bunu, aşa¼g¬daki sonuçta ifade edelim:

Sonuç 5.1 q > 1; 1 � r < 1
A
olmak üzere f fonksiyonu ve R;M;A sabitleri için

Teorem 5.1 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi � 1 olan bir polinom de¼gil ise,

her n 2 N için

kWn;q (f)� fkr �
1

[n]

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f; q ve r ye ba¼gl¬d¬r.

Kompakt disklerde, Wn;q (f) kompleks q�Baskakov operatörleri ile eş zamanl¬yak-

laş¬m¬n kesin derecesi için aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir.

Teorem 5.4 q > 1 olmak üzere f fonksiyonu ve R; M; A sabitleri için Teorem

5.1 deki şartlar sa¼glans¬n. 1 � r < r1 <
1
A
ve p 2 N olsun. E¼ger f derecesi

� max f1; p� 1g olan bir polinom de¼gil ise, her n 2 N için


[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
� 1

[n]

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f; r; r1; q ve p ye ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. Teorem 5.1 ii) de eş zamanl¬yaklaş¬m için üst tahmin elde edilmi̧sti. O halde


[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
ifadesine bir alt tahmin bulunursa ispat tamamlan¬r. Benzer

şekilde 1 � r < r1 <
1
A
olmak üzere �; 0 merkezli, r1 yar¬çapl¬çemberi göstersin

jzj � r ve 
 2 � için j
 � zj � r1 � r sa¼glan¬r. Teorem 2.6 dan

[Wn;q (f)]
(p) � f (p) (z) = p!

2�i

Z
�

Wn;q (f) (
)� f (
)
(
 � z)p+1

d
 (5.32)

olur. Ayr¬ca her 
 2 � ve n 2 N için

Wn;q (f) (
)� f (
)

=
1

[n]

�



2

�
1 +




q

�
f
00
(
) (5.33)

+ [n]2
�
Wn;q (f) (
)� f (
)�




2 [n]

�
1 +




q

�
f
00
(
)

��
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yaz¬labilir. (5:33) (5:32) de yerine yaz¬larak

[Wn;q (f)]
(p) � f (p) (z)

=

8<: 1

[n]

p!

2�i

Z
�



�
1 + 


q

�
f
00
(
)

2 (
 � z)p+1
d


+
1

[n]

p!

2�i

Z
�

[n]2
�
Wn;q (f) (
)� f (
)� 


2[n]

�
1 + 


q

�
f
00
(
)
�

(
 � z)p+1
d


9=;
=

1

[n]

(�
z

2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

�(p)

+
p!

[n] 2�i

Z
�

[n]2
�
Wn;q (f) (
)� f (
)� 


2[n]

�
1 + 


q

�
f
00
(
)
�

(
 � z)p+1
d


9=;
elde edilir. Norma geçilirse


[Wn;q (f)]

(p) � f (p)




r

(5.34)

� 1

[n]

(





�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

� 1

[n]







 p!2�
Z
�

[n]2
�
Wn;qf (
)� f (
)� 


2[n]

�
1 + 


q

�
f
00
(
)
�

(
 � z)p+1
d









r

9=;
bulunur. Teorem 5.2 den





 p!2�

Z
�

[n]2
�
Wn;q (f) (
)� f (
)� 


2[n]

�
1 + 


q

�
f
00
(
)
�

(
 � z)p+1
d









r

� p!

2�

2�r1

(r1 � r)p+1
[n]2





�Wn;q (f)� f �
e1
2 [n]

�
1 +

e1
q

�
f
00
�





r1

� p!r1

(r1 � r)p+1
Kr1 (f) (5.35)

gerçeklenir. Ayr¬ca hipotezden





�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

> 0

olur. Gerçekten;





h e12 �1 + e1
q

�
f
00
i(p)





r

= 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

z
2

�
1 + z

q

�
f
00
(z) nin derecesi � p � 1 olan bir polinom oldu¼gunu elde ederiz. E¼ger

p = 1 veya p = 2 ise f fonksiyonunun analitikli¼gi, f fonksiyonunun derecesi �
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1 = max f1; p� 1g olan polinom olaca¼g¬n¬gerektirir, bu da hipotezle çeli̧sir. p > 2

ise f fonksiyonunun analitikli¼gi , f fonksiyonunun derecesi � 1 = max f1; p� 1g

olan polinom olaca¼g¬n¬gerektirir ki bu yine hipotezle çeli̧sir. Böylece (5:35) den her

n � n0 için 





�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

� 1

[n]







 p!2�
Z
�

[n]2
�
Wn;q (f) (
)� f (
)� 


2[n]

�
1 + 


q

�
f
00
(
)
�

(
 � z)p+1
d









r

� 1

2







�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

olacak şekilde f; q ve r ye ba¼gl¬bir n0 say¬s¬vard¬r. Böylece her n � n0 için




[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
� 1

2 [n]







�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

gerçeklenir. n 2 f1; :::; n0 � 1g içinMr;n;p (f) = [n]



[Wn;q (f)]

(p) � f (p)




r
> 0 olmak

üzere 


[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
� Mr;n;p (f)

[n]

bulunur. Buradan sonuç olarak her n 2 N için

Cr;p (f) = min

(
Mr;1;p (f) ; :::;Mr;n0�1;p (f) ;

1

2







�
e1
2

�
1 +

e1
q

�
f
00
�(p)






r

)

iken 


[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
� Cr;p (f)

[n]

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Bu k¬s¬mda elde edilen sonuçlar kompleks Baskakov operatörleri ile kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa;

q > 1 olmak üzere, kompleks q�Baskakov operatörleri ile elde edilen yaklaş¬m dere-

cesi 1
[n]
< q

qn
geometrik olup, Gal (2009) da kompleks Baskakov operatörleri için elde

edilen 1
n
derecesinden daha iyidir.
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5.2 Kompleks q�Baskakov Operatörlerinin Stancu Genelleşmesi

Bu k¬s¬mda, (3:8) ile verilen reel q�Baskakov-Stancu operatöründe x � 0 yerine

z 2 C al¬narak, q�Baskakov-Stancu operatörünün aşa¼g¬da W �;�
n;q (f) (z) ile göste-

rilen kompleks formu, q > 1 için dikkate al¬narak kompakt disklerde yaklaş¬m ve

Voronovskaja-tipli sonuç için üst nicel tahminler elde edilecektir. Ayr¬ca eş zamanl¬

yaklaş¬m¬n kesin derecesi bulunacakt¬r.

0 � � � �; n 2 N; z 2 C ve q > 1 olmak üzere kompleks q� Baskakov-Stancu

operatörleri

W�;�
n;q (f) (z) :=W

[�];[�]
n;q (f) (z) =

1X
j=0

[n+ j � 1]!
[n� 1]! q

�j(j�1)
2 (5.36)

�
�

[�]

[n] + [�]
;
[�] + [1]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; f

�
zj

([n] + [�])j

şeklinde bir gösterime sahiptir. Burada j = 0 için [n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1] = 1 olarak

al¬nmaktad¬r..

� = � = 0 durumunda, (5:5) ile verilen kompleks q� Baskakov operatörleri elde

edilmektedir.

5.2.1 Kompleks q�Baskakov-Stancu operatörleri ile yaklaş¬m

Bu k¬s¬mda, DR[ [R;1) bölgesinde tan¬ml¬, kompleks de¼gerli, DR diskinde analitik,

üstel büyüme koşulunu sa¼glayan ve [0;1) aral¬¼g¬nda her basamaktan türevleri ayn¬

pozitif sabit ile s¬n¬rl¬olan f fonksiyonlar¬için, kompakt disklerdeW�;�
n;q (f) (z) opera-

törleri ile eş zamanl¬yaklaş¬m için üst tahminler ve Voronovskaja-tipli bir sonuç nicel

eşitsizlik ile bulunacak, ayr¬ca eş zamanl¬yaklaş¬m¬n kesin derecesi elde edilecektir.

Önce, ispatlarda için gerekli olan baz¬lemmalar verilecektir.

Lemma 5.3 k; n 2 N [ f0g ; 0 � � � � ve z 2 C olmak üzere

T�;�n;k+1 (z) =
qz
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

DqT
�;�
n;k

�
z

q

�
+
[n] z + [�]

([n] + [�])
T�;�n;k (z) (5.37)
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gerceklenir. Böylece

T�;�n;1 (z) =
[n] z + [�]

[n] + [�]
; T�;�n;2 (z) =

z
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

[n]

[n] + [�]
+

�
[n] z + [�]

[n] + [�]

�2
elde edilir.

·Ispat.

T�;�n;k (z)

=

1X
j=0

[n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1]
([n] + [�])j

q
�j(j�1)

2

�
[�]

([n] + [�])
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; ek

�
zj (5.38)

yaz¬labilir. Teorem 2:2 de f = ek, g = e1 ve xj =
qj�1[�]+[j]
qj�1([n]+[�]) olarak al¬n¬rsa�

[�]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; ek+1

�

=
qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])

�
[�]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; ek

�

+

�
[�]

[n] + [�]
; :::;

qj�2 [�] + [j � 1]
qj�2 ([n] + [�])

; ek

�
(5.39)

elde edilir. (5:39) ; T�;�n;k+1 (z) de kullan¬larak

T�;�n;k+1 (z) =
qz
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

DqT
�;�
n;k

�
z

q

�
+
[n] z + [�]

[n] + [�]
T�;�n;k (z)

bulunur. Buradan

T�;�n;1 (z) =
[n] z + [�]

[n] + [�]

ve

T�;�n;2 (z) =
z
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

[n]

[n] + [�]
+

�
[n] z + [�]

[n] + [�]

�2
eşitlikleri kolayca elde edilir.

Aşa¼g¬daki Lemmada T�;�n;k (z), (5:5) operatörleri alt¬nda ek (z) fonksiyonlar¬n¬n görün-

tüsü olan Tn;k (z) terimleri ile ifade edilmi̧stir.
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Lemma 5.4 0 � � � �; j = 0; 1; :::; k olmak üzere n; k 2 N [ f0g için

T�;�n;k (z) =

kX
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;j (z) (5.40)

sa¼glan¬r.

·Ispat. ·Ispat¬tümevar¬mla yapal¬m. Eşitlik k = 0 için do¼grudur. k = m için do¼gru

olsun. Yani;

T�;�n;m (z) =

mX
j=0

�
m

j

�
[n]j [�]m�j

([n] + [�])m
Tn;j (z)

sa¼glans¬n. Lemma 5.3 kullan¬larak

T�;�n;m+1 (z)

=
qz
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

mX
j=0

�
m

j

�
[n]j [�]m�j

([n] + [�])m
DqTn;j

�
z

q

�

+
[n] z + [�]

[n] + [�]

mX
j=0

�
m

j

�
[n]j [�]m�j

([n] + [�])m
Tn;j (z)

=
mX
j=0

�
m

j

�
[n]j+1 [�]m�j

([n] + [�])m+124qz
�
1 + z

q

�
[n]

DqTn;j

�
z

q

�
+
[n] z + [�]

[n]
Tn;j (z)

35

elde edilir. Ayr¬ca Lemma 5:2 deki

Tn;j+1 (z) =
qz
�
1 + z

q

�
[n]

DqTn;j

�
z

q

�
+ zTn;j (z)
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eşitli¼gi kullan¬larak

T�;�n;m+1 (z)

=

mX
j=0

�
m

j

�
[n]j+1 [�]m�j

([n] + [�])m+1

�
Tn;j+1 (z) +

[�]

[n]
Tn;j (z)

�

=

mX
j=1

�
m

j � 1

�
[n]j [�]m�j+1

([n] + [�])m+1
Tn;j (z)

+
mX
j=0

�
m

j

�
[n]j [�]m�j+1

([n] + [�])m+1
Tn;j (z)

=

m+1X
j=0

�
m+ 1

j

�
[n]j [�]m�j+1

([n] + [�])m+1
Tn;j (z) ;

bulunur, böylece ispat tamamlan¬r.

Yukar¬daki lemmalar kullan¬larak, merkezi orijinde olan kompakt disklerdeW�;�
n;q (f)

kompleks q�Baskakov-Stancu operatörleri ile yaklaş¬m ve eş zamanl¬yaklaş¬m için

üst nicel tahminler aşa¼g¬daki teoremde elde edilmi̧stir.

Teorem 5.5 q > 1 ve 1 < R <1 olmak üzere

f : DR [ [R;1)! C

fonksiyonunun her basamaktan türevleri [0;1) aral¬¼g¬nda ayn¬pozitif sabitle s¬n¬rl¬

ve DR bölgesinde analitik olsun, yani her z 2 DR için f(z) =
1P
k=0

ckz
k olur ve

her k = 0; 1; 2... için; jckj �M Ak

k!
şart¬n¬sa¼glayan M > 0 ve A 2

�
1
R
; 1
�
say¬lar¬n¬n

var oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

i) 0 � � � �; 1 � r < 1
A
ve her jzj � r ve n 2 N için

M1;r (f) = 6

1X
k=2

jckj (k + 1)! (k � 1) rk <1;

M2;r (f) =

1X
k=1

jckj krk <1; M3;r (f) =

1X
k=1

jckj krk�1 <1
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olmak üzere

��W�;�
n;q (f) (z)� f (z)

��
� M1;r (f)

[n] + [�]
+

[�]

[n] + [�]
M2;r (f) +

[�]

[n] + [�]
M3;r (f) =M

�;�
r (f)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

ii) 0 � � � �; 1 � r < r1 <
1
A
ve M�;�

r1
(f) ; i) de verildi¼gi gibi olmak üzere, her

jzj � r ve n; p 2 N için����W�;�
n;q (f) (z)

�(p) � f (p)(z)��� � M�;�
r1
(f)

[n]

p!r1

(r1 � r)p+1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. i) q > 1; jzj � r; 1 � r � 1
A
için

W �;�
n;q (f) (z) =

1X
k=0

ckT
�;�
n;k (z)

eşitli¼gi göz önüne al¬narak

��W�;�
n;q (f) (z)� f (z)

�� � 1X
k=1

jckj
���T�;�n;k (z)� zk

��� (5.41)

bulunur. Burada
���T�;�n;k (z)� zk

��� ifadesi için bir üst s¬n¬r bulal¬m. Lemma 5.3 den
T�;�n;k (z)� zk

=
qz
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

Dq

�
T�;�n;k�1

�
z

q

��
+
[n] z + [�]

[n] + [�]

�
T�;�n;k�1 (z)� zk�1

�

+
[n] z + [�]

[n] + [�]
zk�1 � zk

=
z
�
1 + z

q

�
[n] + [�]

qDq

�
T�;�n;k�1

�
z

q

��
+
[n] z + [�]

[n] + [�]

�
T�;�n;k�1 (z)� zk�1

�

+

�
[n]

[n] + [�]
� 1
�
zk +

[�]

[n] + [�]
zk�1
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bulunur. Ayr¬ca

qDq

�
T�;�n;k�1

�
z

q

��
=
���Dq

�
T�;�n;k�1 (w)

����
w= z

q

eşitli¼gi ve Teorem 2.4 den

qDq

�
T�;�n;k�1

�
z

q

��
=
���Dq

�
T�;�n;k�1 (z)

���� � ���T 0
�;�
n;k�1 (z)

��� � k � 1
r




T�;�n;k�1





r

(5.42)

yaz¬labilir. (5:42) kullan¬larak her jzj � r ve n 2 N için���T�;�n;k (z)� zk
���

� r (1 + r)

[n] + [�]

�
k � 1
r

�


T�;�n;k�1





r
+
[n] r + [�]

[n] + [�]

���T�;�n;k�1 (z)� zk�1
���

+

���� [n]

[n] + [�]
� 1
���� rk + [�]

[n] + [�]
rk�1 (5.43)

elde edilir. Şimdi (5.43) de,



T�;�n;k�1





r
ifadesine bir üst s¬n¬r bulmak amac¬yla

T�;�n;k (z)

=
kX
j=0

[n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1]
([n] + [�])j

q
�j(j�1)

2

�
[�]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1([n] + [�])
; ek

�
zj

ifadesini dikkate alal¬m. Lemma 5.1 ve Teorem 2.2 den q > 1, jzj � r, r � 1 için


T�;�n;k (z)





� rj
kX
j=0

[n] [n+ 1] ::: [n+ j � 1]
[n]j

q
�j(j�1)

2

:

�
[�]

[n] + [�]
; :::;

qj�1 [�] + [j]

qj�1 ([n] + [�])
; ek

�

�
kX
j=0

j!
kk � 1:::k � j + 1

j!
rk�j:rj

= rk
kX
j=0

kk � 1:::k � j + 1 � rk (k + 1)! (5.44)
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elde edilir. (5.44), (5.43) de yerine yaz¬larak jzj � r; r � 1, q > 1 ve 0 � � � �

için

���T�;�n;k (z)� zk
���

� r (1 + r)

[n] + [�]
rk�2 (k + 1)! +

[n] r + [�]

[n] + [�]

���T�;�n;k�1 (z)� zk�1
���

+

���� [n]

[n] + [�]
� 1
���� rk + [�]

[n] + [�]
rk�1

� [n] r + [�]

[n] + [�]

���T�;�n;k�1 (z)� zk�1
���+ r (1 + r)

[n] + [�]
rk�2 (k + 1)!

+
[�]

[n] + [�]
rk +

[�]

[n] + [�]
rk�1

� r
���T�;�n;k�1 (z)� zk�1

���+ 2rk

[n] + [�]
(k + 1)!

+
[�]

[n] + [�]
rk +

[�]

[n] + [�]
rk�1 (5.45)

bulunur. (5:45) de k = 2; 3::: al¬narak devam edilirse

���T�;�n;k (z)� zk
���

� 2rk

[n] + [�]

kX
j=2

(j + 1)! +
[�]

[n] + [�]
krk +

[�]

[n] + [�]
krk�1

� 6rk

[n] + [�]
(k + 1)! (k � 1) + [�]

[n] + [�]
krk +

[�]

[n] + [�]
krk�1 (5.46)

elde edilir. Ayr¬ca k = 1 için

���T�;�n;1 (z)� z
��� = ���� [�]� [�] z[n] + [�]

���� � [�] + [�] r

[n] + [�]
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olur. Böylece (5:46) ; (5:41) de yerine koyularak��W�;�
n;q (f) (z)� f (z)

��
� 6

[n] + [�]

1X
k=1

jckj (k + 1)! (k � 1) rk +
[�]

[n] + [�]

1X
k=1

jckj krk

+
[�]

[n] + [�]

1X
k=1

jckj krk�1

=
M1;r (f)

[n] + [�]
+

[�]

[n] + [�]
M2;r (f) +

[�]

[n] + [�]
M3;r (f)

elde edilir. Burada f; DR bölgesinde analitik oldu¼gundanM2;r (f) <1 veM3;r (f) <

1 olur. Ayr¬ca jzj � r; 1 � r � 1
A
; n 2 N için

M1;r (f) = 6
1X
k=1

jckj (k + 1)! (k � 1) rk � 6M
1X
k=1

(k + 1) (k � 1) (rA)k <1

sa¼glan¬r.

ii) 1 � r < r1 < 1
A
olmak üzere �; 0 merkezli, r1 yar¬çapl¬çemberi göstersin jzj � r

ve 
 2 � için j
 � zj � r1 � r oldu¼gundan (çünkü j
 � zj � jj
j � jzjj = r1 � r

gerçeklenir.) Teorem 2.6 ve i) den her jzj � r ve n 2 N için����W�;�
n;q (f) (z)

�(p) � f (p)(z)��� � p!

2�

������
Z
�

W�;�
n;q (f) (
)� f (
)
(
 � z)p+1

d


������
�

M�;�
r1
(f)

[n]

p!

2�

2�r1

(r1 � r)p+1

=
M�;�
r1
(f)

[n]

p!r1

(r1 � r)p+1
;

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Yukar¬daki teoremin i) ş¬kk¬nda � = � = 0 durumu; Mr (f) (4:3) ile verilen toplam

olmak üzere, jckj � M Ak

k!
ve rA < 1 oldu¼gundan M0;0

1;r (f) � Mr (f) < 1 bulunur,

bu da Teorem 5.1 i) deki durumu verir. Benzer olarak ii) ş¬kk¬için �; � = 0 durumu,

Teorem 5.1 ii) deki duruma indirgenir.

Aşa¼g¬da,W�;�
n;q (f) (z) kompleks q�Baskakov-Stancu operatörleri için kompakt disklerde

Voronovskaja-tipli bir sonuç, üst nicel eşitsizlik ile elde edilmi̧stir.
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Teorem 5.6 0 � � � �, 1 � r � 1
A
ve q > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A

sabitleri için Teorem 5.5 deki şartlar sa¼glans¬n.

K�;�
1;r (f) = 16

1X
k=3

jckj (k � 1) (k � 2)2 k!rk <1;

K�;�
2;r (f) = [�]

2
1X
k=2

jckj
(k � 1) k!

2
rk�2 <1;

K�;�
3;r (f) = 6 [�]

1X
k=2

jckj k2k!rk�1 <1;

K�;�
4;r (f) =

 
[�]2

2
+ 6 [�]

! 1X
k=0

jckj k2 (k + 1)!rk <1;

K�;�
5;r (f) = [�] [�]

1X
k=0

jckj k (k � 1) rk�1 <1;

K�;�
6;r (f) = [�]

2
1X
k=0

jckj k (k � 1) rk <1

olmak üzere her jzj � r ve n 2 N için aşa¼g¬daki Voronovskaja-tipli sonuç����W�;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

����

�
K�;�
1;r

[n]2
+

6P
j=2

K�;�
j;r (f)

([n] + [�])2

gerçeklenir.

·Ispat. Her z 2 DR için

W�;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

= Wn;q (f) (z)� f (z)�
z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

+W �;�
n;q (f) (z)�Wn;q (f) (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)
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yaz¬labilir. f (z) =
1P
k=0

ckz
k eşitli¼ginden ve (5:31) den jzj � r ve n 2 N için

����W�;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

����
=

�����
1X
k=0

ck

�
Tn;k (z)� zk �

z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
k (k � 1) zk�2

�

+

1X
k=0

ck

�
T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1
������

�
1X
k=0

ck jEk;n (z)j+
1X
k=0

ck

����T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�
[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1
����

� 16

[n]2

1X
k=3

jckj (k � 1) (k � 2)2 k!rk

+
1X
k=0

ck

����T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�
[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1
����

elde edilir. Burada (5:31) den 1 � r � 1
A
için 16

[n]2

1P
k=3

jckj (k � 1) (k � 2)2 k!rk < 1

oldu¼gunu biliyoruz. Şimdi ikinci toplam için bir üst s¬n¬r bulal¬m. Lemma 5.4

kullan¬larak

T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�
[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1

=
kX
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Wn;q (ej;z)� Tn;k (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1

=

k�1X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;j(z)

+

 
[n]k

([n] + [�])k
� 1
!
Tn;k (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1; (5.47)

elde edilir. Ayr¬ca

1� [n]k

([n] + [�])k
=

k�1X
j=1

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
(5.48)

�
k�1X
j=1

�
1� [n]

[n] + [�]

�
=

k [�]

[n] + [�]
(5.49)
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (5:48) ; (5:47) de yerine yaz¬larak,

T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�
[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1

=

k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;j (z) +

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
Tn;k�1 (z)

�
k�1X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;k (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1

=

k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Wn;q (ej;z) +

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
Wn;q (ek�1; z)

�
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;k (z)

� k [n]
k�1 [�]

([n] + [�])k
Tn;k (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1

=
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;j(z)

+
k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
Tn;k�1 (z)�

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
zk�1

�
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;k (z)�

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
Tn;k (z)

� k [n]
k�1 [�]

([n] + [�])k
zk � [�]� [�] z

[n] + [�]
kzk�1

=
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Wn;q (ej;z) +

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
�
Wn;q (ek�1; z)� zk�1

�

�
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;k (z)�

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
�
Tn;k (z)� zk

�
+

 
[n]k�1

([n] + [�])k�1
� 1
!

k [�]

[n] + [�]
zk�1

+

 
1� [n]k�1

([n] + [�])k�1

!
k [�]

[n] + [�]
zk (5.50)
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bulunur. Di¼ger taraftan (5:20) den bildi¼gimiz jWn;q (ej;z)j � rj (j + 1)! eşitli¼gi kul-

lan¬l¬rsa

�����
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Wn;q (ej;z)

�����
�

k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
jWn;q (ej;z)j

=
k�2X
j=0

k (k � 1)
(k � j) (k � j � 1)

�
k � 2
j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
jWn;q (ej;z)j

�
k�2X
j=0

k (k � 1)
(k � j) (k � j � 1)

�
k � 2
j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
rj (j + 1)!

� k (k � 1)
2

[�]2

([n] + [�])2
rk�2 (k � 1)!

k�2X
j=0

�
k � 2
j

�
[n]j [�]k�2�j

([n] + [�])k�2

� k (k � 1)
2

[�]2

([n] + [�])2
rk�2 (k � 1)! (5.51)

sa¼glan¬r ve aşa¼g¬da verilen

k�2X
j=0

�
k � 2
j

�
[n]j [�]k�2�j

([n] + [�])k�2

=

k�2X
j=0

�
k � 2
j

�
[n]j

([n] + [�])j
[�]k�2�j

([n] + [�])k�2�j

=

�
[n] + [�]

[n] + [�]

�k�2
� 1 (5.52)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Ayr¬ca (5:22) den

��Tn;k (z)� zk�� � 6

[n]
rk (k + 1)! (k � 1) (5.53)
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oldu¼gunu biliyoruz. Yukar¬da verilen bu eşitsizlikler yani; (5.51), (5:49) ; (5:52) ve

(5.53), (5:50) de yerine yaz¬l¬rsa

����T�;�n;k (z)� Tn;k (z)�
[�]� [�] z
[n] + [�]

kzk�1
����

�
�����
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Wn;q (ej;z)

�����+ k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
��Wn;q (ek�1; z)� zk�1

��
+

�����
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
Tn;k (z)

�����+ k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
��Tn;k (z)� zk��

+

����� [n]k�1

([n] + [�])k�1
� 1
����� k [�]

[n] + [�]
jzjk�1 +

�����1� [n]k�1

([n] + [�])k�1

����� k [�]

[n] + [�]
jzjk

� (k � 1) k!
2

[�]2

([n] + [�])2
rk�2 +

k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
6

[n]
rk�1k! (k � 2)

+rk (k + 1)!
k�2X
j=0

�
k

j

�
[n]j [�]k�j

([n] + [�])k
+
k [n]k�1 [�]

([n] + [�])k
6

[n]
rk (k + 1)! (k � 1)

+
k (k � 1) [�] [�]
([n] + [�])2

rk�1 +
k (k � 1) [�]2

([n] + [�])2
rk

� (k � 1) k!
2

[�]2

([n] + [�])2
rk�2 + 6

k2 [�]

([n] + [�])2
rk�1k! +

k2 [�]2 (k + 1)!

2 ([n] + [�])2
rk

+6
k2 (k + 1)! [�]

([n] + [�])2
rk +

k (k � 1) [�] [�]
([n] + [�])2

rk�1 +
k (k � 1) [�]2

([n] + [�])2
rk

� (k � 1) k!
2

[�]2

([n] + [�])2
rk�2 + 6

k2 [�]

([n] + [�])2
rk�1k!

+

 
[�]2

2
+ 6 [�]

!
k2 (k + 1)!

([n] + [�])2
rk

+
k (k � 1) [�] [�]
([n] + [�])2

rk�1 +
k (k � 1) [�]2

([n] + [�])2
rk

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Yukar¬daki teoremde �; � = 0 durumu; Kr (f) (4:4) ile verilen toplam olmak üzere

jckj � M Ak

k!
ve rA < 1 oldu¼gundan K0;0

1;r (f) � Kr (f) < 1 bulunur, bu da Teorem

5.2 deki durumu verir.

Kompakt disklerdeW �;�
n;q (f) (z) operatörleri ile yaklaş¬m¬n kesin derecesi için bir alt

tahmin, aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 5.7 0 � � � �; 1 � r < R ve q > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A

sabitleri için Teorem 5.5 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi � 0 olan bir polinom

de¼gilse, her n 2 N için 

W �;�
n;q (f)� f




r
� C�;�r (f)

[n]

sa¼glan¬r. Burada C�;�r (f), f; �; �; q ve r ye ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. Her jzj � r ve n 2 N için

W�;�
n;q (f) (z)� f (z)

=
1

[n]

�
[n]

[n] + [�]
([�]� [�] z) f 0 (z) + z

2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

+
1

[n]
[n]2

�
W�;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)

� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

��

=
1

[n]

�
([�]� [�] z) f 0 (z) + z

2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

+
1

[n]
[n]2

�
W�;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)

�

+
1

[n]
[n]2

�
� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)� [�] ([�]� [�] z)

[n] ([n] + [�])
f
0
(z)

��
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yaz¬labilir. Gk;n (z)

Gk;n (z) : = W �;�
n;q (f) (z)� f (z)�

[�]� [�] z
[n] + [�]

f
0
(z)

� z

2 [n]

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)� [�] ([�]� [�] z)

[n] ([n] + [�])
f
0
(z) (5.54)

ile belirtilsin.

kF +Gkr � jkFkr � kGkrj � kFkr � kGkr

eşitsizli¼gi kullan¬larak

W�;�
n;q (f)� f




r

� 1

[n]





([�]� [�] e1) f 0 + e12
�
1 +

e1
q

�
f
00





r

� 1

[n]
[n]2 kGk;nkr

elde edilir. f; derecesi � 0 olan bir polinom olmad¬¼g¬ndan DR;dairesinde



([�]� [�] e1) f 0 + e12
�
1 +

e1
q

�
f
00





r

> 0

sa¼glan¬r. Gerçekten, aksini kabul edelim jzj � r için

([�]� [�] z) f 0 (z) + z
2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z) = 0

alal¬m. 0 = � � � veya 0 < � � � durumlar¬n¬inceleyelim. ilk durumda

y (z) = f
0
(z) ile belirtilirse

� [�] zy (z) + z
2

�
1 +

z

q

�
y
0
(z) = 0

olur. Bu denklemin çözümü olan y (z) ; DR; de analitik bir fonksiyondur.

z 6= 0 al¬n¬rsa elde edilen son denklem jzj � r için

� [�] y (z) + 1
2

�
1 +

z

q

�
y
0
(z) = 0 (5.55)

şeklindedir. y (z) =
1P
k=0

bkz
k, (5:55) denkleminde yerine koyularak her k = 0; 1,...

için bk = 0 elde edilir. Böylece jzj � r de y (z) = 0 olur, Teorem 2.8 den DR de

y (z) = 0 olur. Bu ise hipotezle çeli̧sir.

0 < � � � durumunda ise

([�]� [�] z) f 0 (z) + z
2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z) = 0
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denkleminde y (z) =
1P
k=0

bkz
k yerine yaz¬larak benzer şekilde çeli̧skiye düşülür.

Teorem 5.6 dan

[n]2 kGk;nkr

� [n]2




W�;�

n;q (f)� f �
�
[�]� [�] e1
[n] + [�]

�
f
0 � e1

2 [n]

�
1 +

e1
q

�
f
00





r

+



[�] ([�]� [�] e1) f 0




r

�
6X
j=1

K�;�
j;r (f) + [�] ([�] + [�] r)




f 0



r

elde edilir. Ayr¬ca n!1; iken q > 1 için 1
[n]
! 0 d¬r. Bu durumda f , r, �; � ve

q ya ba¼gl¬olacak şekilde bir n0 vard¬r, öyleki her n � n0 için

1

[n]





([�]� [�] e1) f 0 + e12
�
1 +

e1
q

�
f
00





r

� 1

[n]
[n]2 kGk;nkr

� 1

2 [n]





([�]� [�] e1) f 0 + e12
�
1 +

e1
q

�
f
00





r

;

sa¼glan¬r. Böylece her n � n0 için



W�;�
n;q (f)� f




r
� 1

2 [n]





([�]� [�] e1) f 0 + e12
�
1 +

e1
q

�
f
00





r

gerçeklenir. n 2 f1; :::; n0 � 1g için Ar (f) = [n]


W�;�

n;q (f)� f



r
> 0 olmak üzere



W �;�
n;q (f)� f




r
� Ar (f)

[n]

dir. Buradan sonuç olarak her n 2 N için

C�;�r (f) = min
n
Ar;1 (f) ; :::; Ar;n0�1 (f) ;

1
2




([�]� [�] e1) f 0 + e1
2

�
1 + e1

q

�
f
00




r

o
iken 

W �;�

n;q (f)� f



r
� C�;�r (f)

[n]

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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Teorem 5.7 ve Teorem 5.5 birlikte düşünüldü¼günde f; derecesi � 0 olan bir poli-

nom de¼gil ise kompakt disklerde W�;�
n;q (f) kompleks Baskakov-Stancu operatörleri

ile yaklaş¬m¬n kesin derecesi 1
[n]
olur. Bunu aşa¼g¬daki teoremle ifade edebiliriz.

Sonuç 5.2 0 � � � �; 1 � r < 1
A
ve q > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A

sabitleri için Teorem 5.5 deki şartlar sa¼glans¬n. E¼ger f; derecesi � 0 olan bir polinom

de¼gilse, her n 2 N için 

W�;�
n;q (f)� f




r
� 1

[n]

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler, f; �; �; q ve r ye ba¼gl¬d¬r.

W�;�
n;q f (z) operatörleri ile eş zamanl¬yaklaş¬m¬n kesin derecesi aşa¼g¬daki teoremde

elde edilmi̧stir.

Teorem 5.8 q > 1 olsun ve f fonksiyonu ve R; M; A sabitleri için Teorem 5.5

deki şartlar sa¼glans¬n. 0 � � � �; 1 � r < r1 < 1
A
ve p 2 N olsun. E¼ger f derecesi

� p� 1 olan bir polinom de¼gilse, her n 2 N için


�W �;�
n;q (f)

�(p) � f (p)



r
� 1

[n]

sa¼glan¬r. Burada denklikteki sabitler f , r; r1; q; �; � ve p ye ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. Teorem 5.5 ii) de eş zamanl¬yaklaş¬m için üst tahmin elde edilmi̧sti. O halde


[Wn;q (f)]
(p) � f (p)





r
ifadesine bir alt tahmin bulunursa ispat tamamlan¬r. Benzer

şekilde 1 � r < r1 <
1
A
olmak üzere �; 0 merkezli, r1 yar¬çapl¬çemberi göstersin

jzj � r ve 
 2 � için j
 � zj � r1 � r sa¼glan¬r. Teorem 2.6 dan

�
W�;�
n;q (f) (z)

�(p) � f (p) (z) = p!

2�i

Z
�

W�;�
n;q f (
)� f (
)
(
 � z)p+1

d
 (5.56)

olur. Ayr¬ca (5:54) den her 
 2 � ve n 2 N için

W �;�
n;q f (
)� f (
)

=
1

[n]

�
([�]� [�] 
) f 0 (
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2

�
1 +




q

�
f
00
(
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)

�
(5.57)
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yaz¬labilir. (5:57), (5:56) da yerine yaz¬larak�
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eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Burada son terim için Teorem 5.6 dan
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= 0 oldu¼gunu kabul ede-

lim. Qp�1 (z) polinomunun derecesi � p� 1 olmak üzere�
([�]� [�] z) f 0 (z) + z

2

�
1 +

z

q

�
f
00
(z)

�(p)
= Qp�1 (z) ; jzj � r

yaz¬labilir. y (z) = f
0
(z) ile gösterilirse�

([�]� [�] z) y (z) + z
2

�
1 +

z

q

�
y
0
(z)

�(p)
= Qp�1 (z)

olur. Bu denklemde y (z) =
1P
k=0

bkz
k yaz¬ld¬¼g¬nda k � p�1 için bk = 0 bulunur, yani

y (z) polinomunun derecesi � p� 2 dir. Bu durumda f nin derecesi � p� 1 olan bir
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polinom olmas¬gerekir ve hipotezle çeli̧sir. ·Ispat¬n devam¬Teorem 5.7 nin ispat¬na

benzer olarak tamamlan¬r.

Uyar¬5.1 � = � = 0 için Teorem 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, önceki k¬s¬mda ispatlanan

Teorem 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 sonuçlar¬na indirgenir.
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6. SONUÇ

Weierstrass�¬n 1885 y¬l¬nda verdi¼gi; cebirsel polinomlar¬n kapal¬bir kapal¬bir ara-

l¬kta sürekli olan fonksiyonlara düzgün yak¬nsad¬¼g¬n¬ gösteren teoremi, yaklaş¬m

teorisinin temelini oluşturur. Bernstein 1912�de Weierstrass�¬n bu teoremini; toplam

biçiminde, lineer ve pozitif olan operatörler dizisi inşa ederek ispat etmi̧stir. 1953

y¬l¬nda Korovkin, basit ve kolayca uygulanabilen bir yöntem ile, sürekli bir fonksi-

yona lineer pozitif operatör dizileri ile düzgün yaklaş¬m¬n yeter şartlar¬n¬ veren

bir teorem ispatlam¬̧st¬r. Korovkin teoremleri lineer pozitif operatörler teorisinin

geli̧smesine önemli ölçüde katk¬sa¼glam¬̧st¬r.

Yaklaş¬m teoride nitel ve nicel olmak üzere iki temel araşt¬rma problemi vard¬r.

Kompleks de¼gerli fonksiyonlara yaklaş¬mda nitel sonuçlarWright (1930), Kantorovich

(1931), Bernstein (1943), Lorentz (1953) ve Tonne (1969) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Gal (2009), baz¬ lineer pozitif operatör dizisilerinin kompleks genelleştirilmelerini

inşa ederek nicel yaklaş¬m sonuçlar¬elde etmi̧stir.

Günümüzde, q�analizin metodlar¬ kullan¬larak oldukça yo¼gun bir biçimde lineer

pozitif operatör dizilerinin yaklaş¬m özellikleri araşt¬r¬lmaktad¬r. Bu sonuçlara göre,

q�say¬lar¬kullan¬larak oluşturulan operatör dizileri, klasik operatör dizilerine göre,

yaklaş¬m¬n h¬z¬n¬ bulma aç¬s¬ndan daha etkilidir. 1987 y¬l¬nda Lupaş, ilk olarak

Bernstein operatörlerinin q�genelleşmesini tan¬mlam¬̧s ve baz¬özelliklerini incelemi̧stir.

Bu tezde, kompleks q�Baskakov operatörleri ve Stancu genelleşmeleri tan¬mlanarak,

kompakt disklerde eş zamanl¬yaklaş¬m, Voronovskaja-tipli sonuç için nicel tahmin-

ler ve yaklaş¬m¬n kesin derecesi elde edilmi̧stir. Elde edilen bu yaklaş¬m sonuçlar¬n¬n

hem teori hem de uygulama alan¬nda önemli geli̧smeler ortaya ç¬karaca¼g¬beklen-

mektedir.
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