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IKINCi ASAMASI FAZ TiPLi OLAN BiR TANDEM KUYRUK
MODELININ ANALIZI

OZET

Bu tezde iki asamali bir kuyruk modeli analiz edilmistir. Bu agsamalardan
birincisinde p; parametreli iistel dagilimli tek hizmet kanali bulunmakta ve kanal
oniinde beklemeye miisaade edilmemekte, ikinci asamaise iki fazli paralel hizmet
kanallar1 bulunmaktadir. Bu paralel kanallarin hizmet siireleri u, parametreli iistel
hizmet siliresine sahiptir. Sisteme gelen miisteri eger birinci asamadaki hizmet kanali
bos ise hizmetini alir. Eger dolu ise sistemden ayrilir. Boylece birinci kaybolma
gerceklesmis olur. Birinci asamada hizmetini tamamlayan bir miisteri, eger ikinci
asamadaki paralel faz kanallarinin ikiside bos ise hizmetini almak igin ikinci
asamadaki faz kanallarindan birincisini veya ikincisini sirasi ile a; Ve ay,
(ay + @y = 1) olasiliklar1 ile tercih eder. Eger ikinci asamadaki paralel faz
kanallardan herhangi biri dolu ise miisteri sistemi terk eder ve ikinci kayip meydana
gelir. Birinci ve ikinci asamada hizmetini tamamlayan miisteri sistemden ayrilir.
Boylesi modelin diferansiyel ve fark denklemleri bulunmus ve denge durumu
(steady-state) olasiliklar1 yardimi ile sistemde ortalama miisteri sayisi ve sistemde
ortalama bekleme siireleri elde edilmistir. Birinci ve ikinci asamadaki miisteri
sayilarinin bagimli oldugu gosterildi. Ayrica birinci ve ikinci kaybolma olasiliklar
hesaplandi. Birinci asamadaki kaybolma olasiliginin sadece gelis akimina ve birinci
asamadaki hizmet siiresine bagli oldugu, ancakikinci asamadaki hizmet siiresine ve
@y, a, olasiliklarina baglh olmadig gosterildi. Ikinci asamadaki kaybolma olasiligs;
olasiliginin gelis akimina, birinci asamadaki hizmet siiresine ve ikinci asamadaki
paralel faz kanallarinin hizmet siirelerine bagl oldugu, fakat aq, a, olasiliklara bagh
olmadig1 gosterildi.

Anahtar Kelimeler: U¢ Boyutlu Markov Zinciri; Tandem Kuyruk Sistemi; Poisson
Akimi; Faz Dagilimlari; Kaybolma olasiligs.
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ANALYSIS OF A TANDEM QUEUEING MODEL WITH PHASE TYPE
SECOND STAGE

ABSTRACT

In this thesis a two-stage queuing model is analyzed. In the first of these two
stages there is one service channel having exponential service time with p; parameter
and there is no waiting room in front of this channel. In the second stage there are
two parallel service channels with exponential service time having parameter u, The
incoming customer has service if the first channel in the first stage is available else
the customer leaves the system, so the first loss is occurs. When a customer has
service in the first stage chooses first or second channels in the second stage with a;
and a,, (a; +a, = 1) probabilities respectively if both the channels in second stage
is empty. If any of two channels in the second stage is busy then the customer leaves
the system so the second loss occurs. A customer who has service in both stages
leaves the system. The differential and difference equations of this model is obtained,
mean customer number and mean waiting time in the system is found by the help of
steady-state probabilities. It is shown that the customer numbers in first and second
stages are dependent. First and second loss probabilities are calculated. It is figured
out that the first loss depends on the arrival rate and service time in the first stage yet
not depends on a4, a, probabilities and the service time in the second stage. On the
other hand it is shown that the second loss depends on arrival rate and both the
service times of the channels in both stages but independent from «; and a
probabilities.

Keywords: Three Dimension Markovian Chains; Tandem Queuing System; Poisson
Current; Phase Distributions; Loss Probability.
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1. GIRIS

Bir hizmet icin beklemek giinliik yasantinin bir pargasidir. Ornegin, restoranlarda
yemek icin beklemek, hastanelerde hasta kuyrugunda beklemek, marketlerde 6deme
yapmak i¢in beklemek, araglarin trafik isiklarinda beklemesi ve her tiirlii depolama
islemi gibi (Pala ve dig., 1966).

Kuyruk teorisi, kuyruktaki ya da sistemdeki ortalama miisteri sayis1 ve bir
misterinin sistemde ve kuyrukta ortalama bekleme siiresini iceren performans
Olgiilerini hesaplamay1 ve bunlari tiiretmeyi saglar. Ayn1 zamanda kuyruk teorisi
belirli kisitlar altinda bu performans 6l¢iilerinin optimizasyonunu inceler.

Kuyruk teorisinin temeli, Danimarkali A. K. Erlang tarafindan 1909 yilinda
atilmistir (Gross ve Harris, 1974).

Kuyruk teorisinin daha yaygin kullanim olanaklari ikinci Diinya Savasi
sonrasinda ortaya c¢ikmistir. 1917 yilindan sonar bir¢ok bilim adami Erlang’in
arastirmalariin degerlendirilmesi niteliginde eserler vermistir (Saaty ve Thomas,
1961).

1930 ve 1950 yillariarasinda Crommelin, Pollaczek, Khintchine, Kolmogorov
ve Palm gibi tnli bilim adamlart kuyruk teorisinin gelisimine katkilarda
bulunmuslardir (Torun, 2002). Kuyruk modelleme yollar1 ve kuyrukta istatistiksel
cikarimlar {izerine kapsamli bir aragtirma Bhat (2008) tarafindan yapilmistir (Zobu,
2012).

1950 yilindan itibaren biitiin isletmecilik alanlarinda; ulastirma sektoriinde,
sanayide, saglik hizmeti sektoriinde, bankacilikta ve stoklamada kuyruk teorisi

yaygin olarak kullanim alanina erigmistir.

1.2 TezinAmaci

Bu ¢aligmada literatiirde olmayan iki agamali ve faz tipli bir stokastik kuyruk modeli,
kolmogorov diferansiyel denklemleri yardimiyla olusturuldu. Bu denklemlerin limit
dagilimlan elde edildi, gegis olasiliklarina iliskin fark denklemleri ¢6ziildii. Daha

sonra kaybolma olasiliklar1 ve sistemin performans 6lgiileri elde edildi.



1.3 LiteratiirArastirmasi

Tek fazli kuyruk sistemleri, Kuyruk Teorisinin 6nemli boliimlerinden birisini teskil
etmektedir. Cok daha karmasik kuyruk sistemleri modelleyebilmek igin
hypoexponential ve hiperexponential dagilimlarin beraber kullanildig1 faz tipli
dagilimlar olusturulabilir. Kompleks olasiliklar ve kompleks oranlarin matematiksel
olarak ifade edilmeye baglanmasiyla birlikte Cox (1955), rasyonel bir Laplace
donilistimiintin tistel fazlarin bir dizisi olarak ifade edilebilecegini gostermistir.
Stewart (2009), herhangi bir fazda hizmet tamamlandiktan sonra diger faza gecerek
hizmetini seri alacak sekilde ard arda hizmetlerin serisi olarak hizmet dizisini
tanimlamigtir. Coxian dagilimlariin bagka bir genis alt kiimesi Neuts (1975)
tarafindan  tanmitilan, Erlang dagiliminin  olasiliksal  genellemesi  olarak
degerlendirilmesi miimkiin, faz tipli dagilimlardir. Marie (1980), hizmet siireleri
Cox’un genellestirilmis agama metoduna uyan ve Poisson giris akimlar1 yiik bagiml
kuyruk ile belirlenmis modelin denge durumunu incelemistir.Bu modelde ¢6ziim bu
modelle ayn1 denge durumuna sahip dogum - 6liim siireci ile elde edilmistir. Saglam
ve Zobu (2013), iki asamali tandem kuyruk modelinin performans olgiilerini ve
bunlarin optimal degerlerini elde etmisler ve ayrica birinci ve ikinci asamadaki
miisteri sayilariin bagimsizligin1 gostererek, bununla birlikte hizmet siirelerinin
optimal siralamasim1  bulmuslardir. Zobu ve Saglam (2013) tip-1 ve tip-2
olasiliklarina bagli olarak hizmet siiresi Coxian giris akimlar1 Poisson dagiliml iki
kanalli bir hizmet sistemine ait optimal 6rneklem genisligini elde etmistir.Zobu ve
ark. (2013) her iki kanalda da beklemenin olmadig: iki kanalli heterojen bir Stokastik
kuyruk modelini analiz ettiler; Birinci kanalda hizmetini tamamlayan bir miisteri
ikinci kanal dolu oldugunda birinci kanali Q olasiligi ile blokluyor veya 1-Q
olasilikla sistemi terk ediyor demiglerdir. Bu modelde miisteri sayisinin beklenen
degeri ve kaybolma olasiliklart hesaplanmistir. Parametreleri minimize eden optimal
kanal siralamasi bulunmustur. Saglam ve ark. (2014) faz tipli kuyruk modellerinden
olan Coxian kuyruk modelinin etkinlik dl¢iilerini z-doniisiimii ve Laplace doniistimii
yardimiylagenis bir bi¢gimde incelemislerdir.

Bu ¢alismada iki asamali birinci asamasi tek kanalli ikinci asamasi paralel faz

kanallarindan olusan iki agsamali bir tandem kuyruk modelinin analizi yapilda.



2. GENEL BIiLGILER

Bu bdliimde stokastik siireclere ait asagidaki genel tanimlar verilecektir.

Tamim 2.1 (Q, F, P) olasilik uzay1 olsun. Burada ), 6rnek uzayi; F, o — cebir; P de
olasilik 6lgiisiidiir. Bu uzayda tanimlanan {£(t),t > 0} tesadiifi degiskenler ailesine

stokastik siire¢ denir. Burada t—zamani gosteren bir parametredir.

Tammm 2.2. £(t) siirecinin alabilecegi degerler kiimesi R, ile, t parametresinin
alabilecegi degerler kiimesi de T ile gosterilirse R, 'e durum uzayi, T'ye ise indis
kiimesi ya da parametre kiimesi denir.
Boylece R, = (—o0,+ ), veT = [0, o) yazlir.
Eger T = (—oo,+) ise &(t)'ye stokastik fonksiyon denir ve { &, T} ile ifade
edilir.
Stokastik siiregler durum uzayina ve parametre kiimesine gore dort kisma
ayrilir:
1. Kesikli parametreli kesikli durum uzayl stokastik siireg.
e Bir iilkede olusan yillik nufiis artis1 miktari
e Bir fabrikanin aylik enerji tiiketim miktar1
2. Kesikli parametreli siirekli durum uzayli stokastik siireg.
e Bir serada yetistirilen iirliniin aylik 6l¢iilen boy uzunlugu
3. Stirekli parametreli kesikli durum uzayl stokastik siireg .
e Belli zaman araliginda 6l¢iilen ortalama riizgar hizi.
e Bir labarotuarin bir saat boyunca 6l¢iilen ortalama 1s1s1
4. Siirekli parametreli siirekli durum uzayl stokastik siirectir.
e Her an oOlgiilen riizgar hizi,
e Siirekli liretim yapan bir kimyasal islem {initesindeki sicaklik,basing
gibi degerlerin her an izlenmesi.
&(t) = k oldugu varsayilsin k € R, olur. Bu durumda stokastik siire¢, t aninda Kk
durumundadir. Stokastik siire¢ tesadiifi degisken kavraminin genel hali, tesadiifi
degisken kavrami da stokastik siire¢ kavraminin 6zel halidir. ¢ parametreli t = ¢,

gibi bir sabite esit oldugunda stokastik siire¢ &(t;) gibi bir boyutlu tesadiifi



degiskene doniisiir. t € {t;,t,} alabiliyorsa stokastik siire¢ {&(t1), &€(t;)} gibi iki
boyutlu tesadiifi degiskene doniisiir (Karlin ve Taylor, 1975).
t e {ty,ty,t3,.....,t, } icin stokastik siire¢ n boyutlu tesadiifi degiskenler vektoriine

dondistir, yani {&(t1), €(ty) ... E(t,)} olur.

Tamm 2.3. (Q, F, P) olasilik uzay1 olsun {£(t),t > 0} stokastik siire¢ ve t > t igin
E(t)-E()~E(t —t) ise &(t)'ye homojen siire¢ denir.

Tamim 2.4. {£(t),t = 0} bir stokastik siire¢ olsun. Eger n = 1,2, ...ve

f(tZ) - f(tl)r cee f(tn) - E(tn—l))

tesadiifi degiskenleri bagimsiz iseler bu siirece bagimsiz artimli siire¢ (B.A.S.) denir.

Tanmmm 2.5. {£(t),t = 0} bir stokastik siire¢ olsun. Eger n =1,2,... h>0 ve
t; <t <. <t, <t<oo icin

degiskenlerinin ortak dagilimi ile &(ty), &(tz), -, &(t,) degiskenlerinin ortak
dagilimi ayni ise bu siirece duragan siire¢ denir. Boylece duragan siirecin dagilima,
baslangi¢ zamanindaki degisimle etkilenmeyecek ve herhangi bir h > 0 igin

&(t) ile &(t + h) aymi dagilima sahip olacaktir.

Tanmm 2.6. {¢(t),t = 0} tesadiifi stireci (0,t) araliginda meydana gelmis olan
olaylarin toplam sayisini temsil ederse bu siirece sayma siireci denir.

Bu tanimdan sayma siireci £ (t) asagidaki kosullar1 saglar.

1.E()=0ve & =0

2. £(t) tamsay1 degerlidir.

3.s<tise &(s) <é(b)

4. (s,t) arahiginda meydana gelen olaylarin sayisi £(t) — é(s)’ ye esittir.
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Sekil 2.1. Sayma siirecinin 6rneklem fonksiyonu






3. MARKOV ZINCIiRLERI

Bu calismada stirekli parametreli Markov zincirleri kullanildigindan kesikli

parametreli Markov zincirinin sadece tanimi verilecektir.

Tanmmm 3.1. (Q,F,P) bir olasilik uzayr ve bu uzayda tanimh kesikli parametreli
kesikli durum uzayl {&,,n = 0} siireci asagidaki kosulu saglarsa bu siirece kesikli

parametreli Markov zinciri denir.

P(ns1 =Xl §1=x1, &2 =%x2,.. .80 = %) = P(ni1 = Xp41l&n = %) (3.1)

Bu 6zellige belleksizlik 6zelligi denir ve x; €E ;i = 1,2, ...,n. Burada x, lerin her
biri E =N= {0,1, 2, ...} kiimesinden degerler alan tesadiifi degiskenlerdir. Burada
E durum uzayi, N dogal sayilar kiimesidir. Markov zincirinin ge¢cmis ve gelecegi

birbirinden bagimsizdir.

Tanmm 3.2. {£(t), t = 0}, durum uzay1 E = {0,1, ...} olan siirekli parametreli bir
stire¢ olsun. Asagidaki ozellikler gegerli oldugunda bu siirece siirekli parametreli
Markov zinciri denir.

Herbir0<t; <t, <--<t, <t ve nq,.. ,n, €E igin,

P{E) =j/5t) = ny, ., E(t) = i} = P = j/E(t) =i} (3.2)
t > t'icin,

PE() = j/§),u <t} = PE(L) = j/E(t)} 3.3)
Bu iki esitlige de Markov 6zelligidir. Bu baglamda Markov siirecinin herhangi bir ¢
aninda durumu belli oldugunda bunun ge¢mis ve gelecegi birbirinden bagimsiz olur.
P;(t) = P{é(t +t') = j/&(¢) = i}, ifadesinin anlami; ¢’ aninda i durumunda olan
siirecin t+t anmnda j - durumunda olmasi olasihgidir. Ozel olarak, t =0

alindiginda,
P (t) = P{E(t) =j/$(0) = i}. (3.4)

olurki, bu durumda {£(t), t = 0} siireci homojen siireg ve P;;(t) olasiligi da

i durumundan j durumuna gecis olasiligi olarak adlandirilir. Bunlar asagidaki

ozellikleri saglar.



Gegis olasiliklar1 V i, j € E i¢in,

1) @) =P{E@® =]}
2) P(t)=0

3) Pj(t)=0

4) YimoPy(© =1

ozellikleri saglar.

Tammm 3.3. {¢(t),t = 0} sayma siireci asagidaki ti¢ 6zelligi sagliyorsa bu siirece
Poisson siireci denir. Poisson siireci siirekli parametreli kesikli durum uzayh
stokastik siirectir.

1L.PEO)=0)=1

2. £(t) bagimsiz artimli siiregtir. Her bir t,s > 0 igin,

3. Herhangi bir t siiresindeki olaylarin sayis1 At ortalama ile Poisson dagilmistir.

Yani tim t,s > 0 i¢in,

e—At (/lt)k

PEE+s)—§() =k =", k=012, (35)

Bu 3. 6zellik Poisson siirecinin duragan artimli oldugunu gosterir. Poisson siirecinin

ortalamasi, varyansi ve kovaryans sirast ile,
i) E(§(8) = At
i) V(E©) =EGE*) —EG®)* = 1t
iii) Vs, t > 0 i¢in Cov(é(t),&(s)) = Amin(t,s)
seklinde verilir.
1) h— 0 iken, & (h)~ Pois(Ah) ve f(xp) = M;(—(,Ah)k k = 0,1, ... oldugunda,
a)P(§(h) =0) =1—Ah + o(h)
b) P(§(h) =1) = Ah + o(h)

)P () 22) =o(h)

seklinde verilir.
2. Poisson siirecinin gelis anlar1 t; < t, < --- < t, olsun. T;ler sigrayis anlar1 olup

bu dizi bagimsiz artimli bir dizidir.



letl_t01T2=t2_t1>"'aTnztn_tn—l (36)

esitlik yazilir.

i) T;'ler A parametreli tistel dagilima sahiptirler.

ii) T;'ler bagimsizdir.
3. {€0®,t=0}, {£®©P, t=0},.., (O™, t =0}, n-tane bagimsiz
Poisson siireci veriliyor ve ortalama oranlari sirastyla 44,4, ,...,4, ve A =Y"_; 4,
olarak alindiginda Y (t) = ¥, ()@ de bir Poisson siirecidir.
4. {&(t),t = 0}, A parametreli Poisson siireci olsun. t; < t, < --- gelis anlaridir.
&(t) = 1 kosulu altinda t; gelis an1 (0, t) araliginda diizgiin dagilima sahiptir.
5. {&(t),t = 0} Poisson siireci ve 0 < t; <t, < <t, <t <o bu sirecin gelis
anlaridir. Her bir gelis an1 p olasilig1 ile veya 1 — p = q olasilig1 ile saglanmaktadir.
&(t) ile (0,t) araliginda yerlesen ve saglanan gelislerin sayisini gosterelim. Bu

durumda & (t), Apt parametreli Poisson dagilimina sahiptir.

—pt k
PEE®) =k} =" k=012, (3.7)

6. {£(t), t = 0}, parametreli Poisson siireci olsun. t; < t, < ... ler gelis anlaridur.
&(t) = n kosulu altinda (0, t) arahiginda tq, t,, ..., t, gelis anlarinin ortak olasilik

fonksiyonu;

n!

pen ; X1 <Xy << Xp (3.8)

flx1, %3 , 0, xp|E =m) =
seklinde verilir.

7. A parametreli Poisson siirecinde n. gelis an1 n ve A parametreli gamma dagilimina

sahiptir. Yani t,, 'in olasilik yogunluk fonksiyonu;

n—-1,—-1x
fo ) =T 1>0, x>0 (3.9)

seklinde verilir.

8. {&(t), t = 0}, A parametreli Poisson siireci olsun. t; < t, < -+ ler gelis anlaridir.

t1,ty, ... ,t, gelis anlarinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu;
fu(x1, %5, ..., x,) = Ate M ; X <Xy <o < Xy (3.10)

seklinde verilir.



Tanim 3.4. Kabul edelim ki;

0, i#j
olsun. Burada 6;;'e kronecker delta denir.
P;; (t)'nin sifir noktasinda tiirevi varsa, yani,
P}y (0) = limy,o L (3.12)

ise ve P';; (0) = ay;'lere gegis oranlar: denir.
Eger i =j ise a;'ye i durumunda kalma orani, i # j ise a;'ye idurumundan j
durumuna gegis oran: denir ve bu oranlar asagidaki 6zellikleri saglar (inal,1988).
Gegis oranlar1 matrisi;

A=

Ao A (3.13)

Qoo Aoz ]

olmak tizere , gecis oranlarinin 6zellikleri,
1 i+#jicinag; =0
2)i=jicinag; <0
3) Xjzoay = 0.

seklinde saglanir.
Teorem 3.4.1. t; Markov zincirinin i durumunda oturma siiresi olsun. Bu durumda
T; Ustel dagilima sahiptir.

ispat. t; ,t,, ..ler durum degistirme anlar1 olsun.

X A

t

k Tk

J Tj

| T;

0 To >
1 b ts ty . ¢

Sekil 3.1. Markov zincirinin oturma siireleri
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P{(t; >t +5s)/(t; >s)} olasiligim1 goz Oniine alalim. Markov zincirlerinin
belleksizlik 6zelliginden dolay,

P{(t;>t+5s)/(t; >s)}=P(r; > t) (3.14)
ve kosullu olasiliktan dolay1,

P{(t;>t+5s)/(1; >s)} = P{((Tl- >t+s)n(t; > s))/P(‘ri > S)} =
P(t;>t+5s)/P(t; >5s) (3.15)

seklinde verilir. Yukarida verilen bu iki denklemi birbirine esitlersek;
P(t; >t+s)=P(t; > t)P(t; > 5) (3.16)

denklemi elde edilir. F;(t) = P(t; <t) ve ®;(t) = P(r; > t) alalim. Yukaridaki
denklem; @,;(t)®;(s) = ®,(t +s) dir ve ®;(t + s) tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun.

Q;(t+s) —D;(t) = 0;(OQi(s) =D (1) = Qi(O)(P,(s) - 1) (3.17)
Bu esitlik s'ye boliiniip limite gegilirse;

Q;(t+s) — (1) = ©;(8) limgo (P, (s) — 1)/

,(0)=1-P(1;<0)=1-P@)=1-0=1 (3.18)

@' () = O;(£)D';(0) (3.19)
esitlikleri elde edilir. Buradan ;

@;,(0)= @', (8)/®;(t) = [In(®:(V))]’ (3.20)
bulunur. Bu ifade [ 0, t] araliginda integrallenirse,

In®;(t) — In®;(0) = ®;(0)t-®;(0)

In®;(t) = ,(0)t veya @,(t)=e®(O¢ (3.21)
esitlik (3.21)°den F,(t) = 1 — e®©¢ ve g, = —d',(0) alndiginda,

Fi(t)=1-et%, t>0 (3.22)

oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak Markov siirecinin i durumda kalma siiresinin iistel

dagilima uydugu goriiliir. Ayrica beklenen deger ve varyans;

1 1
E(r;) = a2 ' Var(z;) = Y

L

(3.23)



elde edilir.

Tamim 3.5. t" >0 ve t >0 birbirini izleyen iki zaman aralig1 olsun. Ayrica V i, k,j €

E olsun

i k j

| | |

| | |
i e Al e
t t

t +t zaman araliginda i durumundan j durumuna gegis olasiligi toplam olasilik

formiiliine gore asagidaki gibi diizenlenirse,
P (6) = Zker Pi (OP' 1 (0) = Ter Pu (D) (3.24)
P (t) = Yrer ai Py (3.25)

esitlikleri elde edilir. Esitlik (3.24) ve esitlik (3.25) denklemleri sirasiyla
Kolmogorov un ileriye ve geriye dogru diferansiyel denklemleri denir. Esitlik (3.25)

denkleminde baslangi¢ durumu dikkate alinmadiginda,
B "(£) = Xker P (t)akj (3.26)

elde edilir.

Tamim 3.6. Siirekli parametreli Markov zinciri indirgenemez ise t — o igin gegis
olasiliklar1 sabit bir degere yaklasir. Bu sabit olasilik baslangic durumuna bagh

degildir. V; i¢in,

lim,_,, P (t) = m; (3.27)
esitligi bulunur. Bu limit durumuna denge durumu (stability -state) denir. Elemanlari
m;, j =0,1,2,... olan vektorii P ile gdsterelim. Buna gore; P = [y, Ty, ... ] Olur. P’ye
limit dagilimi ya da limit olasilik dagilimi denir. Esitlik (3.27) ifadesinin her iki

tarafin1 t ye gore tiirevini alirsak,

lim, ., P’y (t) = X limy o 1y (8) ay (3.28)
Yk ag =0 (3.29)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlik kuyruk modellerinin kurulmasinda temel bir ifadedir.
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Tammm 3.7. Farzedelim &(t), t = 0 siirekli parametreli ve kesikli durum uzayl

homojen Markov siirecidir. Bu siirecin gegis olasiliklar1 olan P;; asagidaki kosulu

saglar.
( Aih+o(h) ;o j=i+1
N ) wh+o(h) ;o j=i—1
PE) =) = Py () = i o ot I (3:30)
o(h) ;o j=iF2,i 3,

Bu durumda & (t) siirecine dogum-oliim siireci denir. A;'ye dogum parametresi, y;'ye
oliim parametresi denir. Farzedelim m;, = lim,_, P; (t) olsun. Burada,
P, (t) = P{&(t) = k} ve bu siirecin durum uzayr Ke N olmak {izere, bu siiregle
ilgili olarak asagidaki iki problem ortaya cikabilir.

a. Py(t) i¢in diferansiyel denklemin bulunmasi.

b. P, ihtimallerinin hesaplanmasi.
Burada (a) ve (b)’nin bulunmasi i¢in gegis oranlarinin hesaplanmasi gerekir
(Kleinrock,1975).
Esitlik (3.12)’ye gore;

' . Piiy1(h)—P;;11(0)
Qii+1 = Piiy1(0) = limp, o == - = (3.31)

Piiva(h) _ li Aih+o(h)

= limh_>0 mh_)OT = /11- (332)

Pii—1(h)—P;;_1(0)
h

a;i+1 = P;;_1(0) = limy_,o

= lim, Tl() =W (3.33)

esitlikleri elde edilir.

Burada indislerin farkli oldugu durumlar bulunmustur. Simdi de ayni oldugu

durumlart inceleyelim.
YiPj(©)=1 (3.34)
2izo Pi;' ) =0.

Esitlik (3.41)’de, [0,t] araliginda siirekli ve tiirevlenebilir oldugundan 0 noktasinda

da siirekli ve tiirevlenebilir olacagindan;

2o P;(0)=0
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olur.
Y520 Q=i + it FQig + Qo1 + Qi+ Qgr + Qiat.= 0
i@y = Qi ta;+a=0
j=0 Gy = A +a; +p; =0
Boylece,
G = ~it ) (3.35)

elde edilir. Esitlik (3.32), (3.33) ve (3.35)den:

Wi pj=-1
@ = T (3.36)
N EY VAT =

0 s j=i+2,i +3,..

Esitlik (3.36) elde edilir. Tanimda baslangigta 6liim olmadigindan p; = 0 dir. Burada

& Markov siirecidir. a;; 'lerin yardimiyla,
B (6) = EZ0 P (Day
denklemi ag¢ildiginda,
B () = Py()ag; + +++ B0 2 + B_1()g 1 + B (D
+F 11 (D11 + B 204, +
B_1(®)aj—1; + B®Oa; + B 11041, (3.37)

elde edilir.
Esitlik (3.37) denklem sistemi, j'ye gore fark t'ye gore diferansiyel denklemdir.

Esitlik (3.37) denkleminin her iki tarafi i¢in denge durumu uygulanirsa,
lim, e P = lim o (B_1 (D)@j_1; + P (D)a; ; + P41 (D41,
lim, e B = 1Mo By (081 +1imyLe B (00 + iMoo Py (D041,
iMoo B =F1-1) + B + 1164,
bulunur. Sol taraf i¢in denge durumu;
Pe() > Pe . P(t) > P =0

yazilir. Buradan,
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0=F1a-1, +5a,; +F1141,

0=2-1B-1— (4 + )P + 1P
elde edilir. j = 0 alindiginda,

(A +w)B + 4B+ Wb =01 }
—(Ap+ 1Py + 1P =0

esitlik yazilir. Esitlik (3.39) denklem sistemini ¢6zersek,

A5 W B+ 4B B =0
W1B+1 = 4B =W h — 41 F

Hjt1 K
W =U =U_1=2 U =W =U_3= e =u =0

Y =0= Wb - 45 =0

72 P
Py = o , (G=01..)
J
7= - ) J=1 = T e
M Mj—1

esitlikleri yazilir. j = 1 i¢in P; = (19Py)/uy’ elde edilir. O halde;

= il] i1 EPO
B =PIl
l_ /1:1—‘11 = 6, alindiginda,
B =6k
elde edilir.

i—o B =1 olur. Esitlik (3.43)’de her iki tarafi j iizerinden toplanirsa,
0P =%7206Py= Py =1/(T76)
elde edilir. Esitlik (3.44)’de yerine yazirsa,
P =6/(X7%6)

olur. Burada, iki durum soz konusudur.
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1) X200 < oo = seri yakinsaktir. Bu durumda P,;’ler bulunur (istasyonel

dagilim vardir).

2) X2, 6; = oo =seri raksak ve Py = % = 0 olur.

B =6P=6/(Z06)=60=0 (346)
esitlik (3.45)’deki P, degerini (3.46)’de yerine koyduk ve bu durumda istasyonel

dagilimin olmadigini gordiik. Istasyonel dagilimin olabilmesi igin,

P =0 ve Z}’OZOF}- = 1 olmas1 gerekir.
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4, STOKASTIK KUYRUK SISTEMLERI

4.1 Kuyruk Sistemlerinin Genel Yapisi

1953 yilinda D. Kendall ¢ok servis biriminin oldugu kuyruk problemlerinde; gelis
dagilimi, servis siiresi dagilimi ve sistemde bulunan paralel servis sayisini
tanimlamak iizere bir notasyon onermistir. 1966 yilinda A. Lee bu notasyona servis
disiplini ve sistemde bulunan maksimum miisteri sayisint eklemistir. 1968 yilinda
Hamdy A. Taha altinci karakteristik olan gelis kaynagini notasyona katmistir (Halag,
1991).

(@a/b/c)y:(d/elf)

a: Gelisler arasi siirenin dagilim fonksiyonunu (gelis akimini) gosterir.

b: Hizmet siiresinin dagilim fonksiyonunu gosterir.

c: Servis (hizmet) kanal1 sayisin1 gosterir.

d: Hizmet disiplinini gosterir.

e: Sistemde (serviste ve kuyrukta) izin verilen ¢ok miisteri sayisini gosterir.

f: Gelis kaynaginin biiyiikligiinii gosterir.

Kuyruk sistemleri; tek kanalli, paralel ¢ok kanalli, fazli, ardisik, paralel ve
ardigik olabilirler. Tek kanalli servis sistemlerinde bir tane hizmet saglayict vardir.
Paralel ¢ok kanalli servis sistemlerinde ayn1 hizmeti saglayabilen birden fazla hizmet
saglayicisi vardir.

Fazli servis sistemlerindeki yapi ¢ok cesitli olmakla beraber diger servis
sistemlerinden en belirgin fark: servis saglayicilarinin birim olarak adlandirilmas: ve
biitlin sistemde Unitelerden biri dolu ise sistemin mesgul olmasidir. Ardisik servis
sistemleri ise servis saglayicilarinin ard arda siralandig: sistemdir. Paralel ve ardisik
servis sistemleri servis saglayicilarin hem paralel hem de devaminda yeniden bir ya

da birden fazla servis saglayicisinin olmasidir ve bu boyle devam edebilir.

Paralel n kanalli bir kuyruk sisteminde miisterilerin sisteme gelis anlari
t1,ty, ..., ti olsun. t, k-mci miisterinin sisteme gelis an1 olmak tizere,
T (k) =t — tg—1) lar ardisik iki miisteri arasindaki siireyi gostersin.

T(k)'lar tesadiifi degiskendir. {T'(1),T(2),...,T(k)} dizisine miisteri akimi
(sisteme giris akumi) denir. Ty, T, ..., T}, 'larin bagimsiz ve ayni dagilima sahip oldugu

varsayithr. T(1),T(2),...,T(k)larin dagihm fonksiyonunu P{T (i) < t} = A(¢t),
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(i=12,..,k) ile gosterelim. A(t) keyfi ya da belirli bir olasilik fonksiyonu olabilir.
Keyfi oldugunda giris akimina recurent akum denir ve Gl ile gosterilir.
a.Eger A(t) = P(Ty<t)=1—e*, t>0, i =1,2,..,k ise buna Poisson
akimi denir ve M ile gosterilir (M:Markovian)
b. Eger T(i) = D (sabit) (i = 1,2, ..., k) ise bu akima Deterministik akim denir
ve D ile gosterilir.
c.T=n+n++n., (i=12,..,k) olmak flizere ny,1n,,..,n, lar
bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip olsun.
P(n] < t) =1—e* t>0, j=1,2,..,r ise bu akima Erlang akimi denir ve E,

ile gosterilir. A(t)'nin verilmesi ile giris akim1 belirlenir.

Sisteme gelen her bir miisteri belli bir zaman igerisinde hizmet aliyorsa bu
zamana hizmet siiresi denir. Sistemin belirlenebilmesi i¢in hizmet siiresinin dagilim
fonksiyonunun verilmesi gerekir. Bu siire genellikle bir tesadiifi degiskendir.

&(i), i-inci mdisterinin hizmet siliresini gostermek {izere &(1),£(2),...,¢E(k)'lar
bagimsiz tesadiifi degiskenler olup ayni dagilima sahiptirler. Hizmet siiresinin
dagilm fonksiyonu P{¢(i) < t} = B(t), i =1,2,...,k ile gosterilsin, B(t) keyfi
oldugunda hizmet siiresi G ile gosterilir.

a. Eger B(t) =P{¢()<t}=1—-e*, t=0, i=12, ..,k ise buna

Poisson akimi denir ve M ile gosterilir.

b. Eger (i) = D (sabit) (i = 1,2, ..., k) ise bu akima Deterministik akim denir

ve D ile gosterilir.

c. EW=m+n+-+n., (i=12,..,k) olmak tlzere 1,1y, ..,n, 'lar

bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip olsun.
P(r]j < t) =1—e™, t=0, j=12,..,7 ise bu akima Erlang akimi denir ve E,
ile gosterilir. B(t)'nin verilmesi ile hizmet siiresi belirlenir.
Sisteme gelen miisteri talep ettigi hizmeti belli bir kurala gére almalidir. Bu kurala
hizmet disiplini denir. Cesitli hizmet disiplinleri hizmet vermek icin esas olarak
kullanilmaktadir.

a. FIFO (Ilk gelen ilk hizmeti alir)

b. LIFO (Son gelen ilk hizmeti alir)

c. RANDOM (Tesadiifi olarak hizmet alinir)

d. PRIORITY (Oncelikli hizmet)
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Servis ve kuyruk kapasitesi, sistemde izin verilen en ¢ok miisteri sayisini belirler. Bu
say1 sonlu ya da sonsuz olabilir. Aksi belirtilmedigi siirece gelis kaynag1 biiylikligi

sonsuzdur.

4.2 Tek Kanalh Markovian Kuyruk Sistemleri ve Performans Olciileri

1) M/M /1 sistemi ve analizi:

Bu sistem ii¢ elemanin verilmesiyle tanimlanir.

i) Miisterilerin sisteme gelis anlar1 (varig) anlari, bu anlar tq,t,,...tesadifi
degiskenlerdir.

i) Her bir miisterinin hizmet siiresi v tesadiifi degiskenidir ve bu degisken u
parametreli iistel dagilima sahiptir.

iii) Hizmet sitemi bir tane hizmet verenden (kanaldan) olugsmustur. Sistemin hizmet
disiplini FIFO dur. &(t), t aninda sistemde olan miisteri sayist olsun. O halde
{&(t), t > 0} ve durum uzay1 E = {0, 1, 2,...} olan bir stokastik siire¢ olacaktir.

Bu siireg¢ P, (t) = P(&(t) = k) sistemde t aninda Kk tane miisteri olmas1 olasiligidir.
P, (t) olasiligini bulmak olduk¢a zordur. Fakat bu olasilik t — oo igin p = % <1

kosulu altinda mevcuttur.

a) M/M /1 sisteminin performans olgiileri:

i) sistemdeki ortalama miisteri sayist;

Sistemde n tane miisteri olmasi olasiligi P, = p™(1 — p) dur.

Py: Sistemde hi¢ miisteri olmamasi olasiligi,

EN) = & (4.1)

Sistemde herhangi bir anda beklenen miisteri sayisidir.
i) kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayisi;

2

E(N,) = pr (4.2)
veya,

E(N,) = 1%) —p (4.3)
bulunur.

19



i) bir miisterinin sistemde bekleme siiresinin ortalamast;
W' Bir miisterinin sistemde bekleme siiresi
W, : Bir musterinin kuyrukta bekleme siiresi

E(W)', bulabilmek i¢in 6nce W' nin yogunluk fonksiyonunu bulmaliyiz. Ciinkii W

stirekli bir tesadiifi degiskendir. f;, (x), W' nin yogunluk fonksiyonu olsun.

fw(x /N =n). Sistemde n tane miisteri oldugu bilindigine gbre bir miisterinin

bekleme stiresi;

fi G/ A) =20 (4.4)

W=n1+ M+ cd Myt Mgt ~ tas (4.5)

th,41 -inci sigrayis anlarmin dagilim fonksiyonu ile W nun dagilim fonksiyonu
benzerdir. Burada; n; + 1, + ... + 1,4, farklidir, ancak dagilimlari aynidir ve iistel

dagilmis tesadiifi degiskenlerdir.

fu@/N =n)=f, () = “EL g (4.6)

sistemde n tane miisterinin oldugu bilindigine gore (n + 1). miisterinin beklemesinin

olasilik fonksiyonu toplam olasilik formiiliine gore,

(u— Ve ®@x x>0 47
fw(x){ 0 , d.d. (4.7)
1
EW)=-"= (4.8)
Bir miisterinin sistemde bekleme stiresi, W = W, + % ise,
bir miisterinin kuyrukta ortalama bekleme siiresi,
1 1
EW)="=— 7 (4.9)

2) M/M /c /N sistemi ve analizi:

a) sistemin tanim

Bu sistem N miisterili Poisson gelis akimli ¢ kanaldan olusmus olup her bir kanaldaki
miisterinin hizmet siireleri tstel dagilima uymaktadir. Sistem ilk gelene ilk hizmet
disiplini ile ¢alisir. Miisteri sisteme geldiginde kanallarin tiimii de doluysa (N > ¢)

hizmet almak i¢in bekleme hattina girer. Bekleme hatti sinirli oldugundan hizmet
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icin gelen miisteriler bekleme hatt1 kapasitesi dolu oldugunda hizmet almadan geri

doner.

b) M/M /c /N i¢in dogum parametresinin bulunmasi

[k &nce bu sistemde N tane miisteri oldugunu varsayalim ve h siiresinde sisteme 1

misterinin gelmesi ihtimalini bulalim. 7 bir miisterinin hizmet siiresi olsun.

Ponsi(R) = PE(E+h) =n+1/§@) =n)
Pon+1(R) = P(§(h) = D[P > W]
Pon+1(h) = P(E(H) =D[1-P( < )]
Pons1(h) = P(§(h) = D[1 - F(W)]"
Pon+1r(R) = PE(h) = D[1— (1 — e
Puns1(h) = e M Ahe—1hn
Py ni1(h) =[1 — 2h + o(h)] Ah e™Hrn
Esitlik (4.12) ifadesinde limite gegersek,

. P h ) Ahe Mhn_ap)Ze Hhn o (p
limy, n,n;l( ) _ hmh—>0( ( 2 ( ))

limy, o 22818 = 2 = P, 41 (h) = Ah+o(h)

olur. Esitlik (3.37), esitlik (3.38) ve esitlik (3.43) yardimiyla,

(4.10)

(4.11)

(4.12)

! . n,n (h)— nn 0
Ay = Apn+1 = n,n+1(0) = limy, [p = P )] 1Pn,n+1(0) =0 (4-13)

h

= limy, (M-H)hﬂ) =1

elde edilir. Buradan,

/1_/1 ; 0<n<N
nlo n=>N

esitligi bulunur (Bhat, 2008).
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C) M/M /c / N icin 6liim parametresinin bulunmasi

! . Pn,n— (h)_Pn,n— (0)
un,n—l = an,n—l = Pn,n—l(o) = hmh—>0 ! n ! (415)

Eger herhangi bir anda sistemde n tane miisteri varsa h siiresinde bir miisterinin
hizmet almasin1 tamamlamasi ihtimali; yada bir kanalin bosalmasi ve h siiresinde hig
miisteri gelmemesi ihtimali, P, ,_; (h)'dir.

P, n—1(h)'m bulunmast :

1) n < c ise sistemde bekleme yoktur (miisteri sayisi en fazla kanal sayisina esittir).

Pyn—1(h) = P(§(h) = 0)P(uy = 1) (4.16)
esitligi yazilir. Burada p, tesadiifi degiskeni sistemden ayrilanlarisayisini gostersin.
Bir kanalin bosalmasi ihtimali 1— e ™" (= p),

Bir kanalin bosalmamasi ihtimali e ™ (= q),
n — kanaldan birisinin bosalmas1 yada hizmetin tamamlanmasi ihtimali;
p=1— e g=e dir. Yani kanal (})=C; seklinde bosalacaktir. Bunu

Bernoulli denemeleri bi¢ciminde ele alacak olursak,

P, =1) = GiPq" ™t = (1)@ — e7#h)l(emwh)n~t (4.17)
(4.16)’de (4.17)’i yerine yazarsak,

Prn-1(h) = e (})(1— e (e ™ )" ! + o(h)

Pyn_1(h) = nf(e™ — e*he ) uh("D] 4 o (h)

Pon—1(h) = n[e Me#h(=1) _ g=tho-uhn] 4 o(p) (4.18)

(4.18) igin limite gegilirse,

e—/lhe—uh(n—l)_e e —phn

aci® i, | . |+ o)

h

limh -0

. e~ h@A+u(n-1))_,—h(A+un)

=nlim,_, ( )
h

0 e 9 . ..

0 belirsizligi oldugundan L’Hospital kural1 geregi,

=n(-A—un—-1)+ A1+ pun) =npu (4.19)

bulunur.
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Pn,n—l(h)_Pn,n—l(O)

Uy = an,n—l = Pr,z,n—l (O) = limh—>0 n
—1: Pn,n—l(h) _
W, = }ll_r% ———=nu (4.20)

sonug olarak,

n < cigin W, = nu olur.
i) n > c i¢in ( tiim kanallar dolu ise )

Py p—1(h) = P(§(h) = 0)P(up = 1)
herhangi bir kanaldan bir ayrilisin olmas;
W, = P, ,_1(0) = cpbulunur. Yani;

n < cigin W, = cu bulunur. A, = A dir.

Sonugta;

nu ,0<n<c

<
W, =lew N>n>c ,1n={’})'gl—>’}‘v<’v (4.21)
0 , n>N S
yazilir (Gross ve Harris, 1984).
A0 -An—1
Pn = HnPO ve 911 = H— (422)

yazilir.

n < c i¢in 6,"yi bulalim,

A" An 1 /\"
O = 1p2p.np  ptnl E(_) (4.23)

A2 - ot I
r=Ip= alindiginda, 6, = —7 olur. (4.24)

esitlikleri elde edilir.

n > c¢ igin 6,"yi bulahm,
On = [A"]/[11 o] = [A"]/ [0y e BB wen e ]
= [A*]/[1u2p ... cp(cp o oo cp)]

= [A"]/[c!u(cp)* €] buradan =n — ¢ + c alalim,

= e /[et e (ew=o+e] = A [et e ()]
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6, = (A)H (1)61: P”‘frc (4.25)

cp K

B, = 6,P/dan , B, =~

Py (4.26)

— P, ;0<n<c
Pn n—c
PC(E) ;c<n<N
ya da
ﬁPO ;0<n<c
P, = "r'n (4.27)
cicn— ' 0 ;cSns<N

yazilir. Esitlik (4.27)’deki sinir sart1 olan Y.)_, P, = 1 ifadesi kullanilir. Buradan,

r’
Cl P0+Zn =C cn- CC,PO_l

-1
_[yec-1r" N o _r"
PO - [Zn=05 + Zn:c cn—ccl

n c -1
= [Ze S+ DuN o] (4.28)

esitlik (4.28) ifadesinde, p = 1 igin,

Po= [T+ (V= c+ D) o

p # 1igin,
c 1- N—c+1 -1

Po = [Zith 5+ 5 ()] (4.29)

esitligi olur.Ya da,
c— 1T N c+1 -1
Py = 1 (4.30)
[ZC1—+—(N—c+1)] ,p=1

esitligi elde edilir.

24



d) seri (tandem) kuyruk sistemleri

Giinliik yasantimizda bankacilik sisteminde, {liretim hattinda, bilgisayar sistemleri
gibi birgok alanda bekleme hatti sistemleri kullanilmaktadir. Bu sistemler tek kanalli,
paralel kanalli, paralel ve seri kanalli olabilecegi gibi seri ve faz tipli kuyruk
sistemleri de olabilir. Bu ¢alismada iki asamal1 ve ikinci agamasi da faz tipli olan bir
kuyruk sistemini verecegimizden, Oonce seri kuyruk sisteminin genel yapisindan daha
sonra da faz tipli kuyruk sistemlerinden bahsedilecektir.

Seri bekleme hatti sistemlerinin en genel yapisi, Jackson(1954) modeli olarak
bilineni olup asagidaki sekilde gosterilmektedir. Bu seri bekleme hatti sistemlerinde
kanallarin 6nlerinde kuyruk olabilecegi gibi kuyruk olmayip, kayip, bloklamaagik ve
kapali gibi durumlarda olabilir. Bu baglamda bircok seri bekleme hatti modeli
mevcuttur.

1) Jackson modeli

Asagidaki gosterilen veriler ile tanimlanan tandem kuyruk modelini g6z 6niine alalim.

>

AYRILIS

[T
I

o gg

1.Sistem

Sekil 4.1. Tandem kuyruk modeli

* Sistem, ardigik r tane M /M /c tipli kuyruk sisteminden olusur. Miisteriler sisteme A4
parametreli Poisson akimi ile gelmektedir. Her bir bekleme hattinda keyfi sayida
miisteri olabilir.

* j-inci sistemin her bir kanalinda hizmet stiresi (7;), 4; parametreli iistel dagilima
sahiptir ve 1y, ..., n,,'ler bagimsizdir.

* Her bir miisteri 6nce 1. sistemde daha sonra 2. sistemde vb. gibi r. sistemde

Jackson teoremiyle ilgili gosterimleri ifade edelim:
N, (t), t aninda k-inc1 sistemde bulunan miisteri sayisi olsun,

PN () =) = B, (D(k = 1,.,73m = 0,1,...,) (4.31)
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P(Nl(t) = Tll, "'JNr (t) = nr) = Pnl,nz,...,nr (t) (432)
ve
lim; Pnl,nz,...,nr ) = Pnl,nz,...,nr (4.33)

esitlikleri elde edilir.
ii) teorem (Jackson)

min (uq, Yy, ..., 4,) > A kosulu altinda,
lim; e, Biinyun, ) = Binyn,
limiti vardir ve,
Pyingm, =Po Py Py (g 20,...,m, 20) (4.34)

esitligi elde edilir. Jackson teoremini r =2 ve ¢ =1 durumu ig¢in ispatlayalim.
Genel durum igin ispat benzer yolla yapilir.

Ispat:

1
|
|

AYRILIS

1.Sistem 2. Sistem

Sekil 4.2. Jackson teoremir = 2 ve ¢ = 1 durumu,

Once P, ,n, (t) olasiliklar igin diferansiyel denklemleri kuralim.

Py (® = =(A+ ;)P () + APy, 1 o(8) + p,Pp, (), 1y > 0,m, =0,
Pyo,n2 ) = —(/1 + #Z)Po,nz () + uy Prny—1(8) + gy Py, 1(8),ny > 0,ny = 0,

P/Tll,nz (t) = _(/1 + nu'l + I’LZ)Pnl,nz (t) + Apnl—l,nz (t) + .u1Pn1+1,n2—1 (t) +
:uZPnl,n2+1(t): np > 0) nq > Or

(4.35)

Bu denklem sisteminde t — oo kosulu altinda limit alirsak,

0 =—APgo + 1,Po1, ny =np =0,
0=—@A+u)h,, + APy 10+ 2P, ,, 11 >0,n, =0,
0=—@A+udPon, + t1Prn,-1 + U2Pop,41, n2 >0, =0, (4.36)
0=—-(A+u +p)Bn, + APn—1n, + 11 Pryt1n,-1 + 12Pn ny1
n, >0,n >0
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Denklem sistemini elde ederiz. Denklem sisteminin ¢oziimii,

J— n n
Biin, =P1"1p2"2Pg ,mp 20,n 20

(4.37)

formiili elde edilir. Burada p; = A/Ml,pz = ’1/#2 dir. Biitiin olasiliklar

Py o(sistemin bos olmast olasilig1) tiiriinden yazilmistir. Bilinmeyen P,  olasiligini

Yy 2imy Puyn, = 1 ergodiklik kosulundan bulunur.

Z?lol Z?O‘LOZ Pn]_,nz = Z?lol 2;.102 2?102 plnlpznZPO,O = 1

PO'O (1—1p1) (1—1p2) =1

buradan,

Poo=(1—-p)A—p2)
boylece;

Pom, =P1"p2"(L—p)(A—py), ny =20,m =0
esitligibulunur. Buradan marjinal olasiliklar hesaplanirsa,

Py, = 2m=0Painy = Zmp=0 P11 02" (1 — p)(1 — p2)

Py, =p1"(1—py1)

Py, = 2020 Payny = Zmy=o P11 02" (1 — p) (1 — po)

P,, = p2" (1= py)
bulunur. Boylece,

Pnl,le = Pn1Pn2

oldugu goriiliir. Yani alt sistemlerdeki miisteri sayilari bagimsizdir.

a. Sistemdeki ortalama miisteri sayist:

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

L =E(N;,Ny) = X7 B, (g + 12)By oy, = X7 2w, (ng +12)p1 " p"2(1 = p)(1 = p) =

{o1/(1 = p)} +{p2/(1 = p2)}

olarak bulunur.
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b. Kuyruktaki ortalama miisteri sayist:

Kuyrukta bekleyen miisterilerin ortalama sayis1 Q = Q1 + Q, seklindedir. Burada Q;
ve Q, sirasi ile 1-inci ve 2-nci kanalin 6niinde bekleyen miisteri sayisidir. M/M /1
sisteminde ortalama miisteri sayisi1 formiilii kullanildiginda,

2 2
Q=1 Ve Q=1 (4.45)

elde ederiz. Boylece,

— _ it p2® 4.46
Q—Q1‘|‘Qz—1_p1‘|‘1_p2 (4.46)

esitligi bulunur.
c. Sistemde ortalama kalma stiresi:

Sistemde kalma siiresi, ilk kanal oniindeki kuyruga giris am ile ikinci kanaldaki
hizmetin bitis an1 arasindaki siiredir.

T;: Bir miisterinin 1-inci sistemde kalma siiresi
T,: Bir miisterinin 2-nci sistemde kalma siiresi
T, ve T,'yi asagidaki bigimde gosterelim.
Ti=X, +Xp 4+ + Xy, Ta =Y, + Yo+ + Yy, (4.47)
Burada, X;~ exp(u;) ve Y;~ exp(u,) dir. X; ve Y;’ler bagimsizdir.

Nyve N, sirastyla 1-inci ve 2-nci sistemdeki miisteri sayis1 olmak iizere Jackson
teoremine gore;

P(Ny =nq,N; =n3) = By n, = p1"1 02" (1= p1)(A —p2),ny, 20 (4.48)
esitligi elde edilir.
Teorem: Ty ve T, bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir.

Ispat: (Ty,T,)’nin Laplace déniisimii @ (u,v), Ty ile T, nin Laplace doniisiimleri
sirastyla @4 (u) ve @,(v) olsun. T; ve T,’nin bagimsiz oldugunu gostermek igin;

o, v) = @1 (W) @, (v) (4.49)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
o, v) = E(e™* e7V"2) (4.50)

esitligi elde edilir.
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Tam olasilik teoremi geregince,

P, v) =X o Xm0 E(e™ e ™2\ Ny = ny, N, = np) B, (4.51)

1n2
esitligi bulunur (A. Shahbazov, 2005).

P, v) = XLy =0 Xny=0 E [e_”(X1+X2+”'+X"1+1) e_”(y1+Y2+"'+Y"2“)] p1"pa"2 (1 -

p1)(1=pz) (4.52)
(p(u’ 7.7) — 2;0101:0E[e—u(X1+X2+~~+Xn1+1)]p1n1(1 _ pl)ZZJZ:OE[e—U(Y1+Y2+'“+Yn2+1)] pznz(l _
pP2) (4.53)

Her bir X; ve Y;’nin Laplace doniisiimii,

E(e w¥) =+t E(e™v") = 22— (4.54)

uitu p2tu

esitligi elde edilir. Hem X;’ler, hem de Y;’ler bagimsiz oldugundan,

le it azn)] = (2" (4.55)
E[e—u(X1+Xz+~-+Xn1+1)] — (ﬁ)nlﬂ (4.56)

esitlikler yazilir. Buradan,

nq{+1 ny+1
o) =30 (L) pma-p)TE (L) 2 - o),
— H1 [e) A ™ K2 o) A K
o) =1 -p) (FL)37 (7)) G- (E5)20 () s
r (4.
_ _ U1 1 _ U2 1
o) = (1-p) () L—Ll (1-p) (%) L_ ; ]
uitu u2tv
_ [ w12 pa—2
(p(u, v) = [ul—l—i-u] [uz—/1+v] J
esitlik (4.57) bulunur. Burada v = 0 alinirsa,
-1
1=, 0) = | ] (4.58)
esitligi bulunur.u = 0 alinirsa,
-1
2= (0,v) = [ ] (4.59)

esitligi bulunur. Boylece,

oW, v) = @ (We,(v)

elde edilir.
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T;’in dagilim fonksiyonu;

1—e =Mt >
P(T; < x) = { ;o2 4.60
(Ty <x) 0 C <o (4.60)
seklinde yazilir. Ortalamasi,
-1
E(Ty) = T (4.61)
bulunur. Benzer sekilde T, ’in dagilim fonksiyonu;
1—e Wt >0
P(T, <y) = ’ = 4.62
<y ={tme T 120 (462
seklinde yazilir. Ortalamasi,
1
E(T,) = = (4.63)
bulunur.
Sistemdeki ortalama kalma siiresi T = Ty + T, oldugundan;
E(T) = E(Ty +Ty) = E(Ty) + E(Ty) = — + — (4.64)
u1—4  pe—A

esitligi ile ifade edilir. Goriiliyor ki sistemde ortalama kalma siiresi uy — 4 ve
Uy — A parametreleri ile hipoiistel dagilim gostermektedir. Boylece bu sistem igin
momentler hesaplanabilir.

1 1

E|X| = +

[X] H1—4  pz—2

2 2 2

E[X?] =

(X7 (u1—-2)?%  (u1—-Duz—1) (-2

Ky — _ k! k! k! k!

E(X ) (u1—-1)k + (1 —D* =D (uy-2) ot (1= (=) &= + (ua—2)k

Bu momentler yardimiyla bekleme siiresinin varyansi, ¢arpikligi ve basikligi kolayca

hesaplanabilir.
d. Kuyrukta ortalama kalma siiresi:

Birinci kuyrukta ve ikinci kuyrukta bir miisterinin ortalama bekleme siiresi sirasiyla

W; ve W, olsun. Bir miisterinin servislerde ortalama hizmet siireleri,

Ex) =1/, ve Ex)=1/,, dr (4.65)

30



- —X) = _ Y=L _ T __P,m _ P
E(Wl) - E(Tl Xl) E(Tl) E(XL) 11— 1 112 1-p;

bulunur. Benzer yolla,

= —Y:) = —_ L) = 1 —i: P2 :p—2
E(W,) = E(T, = ¥) = E(Ty) = E(Y) = — — — = £ = 2
esitligi yazilir. Boylece,

EW)=EW, +W,) =EW) + E(W,) = 1:1 +%

Bir miisterinin servislerde ortalama hizmet siireleri esitlik (4.68)’deki gibi bulunur.
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5. FAZ TiPi DAGILIMLAR

Tek kanall1 seri veya paralel fazlardan olusan hizmet sistemlerini analiz etmek igin
bazi dagilimlarin bilinmesine ihtiya¢ vardir. Bu baglamda iistel dagilim yaygin bir
bicimde kullanilir. Bunun nedeni dagilimin belleksizlik 6zelligindendir. Fakat bazen
hizmet yerleri birden fazla {initeden meydana gelebilir, dolayisiyla bu da bizi iistel
dagilimin islenebilirligini kaybetmeksizin genel dagilimli modeller olusturmaya

gotiirebilir.

Bu durumda faz tipi dagilimlardan bahsetmek dogru olacaktir. Ayrica varyans
ve beklenen deger bilinirken dagilim tiiriinii bicimlendirmek i¢in faz tipi dagilim

kullaniglh bir yontem olacaktir.

5.1 Faz Tipi Dagilhimlarda Seri ve Paralel Bilesenler

Faz tipi dagilimlarin uygulamalarinda bilesenler seri veya paralel olusarak

oOl¢iilebilirler. Bu bilesenlerin her biri kendi dagilimlarina sahiptirler.

Seri bilesenler durumunda, herhangi bir bilesenin basarisizligi sonucunda
biitiin sistem basarisizdir. Bu sistem dogrusal bigimde birbirine baglanmis bilesenler
dizisi gibi grafiksel olarak gosterilir. Bu yiizden eger bir bilesen basarisizsa hat kopar
ve biitlin sistem basarisiz olur. Sisteme daha ¢ok bilesen eklendikge sistem daha
giivenilir hale gelmez.

Paralel bilesenler durumu igin, bilesenlerden birinin ¢alisiyor olmasi halinde
sistem heniiz bozulmaz. Yani, ek bilesenler giivenilirligi arttirmak i¢in sisteme dahil
edilmistir. Genellikle bu tiir sistemler bilesenlerin toplam1 gibi her biri ayr satirlara,
bir digerinin lizerine ¢izilir. Bu yiizden eger bir hat ortadan kalkarsa digerleri hala
calisir durumdadir ve sistem bozulmaz. Faz tipi dagilimlarda en yaygin olanlari,
Erlan(E,), Karma ErIang(E”_l), Hipoiistel(Hyp,), Coxian(C,) ve Hiperiistel(H,)
dir. Calismada ayrica seri faz tipli dagilimin temelini olusturan Erlang-2 (E,)’den
bahsedecegiz ve ikinci asamada Hiperiistel dagilima sahip Faz tipini

kullanacagimizdan da bu faz tipini detayli bir bicimde verecegiz.
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5.2 Erlang-2 Dagilimi

Faz dagilimi (asamal1 da denilebilir) ismini tistel fazin ve ya asamanin art arda gegisi
olarak gosterilebildigi olaydan alir. Biz tek iistel fazdan olusan iistel dagilimi
inceleyerek baslayacagiz. Tartismayr daha da somut hale getirmek i¢in, bir servis
merkezinde bir miisterinin hizmet zamanin ifade eden X tesadiifi degiskenini ele
alalim. Misterinin hizmette harcadigi zamanla ilgilenecegiz, eger varsa kuyrukta
beklenen zamani 6nemsemeyecegiz. Bu servis zamaninin g > 0 parametreli iistel

dagildigini varsayalim.

Sekil 5.1. grafiksel olarak iistel dagilimin parametrelerini kapsayan bir daire
tarafindan tek tistel faz olarak gdsterilmistir. Miisteriler sol taraftan sisteme girerek
hizmete alinir, sistemde biraz zaman harcarlar ki bu p parametreli istel dagilmistir

ve sag taraftan da cikarlar.

N

Sekil 5.1. Bir iistel hizmet faz
Ustel dagilimim yogunluk fonksiyonunu;

fx(x) = dz;x) =pue ™™ , x=0 (5.1)

Ustel dagilimin beklenen degeri ve varyansi;

EX) = i : Var(X) = o2 = Miz (5.2)

oldugunu biliyoruz.

Simdi de bir fazda miisteriye hizmet verildiginde takibinde ikinci bir faz

oldugu zaman ne olacagini ele alalim. Grafiksel olarak Sekil 5.2.’de gosterilmistir.
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Sekil 5.2. Tandembi¢imde iki ustel faz

Bir miisteri hizmet siirecine girdiginde hemen ilk fazda p parametreli iistel dagilmis
hizmet siireci baslar. Hizmetin bu fazi tamamlandiktan sonra hemen ikinci fazda
hizmet baslar ki bu da p parametreli iistel dagilmustir. ikinci fazin sonunda miisteri
ayrilir ve hizmet siireci diger miisterinin servisine baslamak i¢in hazirdir. Dikkat
edilirse her iki hizmet fazi da aynm parametreli iistel dagilima sahiptir ve fazlar

birbirinden tamamen bagimsizdir.

Servis sistemi iki bagimsiz hizmet veren icermez. Yani, herhangi bir zamanda
iki miisteriye ayni anda hizmet verilemez. Sekil 5.2°deki sistemi dikkate aliyoruz.

Simdi bu sistemde miisterinin toplamda harcadigt zamanin dagilimini
arastiracagiz. 1ki bagimsiz ve ayn1 dagilmus iistel tesadiifi degiskenlerin toplami bir
tesadiifi degiskendir. Y, p parametreli tstel dagilmis tesadiifi degisken, X’de
X =Y +Y olsun. Konviilisyon formiiliinden iki bagimsiz tesadiifi degiskenin

olasilik yogunluk fonksiyonu;

fx(x) = fjooofy(J’)fy(X—y)dy\
fX(x) = f; He_“yue_ll(x—}’)dy
fy(x) = pPem* fox dy |
fe(x) = uzxe_“" , x>0

(5.3)

seklinde bulunur. Bu Erlang-2 dagilimina sahip tesadiifi degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonudur. E, ile ifade edilebilir.

Mgili kiimiilatif dagilim fonksiyonu su sekildedir.
Fx(x)=1—e™—puxe ™ =1—e ™1 +pux), x=0 (5.4)

Laplace doniisiimiinii kullanmak yararli olacaktir. Toplam hizmet siiresi dagiliminin
Laplace doniistimii, bagimsiz fazlarin Laplace doniisiimiiniin bir {irliniidiir. Toplam

hizmet stiresi dagiliminin Laplace doniisiimii asagidaki gibi olur.

Ly(s) = E(e™) = [} e fx (x)dx (5.5)
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Lx(s) = E(e™*) = E(eU™)) = E(e™)E(e™) = [E(e™)]*  (56)
Her bir iistel fazin Laplace doniisiimii yine asagida belirtildigi gibidir.

Ly(s) =E(e™) = [ e™ fy(y)dy = == (5.7)

u+s

esitlikteki gibi olur.

2
Lx(s) = (&) (5.8)
esitligi ile gosterilir. Biitiin momentler Laplace doniisiimiinden asagidaki esitlikle
bulunur.
k1 — (_1yk 2F _
EX¥]= (-D* 5Lk _ k=12 (5.9)

ortalama ve varyansi bulalim.

0

_ _ 0 - _2_9%9

E[X] - s LX(S)L:O =—Hu ds(s+p )2 $=0 (510)
E[X] = 1?2 (s + W) ~|5=

2
E[X] = "
EX?] =22 Ly(s)| =2 [-p22 (s + )] (5.11)

s as X s=0 Os K s s=0 .
E[X?] = 6p°(s + 1) ~*|5=9

6 6 4 2
E[X?] == = V[X] =i a=a (5.12)

5.3 Hiperiistel Dagilim

Simdi amacimiz, istel dagilimdan daha biiyiikk goéreli varyansa sahip bir faz tipi
bulmaktir. Sekil 5.3.’de sunulan yapilandirmay1 ele alalim. Eger boyle bir dagilim
serviste uygulanirsa, bir miisteri hizmete girdiginde a; olasilig ile iist taraftaki py
parametreli iistel fazda hizmet alir ve hizmetten ayrilir veya a, olasiligt ile alt

taraftaki p, parametreli iistel fazda hizmet alir ve hizmetten ayrilir.

36



! 1
: :
I 1
: aq ! o
l My : >
! 1
I 1
! 1
. !
: 1
1 [
: (2] : >
! 1
! 1
2y =1-my !
! 1
1

Sekil 5.3. Paralel bi¢cimde iki tistel faz
Bir miisterinin hizmette harcadigi zamanin yogunluk fonksiyonu su sekilde verilir.
fx(x) = ajpe™ + apppeH x=20 (5.13)
Igili kiimiilatif dagilim fonksiyonu da su sekildedir.
Fy(x) =a1(1—e™*) +a,(1—e™*) , x=0 (5.14)

Laplace doniisimii;

Ly(s) = a; 4 + a, —2 (5.15)

S+ 1 25+ H2

seklindedir. Birinci ve ikinci momentleri sirasiyla;

E[X]=2+2 (5.16)
K1 K2
21 26(1 20(2
E[X?| ==L+ =2 (5.17)
K1 ]

esitliklerinde verilmistir. Goreli varyansida varyansin E[X?] — (E[X])? formiiliinden

yararlanarak hesaplanabilir.

2 _ EDl-GIXD? B Caldreeld)
=T T Gahrai? T2 (5.18)

Esitlikte verilen degisim katsayisinin 1’den biiyiilk oldugunu ileriki boliimlerde

anlatacagimiz ¢oklu paralel faz anlatirken ispatlayacagiz.
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Simdide paralel faz sayisini artirarak servis olanaklarini genisletelim. Sekil 5.4.°de

goriildiigi gibi r tane paralel faza sahibiz ve i fazda hizmet alma olasilig1 «; 'ye esittir

Qizia = 1).

Sekil 5.4. Paralel bi¢imindegoklu tistel fazlar

Bu faz dagilimi i¢in yogunluk fonksiyonu ve Laplace doniisiimii su sekildedir.

fx(x) =X ame™ , x=0 (5.19)
Ly(s) = Tima gt (5.20)

Bu dagilim hiperiistel dagilim olarak bahsedilir. Ilk iki momenti ise sirastyla;

E[X] =X (5.21)
E[X*] =231 (5.22)

elde ederiz.
Goreli varyansi ise su sekildedir;

s _ Al CZaeld)
GG T T Gy (.23)

esitlik ile ifade edilir. Simdi de goreli varyansin 1’e esit veya 1’den biiyiik oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in asagidaki esitsizligi gézlemlemek yeterli olacaktir.
i1 o [1)? < Gy o [uf) (5.24)

Bu da bize Cauchy — Schwartz esitsizligini kullanmamizi gerektirir. a; ve b;

durumlar i¢in bu esitsizligi gosterecek olursak;

Ciab)? < Eia)(EibY) (5.25)

38



seklinde bulunur. Burada a; = \/Zve b; =\/Z~ /u; olarak almip yukaridaki

esitsizlikte yerine yazarsak;

(29 = (z/@i®) <z /@ 5 (&) (5.26)
(29 < G (2Y) 527)
Xia;=1

oldugundan,

2
a; a;
. — < . —
(Z) <3

istenilen esitsizlik gosterilmis oldu. Boylece Hipertistele ait goreli varyansin 1°¢ esit

veya 1’den biiyiik oldugunu gosterilmis oldu.
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6. IKINCi ASAMASI FAZ TiPLi VE HETEROJEN KANALLI OLAN
BiR TANDEM KUYRUK MODELI

Bu calismada Iki asamali yeni bir tandem kuyruk modeli verilecektir. Bu modelde
miisteriler Poisson akimi ile sisteme gelirler. Birinci agsamada p; parametreli iistel
dagilimh tek bir kanal hizmet vermekte ve bu kanal onilinde beklemeye miisaade
edilmemektedir. ikinci asamada ise paralel iki fazli hizmet kanallar1 bulunmaktadur.
Birinci agamada hizmetini alan miisteri a; olasilig1 ile ikinci asamadaki birinci
kanala ya da a; = 1 — a; olasilikla ikinci kanala hizmet igin gelir. Bu kanallarin
hizmet siireleri de sirastyla u, parametreleri iistel dagilima sahiptir. ikinci asamada
ayni anda iki kanal hizmet vermez. Bu bakimdan ikinci agamadaki hizmet siiresi faz
tipi dagilima uymaktadir. Birinci asamada hizmetini alan miisteri ikinci asmaya
gectiginde buradaki hizmet kanallarindan biri doluysa hizmet almadan sistemi terk

eder. Yani kayip meydana gelir.

-

Sekil 6.1. Stokastik model

Yukarida tanimlanan kuyruk disiplini asagidaki gibi modellenir.
Birinci kanaldaki misterilerin sayis1 €(t), ikinci asamanin birinci fazindaki miisteri
sayisini 1¢ (t) ve ikinci fazindaki miisteri sayisin1 1, (t) ile gosterilsin. Bu baglamda

{&(t),n1(t),n2(t); t = 0} tig boyutlu Markov zinciri tanimlamaktadir.
Pn,nl,nz ) = PT‘Ob{E(t) =n, 771(0 =n, 772(t) = nZ}- (6.1)

Burada n € {0,1}, n; € {0,1}, n, € {0,1} olmak iizerebu zincirin durum uzay1 da,

E = {(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,0,1)}. (6.2)

sekildeki gibi olur. Durum olasiliklar1 7, , ,, olarak gosterilebilir.
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Denklem sistemi ve ¢Oziimii;

Pynyn, (), m,my,n; € {0,1} olasiliklarina ait gegis durumlar1 h ¢ok kisa bir siire

olmak {izere asagidaki gibi elde edilir.

Pyoo (t + h) = (1 = 2k + 0(h))Pygo (£) + (u2h + 0(h)) P10 ()
+ (u2h + 0(h))Pooy (£) + o(h),
Pyo1 (t+h) = (1 — 2k 4+ o(R))(1 — pah + 0(R))Pyoy (1)
+ay(prh + 0(h))Pigo (£) + (uyh + 0(h) ) Pyo1 (t) + o(h),
Poio(t+h) = (1 —2h+ o(h))(1 — uyh + 0(h))Pyyo ()
+a; (p1h 4+ 0(R))Pigo (8) + (urh + 0(h))P11o (t) + o(h),
Pioo(t + h) = (1 — pyh + 0(h))Pyoo (£) + (A(R) + 0(h))Pygo ()
+(uah + 0(h))Pr1g + (u2h + 0(h))Py1o (£) + o(h),
Piio(t+h) =(1—wh+o)(1 - uh + o(h))Py1o(t)
+(A(h) + 0(h)) P10 (1) + o(h),
Pio1(t+h) = (1 —ph + o(h)(1 — uzh + 0(h))Pypy (t)
+(A(h) + 0(h))Poo1 () + o(h),

h - 0igin B, ,, »,(t) olasiliklari igin diferansiyel denklemler soyledir.

P(:)oo (t) = —=APyoo (£) + paPo1o(t) + 12Poo1 () )
Poo1 (t) = —(A + p2)Pop1 (t) + azpi1 Proo (t) + p1Proa (£)
P91o (t) = =(A + u2)Py10 () + a1 41 P1oo (£) + pq Pr1o (2)
Pygo (t) = =1 Proo (£) + Apooo (£) + uaPr1o (1) + paPo1o (2)
P1,10 (t) = —(u1+u2)P11o (1) + APy10(£)

Pio1(t) = —(uq + 1) P1o1 (t) + APyo1 (£) J

lim, o, Pn,n1,n2 t) = Tnnqn,g Ve lim; e, P,n,nl,ng =0
Bu Markov zincirine ait fark denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

0 = —Amyep + U2To10 + H2T001 )
0 = —(A 4+ p)moo1 + 21100 + U1T101
0 =—(A+ u)mo10 + Q11100 + M1 7110
0 = —uT100 + ATtoo0 + U2T110 + U2TT101
0 = —(uy + p2)mi10 + Ao

0 = —(uy + p2)mi01 + Amooq J
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6.1 Gecis Olasihiklar:

Tynyn, \F 1o Cinsinden yazilirsa,

T [u1(u1+uz)] 3
000 = A LGpg+up] 100
T — aypg(ugtuz)

010 ™\ Atpy+ug) 100

T — azpq(ug+uz)

001 ™\ Atpy+ug) 100
Aazpy
T =—"" 7 > (6.7)
101 ™ Qg ug) 100
T — a1ip
0™ ) Qg +u) T100
1
100 = i1
1421451
[+ +uz /1+u1+u2]
Zn an an Thnin, = 1 )

elde edilir.
T190 olasth@mi yukaridaki denklemlerde yerine konuldugunda m, ., ., gecis

olasiliklar1 bulunur.

11 (H+12) \
1 (A+M1+M2)
[1+H1 4 H1 #1

A pp Atpqtun

aguq(pgtug)

ot = o (Atug +ip)
010 = T /A m_—m

A U A+H1+H2

ayuq(ug+up)

— po(Atug tip)
001 = Tl ( (6.8)

A 12%) A+H1+H2
Ao

o (g +up)

Ti01 = 14 M H1

A 1) 7\+|J.1+|J.2
alkul
T — Ho (Atpq +up)
10 = Tl 1y
A Ip.z )\+|,11+|,12 J

Tlooo =

6.2 Kaybolma Olasihig:

Bu modelde kaybolma olasilig1 iki farkli bigimdedir:

a. Birinci kanal 6niinde kaybolma olasilig1 Hl(js)s ile gosterelim.
M. = w00 + 6.9
loss — T100 T 101 + 110 (6.9)
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)L/ll
l.[(1) _ 1+u2(/1+u1+u2) _ A

loss — B, [ ] T+
1+=L2+ 1%z
[ "A Ty Apqtuy 1

(6.10)

bigiminde bulunur. Bu olasilik A ve pq ye baghdir. a; ve a, olasiliklarina ve u,

parametresine bagli degildir. Bunun sebebi birinci kanal 6niindeki kaybolusun ikinci

kanalin parametrelerine bagli olmamasidir.

b. Ikinci kanal 6niinde kaybolma olasilig1 l'll(fs)s ile gosterelim.

2
n# =1- [ To00 + 100 |

loss

bigiminde bulunur. Veya;

2
Hz(os)s = Too1 + Mo10 + T110 + 101’
2) 5
L - 2 ,
Mjoss = (#2)”100 = [1+u1+u1 i ]
A2 Atprtug
bu ifadeden anlasilacag: gibi l'll(:s)s , a1 Ve a, olasiliklarina bagl degildir.

6.3 Performans Olciileri

1) sistemdeki ortalama miisteri sayist,
E(N) = Zn an an(n +ny + nZ)T[n,nl,nz

= Mooy + Mo10 + M100 + 2(T110 + T101),

I P1(p1+p2) I 2Apq
— p2(A+pq+p2) u2(7\+u1+u2)]
PRSI H1
A u2 Atprtur

V(N) = E(N?) — [E(N)]?
E(NZ) = Zn an an(n + nq + nz)zﬂn,nl,nz
= Moo1 + To10 + M100 + 4(T110 + M101)’
14 w1(p1t+u2) n 4Auq
_ [ "up(A+p1+u2) uz(/1+u1+u2)]

1=M1,M1 “1

A pp Atprtu

2

{ n1p1+p2) 4 4Ap1 14 n1(p1+p2) 4 2Ap1
V(N) _ u2QA4pa+pu2)  p2@+pa+pu)| u2@A+uq+p2)  p2(A+u1+uz)
B 14E1EL Pl 14E1 L Pl

A p2 Atpitu A uz Atpituz
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i) sistemdeki miisteri sayilarinin bagimlilig,

Nj: 1. asamadaki miisteri sayisi,N,: 2. asamadaki miisteri sayisin1 gostersin.
., =P(N;y=k) ,k=0,1; (6.18)
moo = P(N; =0), mpy = P(N; = 1), myp =P(N, = 1) (6.19)

olarak tanimlansin. M /M /c/0 denkleminde ¢ = 1 alinirsa,

_ M1 _ A 2
g = A+iq ,y Tq A+iq (6 O)

olarak bulunur. 1. sistem Oniinde kaybolma oldugu igin 2. sisteme miisteriler A

U1
A+p

ortalamasi ile gelmezler. Bu yiizden A.¢f = ( )l ortalama orani ile 2. asamadaki

gecis olasiliklar1 agagidaki gibi bulunur:

1

Moo = T4 i __ (6.21)
w2@+p1)
_ Auq Al
Mo = [al #2(14'#1)] / [1 + o A+up) (622)
— 2'Aul ﬂ'“l
o1 = [0(2 #2(/1+M1)] / [1 + #z(/1+#1)] (6.23)

Bu baglamda 6rnegin 1199 # m17y oldugundan genel olarak,
Tpnyn, # MnTln,n, OIUI.

Boylece 1. ve 2. asamadaki miisteri sayilar1 bagimlidir.
iii) sistemdeki ortalama bekleme siiresi,

T miisterinin sistemde kalma siiresi olsun. Tam beklenen formiilii geregince,
E(T) = P(A)E(T/A) + P(A)E(T/A) (6.24)

olur. Burada A olay1 miisterinin birinci kanalin sonunda kaybolmasidir.

P(A) = 1 — P(A)ve asagidaki kosullu beklenen degerler verilir.

E(T/A) = i (6.25)
E(T/A) = i + i (6.26)

esitlikleri bulunur. Bununla birlikte,

P(4) =0

loss

(6.27)
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esitligi buluruz. Boylece bir miisterinin sistemde ortalama bekleme siiresi asagidaki

gibi elde edilir.
E(T) =~ + <1 [ D (6.28)
w1 [1+—+E—HM+#2]
1+ u(1(u1+uz)) .
E(T) —— < u2QAtpytpp ) = (629)
[1+M/11 Z; /1+uu11+u2] (#2)
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7. SONUC

Bu ¢alismanin giris boliimiinde tezin amacini ve literatiir ¢alismas1 verildi. Ikinci
boliimde Genel bilgiler verilerek stokastik siiregler ve gerekli tiim tanimlar yapildi.
Daha sonra Markov zincirleri ifade edildi. Doérdiincii boliimde ise Stokastik kuyruk
sistemlerin tek kanalli, paralel ¢ok kanalli ve seri (tandem) kanalli kuyruk
sistemlerine ait fark ve diferansiyel denklemlerin daha sonrada denge durum
denklemlerinin nasil olusturuldugu gosterildi.

So6zii edilen denklemlerden yararlanilarak gecis olasiliklar1 ile performans
Olciilerinin bulunmasi agiklandi. Besinci boliimde ise Faz tipi kuyruk modellerinden
bahsedildi.

Altinci boliim ise bu ¢alismanin orijinal kismini olusturulmaktadir: Bu tezde iki
asamali bir kuyruk modeli analiz edildi. Bu stokastik kuyruk sisteminin
kanallarindaki miisteri sayilar1 herhangi bir t siiresi i¢in 3 boyutlu Markov zinciri ile
ifade edilmektedir. Iki asamali bu sistemin birinci asamasind p; parametreli iistel
dagilimli tek hizmet kanali bulunmakta ve kanal oOniinde beklemeye miisaade
edilmemekte, ikinci asamada ise iki fazli paralel hizmet kanallart bulunmaktadir.
Bununla birlikte paralel kanallarin hizmet siireleri p, parametreli iistel hizmet
siiresine sahiptir. Sisteme gelen miisteri eger birinci asamadaki hizmet kanali bos ise
hizmetini alir. Eger dolu ise sistemden ayrilir. Boylece birinci kaybolma
gerceklesmis olur. Birinci asamada hizmetini tamamlayan bir miisteri, eger ikinci
asamadaki paralel faz kanallarinin ikiside bos ise hizmetini almak i¢in ikinci
asamadaki faz kanallarindan birincisini veya ikincisini sirast ile a; Ve ay,
(a1 + a; = 1) olasiliklar1 ile tercih eder. Eger ikinci asamadaki paralel faz
kanallardan herhangi biri dolu ise miisteri sistemi terk eder ve ikinci kayip meydana
gelir. Birinci ve ikinci asamada hizmetini tamamlayan miisteri sistemden ayrilir. Bu
modelin diferansiyel ve fark denklemleri bulunmus ve limit dagilimi yardimi ile
steady-state denklemleri elde edildi. Bu denklemler ¢oziilerek gegis olasiliklar
bulundu. Gegis olasiliklar1 yardimi ile sistemde ortalama miisteri sayis1 ve sistemde
ortalama bekleme siireleri elde edildi. Birinci ve ikinci asamadaki miisteri sayilarinin
bagimli oldugu goriildii. Ayrica birinci ve ikinci kaybolma olasiliklar1 hesaplandi.
Birinci asamadaki kaybolma olasiliginin sadece gelis akimina ve birinci agsamadaki
hizmet siiresine bagli oldugu, ancak ikinci asamadaki hizmet siiresine ve a4, @,

olasiliklarina baglh olmadigi gosterildi. Ikinci asamadaki kaybolma olasiligi gelis
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akimma birinci asamadaki hizmet siiresine ve ikinci asamadaki paralel faz
kanallarinin hizmet siirelerine bagl oldugu, fakat «;, a, olasiliklara bagli olmadigi

gosterildi.
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