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OZET

Bu tez esnek topolojik gruplarmn kategorisi iizerine hazirlanmistir. Uc¢ boliimden

olusmaktadir.

Birinci boliimde esnek kiime, kategori teorisi ile ilgili kavramlar ve bunlarin 6zellikleri

verilmistir.

Ikinci boliimde topolojik grup, esnek topoloji ve esnek topolojik grup kavramlari

verilmistir.

Uciincii boliimde esnek topolojik gruplarin morfizmi tanimlanmis ve kategorisi elde

edilmistir. Bu kategorinin bazi sonuglarina ulasilmistir.
Anahtar Kelimeler: Esnek kiimeler; esnek topoloji; esnek topolojik grup; kategori,

esnek topolojik gruplarin kategorisi
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ABSTRACT

This thesis is based on category of soft topological groups concepts and category

theory. It consists of three parts.

In the first chapter, concepts related to soft set, category theory and their properties are

given.

In the second clapter, the concepts of topological group, soft topology and soft

topological group are given.

In the third chapter, the morphism of soft topological groups is defined and the category
of the soft topological groups is obtained and also some results of this category have

been reached.
Keywords: Soft sets; soft topology; soft topological group; category;
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GIRIS

Diinyada bazi kavramlar fazlasiyla karmasiktir, bu karmagikligi gidermek igin bazi
modeller olusturulmustur. Fakat bu modellerle kesin ¢6ziime ulasilamamistir. Ayrica,
bir kisi bir ¢coziim elde etmeyi basarsa bile ilk verilerdeki cesitli belirsizlikler nedeniyle,

bu elde edilen ¢6ziim nesneyi miikemmel bir sekilde tanimlamamustir.

Belirsizliklerle ilgili sorunlar1 ele almamizi saglayan sistem gelistirmenin Oonemi o
zaman ortaya ¢ikmigtir. Aslinda, bunun i¢in birka¢ girisimde bulunulmustur. Zadeh'in
Bulanik Kiimeler Teorisi [1] ve Pawlak'in Kaba Kiimeler Teorisi [2] bunlardan ikisidir.
Bu belirsizliklerle bas etmek icin ortaya atilan en Onemli teorilerden biri de
Molodtsov'un esnek kiimeler teorisidir [3]. Molodtsov'un bu teoriyi tanimlamasindaki
nedenlerinden biri, geleneksel teorilerin sahip oldugu bazi zorluklarin {istesinden
gelmektir. Ayn1 zamanda fizik, ekonomi ve miihendislik gibi alanlardaki ¢ok cesitli
problemleri modellemeyle ¢6zmeyi amaglar ki gercekten de Molodtsov’un [3] teorisi
yoneylem arastirmasi, oyun teorisi, olasilik teorisi gibi bilim dallarindaki problemleri

¢ozmede kullanilmustir.

Baslangictaki nedenlerinden biraz farkli olmasmna ragmen, esnek kiimelerin
matematiksel yonlerinin arastirilmasi da ilgi c¢ekicidir. Bircok arastirmaci bu alana
katkida bulunmustur: Maji ve arkadaglar1 [4] de esnek kiime teorisinin temel
kavramlarmi tanimlamis ve incelemistir. Esnek topolojik uzay Shabir ve Naz [5] ve
Cagman ve arkadagslar1 [6] da es zamanda tanimlamis ve ozellikleri incelemistir. Esnek
grup kavrami Aktas ve Cagman [7] de verilmistir ve o zamandan beri bu kavram
izerinde yogun calismalar yapilmistir. Hida [8] esnek topolojik grup iizerine ¢alismalar

yapmugstir.

Monoid kategoriler ilk olarak, Bénabou tarafindan 'carpma ile kategori' ad1 altinda [9]
da ve Mac Lane tarafindan 'bicategory' adi altinda [10] da (iki kategori ile
karigtirnlmamalidir) bagimsiz olarak tanitilmistir. Monoid kategori, nesnelerin ve

morfizmlerin paralel olarak nasil birlestirilebilecegini agiklayan ekstra verilerle



donatilmig bir kategoridir. Monoid kategorilerin, temel kategori teorisinin disinda ¢ok
sayida uygulamasi vardir. Sezgisel dogrusal mantigin carpimsal pargasi i¢cin modelleri
tanimlamak icin kullanilirlar. Ayrica yogun madde fiziginde topolojik diizenin
matematiksel temelini olustururlar. Orgiili monoid kategorilerinin kuantum bilgisi,
kuantum alan teorisi ve sicim teorisinde uygulamalar1 vardir. Herhangi bir kategoride
sonlu carpim mevcut ve bitis objesi varsa ¢carpim, monoidal carpim ve bitis objesi birim
olup bu kategori bir monoidal kategoridir. Benzer sekilde herhangi bir kategoride dual
sonlu carpim mevcut ve baslangic objesi varsa dual c¢arpim, monoidal carpim ve
baslangic objesi birim olup bu kategori bir monoid kategoridir. Bu tiir kategorilere
kartezyen monoid kategori denir [10]. Herhangi bir kartezyen monoid kategori bir
simetrik monoid kategoridir [11]. Oyun teorisinde simetrik monoid kategori kullanilir.
Acik oyunlar simetrik monoid kategorinin morfizmleridir ve bu nedenle kategorik
kompozisyonla sirali hareket oyunlarina ve monoid iiriinlerle eszamanli hareket
oyunlarina doniistiiriilebilir. Ac¢ik oyunlar, bilgi akiglarinin sezgisel ancak resmi bir

gorsellestirmesini saglayan dizi diyagramlari ile temsil edilebilir [12].

Bu tezde esnek topolojik gruplarin kategorisi olusturup bazi sonuglar1 elde edildi. Bu tez
tic boliimden olugmaktadir. Boliim 1'de esnek kiime kavraminin ve kategori kavraminin
ozellikleri verildi. B6liim 2’de topolojik grup, esnek topoloji ve esnek topolojik grup
kavramlar1 verildi. Boliim 3’te ise esnek topolojik gruplarin morfizmi tanimlandi ve
kategorisi elde edildi. Bu kategorinin bitis objesi elde edildi ve carpimin varligi
gosterildi. Boylelikle esnek topolojik gruplarin kategorisinin bir simetrik monoidal

kategori oldugu sonucuna varild.



BOLUM 1

ESNEK KUME VE KATEGORI

Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz esnek kiime ve kategori ile ilgili kavramlar ve

ozellikleri verildi.

1.1. Esnek Kiime ile ilgili Kavramlar ve Ozellikleri

Tanmm 1.1.1. U baslangi¢c evrensel kiimesi, P(U) kiimesi U iizerinde kuvvet kiimesi
ve E parametrelerin kiimesi olsun. F: E — P(U) bir kiime degerli fonksiyon olmak

lizere
F,={(x,F(x)):xe E,F(x)e P(U)]
seklinde tamimlanan F, ye esnek kiime denir [3].

Yukaridaki F fonksiyonu yaklagim fonksiyonu olarak adlandirilabilir. e€ E
parametreleri ile alakali nesneleri igeren F(e) kiimesi de e -yaklasim kiimesi olarak

adlandirilir.

Ornek 1.1.1. U goz oniine alinan cep telefonlar1 ve E parametrelerin kiimesi olsun.
E={pahali, ucuz, sifir, ikinci el, yerli iiretim} olarak ele alalim. Esnek kiimeyi ifade
etmek i¢cin parametre kiimesinin elemanlarini; pahali cep telefonu, ucuz cep telefonu,

sifir cep telefonu, ikinci el cep telefonu, yerli liretim cep telefonu olarak ifade edecegiz.
U ={qa,,a,,a,,a,,as,a,} olarak alalim ve parametreleri e, =pahali, e, =ucuz, e, =sifir,

e, =ikinci el ve e, =yerli iiretim olmak iizere E ={e,, e,,e;,¢,,¢,} dir.



F(e)={a,,a,,a.}
F(e,)={a,a:}
F(e,)={a,.a,,a,}
F(e,)={a,a;,a,}
F(es)={a.a,}
seklinde tanimlansin.

F, = {(pahali cep telefonlari, {a,,a,,a,} ), (ucuz cep telefonlary, {a,,a,}), (sifir cep

telefonlari, {a,,a,,q,}), (ikinci el cep telefonlari, {a,,a;,as}), (yerli iiretim cep
telefonlarl,{al,az})} ={(el,{az,a4,aé}),(ez,{al,aS}),(63,{a2,a4,a6}),(e4,{al,a3,a5}),

(es,{al,az})} dir.

Bundan sonra esnek kiimelerdeki nesneleri kiime teorisindeki nesnelerden aymrmak i¢in

() tilda semboliinii kullanacagiz.

Tamm 1.1.2. U baglangic evrensel kiimesi ve E parametrelerin kiimesi olsun. Her
ec E icin F(e)=® oluyorsa F, esnek kiimesine esnek bos kiime denir ve  ile

gosterilir [13].

Ornek 1.1.2. U baslangic evrensel kiimesi olsun. E = {e,,e,,e,} parametre kiimesi igin

F(e)=F(e,)=F(e;)=P olsun. F, esnek kiimesi esnek bos kiimedir.

Tanmm 1.1.3. U baslangic evrensel kiimesi ve E parametrelerin kiimesi olsun. Her
ec E i¢in F(e)=U oluyorsa F, esnek kiimesine tamamen esnek kiime denir ve U ile

gosterilir [13].



Ornek 1.1.3. Bir markette iiriinlerin kiimesi U ={a,,a,,a,} ve parametrelerin kiimesi
e, =ucuz ve e, =yerli olmak iizere E={e,e,} olsun. Marketteki biitiin iriinler

F(e)={a,,a,,a,} ve F(e,)={a,,a,,a,} ise F,=U tamamen esnek kiime olur.

Tanmm 1.14. F, ve F',, U lzerinde iki esnek kiime olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa F, ye F', niin esnek alt kiimesi denir ve F, & F', seklinde gOsterilir [13].

i) EcE
(ii)) Her e€ E icin F(e) c F'(e) dir.

Ornek 1.14. U ={q,,a,,a,,a,,a;} baslangic evrensel kiimesi olsun. Parametre

. . ’ .o
kiimeleri E={e,e,,¢;} ve E'={¢,¢,,¢,,¢,} olmak iizere

F(el):{al’aZ} F'(el):{al’aZ’a3}
F(ez)={a3} F'(62)={al,a3}
F(e3)={a4,a5} F'(e3)={a3,a4,a5}

F'(e4)={a4,as}

seklinde tamimlansin. E  E” ve her e€ E i¢in F(e) C F'(e) oldugu agiktir. Bu da F,

nin, F'. niin esnek alt kiimesi oldugunu gosterir.

Tamm 1.1.5. F, ve F',, U iizerinde iki esnek kiime olsun. Eger F, CF', ve

F', & F,oluyorsa F, ve F', esnek esittir denir ve F, = F', ile gosterilir [13].

Tanmm 1.1.6. F,ve F',, U lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiime i¢in

H_. esnek kiimesi, C= ENE ve her eeC icin H(e)=F(e)nF'(e) seklinde



tanimlansmn. H,. ye F, ile F', niin esnek kesisimi denir ve F,NF', seklinde

gosterilir [13].

Ornek 1.1.6. U ={a,,a,,a,,a,,a,} baslangi¢ evrensel kiimesi ve parametre kiimeleri
E={e.e,, e, e} ve E'={¢,e,,¢,,¢,} olmak iizere U iizerinde asagida verilen F, ve

F'. esnek kiimelerini ele alalim.

F(e)={a.a,a) F'(e)={a,.a,a}
F(e,)={a.a,}) F'(e;)={ay.a:}
F(e,)={a.a,.a;) F'(e,)={a,.a,.a;)
F(e;)={a.a,) F'le,)={aa,}

C=ENnE ={e.e,,¢} icin
e, € C icin F(e)NF'(e)={a,a,}
e,e C igin F(e,)NF '(ey) ={a,}

e,e C i¢in F(e,))NF '(e;)={a,,a,}

F.AF', :{(el,{al,aZ}),(ez,{a3}),(e3,{a4,a5})} olur.

Tamm 1.1.7. F,.ve F',, U lizerinde iki esnek kiime ve bu iki esnek kiimenin esnek
birlesimi H , esnek kiimesi olsun. Burada D = E U E olmak iizere her xe Digin
F(x) ,xe E—E

H(x)= F'(x) ,xeE-E
F(x)UF'(x),xe ENE

olarak tamimlanir. F, ve F', esnek kiimelerinin esnek birlesimi F, O F', seklinde

gosterilir [13].



Ornek 1.1.7. U ={a,,a,,a,,4a,,a} baglangi¢ evrensel kiimesi ve parametrelerin kiimesi
E={e,e,, ¢, e} ve E'={e,e,,e,,e,} olmak iizere U iizerinde asagida verilen F, ve

F', esnek kiimelerini ele alalim.

F(e)={a,a,,a,,a,} F'(e,)={a,,a,,a,}
F(e,)={a,.a,,a;} F'(e,)={a,,a,}
F(e,)={a,.a,,a,} F'(e;)={a,,a,,a,}
F(e)={a,a,,a,} F'(e,)={a;,a,}

D =E UE’ olmak iizere

e,€ ENE icin F(e)UF'(e)=1a,,a,,a;,a,}

e,€ ENE’ igin F(e,) UF'(e,)=U

e;€ ENE igin F(e)UF (e;)=U

e;e E-E igin F(e,)={a,,a,,a,}

e,€ E'—E igin F'(e,)={a;,a,}

F,OF  ={(e{a.ay.05.0.}).(e,.U).(e;.U) (e, a0, }) (5. {a 4,0 })]

olur.

Tamm 1.1.8. F,, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her e€ E i¢in F(e)=U\F(e)

olmak lizere F,° ye F, nin esnek tiimleyeni denir [13].

Ornek 1.1.8. U ={q,,a,,q,,a,,a;} baslangic evrensel kiimesi ve E={e,e,,e,}

parametre kiimesi i¢in

F(el):{al’aZ’aS}



Fle)={ava.)

F(e;)={a,,a,,a,} olmak iizere F, esnek kiimesini géz oniine alalim.
F'(e)={a,,a,}

F(e,)={a,,a,,a;}

F‘(e;)={a,,a,} olup

Ff ={(el,{a3,a4})(ez,{al,az,as})(63,{a2,a3})} dir.

Tanmm 1.1.9. x, U nun bir elemam ve F, U ilizerinde bir esnek kiime olsun. Her

e€ E parametreleri icin xe F(e) ise x, F, nin esnek elemamdir denir ve x€ F}

seklinde gosterilir. Fakat en az bir parametre icin saglamazsa esnek elemani degildir

denir ve x¢& F, seklinde gosterilir [13].

Ornek 1.1.9. U ={q,,a,,a,,a,,a,} baslangic evrensel kiimesi ve E={e,e,,e;}

parametrelerin kiimesi olmak iizere F, esnek kiimesini goz Oniine alalim.
F(e)={a,,a,,a,}

F(ez) :{al,aS,a4,a5}

F(e)={a,a,,a,}

Her ee E parametreleri icin a, € F(e) oldugu aciktir. Dolayisiyla @, € F, dir.
e, € E parametresi i¢in a, ¢ F(e,) oldugundan a, ¢ F, dir.

e, € E parametresi icin a, ¢ F(e,) oldugundan a, ¢ F, dir.

e, € E parametresi i¢in a, ¢ F(e;) oldugundan aq, & F, dir.

Her ee E parametreleri i¢in a, € F'(e) oldugu agiktir. Dolaysiyla a, € F,, dir.



Tamm 1.1.10. F, ve F,. swrasiyla U ve U’ baglangic evrensel kiimeleri iizerinde
esnek kiimeler olsun. Her (x,y)e EXE’ igin H(x,y)=F(x)xF’(y) seklinde
tanimlansin. F,XF,, =(H,EXE’) esnek kiimesine F, ve F, nin esnek ¢arpumi denir

[14].
1.2. Kategori ile ilgili Temel Kavramlar ve Ozellikleri

Tanim 1.2.1. Bir C sistemi asagidaki gibi olusturulsun.

1) C sisteminin objeler olarak adlandirilan iiyeleri genelde X , Y ... gibi harflerle

ve tiim objelerin olusturdugu siif ob(C) ile gosterilir.

2) 0b(C) den alinan herhangi iki X ve Y objesii¢in X ile Y arasindaki X ve Y

nin Ozelliklerini koruyan doniisiimlere morfizm denir. X den Y ye giden bir

morfizm f:X —Y ve X den VY ye tim morfizmlerin simifi C(X,Y) ile

gosterilir. Mor(C)= U C(X,Y) kategorinin tiim morfizmlerinin sinifidir.
X.,YeOb(C)

3) X,Y,Zeob(C) ve f:X oY, g:Y —> Zolmak iizere

0:C(Y,Z)%C(X.Y) = C(X,Z)

(g.f)—>geof

seklinde taniml1 kismi iglemi icin
1. Birlesme ozelligi: X,Y,Z,T€eob(C) ve f:X Y, g:¥Y >Z ve h:Z—>T
birer morfizm olmak iizere her zaman
ho(gof)=(hog)ef
olmaldir.

2. Birimlilik 6zelligi: Her X € 0b(C) i¢in f:X —Y ve g:Z — X iken
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fely=f, lyeg=¢g
olacak sekilde 1, : X — X birim morfizimi vardur.

Bu 6zelliklere sahip olan C sistemine bir kategori denir [15].

Ornek 1.2.1. Set ile gosterecegimiz kiimelerin kategorisi asagidaki gibidir:
Objeler = Biitiin kiimeler
Morfizmler = Kiimeler arasindaki fonksiyonlar

X.,Y,Z herhangi kiimeler ve f:X —Y , g:Y —>Z iki fonksiyon oldugunda

go f:X — Z fonksiyon bileskesi kismi islemi olur.
Her X kiimesii¢in 1, : X — X seklinde birim fonksiyon her zaman vardir.

X.,Y,Z,T herhangi kiimeler ve f:X —»Y, g:Y —>Z ve h:Z — T birer fonksiyon

olsun.

1) Her xe X igin ho(go f)(x)=h(gof(x))=h(g(f(x))) ve
(o )e £ (x) =he g (£ (x)) = (2 (£ (x))) olup
ho(gof)=(hog)ef

dir.

2) Her X kiimesiicin f: X > Y ve g:Z — X iken

foly=fvelyog=g

dir [16].

Ornek 1.2.2. Grp ile gosterecegimiz gruplarin kategori asagidaki gibidir:
Objeler = Biitiin gruplar

Morfizmler = Grup homomorfizmalar:



11

G,H,K herhangi gruplar ve f:G—>H , g:H — K iki grup homomorfizmasi
oldugunda gof:G— K  bileskesi grup homomorfizmast oldugundan grup

homomorfizmalarinin bileskesi Grp kategorisinin kismi islemi olarak alinir.

Her G grubu i¢in 1;:G — G birim fonksiyonu bir homomorfizmdir.

1) G,H,K,L herhangi gruplar ve f:G—>H , g:H—>K ve h:K— L grup

homomorfizmalar1 olmak iizere
ho(gof)=(hog)ef

dir.

2) Her G grubu i¢in f : G — H ve g: K — G grup homomorfizimleri iken
foly=fvelog=g

dir [16].

Ornek 1.2.3. Top ile gosterecegimiz topolojik uzaylarin kategorisi asagidaki gibidir:
Objeler = Biitiin topolojik uzaylar

Morfizmler = Siirekli fonksiyonlar

(X,7) , (Y,0) ve (Z,y) herhangi topolojik uzaylar ve f:(X,7)—(Y,0) ,
g:(Y,0)—>(Z,y) siirekli fonksiyonlar olsun. go f siirekli fonksiyon oldugundan

stirekli fonksiyonlarin bileskesi Top kategorisinin kismi islemidir.

Her (X,7) topolojik uzayr icin 1, ,: (X,7) = (X,7) birim fonksiyonu siireklidir.

) (X,7), (Y,0), (Z,7) ve (T,a)herhangi topolojik uzaylar ve f:(X,7)—(Y,0),

g:(Y,o)—>(Z,y)ve h:(Z,y) > (T, ) siirekli fonksiyonlar olmak iizere
ho(gof):(hog)of

dir.

2) Her (X,r) topolojik uzayr f:(X,7)—(Y,0) ve g:(Z,y)—(X,7) siirekli

fonksiyonlari icin f ol(X’T) = f ve I(X,T) og=g dir [16].
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Tanmm 1.2.2. C bir kategori ve f:X — Y, C de bir morfizm olsun. Eger f soldan
sadelesebilir ise yani g,h:Z — X i¢in her zaman fog= foh oldugunda g=~h

oluyorsa f ye monik morfizm (monomorfizm) denir [15].

Tanim 1.2.3. C bir kategori ve f: X — Y, C de bir morfizm olsun. Eger f sagdan
sadelesebilir ise yani g,h:Y — W icin her zaman gof =ho f oldugunda g=nh

oluyorsa f ye epik morfizm (epimorfizm) denir [15].

Onerme 1.2.3. C bir kategori, f: X —»Y ve g:Z— X , C de iki morfizm olsun.

1. f ve g monik ise fog moniktir.
2. fvegepikise fog epiktir.
3. fog monik ise g moniktir.
4. fog epikise f epiktir [15].

Tanim 1.2.4. C bir kategori X,Y objeler ve f:X —Y C de bir morfizm olsun.
fog=1, ve gof=1, olacak sekilde bir g:¥Y — X morfizmi mevcut ise f ye

izomorfizm denir [15].

Onerme 1.2.4. Set kategorisinde X,Y kiimeleri ve f:X —Y fonksiyon icin

asagidakiler dogrudur.

1. f moniktir ancak ve ancak f birebirdir.
2. f epiktir ancak ve ancak f Ortendir.

3. f izomorfizmdir ancak ve ancak f birebir ve ortendir [15].

Ispat: (1.)(=) Z={a} ve g,h:Z— X fonksiyonlar1 g(a&)=x, h(a)=y seklinde

tanimlansm. Kabul edelim ki f(x)=f(y)olsun. Bu durumda x=g (), y=h(a)
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oldugundan f(g(@))=f(h(a)) yani (fog)(e)=(f<h)(e) bulunur. Kabule gére
fog=foh iken g=h idi. O halde g(a):h(a) yani x=7y olur ki bu da f nin
birebir oldugunu gosterir.

(1.) (&) f birebir olsun. Z herhangi bir kiime, g,h:Z —> X fonksiyonlar1 igin
fog=foh olsun. Herhangi bir ze Z i¢in h(z),g(z)e X olup f(h(z))zf(g(z))
dir. f birebir oldugundan /(z)=g(z) olup h=g dir, bdylece f moniktir.

(2.) (=) f: X - Y epik olsun. f nin drten oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki f

orten olmasin yani f(X)=#Y dir. Z={a,b}alalim. g,h:Y — Z olsun.

a,yef(X)

seklinde tanimlansin.
b.ye f(X)

Her yeYicin g(y)=a ve h(y)z{

x€ X olsun. f epik oldugundan
(8o f)(y)=(hef)(5) ise g(f(¥))=h(f(»))

olup g (a) = h(a) olur. Buradan g = holur ki buda ¢eliskidir(epik olmasiyla). O halde

kabuliimiiz yanlis olup f ortendir.

(2.)(«<) f: X —Y orten fonksiyon ve Z herhangi bir kiime olmak iizere g,h:Y —Z

fonksiyonlar1 verilsin. go f =ho f olsun.

Her be Yigin g(b)=h(b) oldugunu gosterelim. f drten oldugundan her be Y igin en

az ae X vardrr 6yleki b= f(a) dur.

(o f)(a)=2(f(a))=g(p) ve

(ho f)(a)=h(f(a))=h(b) olup kabulden g(b)="h(b) dir. Buradan g =+h olur ki f
epiktir.

(3.) (=) f izomorfizm olsun. En az bir g:¥ — X vardir dyle ki fog=1, ve

go f =1, dir. Dolayisiyla f birebir ve Ortendir.
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(3.)(«<) f birebir ve orten olsun. f':¥Y — X meveuttur. fof ' =1,ve flof =1,

olur ki buradan f izomorfizdir.

Onerme 1.2.5. Grp kategorisi icin G ve H iki grup ve f:G—H grup

homomorfizmi olsun.

1. f moniktir ancak ve ancak f birebirdir.
2. fepiktir ancak ve ancak f Ortendir.

3. f izomorfizmdir ancak ve ancak f birebir ve ortendir [15].

ispat: (1), (2) ve (3) nin ispat1 Onerme 1.2.4. benzer sekilde yapilir.

Onerme 1.2.6. Top kategorisi icin (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve

f:(X,7)—>(Y,o0) siirekli fonksiyon olsun.

1. f moniktir ancak ve ancak f birebirdir.
2. f epiktir ancak ve ancak f Ortendir.

3. f izomorfizmdir ancak ve ancak f homeomorfizmdir [15].

ispat: (1), (2) ve (3) ispat1 Onerme 1.2.4. benzer sekilde yapilir.



BOLUM 2

TOPOLOJIK GRUP, ESNEK TOPOLOJi VE ESNEK TOPOLOJIiK
GRUP KAVRAMLARI

Bu boliimde topolojik grup, esnek topoloji, esnek topolojik grup kavramlarina ve bazi

ozelliklere yer verilecektir.

2.1. Topolojik Grup

Tanim 2.1.1. G bir grup ve 7 da G iizerinde bir topoloji olsun. Eger G grubundaki

m:GxG—>G , (a,b)%ab islemi ile n:G—>G, a—a

ters eleman fonksiyonu
siirekli ise (G,m,7) ticliisiine bir fopolojik grup denir. Burada GXG kartezyen garpimi

tizerindeki topoloji ¢carpim topolojisidir [16].

Onerme 2.1.1. Bir G grubu iizerinde topoloji verilsin. m:GxG — G (a,b) — ab

1

islemi ve n:G—G a—a ters fonksiyonlar1 siireklidir ancak ve ancak

0:GxG -G, (a,b) — ab™" fark fonksiyonu siireklidir [16].

Ispat: Eger m ve n fonksiyonlar siirekli ise

GxG— sGxG—"5G

(a,b) — (a,b_l) —ab™
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bileske fonksiyonunun siirekliliginden o siireklidir.
Tersine olarak eger §:GXG — G, (a,b) —> ab™" siirekli ise

G—) sGxG—5G

a—(e,a)—>a’

1

bileske fonksiyonun siirekliliginden n: G — G, a — a~ nin siirekliligi elde edilir.

Ayrica
GxG— 5GxG——G
(a,b) > (a.b™") > ab

bileske fonksiyonun siirekliliginden ise m: GxG — G, (a,b) — ab nin siirekliligi elde

edilir.

Ornek 2.1.1. (R*[)) ve (R,+) alisilmis topolojiye gore topolojik gruplar oldugundan

k

R*XR* >R, (k,l) > ——
( ) k2+12

fonksiyonu siireklidir [16].

Ispat: R* — R*, x — x”siirekli oldugundan
R*xR* — R*xR*, (k,1) > (k*,1°)
stireklidir.
R*XR* — R*, (x,y) —>x+y
nin siirekliliginden
R*XR* — R*, (k1) > k> +1°

stireklidir. O halde
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R*xR* — R*xR*, (k,1) - (k. k> +1°)
stireklidir.
O:R*XR*— R*, (x,y) > xy™

nin siirekliliginden ise

k
R*XR* >R, (k,l) > ——
( ) k2+12
stireklidir.
Ornek 2.1.2. C* , sifirdan farkli kompleks sayilarin kiimesi olmak iizere

(k,1),(p,r)e C* igin (k,I).(p,r)=(kp—Ir,kr+Ip) ile tammlanan kompleks sayilari
carpma islemi ve alisilmis topoloji ile birlikte topolojik gruptur [16].
Bu isleme gore C*nin bir grup oldugu aciktir. Burada birim eleman (1,0) ve bir

i
K2+12 kr+1?

(k,l)e C* nin tersi ( j dir. O halde C* nin bir topolojik grup

oldugunu gostermek icin
m:C*XC* - C*, ((k,l),(p,r)) - (kp—lr,kr+lp)

Ve

k I
C*—=C*, (k,1)—> -
" (k1) (k2+12 k2+12j

fonksiyonlarinin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Fakat
C*xC*— R, ((k,1),(p,r)) = kp—Ir
ve
C*xC*— R, ((k,1),(p,r)) —>kr+ip

fonksiyonlar siirekli oldugundan m stireklidir.

Diger yandan Ornek 2.1.1. den
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k
C*—>R, (k1) —>——
( ) k2+12
ve
CF R, (k)= ———
K +1?

fonksiyonlari siirekli oldugundan # stireklidir.
2.2. Esnek Topolojik Uzaylar

Tanmm 2.2.1. 7, U iizerindeki esnek kiimelerin bir kolleksiyonu ve E parametrelerin
kiimesi olsun. 7icin eger asagidaki sartlar saglanirsa 7 ya U iizerinde esnek topoloji

denir:

o dvelU , T nun elemanidir.
e 7 daki herhangi bir sayida esnek kiimelerin esnek birlesimi 7 ya aittir.

e 7 daki herhangi iki esnek kiimenin esnek kesisimi 7 ya aittir.

(U,7,E) igliisiine esnek topolojik uzay denir [5].

Bu boliimde U baslangic evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimelerde parametre

kiimesi tek ise esnek kiimeyi F), ile gostermek yerine F ile gosterecegiz.

Ornek 2.2.1. U ={a,,a,,a,} baslangic evrensel kiimesi, E ={e,,e,} parametre kiimesi

ve ’Z'=(&),U,{(e1’{al,az})(62,{(11,(12,(13})},{(el,{a3}),(ez,q))})olsun,

F={(el,{al,az})(ez,{al,az,%})} ,F'={(el,{a3}),(ez,cl>)} esnek kiimeleri igin

e & ve U, 7 nunelemanidir
e FAF'=® esnek kiimelerin esnek kesisimi 7 nun elemanidir.

e FUOF'=U esnek kiimelerin esnek birlesimi 7 nun elemanidir.
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(U,7,E) esnek topolojik uzay olur.

Tanmm 2.2.2. U bir baslangi¢ evrensel kiimesi, £ parametre kiimesi ve T={<i>,l7 }

olsun. 7 ya, U iizerindeki esnek indiskre topoloji ve (U,7,E) ye, U iizerinde esnek

indiskre topolojik uzay denir [5].

Tamm 2.2.3. (U,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun. 7 smifinin her bir elemanina

esnek acik denir. U baslangic evrensel kiimesinde F esnek kiimesinin esnek tiimleyeni

F¢ esnek acik ise F esnek kapalidir denir [5].

Ornek 2.2.2. Ornek 2.2.1. de ki F ve F' esnek agiga ornek gosterilebilir. F©=F'

oldugundan F esnek kapaliya 6rnektir.

Onerme 2.2.1. (U,7,E), U iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Her @€ E igin

7, ={F(a)IFet}, U iizerinde bir topolojidir [5].

ispat: Herhangi bir e E igin 7, ={F ()| F € 7} olsun. $imdi,

o &D,Ue 7 oldugundan ®,U € 7, drr.
{ (a)lie I} , T, daki kiimelerin bir kolleksiyonu olsun. Tim ie I icin F,e 7
oldugundan U_ F e 7 olup U_,F, (a)e 7, dr.

* F,Fet i¢in F(«a),F,(a)er, olsun. FAF,er oldugundan

F(a)nF,(a)et, olur.

Boylece her ore E icin 7,, U lizerinde bir topolojidir.
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Ornek 2.2.3. U ={q,,a,,a,} baslangic evrensel kiimesi ve E={¢,e,} parametre
kiimesi olsun. Tz{ti),U,E,FZ,Ig,FJ icin U lizerinde F|,F,,F,,F, esnek kiimeleri

asagidaki gibi tanimlansin.

F (e)={a,} F(e,)={a}

F,(e)={a,a,} F,(e,) ={a.a,}
173(61):{“1"12} F3(ez):U
F4(el):{al’a2} F4(ez)={al,a3}

Burada 7, U iizerinde bir esnek topolojidir ve (U ,Z',E) , U {izerinde bir esnek

topolojik uzaydir.

., :{CI)’U’{az} ’{az’%}{al’az}}

ve

., ={CI>,U,{al} ,{al,a3}{al,a2}}

U iizerinde birer topolojidir.

Onerme 2.2.2. (U T, E ) , U tzerinde bir esnek topolojik uzay ve V, U nun bostan

farkls bir alt kiimesi olsun. Her @€ E iin (V.7, ). (U.7,) nmn bir alt uzayidir [5).

Tanim 2.2.4. (U T, E ) , U iizerinde bir esnek topolojik uzay ve V, U un bostan farkli

bir alt kiimesi olsun.
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ya V iizerindeki esnek alt topoloji adi verilir ve (V,7,,E) ye (U,7, E)nin bir esnek alt

uzayt denir [5].

Ornek 2.24. U ={a,,a,,a,} baslangic evrensel kiimesi, V ={q,,a,} kiimesi U nun
bir alt kiimesi ve E ={e,,e,} parametre kiimesi olsun. Tz{ci,E,FZ,I%,F4,U} icin U

uzerinde F|, F,, F,, F, esnek kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin.

F (e)={a,} F(e,)={a}

F,(¢)={a,.a;} F,(e,)={a.a,}
F(e)={a,a.} F(e)=U
F(e)={aa} Fy(e) ={a,a:}
Buna gore

"Fi(e)={a} "Fi(e))={a)}
"F,(e,)={a,} "F,(e,)=V
"Fi(e)=V "F(e)=V
VE,(e)=V 'F,(e,)={a}

olur. Burada agik¢a goriildiigii gibi 7, ={Ci>,vFl, F,,"F,=V, VF4,\7} esnek topolojik

uzay olusturur. (V,TV E ) , (U T, E ) nin bir esnek alt uzayidir.

Tanim 2.2.5. x, U baslangic evrensel kiimesinin bir elemani olsun. Eger x€ F'C F
olacak sekilde F' esnek acik kiimesi varsa, F' esnek kiimesine x in esnek komsulugu
denir. x in tiim esnek komsuluklarinin koleksiyonuna x in esnek komguluk sistemi

denir [8].
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Ornek 2.2.5. U ={a,,a,,a,} baslangig evrensel kiimesi ve E={e,e,} parametre
kiimesi olsun. T:(Cf),{(el,{al,az})(ez,{al,az,a3})},{(el,{a3}),(ez,cl>)},U) olmak iizere

F= {(el,{al,az})(ez,{al,az,%})} bir esnek acik kiimedir.

Burada @, € F dir. F'={(el,{a1,a2,a3}),(ez,U)}

a, € F ZF'olup F',a, inesnek komsulugudur.

Tamm 2.2.6. 5, sonlu esnek kesisim altinda kapali bir esnek kiimeler ailesi olsun. Bu

durumda /A bazi tarafindan iiretilen esnek topoloji {&D,U} U{JI |1 c B} dir [8].

Tanim 2.2.7. Esnek kiimelerin herhangi bir S ailesi icin, S tabani tarafindan iiretilen

esnek topoloji, {F, N...AF, | F,,....F, € S} tabam tarafindan iiretilen esnek topolojidir

[8].

Tamm 2.2.8. (U,7,E) ve (U',7',E') birer esnek topolojik uzay ve ¢:U —»U",
@: E — E' birer fonksiyon olsun. Eger asagidaki sart saglanirsa (@,¢): ExU — E'XU'

fonksiyonuna esnek siireklidir denir;

(SC1): Her xeU ve ¢(x) in her F' esnek komsulugu igin

o(x)E (((p,¢))(F) C F'olacak sekilde x in bir F esnek komsulugu vardir [8].

Ornek 2.2.6. U ={a,b,c}, E={e..e,}, U'={x,y,2}, E'={e¢,,e,'} olsun.

U ve E iizerindeki esnek topoloji

& =(8.0.{(e [0} (esfab))} (e fe}) ()

U' ve E' lizerindeki esnek topoloji
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=B [ e o D)D) (e )
olmak iizere

¢:U ->U', ¢: E— E' fonksiyonlar1 i¢in

¢(a)=x ple)=¢,’
¢(b)=x ple,)=¢'
#(c)=y

olsun. aeU , ¢(a)=x in 7, deki esnek acik komsulugu {(e1 {x, z}),(e2 {x z})}
esnek kiimesidir ve diger esnek komsuluklar1 bu elemani kapsar. $imdi anin 7, de agik

aé {(el,{a,b}),(ez,{a,b})} komsulugu icin

¢(‘1) =x€ (o, ¢)) ({(el,{a,b}),(62,{(1,1?})}) :{(el ',{x}),(ez ',{x})} c {(el RES Z})’(ez BES Z})}

olur buda a da (@,¢) nin siirekli oldugunu gosterir.

beU ¢(b)=x xin 7, dekiesnek agik komsuluklar {(e, ', {x,z}).(e, " {x.2})} esnek
kiimesidir ve diger esnek komguluklar1 bu elemani kapsar. $imdi b nin 7, de agik

bé {(el,{a,b}),(ez,{a,b})} komsulugu icin

#(b)=x€ (9.9)) ({(el,{a,b}),(ez,{a,b})}) :{(el ',{x}),(ez ',{x})} c {(el W Z})’(ez W, Z})}

olur buda b de (@, @) nin siirekli oldugunu gosterir.

ceU ¢(c)=y nin 7, deki esnek agik komsuluklari {(el o)) (e, ',{y})} esnek

kiimesidir ve diger esnek komsuluklar1 bu elemani kapsar. Simdi cnin 7, de agik

c€é {(el,{c}),(ez,{c})} komsulugu i¢in

¢(C) =x€ ((Q ¢)) ({(el’{c})’(eZ’{c})}) i{(61 ',{y}),(62 "{)’})} - {(el ',{y}),(€2 "{)’})}

olur buda cde (@,¢) nin siirekli oldugunu gosterir.

Biitiin noktalarda siirekli oldugundan bu (@, @) esnek fonksiyonunu esnek siireklidir.
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Genel topolojide, siireklilik kavramini tanimlamanin birka¢ esdeger yolu vardir. O
zaman bunun esnek kiime teorisinde olup olmadigimi sorgulamak dogaldir. Bu soruyu

cevaplamak icin, bir fonksiyon iizerinde asagidaki kosulu tanitalim.

(SC2): Heresnek acik F'e 7' igin, ¢ (F") ters goriintiisii de esnek aciktir.

Onerme 2.2.3. (SC2) sart1 saglanirsa, (SC1) saglanir. Fakat tersi dogru degildir [8].

Bazen E=E've ¢=id 6zel durumlar1 kullanacagiz. Bu durumlarda esnek siireklilik

icin tamim asagidaki gibi alinacaktir.

Tanmm 2.2.9. ¢:U ->U" icin asagidaki sartlar saglanirsa ¢ ye (U,7,E) den

(U "t E ) ye esnek siirekli fonksiyon olarak adlandirilir;

e Her xe U ve ¢(x) in her F'esnek komsulugu i¢cin (@)(F) € F 'olacak sekilde x

in bir F esnek komsulugu vardir [8].

Onerme 2.2.4. (U,Z',E) ve (U',Z",E) iki esnek topolojik uzay ve T'={<i>,lj'}
indiskre esnek topoloji olsun. ¢:U — U esnek fonksiyon olsun. (I,,¢) fonksiyonu

esnek sureklidir.

Ispat: Her xe U i¢in ¢(x) in tek esnek agik komsulugu U’ olur. x in U acik

komsulugu i¢in ¢(l7 ) &U" olup ¢ esnek siireklidir.

Tamm 2.2.10. Eger hem ¢ hem de ¢ esnek siirekli ise, ¢:U — U ' birebir ve orten

fonksiyona (U,7z,E) den (U',7',E) ye bir esnek homeomorfizm denir [8].



25

Tamm 2.2.11. Herhangi esnek topolojik uzay (U,7,E) ve (U'\7.E') i¢in
{FXF'IFet,F'et’}, UxU’ iizerinde 7, esnek topoloji iiretir. (UxU’,7,,EXE")

esnek uzayma (U,7,E) ve (U',z',E") nin esnek ¢carpim uzay: denir [8].

2.3. Esnek Topolojik Grup

Burada, esnek topolojik grup kavrami ve 6zellikleri ele alindi. Daha fazla ilerlemeden

once bir 6rnek gosterelim.

Ornek 2.3.1. E={e,,e,} vetda Riizerinde

{®.ExR} O{Ex(-¢.£)1£>0}O{{(e,r)} I re R]

Of{(ey.x)Ir—e<x<r+e}ire R,e>0,0¢ (r-¢,r+¢))

alt baz1 tarafindan iiretilen esnek topoloji olmak {izere (R, T,E ) bir esnek topolojik

uzaydir. Eger R, toplamsal grup (R,+) olarak goz oniine ahnir ise ~':R — R esnek

stireklidir. Ciinkii eger F yukarida tanimlanan 7 esnek topolojisinin alt bazinda ise

F™' de alt bazin elemanidir.

Ayrica iddia ediyoruz ki +: RXR — R de esnek siireklidir. a,b # 0 i¢in (a,b) de esnek

stireklilik agiktir. Kabul edelim ki a=0ve b#0 olsun. b nin herhangi bir F esnek

komsulugu igin bir £>0 vardir 6yle ki {(e,,b),(e,,x)I1b—e<x<b+e}EF dir. Bu
durumda yeterince kiiciik £>0 icin (0,b)€ F’ ve F’
({(e.0)}x{(e,.0)}) O((Ex(-€".€))x{(e,. x)1b—&" < x<b+£7}) ile verildiginde F’
niin + altinda goriintiisiiniin {(el,b),(ez,x) lb—e<x< b+8} & F nin bir esnek alt
kiimesi oldugu agiktir. Bu da + nin (0,b)de esnek siirekli oldugunu gosterir. Benzer

sekilde a # 0 i¢in (a,0)da ve (0,0) da esnek siirekli oldugu gosterilebilir.

Ancak bu esnek uzay (R,7,E) asagidaki kosulu saglamaz:
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e Her (1,,r,)€ RXR ver, +r,€ R nin esnek komsulugu Ficin, F, + F, C F olacak

sekilde 7,7, nin sirasityla Fve F, nin esnek komsuluklar: vardir.

Bunu gormek i¢cin 5’in bir esnek komsulugu {(el,S),(ez,x) [4<x< 6} alalim. O 1n her
F esnek komsulugu icin, (EX(—¢,,€,))EF olacak sekilde bir &, >0 bulunur.
Buradan (F+F')(¢)in (5—¢€,,5+¢,) icerdigini belirterek, 5 in higbir F’ esnek
komsulugu icin F+ F’ & {(el,S) , (ez, x) [4<x< 6} saglanmaz.

Bizim amaclarimiz icin her (g,h)e GXG ve g*he G nin F esnek komsulugu igin,

F,*F, C F olacak sekilde swrasiyla g,h esnek komsuluklart F, ve F, var olmasi

uygundur. Yukaridaki ornek, bu 6zelligin, GXG iizerinde esnek carpim topolojisi ile
*:GXG — G grup isleminin esnek siirekliliginden gelmedigini gostermektedir. Bu

nedenle, bu 6zellik esnek topolojik grup taniminda agik¢a sart olarak eklenmelidir [8].

Tamm 2.3.1. G=(G, *, 1) birim eleman1 1, olan bir grup olsun. Eger 7 bir E
parametre kiimesi ile G lizerinde bir esnek topoloji ve
® Her (g,h)e GXG g*he G nin F esnek komsulugu icin F, *F, C F olacak
sekilde sirasiyla g,h esnek komsuluklart F, ve F, vardir.
e G — G ters fonksiyonu da esnek siireklidir.

Sartlar1 saglamyor ise (G, 7, E) ye bir esnek topolojik grup denir [8].

NOT: Burada e sembolii G grubunun birim elemanini gostermek i¢in degil, sadece
parametre gostermek icin kullamlacaktir. Birim eleman 1, ile veya herhangi bir
karigiklik ortaya ¢ikmadiginda sadece 1 ile gosterilecektir. Ayrica g,he G i¢in g *h

yerine gh yazilacaktir [8].

Literatiirde, 6rnegin [7] referansinda esnek grup, her e€ E i¢in G nin bir alt grubu ise

bir F esnek kiimesi bir esnek gruptur seklinde tanimlanir. Burada, her esnek acik
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kiimenin bir esnek grup olmasi gerekmez. Kavramimiz kelimenin tam anlamiyla bir
grup iizerinde bir esnek topolojik yapidir. Bu tanimi su nedenle sectik: Esnek topolojik
grup kavramu, genel topolojik grup kavrammin dogal bir uzantis1 olmaldir. Ozellikle, E
parametre kiimesi tekli oldugunda, iki tanim Ortiismelidir ancak her bir esnek agik

kiimenin bir esnek grup olmasi sarti koysak, E tek elemanli kiime oldugunda bile iki

kavram farkhdir. (Tiim agik kiimelerin alt grup olmadig: diskre topolojik uzay1 (Z,+)

gdz Oniine almabilir.) Bu nedenle okuyucu, esnek topolojik grup taniminin farkli

oldugunu akilda tutulmalidir [8].

Onerme 2.3.1. (G,7,E) esnek topolojik gruptur ancak ve ancak her x,ye G ve
xy'e F ye sahip her esnek acik F icin, FF," &F, x& F,, yéF, olacak sekilde

F,,F, esnek ac¢ik kiimeleri vardir [8].

Ispat: (:>) Esnek topolojik grup tanimina gore x€ F,', y ' E F," ve F,'F,' € F olacak
sekilde F,' ve F,' esnek agik kiimeleri vardir. Ters eleman fonksiyonunun esnek
siirekliliginden y& F," ve (F, ")_1 C F,' sartin1 saglayan bir F," esnek acgik kiimesi
vardir. Buradan x& F,' , yé F,"ve F,'(F,") & F,'F,' & F du.

(&) x'€ F olacak sekilde F esnek acik kiimesi vardir. x' =1.x"' oldugundan 1€ F,,

xéF, FEF," &F olacak sekilde F, ve F, esnek acik kiimeleri vardir. Buradan

Fz_1 C F elde ederiz, bu ters eleman fonksiyonunun esnek siirekli oldugunu gosterir.

F , xy€ F sartin1 saglayan esnek acgik kiime olsun. xyzx(y_1 )_1 oldugunu dikkat
edilirse xé F, , y'€F, ve EF,” &F olacak sekilde F,, F, esnek acgik kiimeleri
bulunur. ~':G — G esnek siirekli oldugunu gosterdigimiz icin, y€ F,' ve (F,")" & F,
olacak  sekilde  bir F," esnek agik  kiimesi  bulunur. Buradan
FF' = F((F)" )_1 & FF,'& F dir. Buda :GXG—G nin esnek siirekliligini

kanitlar.



BOLUM 3

ESNEK TOPOLOJiK GRUPLARIN KATEGORISi

Tamm 3.1. (G,®,) ve (H,®,) iki grup, E, ve E, parametrelerin kiimeleri ve
(G,7,E,) ve (H,7,,E,) srrastyla G ve H lizerinde esnek topolojik gruplar olsun.
fi:E, — E, bir fonksiyon ve g :G—H grup homomorfizmas: olacak sekilde
(fl,gl):<G, TI,E1> - <H,Z'2,E2> esnek siirekli ise (f, g,) ye esnek topolojik gruplarin

morfizmi denir.

(G,7,E,) ve (H,7,,E,) esnek topolojik gruplar olmak iizere (G,7,,E,) ve (H,7,,E,)

arasindaki tiim morfizmleri belirtmek icin Hom (<G, 7., E, > , <H Ty, E2>) kullanacagiz.

Tanm 3.2. (f,.g,).(f.. &, )€ Hom((G,7,E),(H,7,,E,)) olsun. (f,,8,) ve (f,.&,)

igin (fl’gl):(fZ’gZ) ise fi=f, ve g =g, dir

Tanim3.3. G izerinde esnek topolojik grup (G,7,E) olsun.
I, =(1.,1;):(G,7,E) >(G,7,E) (Birim fonksiyonun esnek siirekli oldugu agiktir.)

I, ye esnek topolojik gruplarin birim morfizmi kisaca birim morfizm denir.

Onerme 3.1. (U,.7,E,), (U,.7,,E,) ve (U,,7,,E,) birer esnek topolojik uzay ve

g:U -U,, f,:E —-E,, g,:U,=>U, ve f,:E, = E, birer fonksiyon olsun.
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(fi.8):E XU, = E,xU, ve (f,,8,): E,xU, = E,xU, birer esnek siirekli fonksiyon

olsun. Bu durumda

((fZ’gZ))o((fl’gl)):(fzofl’gzogl)

de esnek siireklidir.

Ispat: Her xe U ve g, (x) in her F'esnek komsulugu i¢in g, (x)é& ((fl,gl))(F) cCF'
olacak sekilde x in bir F esnek komsulugu vardir.
Her y=g, (x) ve g, (g1 (x)) in  her G' -esnek komsulugu i¢in

8 (8 (x)E((fo.8,))o((f.8))(F)=(f,° f.8 8 )(F) &G olacak sekilde xin bir

F esnek komsulugu vardir. O halde (( 158, )) 0(( 18, )) de esnek siireklidir.

Teorem 3.1. Esnek topolojik gruplar ve esnek topolojik gruplarin morfizmleri birlikte

bir kategoridir.

Ispat: Kategorinin objeleri esnek topolojik gruplar ve morfizimleri esnek topolojik

gruplarin morfizmleridir. (G,®1) , (H ,®2) ve (M ,®3) birer grup ve (G,7.E)) ,
(H,7,,E,) ve (M,7,,E,) esnek topolojik gruplar olsun. f,:E = E,, f,:E, > E,

birer fonksiyonve g,:G —> H , g,: H — M birer grup homomorfizmi olmak iizere
(f,.8 )€ Hom({(G,7,,E,).(H,T,,E,))

(f..8,)€ Hom({H,z,,E,),(M,7,,E,))
olsun. Kategorinin kismi bileske islemi
(f2.8:)o(f8) > (frofi.8:08)

seklinde esnek topolojik gruplarin morfizminin bileskesi olarak tanimlansin.

f, ve f, iki fonksiyon olup bu iki fonksiyonun f, o f, bileskesi de bir fonksiyondur.
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g, ve g, iki grup homomorfizmas: olup bu iki grup homomorfizmasinin g,og,

bileskeside bir grup homomorfizmasidir.

(f,.8,)°(f,.g ) iki esnek siirekli fonksiyonun bileskesinin esnek siirekli oldugunu

Onerme 3.1. den biliyoruz.

Birlesme ozelligi :
(N,®,) bir grup, (N,7,,E,) esnek topolojik grup f,:E, —E, bir fonsiyon,
g;:M — N grup homomorfizmast igin ( f;,g,)e Hom((M,z,,E,),(N,z,,E,)) olsun.
Buradan (f3,g3)0|:(f2,g2)0(]ﬂ,g1)]

=(fs:8;)o(fo0f1.8.°8)

:(f3°(f2°fl)’g3°(g2°g1))

(fonksiyonlarin ve grup homomorfizmasinin birlesme 6zelliginden)

=((fiof)ofiolgs08:)° 1)

=[(£io£,)-(85°8,)]°(f.g) olur.
Birimlilik 6zelligi :
Her (G,7,,E,) objesi i¢in
I, :E, —> E, birim fonksiyonu ve I;:G — G birim homomorfizm olmak izere
I, € Hom({G,7,,E,),{G,7,,E)) esnek topolojik gruplarin birim morfizmi vardir.
(f.8,):(G.7.E)—(H,7,,E,) iken

(fi-80)°Ly, =(fi-8) (L T6) = (fi oL 810L6) = (fio21)
dir.
(K,®") bir grup, (K,7,,E.) bir esnek topolojik grup

(f..8.)e Hom((K,7,,E;),(G,7,,E,)) olsun. Buradan

IFG o(f4’g4):(IEI’IG)O(f4’g4) :(IEl ° fy 1 °g4) :(f4’g4)
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olur.

Kategori olmanin biitiin sartlar1 saglanir. Bu sekilde olusturulan kategoriye esnek

topolojik gruplarin kategorisi denir ve STGrp ile gosterilir.

Onerme 3.2. (G,®,) ve (H,®,) iki grup , E, ve E, parametrelerin kiimeleri ve
(G,7,E,) ve (H,7,,E,) swrasiyla G ve H lizerinde esnek topolojik gruplar olsun.
fi:E, — E, bir fonksiyon ve g, :G— H bir grup homomorfizmas1 olacak sekilde
(fi.8): <G, TI,EI> - <H,2'2,E2> esnek topolojik grup morfizmi i¢in

(i) f, birebir fonksiyon ve g, birebir grup homomorfizmi ise (f,g,)

moniktir.

(ii) f, orten fonksiyon ve g, rten grup homomorfizmi ise ( f;,g,) epiktir.

(iii) (f,,g,) izomorfizm ancak ve ancak ( f,g,) esnek homeomorfizmidir.

Ispat:  (i). (M,®') bir grup (M,7,,E,) esnek topolojik grup ve

(fo,8,):(fs-85)€ Hom(<M,T3,E3>,<G,TI,E1>) olmak iizere

(fl’gl)o(fZ’gZ):(fl’gl)o(f3’g3)

olsun. Bu durumda

(fiofr8°8:)=(fiofn8°8)
olup fiof,=fof, ve g 08, =g,0g, dir. Buradan f, birebir fonksiyon ve g, birebir
grup homomorfizmi oldugundan f, = f,, g, =g, dir. (f,,&,)=(f;&;) olur ki buda
(f;»&,) in monik oldugunu gosterir.
(ii). (N,®,) bir grup (N,7,,E,) esnek topolojik grup ve

(f..8.).(fsr85)€ Hom((H,Tz,E2>,<N,T4,E4>) olmak iizere

(f4’g4)o(fl’gl):(fS’gS)O(fl’gl)
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olsun. Bu durumda

(f4°fl’g4°g1):(f5°f1’g5ogl)

olup f,o f, = fso f, ve g,08, = gs0g, dir. Buradan f, ve g, orten oldugundan
fi=1s, 8,=g&5 olup (f4,g4) = (fs,gs) olur. Buda (fl,gl) in epik oldugunu gosterir.
(iii). (f,,g,) izomorfizm olsun.

(f;.85)€ Hom({H,7,,E,),(G,7,.E,)) f;:E, > Eve g;:H—>G &yleki
(£i-81)°(fs86) =1,

(fi-81)(fer86)=(1s, 1)

(o fir81°86) = (I, 1)

fiofe=1Ig ve gioge=I,  ...(A)

(fi-86)o(f-81) =1},

(fo-86)o(f8)=(15.16)

(foofi85°8)=(15:1)

Joofi=1 ve ggeg =1 ... (B)

olacak sekilde (fﬁ,gﬁ) morfizmi vardir.

(A) ve (B) den dolay1 f, ve g, birebir ve ortendir. Tersinin ispat1 agiktir.

Onerme 3.3. (G,®,) ve (H,®,) iki grup , E, ve E, parametrelerin kiimeleri ve
(G,7,E) ve (H,7,,E,) swastyla G ve H iizerinde esnek topolojik grup ve
(f.8,):(G.7,E )~ (H,7,,E,) esnek topolojik grup morfizmi olsun. ( f,, g, ) monik

ise g, birebirdir.
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Ispat. K =ker(g,) olsun.
(I P ) : <K yTes E1> - <G, 7, E1> bir esnek topolojik grup morfizmidir. Burada
I, :E, — E, birim fonksiyondur.

IIk olarak i:K — G igine fonksiyondur. Bu icine fonksiyonun grup homomorfizmi

oldugunu gosterelim.

x,ye K i¢in i(xy)=xy=i(x)i(y)oldugundan grup homomorfizmidir.

Simdi (IE1 , i) : <K, Ty El> - <G, T, E1> esnek siirekli oldugunu gosterelim. 7, , 7 nun
iizerinde esnek alt topolojisidir. Ispatt Onerme 2.2.2. den yapacagiz.

Her esnek acik A'e 7 i¢in i_l(A') ters goriintiisiiniin de esnek acik oldugunu

gostermeliyiz.
i_l(A')zA'ﬁK € 7, olur buda ters goriintiisiiniin agik oldugunu gosterir. Buradan

(I P ) nin esnek siireklidir.

(IEl,ga):<K,rK,El> —(G,7,E))

I, :E, > E, birim fonksiyon, g,:K—G asikar grup homomorfizmi(trival
homomorfizm) olsun. Ilk olarak g, :K — G nin grup homomorfizmasi oldugunu

gosterelim:

x,ye Kigin g, (xy)=1,=I,,=g,(x)g,(y) oldugundan grup homomorfizmi olur.
Simdi (IE1 , ga) : <K, TK,E1> — <G, T, E1> esnek siirekli oldugunu gosterelim.

Her esnek agik A'e 7 igin  g,'(A') ters goriintiisiiniinde esnek agik oldugunu
gostermeliyiz.

K,I.eA
D, 1. ¢A

g;(A')={



34

K,®e 7, oldugundan esnek agiktir. Buradan (IEl,ga) nin esnek siirekli oldugu

goriiliir.

(IEI ’i)

K.7. .E
(Ko7 1)%<G,TI,EI>%U“&) (H,7,,E,)

(K7 E) )y

(fl,gI)O(IEl,i)=(f1,g1)0(IEl,gu) olup (fl,gl) monik oldugundan
(IEl,i):(IEl,ga) ve buradan i=g, olur
Her x,ye K =ker(g,)

i(x)=g,(x) ise x=1, ve i(y)=g,(y) ise y=I1, ki buradan x=y olup

K =ker(g,)={1,} tek elemanli oldugunu gésterir. O halde g, birebirdir.

Onerme 34. (G,®,) ve (H,®,) iki grup , E, ve E, parametrelerin kiimeleri ve
(G,7,E,) ve (H,7,,E,) swastyla G ve H lizerinde esnek topolojik grup ve
(fl,gl):<G,Tl,E1> %<H,Z'2,E2> esnek topolojik grup morfizmi olsun. ( f;, g, ) epik ise

g, ortendir.

Ispat: K=Im(g,)
g, H — H /K kanonikal epimorfizm

g, H — H /K asikar homomorfizm

Uets) g K 7. E
<G,T1,E1> (fi.81) 5<H,T2,E2> < ’T3’ 2>

1z, &) s(H/K,z,,E,)



35

T, :{cb,%} yani esnek indiskre topolojidir. Onerme 2.2.3. de (IEl,gz) ve (IEl,g3)

indiskre topolojinin esnek siirekli oldugunu gosterildi. Bu da ispati tamamlar. g, epik

bir grup homomorfizmi ise g, in drten oldugunu [17] de asagidaki gibi ispatlamustir.
Kabul edelim ki g, Orten olmasin. g, orten olmadigindan |H 'K | >1dur.

Ik olarak |H K | =2 alalim.

(IEz’gz)o(fl’gl):'t(IEz’gS)O(fl’gl)
8,08 # g,08, (trivial oldugunu biliyoruz.) g, # g, ise (f,,g,) epik degildir.

Simdi |H :K|>2 oldugunu varsayalim. K, = Kh ve K, =Kh, olmak ilizere H nin
K,,K, # K olmak iizere iki ayr1 sag koseti vardir. b = h'h, yerine koyun ve Kb=K,
ve K,b™' =K, oldugunu unutmayin. S, , H iizerindeki simetrik grubu gostersin ve

oe S, ile verilsin

hb, he K,
o(h)={hb", he K,

h, diger durumlarda
Tim ke K ve he H igin 0’ =1, ve ayrica o(kh)=ko(h) olduguna unutmayalim.
he H igin, A, , 4,(x)=hx(xe H) ile verilen S, nin elemam olsun. O zaman
yukaridaki inceleme tiim k€ K icin o, = 4,0 verir. g, g,:H =S, yi g (h)=4, ve
g (h) =0/A,0 ile tanimlaymn ve bu haritalarin her ikisinin de grup homomorfizmalar1
olduguna dikkat edin. ke K icin, g,(k)=cdo=4c’=1 =g, (k) , yani
8./, = &,/, ye sahibiz. Ote yandan, enin H nin gosterdigini bilerek, elimizde

g (h)(e)= G/lhlG(e) =o(h)=h#h= A, (e)=g,(h)(e) bulunur. Boylece g, # g,

olur. Bu nedenle epik degildir ve ispat tamamlanmustir.
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Onerme 3.5. (G,,®) ve (G,,[) ) birer grup ve G,xG, direkt ¢arpim grubu olsun.
(G,,7,,E,) ve {G,,T,,E,) esnek topolojik grup ve {F,XF,,F,et,i=12} tarafindan
tiretilen esnek topoloji 7 olsun. (G, xG,,7,E XE,) esnek carpim esnek topolojik

gruptur. Burada E, X E,, E, ve E,nin kartezyen ¢arpimudir.

Ispat: (G,,7,,E,) bir esnek topolojik grup ise x,ae G, ve xa '€ F'olan F' esnek acig1
icin xé F', aé F,' ve F,'F," & F' olacak sekilde F,'ve F,"esnek agiklari vardir.
(G,,7,,E,) bir esnek topolojik grup ise y,be G, ve yb™' € F"olan F" esnek acig1 i¢in
yEF",bEF," ve F"F,""' & F" olacak sekilde F,"ve F," esnek aciklar1 vardir.
(x,y).(a,b)e G, xG, igin (xail,ybfl)e G XG, dir. xa'€F' ve yb'éF" olup
xEF', aéF,', yé K", b& F,"vardr ve (xa”,yb' ) F'F,"'SF"F," € FXF"

olur buda (G, xG,,7,E X E,) esnek ¢carpimin esnek topolojik grup oldugunu gosterir.

Tanmm 34. (G,,7.E) ve (G,,7,,E,) birer esnek topolojik grup olsun. Bu esnek
topolojik gruplarm ¢arpimi olan (G, XG,,7,E XE,) esnek topolojik grubuna carpim

esnek topolojik grup denir.

Onerme 3.6. (G,,7.E)) ve (G,,7,,E,) birer esnek topolojik grup ve

(G,xG,,7,E xXE,) carpim esnek topolojik grubu olsun.
P tEXE, > E, , q;:GXG, > G,

P, tEXE, > E,, q; :G xXG, > G, olmak iizere
(P45 ):(G,xG,.7.E XE,) —>(G,.7,. E,),

(P,,.4,):(G X G,.7. E X E,) = (G,.7,,E,) birer esnek topolojik grup morfizmidir.



37

Ispat. 45 G, XG, > G, ve q; G xXG, > G, nin bir grup homomorfizmi oldugu

aciktir.

(PEl N ) esnek siirekli oldugunu gosterelim:

Her xe G, ve ye G, olup (x,y)e G, xG, dir ve 9, (x,y)=x in her F' esnek
komsulugu icin g, (x,y)é (PEl .4, )(F'x F,)=F'&F' olup (PE] .4, ) esnek siireklidir.

Aym sekilde (PE2 N ) de esnek siireklidir.

Onerme 3.7. STGrp da objeleri (G,,7,,E,) ve {(G,,7,,E,) ve {F,XF,,F et,i=1,2}

tarafindan iiretilen topoloji 7 olsun. (G, XG,,7, E X E,) carpim belirtir.

ispat. (H,0,E) , STGrp da bir obje ve (e.a,):(H,0,E)—(G,7.E) ve

(,b’l,ﬁz) : <H, T, E> - <GZ,TZ, E2> birer esnek topolojik grup morfizmi olsun.

(0.2)=((a.).(B.5,)):(H,0,E) > (G,xG,,7,E XE,)  seklinde tanimlansm.
(,,8,):H—>GxG, , heH i¢in (&.pB)(h)=(a(h),B,(h)) bir grup
homomorfizmidir.

Ayrica her he H ve y(h) in her F’ esnek komsulugu icin (¢.a,), (5,./,) esnek
sirekli oldugundan her he H ve a,(h) in her F esneck komsulugu igin
a,(h)€ (e, a,)(F) & F olacak sekilde F, esnek komsulugu ve benzer sekilde her
he H ve B,(h) in her F, esnek komsulugu icin £, (k)€ (B,5,)(F,) & F, olacak
sekilde = F, esnek komsulugu  vardir.  Buradan her heH ve
2(h)=(a,.5)(h)=(a,(h),B,(h)) m her (F,F)) esnek komsulugu icin
(5 8)(h)E ((e4,), (B, B.))(F, F,) € (FF,) oldugu agikur. Buradan (3, 7)
esnek siireklidir. Bu da (&, x) fonksiyonunun var oldugunu gosterir. Simdi (&, %) nin

tek oldugunu gosterelim.
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(7.6):(H,0,E)—(G,xG,,7,E,XE,)

(PEI,CIG])O(%H):(O{I,O@) ve (PEZ,qGZ)o(y,G):(,Bl,ﬁz) olacak sekilde bir baska

esnek topolojik grup morfizmi olsun.

proY=pgotdise y=¢ ve gz o0=q, oy ise @=y olup (&,y) tektir.

(G, *xG,,T,E XE,)
\
(PE,’qG]) 4 (PEZ’QGZ)
(G,,7,, E) (&%) (G,,7,,E,)
(o, 2) (B.5.)
(H,o,E)

Sonug¢ 3.1. STGrp da objeleri {<Gi,z'i,Ei>},1SiS n ailesi ve HE,E € 7, tarafindan

i=1

tiretilen topoloji 7 olsun. (H G,z H E;) carpim belirtir.

i=1 i=1

(gGi,T,I;[Ei) (PEf,qu)\<Gj,rj,Ej>

v f

(H,o,E)
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Onerme 3.8. (Bitis objesi) 1, tek elemanli grup, 7 esnek indiskre topoloji ve {e} tek
elemanli parametre kiimesi olmak iizere (1,,7,{e}) esnek topolojik grubu STGrp un
bitis objesidir.

Ispat. (H,o,E,)esnek topolojik grup olsun. (f;,g,) esnek siirekli oldugunu 7 esnek

indikre topoloji oldugundan soyleriz.

(fi.81)
(H,o0,E,)—"251,,7,{¢,})
g, :H —{1,} sabit fonksiyon tekdir.

f, 1 E, —>{e} sabit fonksiyon tekdir.

Dolayistyla buradan (f;, g,) de tektir.

Sonug 3.2. STGrp kategorisinde carpim ve bitis objesi vardir. O halde bu kategori bir

simetrik monoid kategoridir.
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