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OZET

Catilandirilmus Bir Egri Ile Baglantili Integral Egrileri

Zeynep BULBUL

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi

Danisman: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi bes béliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmis olup, bu béliimde literatiir 6zeti, tezin amaci

ve orjinal katki verilmistir.

ikinci béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda tez boyunca kullanilacak olan egriler ile

ilgili baz1 tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.

Ugiincii béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda singiiler noktalara sahip olan egrileri
incelemek icin tanimlanan catilandirilmis egri kavramina yer verilmistir. Bu tir
egriler boyunca taniml hareketli ¢catinin Frenet tipi formiilleri elde edilerek, bir
regiiler egrinin egriliine benzer sekilde c¢atilandirilmis egrinin egriligi
tanimlanmistir. Daha sonra catilandirilmis helis, catilandirilmis slant helis ve
catilandirilmis  rektifiyan egri tanimlar1  verilerek, bu tiir egrilerin
karakterizasyonlar1 ifade edilmistir. Ayrica bir regiiler egrinin egrilikleri ile

catilandirilmis egriligi arasindaki iliskiler de verilmistir.

Tezin orijinal kismini olusturan dérdiincii béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda
catilandirilmis  bir egri ile baglantili baz1 yeni egriler tanimlanmistir.
Catilandirilmis bir egrinin bazi vektér alanlarinin integral egrileri olarak

tanimlanan bu yeni egriler, sirasiyla, ¢atilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu

viil



egrisi, catilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi ve c¢atilandirilmis
Darboux dogrultu egrisi olarak adlandirilmistir. Bu yeni tanimlanmis
catilandirilmis egrilerin catilandirilmis egriligi ile verilen g¢atilandirilmis egrinin
catilandirilmis egriligi arasindaki iliskiler elde edilmistir. Elde edilen iligkiler

kullanilarak bu tiir egriler i¢in baz1 karakterizasyonlar verilmistir.

Son bolimde ise bu tezde elde edilen sonuglardan bahsedilmistir ve bazi

onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Catilandirilmis egri, catilandirilmis helis, ¢atilandirilmis slant

helis, catilandirilmis dogrultu egrisi.
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ABSTRACT

Integral Curves Connected With a Framed Curve

Zeynep BULBUL

Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa DULDUL

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is reserved for the introduction, and in this chapter, the literature

summary, the aim of the thesis and the original contribution are given.

In the second chapter, some definitions and theorems about curves that will be

used throughout the thesis in 3-dimensional Euclidean space are mentioned.

In the third chapter, the concept of framed curve, which is defined to examine
curves with singular points in 3-dimensional Euclidean space, is given. By
obtaining the Frenet type formulas of the moving frame defined along such curves,
the curvature of the framed curve is defined similar to the curvature of a regular
curve. Then, by giving definitions of framed helix, framed slant helix and framed
rectifying curves, the characterizations of such curves are expressed. Also, the
relationships between the curvatures and the framed curvature of a regular curve

are given.

In the fourth chapter which constitutes the original part of the thesis, some new
curves associated with a framed curve in 3-dimensional Euclidean space are

defined. These new curves, which are defined as the integral curves of some vector



fields of a framed curve, are called as the framed generalized principal direction
curve, the framed generalized binormal direction curve, and the framed Darboux
direction curve, respectively. Relationships between the framed curvature of these
newly defined framed curves and the framed curvature of the given framed curve
are obtained. Some characterizations are given for such curves using the obtained

relations.

In the last part, the results obtained in this thesis are mentioned and some

suggestions are made.

Keywords: Framed curve, framed helix, framed slant helix, framed direction curve.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

3-boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, diferansiyel geometrideki en temel
calisma alanlarindan biridir. Egriler arasinda en ¢ok calisilanlar ise regiler
egrilerdir. Bu tir egriler icin literatiirde sadece farkhi egri tiirleri degil, ayni
zamanda belirli bir egri icin cesitli baglantili egrilerde vardir. Regiler egriler
arasinda ise en dikkat cekici olanlar helis egrileridir. Choi ve Kim [1], belirli bir
Frenet egrisinin asli-dogrultu egrisi ve binormal-dogrultu egrisi olarak
adlandirilan bazi yeni egrileri tanitmislardir. Frenet egrisi ile baglantili bu egrilerin
uygulamasi olarak, helisel egrileri bu egrilerin baglantili egrilerinden yararlanarak
karakterize etmislerdir. Ayrica diizlemsel bir egri kullanarak helisel egriler insa
etmek icin kuralsal bir yontem ortaya koymuslardir. Bu ¢alismadan esinlenerek
Macit ve Dildil [2] bir yiizey egrisi olarak teget normal slant helisleri

tanimlamiglar ve bu egriler i¢cin bazi karakterizasyonlar vermislerdir.

E3® OKlid uzayinda verilmis bir regiiler egrinin Frenet catisin1 ve egriliklerini
tanimlamak miimkiindiir. Ancak, E3 uzayinda bir uzay egrisinin bazi singiiler
noktalar1 olabilir. Bu singiiler noktalarda teget vektorler tanimli olmadig i¢in bu
noktalarda Frenet ¢atis1 olusturulamaz. Honda ve Takahashi [3] 2016’da singiiler
noktalara sahip egrileri incelemek i¢in ¢atilandirilmis egri tanimini vermistir. Bir
catilandirilmis egri, hareketli ¢atiya sahip bir uzay egrisidir. Bu tiir egriler lineer
bagimsizlik sartina sahip regiiler egrilerin bir genellemesidir. 2019'da singtiler
noktalara sahip rektifiyan egrileri incelemek icin Wang, Pei ve Gao [4]
catilandirnlmis  rektifiyan  egrileri  tamimlamislar ve  bu  egrilerin
karakterizasyonlarini vermislerdir. Bunun yanisira catilandirilmis helisleri de
tanimlayarak, catilandirilmis helisler ile c¢atilandirilmis rektifiyan egriler
arasindaki iliskiyi arastirmiglardir. 2020 yilinda Honda ve Takahashi [5], E3 Oklid
uzayinda c¢atilandirilmis  egrilerin  Bertrand ve Mannheim egrilerini
tanimlamiglardir. Okuyucu ve Canbirdi [6] ise catilandirilmis slant helisi

tanimlayarak, bu tiir egrilerin karakterizasyonunu vermislerdir.

1



1.2 Tezin Amaci

3-boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis egrilerle iligkili integral egrileri
tanimlamak ve yeni tanimlanan integral egrilerinin egrilikleri ile verilen

catilandirilmis egrinin egrilikleri arasindaki iliskiyi incelemektir.
1.3 Orjinal Katki

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis bir egri ile baglantili bazi
yeni egriler tanimlanmistir. Catilandirilmis bir egrinin vektor alanlarinin integral
egrileri yardimiyla tanimlanan bu yeni egrilerin egrilikleri ile verilen
catilandirilmis egrinin catilandirilmis egrilikleri arasindaki iligski elde edilmistir.
Elde edilen iliskiler kullanilarak bu tiir egriler icin bazi1 karakterizasyonlar

verilmistir.
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TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1 o«/cR- E™"a(t) = (al(t),az (t), ....,an(t)) diferansiyellenebilir
fonksiyonuna E™ de bir diferansiyellenebilir egri denir. Buradaki [ araligl «
egrisinin parametre araligl olarak tanmimlanir. t € I degiskenine de a egrisinin

parametresi denir.
Tanim 2.2 a: [ ¢ R - E™ diferansiyellenebilir bir egri olsun.

vil > R,v(t) =ll a'(t) |
seklinde tanimh v fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, || a’(t) [l R degerine de

a’'nin a(t)’'deki skaler hizi,

') = da (dal(t) da,(t) dan(t))
= T Tae T ae T dt

vektoriine de «a egrisinin hiz vektori denir.

Tanim 2.3 a:] ¢ R — E™ egrisi icin || a'(s) |l= 1 ise egriye birim hizh egri, s € I

parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tanim 2.4 a:] — E™egrisi i¢cin her noktadaki hiz vektori sifirdan farkh
(a'(t) # 0) ise a egrisine regiiler egri denir.

Tamim 2.5 E3 uzayinda birim hizh a: I - E3egrisi icin

t(s) = a'(s)

ile tanimh t(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir.

t fonksiyonu [ araliginin her bir s noktasina, a(s) noktasindaki a'(s) teget
vektoriinli karsilik getiren bir fonksiyondur. Buna gore ¢, a egrisi Ustiinde bir

vektor alanidir. Bu vektor alanina, a egrisinin birim teget vektor alani denir.
Tamim 2.6 E3 uzayindaki birim hizli a egrisi i¢cin

k:I->R, k() =t (s)ll
fonksiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu ve k(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir.



Tanmim 2.7 E3 uzayindaki birim hizl a egrisi i¢in k(s) > 0 olmak iizere

1
n(s) = Fs)t (S)
ile tanimh n(s) vektoriine, a’nin a(s) noktasindaki asli normal vektorii ve n’ye de
a egrisinin asli normal vektor alani denir.
Tanmim 2.8 E3 uzayindaki birim hizli a egrisi i¢in
b(s) = t(s) xn(s)

ile tanimh b(s) vektoriine, a'nin a(s) noktasindaki binormal vektorii ve b’ye de

a egrisinin binormal vektor alani denir.

Tamim 2.9 E3 uzayindaki birim hizh a egrisinin Frenet vektér alanlari t, n, b olmak
uzere

T:R - R, 7(s) = —(b'(s),n(s))
fonksiyonuna, @ egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi (torsiyonu) denir.

Teorem 2.1 @, k > 0 egriligine sahip E3 de birim hizli bir egri olsun. {t,n, b}
vektor alanlar1 @ egrisinin her noktasinda bir ortonormal ¢at1 tanimlar (Bu catiya a

egrisi boyunca Frenet catisi denir) [7-8].

Teorem 2.2 «a:1 — E3 birim hizh egrisinin Frenet ¢atisi {t, n, b} olmak iizere

t' =kn
n' = —xkt+1m
b’ =—mn

seklindedir [7-8]. Bu esitliklere Frenet formiilleri denir.

Teorem 2.3 a, E3de bir regiiler egri olsun. Bu durumda egrinin Frenet vektorleri

ile egrilik ve burulma fonksiyonlari

T « N=BXT, B @xa
= —_— = X e —
la'll” ' lla’ x a"II
”al X all” det(a’,a",a'”)
= T =
la'l® lla’ x a”||?

seklindedir [7-8].



Tamim 2.10 a: I - E3 egrisinin Frenet ¢atisi {t, n, b} olsun.

1. sp{t(s),n(s)} alt uzaymna egrinin a(s) noktasindaki oskiilator diizlemi

denir.
2. sp{n(s),b(s)} altuzayina egrinin a(s) noktasindaki normal diizlemi denir.

3. sp{b(s),t(s)} alt uzaymna egrinin a(s) noktasindaki rektifiyan diizlemi

denir.

Tanim 2.11 Bir egrinin her noktasindaki teget vektorii sabit bir vektor ile sabit bir

acl yapiyorsa o egriye bir helis denir.

Teorem 2.4 E3 de egriligi k > 0 olan regiiler bir egrinin helis olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul ¥/, oraninin sabit olmasidir [7-8].

ispat: (=): a egrisinin bir helis oldugunu kabul edelim. a egrisinin Frenet catis

{t,n, b} alinirsa, helisin tanimi geregince
(t(s),U) = cosb

olacak sekilde sabit bir U birim vektoriiyle sabit bir 8 agis1 vardir. Bu esitligin

egrinin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa
(t'(s),U)=0=k(n(s),U)=0
>nlU
oldugu goriiliir. Burada U € sp{t(s), b(s)} oldugundan
U(s) = cosOt(s) + sinfb(s)
bulunur. Diger yandan
(n,U)=0

ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa



(n'(s),U) + (n(s),U") = 0 = (k(s)t(s) — 1(s)b(s),U) = 0
= (k(s)t(s) —t(s)b(s),U) =0
= Kk(s)(t(s), U) — t(s){b(s),U) = 0
= Kk(s)cosf — 1(s)sind =0

= @ = cotf = sbt
k(s)

elde edilir.

(€): Kabul edelim ki Vs €I icin T/, orami sabit olsun. a egrisinin bir helis

oldugunu gostermek istiyoruz.

T/,c=sbtise T/, = coth = sht olacak sekilde sabit bir 6 agis1 vardir. Buradan

cos@

% = <ind = k(s)cosf — t(s)sinf =0
olur.
U(s) = cosO.t(s) + sinb. b(s)
vektoriini tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa
U' = cosOt' + sin6b’
veya

U' = [k(s)cosf — t(s)sinf]n(s)

olup, k(s)cos8 — t(s)sinf = 0 oldugu kullanilirsa U’ = 0 yani U = sbt bulunur.

Buradan
(a'(s),U) = (t(s),U) = (t(s), cosOt(s) + sinfb(s)) = cosO = sht

olur ki, bu da @ nin bir helis oldugunu gosterir.



Tamm 2.12 a: I —E® egrisinin yer vektérii her zaman egrinin rektifiyan
diizleminde bulunuyorsa « egrisine rektifiyan egri denir. Egrinin Frenet vektorleri

{t,n,b}, yay parametresi s€l olmak lizere bir rektifiyan egrinin a(s) yer vektori
a(s)=A(s)t(s)+u(s)b(s)
seklinde tanimlanir. Burada A(s) ve u(s) diferansiyellenebilir fonksiyonlardir [9].

Tanim 2.13 «a egrisinin her noktasindaki normal vektorii sabit bir vektor ile sabit

bir a¢1 yapiyorsa a ya bir slant helis denir.
Tamim 2.14 o:/ c R - E3

t—-a(t) = (al(t), a, (t),a3(t)) E3 de bir egri olsun. X € y(E™)
olmak lzere Vt €1 icin 2—(; = X(a(t)) oluyorsa a egrisine X vektor alaninin bir
integral egrisi denir.
Tamim 2.15 a: [ —E? birim hizli egrisinin Frenet elemanlar: {t,n, b}, egriligi k ve

burulmasi 7 olsun. D = tt + kb vektor alanina a’nin Darboux vektor alani denir.

D(s) 1
IDI Va2 + 12

vektorine « egrisinin Darboux gostergesi denir.

D =

(tt + kb)

Tanim 2.16 y egrisi boyunca {y',y’'} kiimesi lineer bagimsiz ise bu egriye Frenet
egrisi denir.
Tamim 2.17 y : [ —E® bir Frenet egrisi ve egrinin Frenet c¢atis1 {t,n, b} olmak

lizere, n ve b vektor alanlarinin integral egrilerine, sirasiyla, y egrisinin asli-

dogrultu ve binormal-dogrultu egrileri denir [1].



3

CATILANDIRILMIS EGRi VE UYARLANMIS CATI

y:1 € R — E3 herhangi bir egri olsun. Eger y egrisi, y'(t) X y"'(t) # 0 sartim
saglayan bir regiiler egri ise, bu egriyi Frenet catis1 veya diger uyarlanmis ¢atilar
araciligiyla catilandirabiliriz [10]. Ancak eger y egrisi singiiler noktalara sahip ise,
o noktalarda Frenet catis1 tanimlanamaz. Bu durumda, bodyle bir egri asagidaki

metodla catilandirilabilir [3,4]:

A= {v = (v1,v2) ER® X R3|(vi:vj) =6;;,i,j =12} (3.1)

kiimesini goz 6niine alalim.

Eger (v1,v;3) € A, ise u = v; X v, vektoriiniin R3 de birim vektér oldugu aciktir.
Tammm 3.1 y:/ € R — E3 herhangi bir egri ve v = (v{,v;) € A, olsun. Eger
vt €1 ve i=1,2icin (y'(£),v;(t)) =0 ise (y,v):I — E3xA, ikilisine bir
catilandirilmis egri denir. Eger (y,v) catilandirilmis bir egri olacak sekilde

v:1 — A, varsa y egrisine ¢atilandirilmis taban egrisi denir [3].

(y,v1,v2): I — E3 XA, catilandinilmis efri ve g = v, X v, olsun. O halde
{v1,v3, u} Uglisii y boyunca hareket eden bir ¢ati tanimlar. Bu ¢atinin Frenet tipi

formilleri

(17’1,172> = l: <U,1, ”) =m, <U,2, M) =n

olmak lizere

v1(8) = 1Oz () + m(t) p(t)
V(1) = —1(Ov1(8) + n(t) p(o) (3.2)
p () = —m()v1() — n()v2(t)
seklindedir. Ayrica, y' vektori v ve v, vektorlerine dik oldugundan u vektoriine

paraleldir. Boylece

Y =a@®u) (3.3)

olacak sekilde a: I — R diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir.



Tamim 3.2 (y,v4,v,):1 € R — E3 X A, catilandirilmis egrisi boyunca tanimlanan

(I, m,n, @) fonksiyonlarina y egrisinin egriligi denir [3].

Bir t, noktas1 y’nin bir singiiler noktasi ise a(t,) = 0 olacag, tersine a(t,) = 0 ise

to noktasinin y’'nin bir singiiler noktasi olacag (3.3) esitliginden agiktir.

Lineer bagimsizlik sartina sahip regiler egriler c¢atilandirilmis egrilere 6rnek

olarak verilebilir.

Ornek 3.1 y:1 ¢ R — E3 bir regiiler egri ve Vt € I icin y'(¢t) ile y"'(t) vektorleri
lineer bagimsiz olsun. y egrisi boyunca Frenet catisi {tnb} olmak {lizere
v1(t) = n(t),v,(t) = b(t) ahnirsa, (y,v4,v2) bir catilandirilmis egridir. Burada
u(t) = v1(t) X vo(t) = t(t) olacag agiktir [3].

Teorem 3.1 (Catilandirilmis Egriler i¢in Varlik Teoremi) (I, m,n, a): I — R*
bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Egriligi (I,m,n,a) olan bir (y,v)

catilandirilmis egrisi vardir [3].

Teorem 3.2 (Catillandirilmis Egrilerin Teklik Teoremi) Catilandiriimis
egrilikleri (I,m,n,a) ve (l~, m, i, &) olan iki catilandirilmis egri, sirasiyla, (y, v) ve
(7,7) olsun. Eger bu egrilerin catilandirilmis egrilikleri ayni ise (y,v) ve (¥,7)

catilandirilmis egrileri denktirler [3].
3.1 Catilandirilmis Egri Boyunca Uyarlanmis Cati

(y, v1,2): I — E3 X A, egrisi (I, m,n, a) egriligiyle verilen bir catilandirilmis egri

olsun. Burada v4 ve v, vektorleri y(t)'nin normal dlizleminin taban vektorleridir.

(v1,v3) € A, olmak lizere

(gl(t)) B (cos@(t) —sin@(t)) (771(t)) (3.4)

Uy(t))  \sinf(t) cosO(t) ) \v,(t)

vektorlerini tanimlayalim. Burada 6(t) diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.
(y,91,7,) — E3® XA, ikilisinin de bir catilandirilmis egri oldugu acikca

gorilmektedir. (3.4) esitliginden
vy = cosBvq — sinfv,
U, = sinfvq + cosOv,

yazilabilir. Boylece



A()=v,(t) X V,(t)= (cosOv, — sinbv,) X ( sinfv, + cosbv,)
=c0s%0v, X v, — sin%0v, X v,
=p
bulunur. Ayrica (3.2) tiirev formilleri kullanilirsa
V] = v1[—0'sin6 + sinb ] + v, [cosO | — 0'cosO | + p [mcosO-sinb n|
= v, sinf[l — 0'] + v, cosO[l — 8'] + pu[mcosO — sinb n]
= [l — 8'](v1sin8 + v,cos0)+ u[mcosf — sinf n]
= [l — 0'|v,+ u[mcosf — sinf n]
yazilabilir. Benzer sekilde
vy = 4]0’ cosd — cosOl] + vy[sinbl — 0'sinb] + u[msind — ncos6]
= v4c080[0' — ] — v,sinB[0' — l]+ u[msind + ncos6|
= [6" — [](v1cosO — v,sinb) + u[msind + ncos6]
bulunur.

6:1 - R fonksiyonu msinf + ncosf = 0 esitligini  saglayacak sekilde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
m = —pcosf, n = psinf
alinirsa,
vy = [l —0'1v, + u[—pcos?6 — psin?0]

=[l-0Tv,—pu

elde edilir.q =l — 8’ alinirsa
V1 = qU; — pp
bulunur. Benzer sekilde
Uy = —qvy

oldugu goriiliir. Diger taraftan

p' () = —m()v1(0) — n()v2(t)

esitliginden
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bulunur.

(v1, V3, n) Uglist y egrisi boyunca bir uyarlanmis cati olusturur ve bu ¢atinin

Frenet-tipi formiilleri asagidaki sekildedir [4]:

[l_’(t) 0 p(t) 0 ”(t)
v,/ |=|P® 0  q@® || 5,0 (3.5)
7, (t) 0 —9(® 0 J\p,(1)

Burada u,v,, v, vektorlerine, catilandirilmis egrinin, sirasiyla, genellestirilmis
teget vektori, genellestirilmis asli normal vektorii ve genellestirilmis binormal

vektoru adi verilir.

p() =g’ (O] >0 ve q(t) =1(t) — 8'(t) olmak tizere (p,q,«) fonksiyonlar1 y
egrisinin catilandirilmis egriligi olarak adlandirilir.

Tanmim 3.3 y, E3 de egriligi p(t) > 0 olan ¢atilandirilmis bir egri olsun. y egrisinin

her noktasindaki genellestirilmis teget vektori u sabit bir dogrultu ile sabit ag

yapiyorsa y egrisine catilandirilmis helis denir [4].

Teorem 3.3 E3 Oklid uzayinda catilandirilmis egriligi (p(t), q(t), a(t)), p(t) > 0,

olan catilandirilmis bir egrinin ¢atilandirilmis helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

q(t)  _
(D) +cote (3.6)

olmasidir. Burada ¢ sabit bir agidir [4].
ispat: ¥ egrisinin catilandinlmis egriligi (p(t),q(t),a(t)), p(t) >0, olan bir
catilandirilmis helis oldugunu kabul edelim. Tanim 3.3 geregince

(u(s),U) = cos¢

yazilabilir. Burada U sabit birim vektor ve ¢ sabit bir acidir. Bu esitligin tiirevi

alinirsa

(u'(s),Uy=0

veya (3.5) formiilleri kullanilirsa p(t){v4(s), U) = 0 bulunur. p(t) > 0 oldugundan
(v1(s),U) = 0 elde edilir. Bu da bize U birim vektoriiniin v, ile u vektorlerinin

gerdigi diizlemde oldugunu gosterir. O halde

11



U = cos¢p u(s) £ sing v,(s)
yazilabilir.

Diger yandan (v, (s), U) = 0 ifadesinin tiirevi alinir ve (3.5) formiilleri kullanilirsa

(=p@®ut) + q(©O)V2(t), U)=0 veya p(t)(u(t), U) = q(t){w2(t), U) oldugu goriiliir.

Buradan

q(t) _ o
ﬁ = +cot¢p = sabit

elde edilir.

(3.6) saglaniyorsa, y egrisinin bir catilandirilmis helis oldugu goriilebilir.

Tanmim 3.4 y, E3 de catilandirilmus egriligi (p, q, @), p(t) > 0, olan catilandirilmis
bir egri olsun. y egrisinin her noktasindaki genellestirilmis asli normal vektoru

V4 sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa y egrisine catilandirilmis slant helis

denir [6].

Teorem 3.4 E3 Oklid uzayinda catilandirilmus egriligi (p,q,a), p(t) > 0, olan

catilandirilmis bir egrinin ¢atilandirilmis slant helis olmas icin gerek ve yeter

kosul
HI
- 3 (3.7)
p(1+ H?)2
fonksiyonunun sabit olmasidir. Burada H =10 catilandirilmis  egrinin

p(®)

catilandirilmis harmonik egrilik fonksiyonunu gostermektedir [6].

Onerme 3.1: (y,7,,7,):] — E3 X A, bir catilandirilmis egri olsun. Bir regiiler
egrinin x(t) egriligi ve t(t) burulmasi ile (p(t),q(t), a(t)) catilandirilmis egriligi

arasindaki iliski

p(t) _q(®)
OO (38)

k(t) =

seklindedir [4].

ispat: y bir regiiler egri ise (3.5) formiilleri kullanilarak
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y' = au,
_)/II - C{’l,l+af[l’

y' =a'p+apv,

ve
y'=a"'u+a'y +a'pvy + ap'vy + apv;

=a’'u+a'pvy + a'pvy + ap'vy + ap[—pv + qv,]

= p(a" —ap®) + ¥,2a’p + ap’) + V2 (apq)
elde edilir.

Y Xy" = auxa'p+ apv,
= a’pv,
olup,
Iyl = lal ve Iy xy"ll = a®p

elde edilir.

LYy = xyy™)
= (a’pVy, u(a” — ap?) + ¥12a’'p + ap’) + V2(apq))
= a’p?q

esitligi de goz ontline alinirsa

iy’ xy"ll _e®p_ p
y'II° la |® lal

_dety,y"v") _ a’p’q

ly' xy"lI2 — a*p?

=1
a

bulunur.
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3.2 Catilandirilmis Rektifiyan Egriler

Tamim 3.5 (y, U1, U,) — E3 X A, bir catilandirilmis egri olsun. Eger y egrisinin yer

vektori

y(@®) = 2Out) + E()v2(t)

(3.9)

sartini sagliyorsa y egrisine catilandirilmis rektifiyan egri denir [4]. Burada A(t) ve

&(t) birer fonksiyondur.

Teorem 3.5 (y,7,,V;) — E3 XA, egrisi p(t) > 0 olan bir ¢atilandirilmis egri

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir [4]:
i) Catilandirilmis egri ile catilandirilmis egrilik arasindaki iliski
(v, u(®)" = a(®)
seklindedir.
ii) d(t) uzaklik fonksiyonu ve c pozitif sabiti i¢in
d*(t) = (v (0, y(O)=(r (O, n(O))* + ¢
esitligi saglanir.
iii) (y(t), v, (t)) = K, K bir sabittir.
iv) y(t) bir catilandirilmis rektifiyan egridir.
ispat:
y(t) catilandirilmis  rektifiyan egri olsun. y(t) egrisinin yer
y(@®) = 2Ou(t) + E(t)v2(t)
seklindedir. Bu esitligin t parametresine gore tiirevi alinirsa
V' =20+ A+ 80, + §T
elde edilir.
y' = ap oldugu goz ontine alinir ve (3.5) formiilleri kullanilirsa,
v =Au+ A(pvy) + $'0z +E(—qv1)
veya

ap=Ap+ (Ap —&$q)vy + 'V,
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esitliginden
AM=a Ap—-&& =0 &=0
bulunur. Boylece (y, u) = 14 esitliginden
rw' = V=a
elde edilir. Bu sayede i esitligi gosterilmistir.

&' =0 esitligi kullanilirsa, (y(t),v,(t)) = & = K = sabit bulunur. Bu sayede iii

esitligi gosterilmistir. Ayrica
)=+ =m*+c c=K?

yazilabileceginden ii esitligi gosterilmistir.
Tersine kabul edelim ki i esitligi saglansin.

v.m) =+ .1
esitliginden

a = (ap, p) + (v, pv1)

= a+p(y,v1)

bulunur. p > 0 oldugu i¢in (y, 1) = 0 elde edilir. O halde y egrisi { u, 7, } ile gerilen
diizlemdedir. Bu da bize y egrisinin c¢atilandirilmis rektifiyvan egri oldugunu

gosterir.
Kabul edelim ki ii esitligi saglansin. Bu durumda
(r@®,yO)=(r@®), p®)* +c
esitliginin t parametresine gore tiirevi alinirsa
2¢v'y) = 20r, my", ) + (v, 1]
veya
2(y, ap) = 2(y, ma + p{y, 71)]
esitliginden
a=a+ply,v1)

bulunur. Buradan
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(r,v1) =0
elde edilir. Bu da bize y egrisinin ¢atilandirilmis rektifiyan egri oldugunu gosterir.
Kabul edelim ki iii esitligi saglansin.
(y, V) = K, K bir sabit, esitliginden tiirev alinirsa

V', 72) + (. 92y =0
veya
(am,V2) + (v, —qv1) = 0

yazilabilir. Buradan q # 0 alinirsa

(r,v1) =0

elde edilir. Boylece y bir ¢atilandirilmis rektifiyan egridir.
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4

CATILANDIRILMIS DOGRULTU EGRILERI

Choi ve Kim [1], Frenet catis1 {T,N,B} olan bir y:I ¢ R — E3 Frenet egrisini ele
alarak, y’'nin asli-dogrultu egrisini ve binormal dogrultu egrisini, sirasiyla, N ve B

vektor alanlarinin integral egrisi olarak tanimlamistir.

Bu bélim tezimizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boéliimde, verilen bir
catilandirilmis egri ile baglantili bazi yeni ¢atilandirilmis egriler tanimlanmistir. Bu
yeni ¢atilandirilmis egriler, ¢atilandirilmis egrinin bazi vektoér alanlarinin integral

egrileri olarak tanimlanmistir.

p(t) >0 olmak iizere catilandirilmis egriligi (p(t),q(t),a(t)) olan bir

catilandirilmis egri (y, U1, V) — E3 X A, olsun.

V=c,9,(8) + ;02 (1) + c3 (D), T’ =1, (4.1)
vektor alanini goz oniline alahm. Burada f(t) = v4(t) X v,(t) = u(t) seklindedir.

Simdi, y c¢atilandirilmis egrisi ile baglantih bazi yeni ¢atilandirilmis egrileri

asagidaki gibi tanimhyoruz.

Tanim 4.1 «a(t)V (t) vektor alaninin integral egrisine y egrisinin ¢atilandirilmis V-

dogrultu egrisi denir.

Tamim 4.2 a(t)v4(t) vektor alaninin integral egrisine y egrisinin ¢atilandirilmis
genellestirilmis asli dogrultu egrisi, a(t)v,(t) vektor alaninin integral egrisine y

egrisinin catilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi denir.

Uyar 4.1 Catilandirilmis genellestirilmis asli-dogrultu egrisic, = 0,c3 =0; ¢; =1
olan a(t)V(t) vektor alaninin bir integral egrisidir. Catilandirilmis genellestirilmis
binormal-dogrultu egrisi a(t)V(t) vektoér alaninin ¢; = 0,¢3 = 0; ¢, = 1 olan bir
integral egrisidir. a(t)u(t) vektor alaninin integral egrisi 6teleme farkiyla y(t)'den
baska bir sey degildir. Bir baslangi¢ noktas: verildiginde, integral egrisinin tek
oldugu bilinmektedir.
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4.1 Catilandirilmis Asli Donor Egrisi

Onerme 4.1 (y,7,,7;):] — E3 x A, catilandirilmus egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve
p(t) > 0 olan ¢atilandirilmis bir egri olsun. V = ¢; U1 (t) + c,U,(t) + c3u(t) olmak
uzere, y egrisinin V-dogrultu egrisi ¥ olsun. ¥ egrisinin c¢atilandirilmig

genellestirilmis asli dogrultu egrisinin y olmasi icin gerek ve yeter sart

c; = cosS (f q(t)dt),cz = —sin (f q(t)dt),c3 =0

olmasidir.

ispat: ¥ egrisi a(t)V(t)vektér alaninin integral egrisi oldugu icin 7'(t) = a(t)V(t)
yazilabilir. ¥ egrisinin genellestirilmis asli normal vektoriiniin a; oldugunu kabul
edelim. Boylece a,(t) = V(t) X a,(t) olmak tuzere (¥, a,,a,) bir ¢atilandirilmis
egridir.
(=): 7 egrisinin ¢atilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi y olsun. Tanim
4.2 yardimiyla y'(t) = a(t)a,(t) yazilabilir. Ayrica y'(t) = a(t)u(t) oldugundan
a;(t) =p(t) esitligi yazilabilir. V(t) vektori a,(t) vektoriine dik oldugundan son
esitlik geregince V(t) vektoriiniin pu(t) vektoriine de dik oldugu goriiliir. Bu
durumda (V(t), u(t)) = 0 olup, c3 = 0 elde edilir. Bu sonug (4.1) esitliginde yerine
yazilirsa V = c;v1(t) + c,U,(t) elde edilir. Boylece

az() = V() x a1 (8) = (171() + €272 (1)) X p(t) = ¢;91(t) — €172(t)
seklindedir. Boylece

V() = ¢11(8) + c;02(2), a,(t) = c;v1(t) — c102(t)

esitlikleri kullanilirsa

v1(t) = c1(OV (1) + c2(D)az(t), V2(0) = (V1) — c1(Daz(t)

bulunur.

Simdi V = ¢;7,(t) + c,U,(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa ve c¢;2 + ¢,2 = 1 esitligi

kullanilirsa
V'=c;'D1(t) + 171 (t) + ;"D () + 0, (t)

= c1(c1V + cpa3) + c1(—pu + qU3) + c;(c;V — c1a3) + c(—qvq)

18



= c1(a1V + c2a3) — cipp + ¢1q(cV — c1a2) + 3 (c2V — c1az) —c2q(c4V + cza3)
= (162 — Clzq — ¢3¢0 — €22 q)ag + (cier + ¢36)V — cipp

= (c16; — €361 — q)az — c1pp

= (€16, — €261 — Q)az — c1pay

elde edilir. (3.5) tiirev formiilleri geregince V' vektoriiniin a, genellestirilmis asli

normal vektorii ile lineer bagimli olmasi i¢gin
! !
€162 — €60 —q =0

olmalidir. ¢; > 0 oldugunu kabul edelim. O halde ¢; = /1 — c,? esitliginin tiirevi

alinir ve son denklemde yerine yazilirsa

c; = —q4/1 —c,?
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii
c,(t) = —sin (j q(t)dt)

seklindedir. Boylece

¢, = cos (J q(t)dt)

bulunur.
(&): Tersine

c, = cos (J q(t)dt),cz = —sin (f q(t)dt),c3 =0

esitliklerinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda
7 = a(t) {cos ( f q(t)dt) ,(t) — sin ( J q(t)dt) vz(t)}

esitliginden (7,1, —sin (f q(®©)dt)v,(t) — cos(f q(£)dt)V,(t)) egrisinin  bir
catilandirilmis egri oldugu goriilebilir. Bu durumda ¥ egrisinin catilandirilmis

genellestirilmis asli dogrultu egrisinin y oldugu agiktir.

Tanim 4.3 a(t){cos([ q(t)dt)T,(t) — sin ([ q(t)dt)V,(t)} vektor alaninin integral

egrisine (y, V41, V) egrisinin catilandirilmis asli-donor egrisi denir.
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4.2 Catilandirilmis Genellestirilmis Asli Dogrultu Egrisi

(y, D1, D2):1 — E3 X A, catilandirilmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan

catilandirilmis bir egri olsun.

¥ egrisi y’'nin catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi ise

7' =a®)vi(t) (4.2)

seklinde yazilabilir. ¥, = —v, olmak tzere (¥, 1, v,) I: — E3 X A, egrisinin de bir
catilandirilmis egri oldugu acikca goriiliir. Regiiler egriler i¢in Bishop [6] catisina

benzer sekilde, (i, ,) € A, vektorlerini

1103} _ [cosgo(t) —Singo(t)] [l_l(t) (4.3)
v,(t) sing(t)  cosp(t) | Vp(t) :
seklinde tanimlayalim. Burada ¢ (t) diferansiyellenebilir fonksiyondur.
(4.3) esitliginden yararlanarak
B(t) = cosp(OA(t) — sing (L) Dp(t)
(4.4)

U, (t) = sinp () + cosp(t) Ty (t)
yazilabilir. (4.4) esitlikleri kullanilirsa
v1(t) = f(t) x vp(t)
= (cosp(®A() — sing ()T, (1)) x (sing(OE(L) + cose(t) Ty, (1))
= cos20(A(t) X T, (1)) — sin?0 (v, (t) X (L))
= p(t) x v, ()
= u(t) x —v, ()
=v1(1)
oldugu goriilir.

(4.4) esitliklerinin t parametresine gore tirevi alinir ve (3.5) formiilleri

kullanilirsa

! —

= —¢@'sinpl + cospu’ — @'cospv, —singv,

=

veya
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I = —¢'singfi + cosp(pvy) — ¢'cospv, — sinp[q7,]
= @'cospv, — @'sinpl + [pcosp — qsing] v,
ve
%;, = @'cospu + sinpp’ — ¢'singv, + cosev,,
= @'cospp + sinp[pv4] + @'sinpv, + cosp[qv4]
= @'sinpv, + @'cospu + [ psing + qcosp] V4

elde edilir. Kabul edelim ki ¢p: I = R diferansiyellenebilir fonksiyonu

p(t)sing(t) + q(t) cosp(t) =0 (4.5)

sartini saglasin. Bu durumda

p(t) = —p(t) cosp(t),  q(t) = p(O)sing(t) (4.6)
oldugunu kabul edelim. O halde,
Vi =) = —pH+qv;
= pcospu + psing v,
= pu(t),
i = @'cosev, — ¢'singl + [—pcos? — psinplv,

= —@'[—cosQV, + sing] + [—pcos?e — psin? @]V,

i 7
ve
vy, = @'[singT, + cospi] + [—pcospsing + pcospsing] v,
=91
elde edilir.
{V1, 1L, v, } vektorleri 7 boyunca uyarlanmis ¢ati olusturur ve o(t) = —¢’(t) olmak

lizere bu ¢atinin Frenet tipi formiilleri
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T,'(0) 0 p@® 0 |[vi(®
pF@) | =|-p@® 0 o@®]|n® (4.7)
v, (t) 0 —a® 0 |[7,(®
olarak yazilabilir. Boylece ¥ egrisinin catilandirilmis egriligi (p(t), a(t), a(t))
seklinde elde edilir.

Onerme 4.2 (y,7,,7,):1 — E3 X A, catilandirilmis egriligi (p(¢t), q(t), a(t)) ve
p(t) > 0 olan bir ¢atilandirilmis egri olsun. y egrisinin ¢atilandirilmis egriligi ile y
egrisinin ¢atilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi § egrisinin

(p(t),o(t), a(t)) catilandirilmis egriligi arasindaki iliski

p(t) = yp2() +q?(), o) = g (‘I(t)> (4-8)

p?(®) + q*(®) \p(0)
seklindedir.
ispat:
(4.6) esitligini kullamirsak, p?(t) + q2(t) = p? yani p(t) = {/p2(t) + q2(t) elde
edilir.
Diger taraftan
p(t) = —p(t) cosp(t), q(t) = p(t)sing(t)

esitliklerinin tiirevi alinirsa

{p’(t) = —p'(t)cosp(t) + ¢'(O)p(t)sing(t) (4.9)

q'(t) = p'(O)sing(t) + @' (O)p(t)cosp(t)
elde edilir.
p'(t) = —p'()cose(t) + ¢'(t)q(0)
q'(t) = p'(®)sing(t) — ¢"(Op()
esitlikleri, sirasiyla, q(t) ve —p(t) ile carpilirsa
a(®p' () = —q(®)p’ ()cos(t) +¢' (H)q*(t)
—p(0)q' (1) = —p(O)p' (Osing(t) +¢'(Op*(t)

bulunur. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

a®)p'®) —p®q'@®) = @' ®O[P*(t) + ¢*(O)] — p' ) [q()cosp(t) + p(t)sing(t)]
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olup, (4.5) kullanilirsa

pP®  (a®\ _pg —ap’
p2(t) + q%(t) <p(t)> T it gz —@'(t) = a(t)

elde edilir.

Sonu¢ 4.1 y, E3 de catilandinilmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan bir
catilandirilmis egri ve ¥ da y egrisinin catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu

egrisi olsun. Boylece

a(t) OO
o(t) 2\ 000 (4.10)
p2(t) + q*(t)2
saglanir.
(4.10) esitligi kullanilirsa, asagidaki sonug verilebilir:

Onerme 4.3 (y,7,,7,):I — E3 X A, catilandirilmis egri ve ¥ da y egrisinin
catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi olsun. y egrisinin ¢atilandirilmig
slant helis olmas: icin gerek ve yeter kosul ¥ egrisinin catilandirilmis helis

olmasidir.

Onerme 4.4 (y,v,,7;), E® de catilandirilmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0
olan bir catilandirilmis egri olsun. Eger y regiiler ise, y egrisinin ¢atilandirilmis
egriligi ile y egrisinin ¥ catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisinin

K egriligi ve T burulmasi arasindaki iliski

. AP+ p?(t) (q(t))'
K= , )= (4.11)
la(®)] a(®)(P?(6) + q*(®) \p(©)
seklindedir.
ispat

Catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi tanimi geregince

~7 —

= avy

oldugunu biliyoruz. ¥ egrisinin ¢atilandirilmis egriligi (p(t), a(t), a(t)) olsun. Eger

y regiiler ise 7 egrisi de regiiler olup, Onerme 3.1 geregince
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yazilabilir. Onerme 4.2 kullanilirsa istenen elde edilir.
4.3 Catilandirilmis Genellestirilmis Binormal Dogrultu Egrisi

(y, D1, U2): 1 — E3 X A, catilandirilmus egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan

bir catilandirilmis egri olsun.

y egrisinin ¢catilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi ¥ ise

7' = a(®)va(t) (4.12)

yazilabilir., ¥ = —7; olmak tlizere (7,D,i) :I — E3 XA, egrisinin de

catilandirilmis bir egri oldugu agikga goriiliir. Bu ¢atinin Frenet tipi formiilii

() |=[—q() 0 v(t) (4.13)

v,'(t) 0 q(t) 0 [|w2(®)
p(t)
B'(t) 0 —-p® 0 |[E®

seklindedir. O halde c¢atilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisinin
catilandirilmis egriligi (|q(¢t)|, p(t), a(t)) ve p > 0’ dir.
4.4 Catilandirilmis Darboux Dogrultu Egrisi

(y, D1, V2):1 — E3 x A, catilandinlmus egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan

bir catilandirilmis egri olsun. Vt € [ icin

b(t) = q(OE) + p()v2(t) (4.14)

seklinde tanimlanan vektor alanini géoz 6ntine alalim. Bu durumda b(t) asagidaki

esitlikleri saglar.
i (8) = d(t) x u(t),
v3(0) = d(6) X v1(8), (4.15)
V(1) = d(t) X V(1)

d(t) vektor alanina y catilandirilmis egrisinin Darboux vektorii denir. Darboux

vektori normlanirsa
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a(t) B 1
O~ /2 + ¢2(0)

D(t) =

{a@®a) + p(®)v2()}

seklinde yazilir.

Simdi, y catilandirilmis egrisi ile baglantih yeni bir c¢atilandirilmis egri

tanimlayacagiz.

Tanim 4.4 (y,U1,7,):1 — E3 x A, catilandinlmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve
p(t) > 0 olan bir ¢atilandirilmis egri olsun. a(t)D(t) vektdr alaninin integral

egrisi, y egrisinin catilandirilmis Darboux dogrultu egrisi olarak adlandirilir.

Sonuc 4.2 D(t) vektor alani

B 1 q(t) _ _
D(t) = © u(t) +v,(t)
1+ (19) P (4.16)
p(t)

seklinde yazilabilir. Bu durumda y bir ¢atilandirilmis helis ise

% = sabit
olacagindan,
o) = ———{ 150 +7,0)]

O

1+ (3)

1

= {Zggpawo ~q(®) Tw)}
[IG)Y
T (p(t))

yani Vt €[ icin D'(t) = 0 bulunur. Boylece bir ¢atilandirilmis helis i¢in D(t) bir

sabit vektordur.

Onerme 4.4 y, E3 de catilandirilmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan bir
catilandirilmis egri olsun. Bu durumda y egrisinin catilandirilmis egriligi ile y
egrisinin B catilandirilmis Darboux dogrultu egrisinin (((t),f(t),a(t))

catilandirilmis egriligi arasindaki iliski
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lp(®)q'(®) —p' (q(®)]

p2(t) + q%(¢) (4.17)

{@® =12l =
§(t) = p2() + q*(t)

seklindedir.
ispat:

y egrisinin catilandirilmis Darboux dogrultu egrisi f oldugundan
B' = a(®)D(t) (4.18)

yazilabilir.

— 1 _ —
B = e PO ~ (T (1)

vektor alanini goz oniine alalim. Bu vektor alaninin D(t) ile i¢ ¢arpiminin sifir
oldugu agiktir. Ayni zamanda D(t) X U;(t) = D(t) oldugu agiktir. O halde,
(8,D,71):1 — E3 x A, catilandirilmus bir egridir.

PH — q7; o= TPV,

\/P2+q2, VD% +q?

D=

esitlikleri kullanilirsa

V2= Tm——  B= (4.19)

elde edilir.
Simdi {D, D, 7, } catisinin tiirev formiillerini bulalim.
V] = —pH + qV, ifadesinde (4.19) esitliginden yararlanilirsa

o P*D—pg® @D —¢*D
1 /p2 + qZ lp2 + q2
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veya

7=~ D
elde edilir. Burada ¢ = /p2 + ¢2 olarak alinirsa
v) = —¢D
olur.
p q —

B = -

e Jere

vektor alaninin tirevini alalim. Eger (3.5) deki esitlikler kullanilir ve

_pq —p'q
p? +q?
alinirsa
~ _ -pn \_ —qn  \_
D =(Vp2+ @)+ | —= |7 + | —
S <m> <m>”

=(W)]_71+< —pn >p1>—q1>+<—q(t)n >p1>+q®

VP2 + ¢

PP+ a2/ pr+ a2 \(Jpr+¢@?

’D + pqD — pgD + ¢*D
g R e
=(W)T71—n®

elde edilir. Benzer sekilde

D'(t) = n(®OD'(®)

oldugu goriilebilir. Béylece (D, D, 7;) catisinin Frenet tipi formiilleri

D'(t) 0o n@® 0 [D®
DM [=[-n®) 0 EODO
v, (1) 0 —=¢@® 0 [|v(D)

seklinde yazilabilir. Boylece

lp(®)q' () —p'(©)q(t)]
p?(t) + q%(t)

(@ =1D'OWIl = In®)] =

olup, istenen elde edilir.
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Sonu¢ 4.3 y,E3de catilandinlmis egriligi (p(t), q(t), a(t)) ve p(t) > 0 olan bir
catilandirilmis egri olsun. Eger y catilandirilmis helis degil ise, y egrisinin S

gatilandirilmig Darboux dogrultu egrisinin ({(t), £(t), a(t)) ¢atilandirilmis egriligi

EX) () +q2(¢) )*?

esitligini saglar.
Eger Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 kullanilirsa, (4.21) geregince asagidaki sonug

verilebilir.

Onerme 4.5 (y,7,,7,):1 — E3 X A, catilandirilmis helis olmayan c¢atilandirilmis
egri ve B da y egrisinin ¢atilandirilmis Darboux dogrultu egrisi olsun. O halde, y
egrisinin catilandirilmis slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f egrisinin

catilandirilmis helis olmasidir.

Ornek 4.1 y: (—2m,2m) — E3 egrisi

5

5

5

5

y(@t) =— —=sin ———,———cos + = cos c

\f - <3t> 3 <7t> si;t c055t <3t) 3 (7t)’2\/€t
—\/gsin(%)

parametrik denklemi ile verilsin. y egrisi lizerindeki y(0) noktasinin bir singiiler
nokta oldugu aciktir. (y,Vq,7,): (—2m,2n) — E3 X A, catilandirilmis bir egri

olup, y egrisinin uyarlanmis ¢at1 vektorleri asagidaki gibi ifade edilebilir [6].

u(t) = §sin (ﬂ) + zsin (g) ,— 3 cos (ﬂ) — Ecos (g) , 2—\/€sin <£>

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
_ 2v6 2V6 | 1
v,(t) = Tcost,Tsmt,g

5. (6) = 2 (6t> 3 <4t) 2 (6t) 3 <4t> 2V6 (t)
Vo = 5COS 5 5COS 5 ,SSlTl 5 5Sln 5 ) 5 coS 5

Ayrica (y, V4, V) egrisinin catilandirilmis egriligi
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p(t) = 2—\/8cos (é) q(t) = 25£sin (é) (4.22)

5
seklindedir [6].

y egrisinin ¢atilandirilmis slant helis oldugunu gosterelim. (4.22) kullanilirsa

H = tan (é) elde edilir. Buradan

H’—1(1+t 2 t)
=3 an(S)

olup, (3.7) esitliginde yerine yazilirsa

o %(1 + tan? (%))
p(1+H2)%_2\/€ t L (t 2
g Cos (§) (1 + tan (3))
b 1 r 1
- ; 26

2v/6cos (%) (1 + tan? (%))2

elde edilir. Bu da bize y egrisinin ¢atilandirilmis slant helis oldugunu gosterir [6].

Diger taraftan, y'(t) = a(t)u(t) oldugu kullanilirsa

o)

a() = {y' (O, pt)) = ——sin

elde edilir.

y egrisinin catilandirilmig genellestirilmis asli dogrultu egrisi ¥, olmak iizere

7' = a(t)v;(¢) esitligi yardimiyla

L 24_(1:) t24'<t)'t2\/€'(t)
7o = | 5z sinlz) cost.ozsin ) sint,—=sin (g

bulunur. Bu ifadenin integrali alinirsa

O (4t) 2 (6t) 3 (4t) 2 (6t) 2v/6 (t) 4
Vp = 5cos z 5cos z ,SSln z SSln o) cos z C1
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elde edilir. Burada c; sabit bir vektordiir. y egrisinin )7p(0)=(§,0,—25£)

noktasindan gecen catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi Sekil 4.1’de

verilmistir.

D 51}%&,& L
Yo >~ <" 05

Iy

0.5 059

Sekil 4.1 Catilandirilmis genellestirilmis asli dogrultu egrisi (mavi)
Eger (4.5) esitligi kullanilirsa
t t
cos (E) sing(t) + sin <§> cosp(t) =0

elde edilir. Bu esitlik
t
sin (q)(t) + E) =0
seklinde yazilabileceginden
t
p(t) = —z + km, keZ

elde edilir. (4.4) esitligi kullanilirsa
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u(t) =

<—sm( ) cos(t) +2 sm ( ) cos(t), — —cos ( )cosgo(t) —
—cos ( ) cos(t), —sm ( ) cos<p(t)> <— cos ( ) sing(t) —

ECOS(S)sm(p(t) sm(s)sm(p(t) ——s n(s) 2;/_605( )Siﬂ(p(t))

= <§ sin ((p(t) + %) + %sin (—(p(t) + %) , —%cos ((p(t) + %) - %cos (—(p(t) +

?) %_sm ((p(t)+ ))

= (sint, —cost,0)
elde edilir. Benzer sekilde,

6t

v,,(t)_( sm(5)5m<p(t)+ Sln(?)sm(p(t) cos( )sm<p(t)—

2 cos (%) sing(®), 2 sin (%) Sin<p(t)) + (— 2 cos (%) cosp(t) +

2 cos (%) cosp(t), —2sin (< ) coso(t) +
2sin (¥) cosp, 2 cos (§) cosp®)) = - 2eos (o) + ) # 2eos (~p(0) +
4),~Lin(p0 +9) 4 Zsin(-p + %) L(pw+9))
- ceost st 25
elde edilir.

Ayrica, ¥, (t) = 74 (t) oldugundan

v,/(t) = <—2T\/€sint,25£cost, 0)
veya
ACE —iﬁm

elde edilir. Benzer sekilde
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:(t)—( ! 't1 tO)
Up = 5sm,Scos,
veya

~ 1
Bp(6) = - £

bulunur. O halde, {?p,ﬁ,ﬁp} catilandirilmis  egrisinin, (p(t), a(t), a(t))

catilandirilmis egriligi

2v6 1
p(t) = T\/— o(t) =¢ (4.23)

olarak elde edilir. Egriliklerin sabit olmasi Teorem 3.3 geregince ¥, egrisinin
catilandirilmis helis oldugunu gosterir.

Diger taraftan ¥, egrisinin birim Darboux vektort

1 1 26
D(t) = <—§cost, —gsmt, T)

yardimiyla

5

5

B'(t) = ——sin cost,— ——sin sint,— sin z

“gin(5) ot s g) s )

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa

5

5

5

— —=<C0S —Sin ——=—=Sln , ——CO0S 5

eos(5) 3075 (5) 3o (5) oo (5) g eos(g) o

V6

elde edilir. y egrisinin B(0) = (_5

,0,—2?4) noktasindan gecgen catilandirilmis

genellestirilmis Darboux dogrultu egrisi Sekil 4.2’de verilmistir.
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{}-:IF\%'\-*{#{H;.E

0 -0.5 0

Sekil 4.2 Catilandirilmis Darboux dogrultu egrisi (kirmizi)

B genellestirilmis Darboux dogrultu egrisinin c¢atilandirilmis egriligini (4.17)
esitligi yardimiyla bulalim. (4.22) deki esitliklerin tiirevi alinirsa

ZCRE SHORRICEE 20

olup, (4.16) esitliginde yerine yazilirsa

-5 sin(§) 2 sin (§) - Bgeos (§) eos ()|
() = 57 =<
25

‘ 2V6 . (t)

elde edilir. Benzer sekilde &(t) = %g bulunur.

Ayrica, y egrisinin c¢atilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi 7,

olmak iizere ¥," = a(t)v4(t) esitliginin integrali alinirsa

7p(t) =

cost 1 3t 2 7t\ sint 1 . (3t 2 . (7t Ve 2t
Ve[ =—=-cos(=)=-=cos(= ,— —=sin|=) ——=sin|—),——cos|{=) |4k
5 5 5 35 5 5 5 5 35 5 5 5
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2v6 0’_9)

elde edilir. Burada k bir sabit vektordiir. y egrisinin 7,(0) = (_E’ .

noktasindan gecen catilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi Sekil

4.3'te verilmistir.

=
0
05 o5

Sekil 4.3 Catilandirilmis genellestirilmis binormal dogrultu egrisi (yesil)
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5

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, catilandirilmis bir egri ile baglantili yeni egriler tanimlanmistir.
Catilandirilmis bir egrinin bazi vektor alanlarinin integral egrileri olarak
tanimlanan bu yeni egriler, sirasiyla ¢atilandirilmis genellestirilmis asli-dogrultu
egrisi, catilandirilmis genellestirilmis binormal-dogrultu egrisi ve ¢atilandirilmig
Darboux-dogrultu egrisini olarak tanimlanmistir. Bu yeni egrilerin egrilikleri ile
verilen catilandirilmis egrinin catilandirilmis egrilikleri arasindaki iliskiler elde
edilmistir. Elde edilen iliskiler kullanilarak bu tir egriler icin bazi

karakterizasyonlar verilmistir.

Benzer diistinceyle, 4-boyutlu uzayda catilandirilmis egri ile iliskili integral egrileri
tanimlanarak, bunlarin egrilikleri arasindaki bagintilar bulunabilir ve bu egrilerle

ilgili ¢cesitli karakterizasyonlar verilebilir.
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