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ÖZET 

 

 

Çatılandırılmış Bir Eğri İle Bağlantılı İntegral Eğrileri 

Zeynep BÜLBÜL 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Danışman: Prof. Dr. Mustafa DÜLDÜL 

 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmış olup, bu bölümde literatür özeti, tezin amacı 

ve orjinal katkı verilmiştir. 

İkinci bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında tez boyunca kullanılacak olan eğriler ile 

ilgili bazı tanım ve teoremlerden bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında singüler noktalara sahip olan eğrileri 

incelemek için tanımlanan çatılandırılmış eğri kavramına yer verilmiştir. Bu tür 

eğriler boyunca tanımlı hareketli çatının Frenet tipi formülleri elde edilerek, bir 

regüler eğrinin eğriliğine benzer şekilde çatılandırılmış eğrinin eğriliği 

tanımlanmıştır. Daha sonra çatılandırılmış helis, çatılandırılmış slant helis ve 

çatılandırılmış rektifiyan eğri tanımları verilerek, bu tür eğrilerin 

karakterizasyonları ifade edilmiştir. Ayrıca bir regüler eğrinin eğrilikleri ile 

çatılandırılmış eğriliği arasındaki ilişkiler de verilmiştir. 

Tezin orijinal kısmını oluşturan dördüncü bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayında 

çatılandırılmış bir eğri ile bağlantılı bazı yeni eğriler tanımlanmıştır. 

Çatılandırılmış bir eğrinin bazı vektör alanlarının integral eğrileri olarak 

tanımlanan bu yeni eğriler, sırasıyla, çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu 
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eğrisi, çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi ve çatılandırılmış 

Darboux doğrultu eğrisi olarak adlandırılmıştır. Bu yeni tanımlanmış 

çatılandırılmış eğrilerin çatılandırılmış eğriliği ile verilen çatılandırılmış eğrinin 

çatılandırılmış eğriliği arasındaki ilişkiler elde edilmiştir. Elde edilen ilişkiler 

kullanılarak bu tür eğriler için bazı karakterizasyonlar verilmiştir. 

Son bölümde ise bu tezde elde edilen sonuçlardan bahsedilmiştir ve bazı 

önerilerde bulunulmuştur. 

Anahtar Kelimeler: Çatılandırılmış eğri, çatılandırılmış helis, çatılandırılmış slant 

helis, çatılandırılmış doğrultu eğrisi. 
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ABSTRACT 

 

 

Integral Curves Connected With a Framed Curve 

Zeynep BÜLBÜL 

 

Department of Mathematics 

Master of Science Thesis 

 

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa DÜLDÜL 

 

This thesis consists of five chapters. 

The first chapter is reserved for the introduction, and in this chapter, the literature 

summary, the aim of the thesis and the original contribution are given. 

In the second chapter, some definitions and theorems about curves that will be 

used throughout the thesis in 3-dimensional Euclidean space are mentioned. 

In the third chapter, the concept of framed curve, which is defined to examine 

curves with singular points in 3-dimensional Euclidean space, is given. By 

obtaining the Frenet type formulas of the moving frame defined along such curves, 

the curvature of the framed curve is defined similar to the curvature of a regular 

curve. Then, by giving definitions of framed helix, framed slant helix and framed 

rectifying curves, the characterizations of such curves are expressed. Also, the 

relationships between the curvatures and the framed curvature of a regular curve 

are given. 

In the fourth chapter which constitutes the original part of the thesis, some new 

curves associated with a framed curve in 3-dimensional Euclidean space are 

defined. These new curves, which are defined as the integral curves of some vector 
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fields of a framed curve, are called as the framed generalized principal direction 

curve, the framed generalized binormal direction curve, and the framed Darboux 

direction curve, respectively. Relationships between the framed curvature of these 

newly defined framed curves and the framed curvature of the given framed curve 

are obtained. Some characterizations are given for such curves using the obtained 

relations. 

In the last part, the results obtained in this thesis are mentioned and some 

suggestions are made. 

Keywords: Framed curve, framed helix, framed slant helix, framed direction curve. 
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1 
GİRİŞ 

 

1.1 Literatür Özeti 

3-boyutlu Öklid uzayında eğriler teorisi, diferansiyel geometrideki en temel 

çalışma alanlarından biridir. Eğriler arasında en çok çalışılanlar ise regüler 

eğrilerdir. Bu tür eğriler için literatürde sadece farklı eğri türleri değil, aynı 

zamanda belirli bir eğri için çeşitli bağlantılı eğrilerde vardır. Regüler eğriler 

arasında ise en dikkat çekici olanlar helis eğrileridir. Choi ve Kim [1], belirli bir 

Frenet eğrisinin asli-doğrultu eğrisi ve binormal-doğrultu eğrisi olarak 

adlandırılan bazı yeni eğrileri tanıtmışlardır. Frenet eğrisi ile bağlantılı bu eğrilerin 

uygulaması olarak, helisel eğrileri bu eğrilerin bağlantılı eğrilerinden yararlanarak 

karakterize etmişlerdir. Ayrıca düzlemsel bir eğri kullanarak helisel eğriler inşa 

etmek için kuralsal bir yöntem ortaya koymuşlardır. Bu çalışmadan esinlenerek 

Macit ve Düldül [2] bir yüzey eğrisi olarak teğet normal slant helisleri 

tanımlamışlar ve bu eğriler için bazı karakterizasyonlar vermişlerdir. 

𝐸3  Öklid uzayında verilmiş bir regüler eğrinin Frenet çatısını ve eğriliklerini 

tanımlamak mümkündür. Ancak, 𝐸3 uzayında bir uzay eğrisinin bazı singüler 

noktaları olabilir. Bu singüler noktalarda teğet vektörler tanımlı olmadığı için bu 

noktalarda Frenet çatısı oluşturulamaz. Honda ve Takahashi [3] 2016’da singüler 

noktalara sahip eğrileri incelemek için çatılandırılmış eğri tanımını vermiştir. Bir 

çatılandırılmış eğri, hareketli çatıya sahip bir uzay eğrisidir. Bu tür eğriler lineer 

bağımsızlık şartına sahip regüler eğrilerin bir genellemesidir. 2019'da singüler 

noktalara sahip rektifiyan eğrileri incelemek için Wang, Pei ve Gao [4] 

çatılandırılmış rektifiyan eğrileri tanımlamışlar ve bu eğrilerin 

karakterizasyonlarını vermişlerdir. Bunun yanısıra çatılandırılmış helisleri de 

tanımlayarak, çatılandırılmış helisler ile çatılandırılmış rektifiyan eğriler 

arasındaki ilişkiyi araştırmışlardır. 2020 yılında Honda ve Takahashi [5], 𝐸3 Öklid 

uzayında çatılandırılmış eğrilerin Bertrand ve Mannheim eğrilerini 

tanımlamışlardır. Okuyucu ve Canbirdi [6] ise çatılandırılmış slant helisi 

tanımlayarak, bu tür eğrilerin karakterizasyonunu vermişlerdir. 
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1.2 Tezin Amacı 

3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğrilerle ilişkili integral eğrileri 

tanımlamak ve yeni tanımlanan integral eğrilerinin eğrilikleri ile verilen 

çatılandırılmış eğrinin eğrilikleri arasındaki ilişkiyi incelemektir. 

1.3 Orjinal Katkı 

Bu çalışmada, 3-boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış bir eğri ile bağlantılı bazı 

yeni eğriler tanımlanmıştır. Çatılandırılmış bir eğrinin vektör alanlarının integral 

eğrileri yardımıyla tanımlanan bu yeni eğrilerin eğrilikleri ile verilen 

çatılandırılmış eğrinin çatılandırılmış eğrilikleri arasındaki ilişki elde edilmiştir. 

Elde edilen ilişkiler kullanılarak bu tür eğriler için bazı karakterizasyonlar 

verilmiştir. 
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2 

TEMEL KAVRAMLAR 

 

Tanım 2.1  α: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐸𝑛, 𝛼(𝑡) = ( 𝛼1(𝑡), 𝛼2 (𝑡), … . , 𝛼𝑛(𝑡)) diferansiyellenebilir 

fonksiyonuna 𝐸𝑛 de bir diferansiyellenebilir eğri denir. Buradaki 𝐼 aralığı 𝛼 

eğrisinin parametre aralığı olarak tanımlanır. 𝑡 ∈ 𝐼 değişkenine de 𝛼 eğrisinin 

parametresi denir. 

Tanım 2.2 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ →  𝐸𝑛 diferansiyellenebilir bir eğri olsun. 

 𝜈: 𝐼 → ℝ , 𝜈(𝑡) =∥ 𝛼′(𝑡) ∥ 

şeklinde tanımlı 𝜈 fonksiyonuna skaler hız fonksiyonu, ∥ 𝛼′(𝑡) ∥∈ ℝ  değerine de 

𝛼’nın 𝛼(𝑡)’deki skaler hızı, 

𝛼′(𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
 =  (

𝑑𝛼1(𝑡)

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2(𝑡)

𝑑𝑡
, … . ,

𝑑𝛼𝑛(𝑡)

𝑑𝑡
) 

vektörüne de  𝛼 eğrisinin hız vektörü denir. 

Tanım 2.3 𝛼: 𝐼 ⊂  ℝ → 𝐸𝑛 eğrisi için ∥ 𝛼′(𝑠) ∥= 1 ise eğriye birim hızlı eğri, 𝑠 ∈ 𝐼 

parametresine de eğrinin yay parametresi denir. 

Tanım 2.4 𝛼: 𝐼 → 𝐸𝑛 eğrisi için her noktadaki hız vektörü sıfırdan farklı  

(𝛼′(𝑡) ≠ 0) ise 𝛼 eğrisine regüler eğri denir. 

Tanım 2.5 𝐸3 uzayında birim hızlı 𝛼: 𝐼 → 𝐸3eğrisi için  

𝒕(𝑠) = 𝛼′(𝑠) 

ile tanımlı  𝒕(𝑠) vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birim teğet vektörü denir. 

 𝒕 fonksiyonu 𝐼 aralığının her bir 𝑠 noktasına, 𝛼(𝑠) noktasındaki 𝛼′(𝑠) teğet 

vektörünü karşılık getiren bir fonksiyondur. Buna göre 𝒕, 𝛼 eğrisi üstünde bir 

vektör alanıdır. Bu vektör alanına, 𝛼 eğrisinin birim teğet vektör alanı denir. 

Tanım 2.6  𝐸3 uzayındaki birim hızlı 𝛼 eğrisi için  

𝜅 ∶ 𝐼 → ℝ, 𝜅(𝑠) = ‖𝒕′(𝑠)‖ 

fonksiyonuna, 𝛼 eğrisinin eğrilik fonksiyonu ve   𝜅(𝑠) sayısına eğrinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki eğriliği denir. 
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Tanım 2.7  𝐸3 uzayındaki birim hızlı 𝛼 eğrisi için 𝜅(𝑠) > 0 olmak üzere 

𝒏(𝑠) =  
1

𝜅(𝑠)
𝒕′(𝑠) 

ile tanımlı 𝒏(𝑠) vektörüne, 𝛼’nın 𝛼(𝑠) noktasındaki asli normal vektörü ve 𝒏’ye de 

𝛼 eğrisinin asli normal vektör alanı denir. 

Tanım 2.8  𝐸3 uzayındaki birim hızlı 𝛼 eğrisi için  

𝒃(𝑠) =  𝒕(𝑠)  × 𝒏(𝑠) 

ile tanımlı 𝒃(𝑠) vektörüne, 𝛼’nın 𝛼(𝑠) noktasındaki binormal vektörü ve 𝒃’ye de 

 𝛼 eğrisinin binormal vektör alanı denir. 

Tanım 2.9 𝐸3 uzayındaki birim hızlı 𝛼 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝒕, 𝒏, 𝒃 olmak 

üzere 

𝜏: ℝ → ℝ , 𝜏(𝑠) = −〈𝒃′(𝑠), 𝒏(𝑠)〉 

fonksiyonuna, 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu denir. 𝜏(𝑠) sayısına eğrinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki burulması (torsiyonu) denir. 

Teorem 2.1 𝛼, 𝜅 > 0 eğriliğine sahip 𝐸3 de birim hızlı bir eğri olsun. {𝒕, 𝒏, 𝒃} 

vektör alanları 𝛼 eğrisinin her noktasında bir ortonormal çatı tanımlar (Bu çatıya 𝛼 

eğrisi boyunca Frenet çatısı denir) [7-8]. 

Teorem 2.2  𝛼: 𝐼 → 𝐸3 birim hızlı eğrisinin Frenet çatısı {𝒕, 𝒏, 𝒃} olmak üzere  

 𝒕′ = 𝜅𝒏 

             𝒏′ = −𝜅𝒕 + 𝜏𝒏 

  𝒃′ = −𝜏𝒏 

şeklindedir [7-8]. Bu eşitliklere Frenet formülleri denir. 

Teorem 2.3 𝛼, 𝐸3de bir regüler eğri olsun. Bu durumda eğrinin Frenet vektörleri 

ile eğrilik ve burulma fonksiyonları  

𝑇 =
𝛼′

‖𝛼′‖
,   𝑁 = 𝐵 × 𝑇,   𝐵 =

𝛼′ × 𝛼′′

‖𝛼′ × 𝛼′′‖
,  

 

 𝜅 =
‖𝛼′ × 𝛼′′‖

‖𝛼′‖3
,   𝜏 =

det (𝛼′, 𝛼′′, 𝛼′′′)

‖𝛼′ × 𝛼′′‖2
   

şeklindedir [7-8]. 
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Tanım 2.10 𝛼: 𝐼 → 𝐸3 eğrisinin Frenet çatısı {𝒕, 𝒏, 𝒃} olsun. 

1. 𝑠𝑝{𝒕(𝑠), 𝒏(𝑠)} alt uzayına eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki oskülatör düzlemi 

denir. 

2. sp{𝒏(𝑠), 𝒃(𝑠)}  alt uzayına eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki normal düzlemi denir. 

3. 𝑠𝑝{𝒃(𝑠), 𝒕(𝑠)} alt uzayına eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki rektifiyan düzlemi 

denir. 

Tanım 2.11  Bir eğrinin her noktasındaki teğet vektörü sabit bir vektör ile sabit bir 

açı yapıyorsa o eğriye bir helis denir. 

Teorem 2.4 𝐸3 de eğriliği  𝜅 > 0  olan regüler bir eğrinin helis olması için gerek ve 

yeter koşul 𝜏 𝜅⁄  oranının sabit olmasıdır [7-8]. 

İspat:  (⇒): 𝛼 eğrisinin bir helis olduğunu kabul edelim. 𝛼 eğrisinin Frenet çatısı 

{𝒕, 𝒏, 𝒃}  alınırsa, helisin tanımı gereğince 

〈𝒕(𝑠), 𝑈〉 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

olacak şekilde sabit bir 𝑈 birim vektörüyle sabit bir 𝜃 açısı vardır. Bu eşitliğin 

eğrinin s yay parametresine göre türevi alınırsa   

〈𝒕′(𝑠), 𝑈〉 = 0 ⇒ 𝜅〈𝒏(𝑠), 𝑈〉 = 0 

         ⇒ 𝒏 ⊥ 𝑈 

olduğu görülür. Burada 𝑈 ∈ 𝑠𝑝{𝒕(𝑠), 𝒃(𝑠)} olduğundan  

𝑈(𝑠) = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝒕(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝒃(𝑠) 

bulunur. Diğer yandan   

  〈𝒏, 𝑈〉 = 0 

ifadesinin türevi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa  
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〈𝒏′(𝑠), 𝑈〉 + 〈𝒏(𝑠), 𝑈′〉 = 0 ⇒ 〈𝜅(𝑠)𝒕(𝑠) − 𝜏(𝑠)𝒃(𝑠), 𝑈〉 = 0 

⇒ 〈𝜅(𝑠)𝒕(𝑠) − 𝜏(𝑠)𝒃(𝑠), 𝑈〉 = 0 

⇒ 𝜅(𝑠)〈𝒕(𝑠), 𝑈〉 − 𝜏(𝑠)〈𝒃(𝑠), 𝑈〉 = 0 

⇒ 𝜅(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

 ⇒ 
𝜏(𝑠)

𝑘(𝑠)
= 𝑐𝑜𝑡𝜃 = 𝑠𝑏𝑡 

elde edilir. 

 (⇐): Kabul edelim ki ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 𝜏
𝜅⁄   oranı sabit olsun. α eğrisinin bir helis 

olduğunu göstermek istiyoruz. 

𝜏
𝜅⁄ = sbt ise 𝜏 𝜅⁄ = 𝑐𝑜𝑡𝜃 = 𝑠𝑏𝑡  olacak şekilde sabit bir 𝜃 açısı vardır. Buradan 

 
𝜏

𝜅
=

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
⇒ 𝜅(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

olur. 

𝑈(𝑠) = 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝒕(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝒃(𝑠) 

vektörünü tanımlayalım. Açının sabit olduğu dikkate alınır ve türev alınırsa  

𝑈′ = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝒕′ + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝒃′ 

veya 

𝑈′ = [𝜅(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝜃]𝒏(𝑠) 

olup, 𝜅(𝑠)𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏(𝑠)𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0  olduğu kullanılırsa 𝑈′ = 0 yani 𝑈 = 𝑠𝑏𝑡  bulunur. 

Buradan  

〈𝛼′(𝑠), 𝑈〉 = 〈𝒕(𝑠), 𝑈〉 = 〈𝒕(𝑠), 𝑐𝑜𝑠𝜃𝒕(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝒃(𝑠)〉  = 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑠𝑏𝑡 

olur ki, bu da 𝛼 nın bir helis olduğunu gösterir.  
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Tanım 2.12 𝛼: 𝐼 →𝐸³ eğrisinin yer vektörü her zaman eğrinin rektifiyan 

düzleminde bulunuyorsa 𝛼 eğrisine rektifiyan eğri denir. Eğrinin Frenet vektörleri 

{𝒕,𝒏,𝒃}, yay parametresi 𝑠∈𝐼 olmak üzere bir rektifiyan eğrinin 𝛼(𝑠) yer vektörü  

𝛼(𝑠)=𝜆(𝑠)𝒕(𝑠)+𝜇(𝑠)𝒃(𝑠) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝜆(𝑠) ve 𝜇(𝑠) diferansiyellenebilir fonksiyonlardır [9]. 

Tanım 2.13  𝛼 eğrisinin her noktasındaki normal vektörü sabit bir vektör ile sabit 

bir açı yapıyorsa 𝛼 ya bir slant helis denir. 

Tanım 2.14  α: 𝐼 ⊂ ℝ → 𝐸𝟑  

                             𝑡 → 𝛼(𝑡) = ( 𝛼1(𝑡), 𝛼2 (𝑡), 𝛼𝟑(𝑡)) 𝐸𝟑 de bir eğri olsun. 𝑋 ∈ 𝜒(𝐸𝑛) 

olmak üzere  ∀𝑡 ∈ 𝐼 için 
𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝑋(𝛼(𝑡)) oluyorsa 𝛼 eğrisine 𝑋 vektör alanının bir 

integral eğrisi denir. 

Tanım 2.15 𝛼: 𝐼 →𝐸³ birim hızlı eğrisinin Frenet elemanları {𝒕, 𝒏, 𝒃}, eğriliği 𝜅 ve 

burulması 𝜏 olsun. 𝐷 = 𝜏𝒕 + 𝜅𝒃  vektör alanına 𝛼’nın Darboux vektör alanı denir. 

𝐷̃ =
𝐷(𝑠)

‖𝐷(𝑠)‖
=

1

√𝜅2 + 𝜏2
(𝜏𝒕 + 𝜅𝒃) 

vektörüne 𝛼 eğrisinin Darboux göstergesi denir. 

Tanım 2.16 𝛾 eğrisi boyunca {𝛾′, 𝛾′′} kümesi lineer bağımsız ise bu eğriye Frenet 

eğrisi denir. 

Tanım 2.17 𝛾 : 𝐼 →𝐸³ bir Frenet eğrisi ve eğrinin Frenet çatısı {𝒕, 𝒏, 𝒃} olmak 

üzere, 𝒏 ve 𝒃 vektör alanlarının integral eğrilerine, sırasıyla, 𝛾 eğrisinin asli-

doğrultu ve binormal-doğrultu eğrileri denir [1]. 
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3 
ÇATILANDIRILMIŞ EĞRİ VE UYARLANMIŞ ÇATI 

 

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ ⟶ 𝐸3 herhangi bir eğri olsun. Eğer 𝛾 eğrisi, 𝛾′(𝑡) × 𝛾′′(𝑡) ≠ 0 şartını 

sağlayan bir regüler eğri ise, bu eğriyi Frenet çatısı veya diğer uyarlanmış çatılar 

aracılığıyla çatılandırabiliriz [10]. Ancak eğer 𝛾 eğrisi singüler noktalara sahip ise, 

o noktalarda Frenet çatısı tanımlanamaz. Bu durumda, böyle bir eğri aşağıdaki 

metodla çatılandırılabilir [3,4]:  

∆2= {𝒗 = (𝒗𝟏, 𝒗𝟐) ∈ 𝑅3 × 𝑅3|〈𝑣𝑖, 𝑣𝑗〉 = 𝛿𝑖,𝑗  , 𝑖, 𝑗 = 1,2} (3.1) 

kümesini göz önüne alalım. 

Eğer (𝒗𝟏, 𝒗𝟐) ∈ ∆2 ise 𝝁 = 𝒗𝟏 × 𝒗𝟐 vektörünün ℝ3 de birim vektör olduğu açıktır. 

Tanım 3.1 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ ⟶ 𝐸3 herhangi bir eğri ve 𝒗 = (𝒗𝟏, 𝒗𝟐) ∈ ∆2 olsun. Eğer  

∀𝑡 ∈ 𝐼 ve 𝑖 = 1, 2 için 〈𝛾′(𝑡), 𝒗𝑖(𝑡)〉 = 0  ise (𝛾, 𝒗): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 ikilisine bir 

çatılandırılmış eğri denir. Eğer  (𝛾, 𝒗) çatılandırılmış bir eğri olacak şekilde  

𝒗: 𝐼 ⟶ ∆2 varsa 𝛾 eğrisine çatılandırılmış taban eğrisi denir [3]. 

 (𝛾, 𝒗𝟏, 𝒗𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğri ve 𝝁 = 𝒗𝟏 × 𝒗𝟐 olsun. O halde 

{𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝝁}  üçlüsü 𝛾 boyunca hareket eden bir çatı tanımlar. Bu çatının Frenet tipi 

formülleri  

〈𝒗′𝟏, 𝒗𝟐〉 = 𝑙, 〈𝒗′𝟏, 𝝁〉 = 𝑚,   〈𝒗′𝟐, 𝝁〉 = 𝑛 

olmak üzere 

{

𝒗𝟏
′ (𝑡) = 𝑙(𝑡)𝒗𝟐(𝑡) + 𝑚(𝑡) 𝝁(𝑡)

𝒗𝟐
′ (𝑡) = −𝑙(𝑡)𝒗𝟏(𝑡) + 𝑛(𝑡) 𝝁(𝑡)

 𝝁′(𝑡) = −𝑚(𝑡)𝒗𝟏(𝑡) − 𝑛(𝑡)𝒗𝟐(𝑡)
 (3.2) 

şeklindedir. Ayrıca, 𝛾′ vektörü 𝒗𝟏 ve 𝒗𝟐 vektörlerine dik olduğundan 𝝁 vektörüne 

paraleldir. Böylece 

𝛾′ = 𝛼(𝑡)𝝁(𝑡) (3.3) 

olacak şekilde 𝛼: 𝐼 ⟶ ℝ diferansiyellenebilir fonksiyonu vardır.  
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Tanım 3.2 (𝛾, 𝒗𝟏, 𝒗𝟐): 𝐼 ⊂ ℝ ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğrisi boyunca tanımlanan 

(𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼) fonksiyonlarına 𝛾 eğrisinin eğriliği denir [3].  

Bir 𝑡0 noktası 𝛾’nın bir singüler noktası ise 𝛼(𝑡0) = 0 olacağı, tersine 𝛼(𝑡0) = 0 ise 

𝑡0 noktasının 𝛾’nın bir singüler noktası olacağı (3.3) eşitliğinden açıktır. 

Lineer bağımsızlık şartına sahip regüler eğriler çatılandırılmış eğrilere örnek 

olarak verilebilir. 

Örnek 3.1 𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ ⟶ 𝐸3 bir regüler eğri ve ∀𝑡 ∈ 𝐼 için 𝛾′(𝑡) ile  𝛾′′(𝑡) vektörleri 

lineer bağımsız olsun. 𝛾 eğrisi boyunca Frenet çatısı {t,n,b} olmak üzere 

𝒗𝟏(𝑡) = 𝒏(𝑡), 𝒗𝟐(𝑡) = 𝒃(𝑡) alınırsa, (𝛾, 𝒗𝟏, 𝒗𝟐) bir çatılandırılmış eğridir. Burada 

𝝁(𝑡) = 𝒗𝟏(𝑡) × 𝒗𝟐(𝑡) = 𝒕(𝑡) olacağı açıktır [3]. 

Teorem 3.1 (Çatılandırılmış Eğriler İçin Varlık Teoremi) (𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼): 𝐼 ⟶ ℝ4  

bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eğriliği (𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼) olan bir (𝛾, 𝑣) 

çatılandırılmış eğrisi vardır [3]. 

Teorem 3.2 (Çatılandırılmış Eğrilerin Teklik Teoremi) Çatılandırılmış 

eğrilikleri  (𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼) ve (𝑙,̃ 𝑚̃, 𝑛,̃ 𝛼̃) olan iki çatılandırılmış eğri, sırasıyla, (𝛾, 𝒗) ve 

(𝛾,̃ 𝒗̃) olsun. Eğer bu eğrilerin çatılandırılmış eğrilikleri aynı ise (𝛾, 𝒗) ve (𝛾,̃ 𝒗̃) 

çatılandırılmış eğrileri denktirler [3]. 

3.1 Çatılandırılmış Eğri Boyunca Uyarlanmış Çatı 

(𝛾, 𝒗𝟏, 𝒗𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 eğrisi (𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼) eğriliğiyle verilen bir çatılandırılmış eğri 

olsun. Burada 𝒗𝟏 ve 𝒗𝟐 vektörleri 𝛾(𝑡)’nin normal düzleminin taban vektörleridir. 

(𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) ∈ ∆2 olmak üzere 

(
𝒗̅𝟏(𝑡)
𝒗̅𝟐(𝑡)

) = (
𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑡) −𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑡)
𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑡)

) (
𝒗𝟏(𝑡)
𝒗𝟐(𝑡)

)      (3.4) 

vektörlerini tanımlayalım. Burada 𝜃(𝑡)  diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.  

(𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) ⟶ 𝐸3 × ∆2 ikilisinin de bir çatılandırılmış eğri olduğu açıkça 

görülmektedir. (3.4) eşitliğinden 

𝒗̅𝟏 =  𝑐𝑜𝑠𝜃𝒗𝟏 −  𝑠𝑖𝑛𝜃𝒗𝟐 

𝒗̅𝟐 =  𝑠𝑖𝑛𝜃𝒗𝟏 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝒗𝟐 

yazılabilir. Böylece 
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𝝁̅(𝑡)= 𝒗̅𝟏(𝑡) × 𝒗̅𝟐(𝑡)= (𝑐𝑜𝑠𝜃𝒗𝟏 −  𝑠𝑖𝑛𝜃𝒗𝟐) × ( 𝑠𝑖𝑛𝜃𝒗𝟏 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝒗𝟐) 

          =𝑐𝑜𝑠2𝜃𝒗𝟏 × 𝒗𝟐 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝒗𝟐 × 𝒗𝟏 

          =𝝁 

bulunur. Ayrıca (3.2) türev formülleri kullanılırsa           

𝒗̅𝟏
′ = 𝒗𝟏[−𝜃′𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑙] + 𝒗𝟐 [cos𝜃 𝑙 − 𝜃′𝑐𝑜𝑠𝜃 ] +  𝝁 [𝑚cos𝜃-sin𝜃 𝑛] 

     = 𝒗𝟏 𝑠𝑖𝑛𝜃[𝑙 − 𝜃′] + 𝒗𝟐 cos𝜃[𝑙 − 𝜃′] +  𝝁[𝑚cos𝜃 − sin𝜃 𝑛] 

     = [𝑙 − 𝜃′](𝒗𝟏𝑠𝑖𝑛𝜃 +  𝒗𝟐𝑐𝑜𝑠𝜃)+ 𝝁[𝑚cos𝜃 − sin𝜃 𝑛] 

     = [𝑙 − 𝜃′]𝒗̅𝟐+  𝝁[𝑚cos𝜃 − sin𝜃 𝑛] 

yazılabilir. Benzer şekilde 

𝒗̅𝟐 
′ = 𝒗𝟏[𝜃′ cos𝜃 − cos𝜃𝑙] +  𝒗𝟐[𝑠𝑖𝑛𝜃𝑙 − 𝜃′𝑠𝑖𝑛𝜃] + 𝝁[𝑚𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑛cos𝜃] 

      = 𝒗𝟏cos𝜃[𝜃′ − 𝑙] − 𝒗𝟐𝑠𝑖𝑛𝜃[𝜃′ − 𝑙]+ 𝝁[𝑚𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑛cos𝜃] 

      = [𝜃′ − 𝑙](𝒗𝟏𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝒗𝟐𝑠𝑖𝑛𝜃) +  𝝁[𝑚𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑛cos𝜃] 

bulunur.  

𝜃: 𝐼 ⟶ ℝ  fonksiyonu 𝑚𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑛cos𝜃 = 0 eşitliğini sağlayacak şekilde 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

𝑚 = −𝑝𝑐𝑜𝑠𝜃,  𝑛 = 𝑝𝑠𝑖𝑛𝜃 

alınırsa, 

𝒗̅𝟏
′ = [𝑙 − 𝜃′]𝒗̅𝟐 +  𝝁[−𝑝𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑝𝑠𝑖𝑛2𝜃] 

                                               = [𝑙 − 𝜃′]𝒗̅𝟐 − 𝑝 𝝁 

elde edilir. 𝑞 = 𝑙 − 𝜃′  alınırsa  

𝒗̅𝟏
′ = 𝑞𝒗̅𝟐 − 𝑝𝝁 

bulunur. Benzer şekilde 

𝒗̅𝟐 
′ = −𝑞𝒗̅𝟏 

olduğu görülür. Diğer taraftan 

𝝁′(𝑡) = −𝑚(𝑡)𝒗𝟏(𝑡) − 𝑛(𝑡)𝒗𝟐(𝑡) 

eşitliğinden 



11 

𝝁′ = 𝑝𝒗̅𝟏 

bulunur. 

(𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐, 𝝁)  üçlüsü 𝛾 eğrisi boyunca bir uyarlanmış çatı oluşturur ve bu çatının 

Frenet-tipi formülleri aşağıdaki şekildedir [4]: 

(
𝝁′(𝒕)

𝒗̅𝟏′(𝒕)

𝒗̅𝟐′(𝒕)

) = (

𝟎 𝒑(𝒕) 𝟎
−𝒑(𝒕) 𝟎 𝒒(𝒕)

𝟎 −𝒒(𝒕) 𝟎
) (

 𝝁(𝒕)
𝒗̅𝟏(𝒕)
𝒗̅𝟐(𝒕)

) (3.5) 

Burada  𝝁, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐 vektörlerine, çatılandırılmış eğrinin, sırasıyla, genelleştirilmiş 

teğet vektörü, genelleştirilmiş asli normal vektörü ve genelleştirilmiş binormal 

vektörü adı verilir. 

 𝑝(𝑡) = ‖𝝁′(𝑡)‖ > 0 ve 𝑞(𝑡) = 𝑙(𝑡) − 𝜃′(t) olmak üzere (𝑝, 𝑞, 𝛼)  fonksiyonları 𝛾  

eğrisinin çatılandırılmış eğriliği olarak adlandırılır. 

Tanım 3.3 𝛾,  𝐸3 de eğriliği 𝑝(𝑡) > 0 olan çatılandırılmış bir eğri olsun. 𝛾 eğrisinin 

her noktasındaki genelleştirilmiş teğet vektörü 𝝁 sabit bir doğrultu ile sabit açı 

yapıyorsa 𝛾 eğrisine çatılandırılmış helis denir [4]. 

Teorem 3.3 𝐸3 Öklid uzayında çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) , 𝑝(𝑡) > 0, 

olan çatılandırılmış bir eğrinin çatılandırılmış helis olması için gerek ve yeter koşul  

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
= ∓𝑐𝑜𝑡𝜙 (3.6) 

olmasıdır. Burada 𝜙 sabit bir açıdır [4]. 

İspat: 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) , 𝑝(𝑡) > 0,  olan bir 

çatılandırılmış helis olduğunu kabul edelim. Tanım 3.3 gereğince  

〈𝝁(𝒔), 𝑈〉 = 𝑐𝑜𝑠𝜙 

yazılabilir. Burada  𝑈 sabit birim vektör ve 𝜙 sabit bir açıdır. Bu eşitliğin türevi 

alınırsa  

〈𝝁′(𝑠), 𝑈〉 = 0 

veya (3.5) formülleri kullanılırsa 𝑝(𝑡)〈𝒗̅𝟏(𝒔), 𝑈〉 = 0 bulunur.  𝑝(𝑡) > 0 olduğundan 

〈𝒗̅𝟏(𝒔), 𝑈〉 = 0 elde edilir. Bu da bize 𝑈 birim vektörünün 𝒗̅𝟐 ile 𝝁 vektörlerinin 

gerdiği düzlemde olduğunu gösterir. O halde 



12 

𝑈 = 𝑐𝑜𝑠𝜙 𝝁(𝑠) ± 𝑠𝑖𝑛𝜙 𝒗̅𝟐(𝑠) 

yazılabilir.  

Diğer yandan 〈𝒗̅𝟏(𝒔), 𝑈〉 = 0 ifadesinin türevi alınır ve (3.5) formülleri kullanılırsa  

〈−𝑝(𝑡)𝝁(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡), 𝑈〉=0 veya 𝑝(𝑡)〈𝝁(𝑡), 𝑈〉 = 𝑞(𝑡)〈𝒗̅𝟐(𝑡), 𝑈〉  olduğu görülür. 

Buradan  

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
= ∓𝑐𝑜𝑡𝜙 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

elde edilir.  

Tersine, çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) , 𝑝(𝑡) > 0,  olan bir 𝛾 eğrisi için 

(3.6) sağlanıyorsa, 𝛾 eğrisinin bir çatılandırılmış helis olduğu görülebilir. 

Tanım 3.4 𝛾, 𝐸3 de çatılandırılmış eğriliği (𝑝, 𝑞, 𝛼) , 𝑝(𝑡) > 0,  olan çatılandırılmış 

bir eğri olsun. 𝛾 eğrisinin her noktasındaki genelleştirilmiş asli normal vektörü 

𝒗̅𝟏 sabit bir doğrultu ile sabit açı yapıyorsa 𝛾 eğrisine çatılandırılmış slant helis 

denir [6]. 

Teorem 3.4 𝐸3 Öklid uzayında çatılandırılmış eğriliği (𝑝, 𝑞, 𝛼) , 𝑝(𝑡) > 0, olan 

çatılandırılmış bir eğrinin çatılandırılmış slant helis olması için gerek ve yeter 

koşul 

𝐻′

𝑝(1 + 𝐻2)
3
2

 (3.7) 

fonksiyonunun sabit olmasıdır. Burada 𝐻 =
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
  çatılandırılmış eğrinin 

çatılandırılmış harmonik eğrilik fonksiyonunu göstermektedir [6]. 

Önerme 3.1: (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. Bir regüler 

eğrinin 𝜅(𝑡) eğriliği ve 𝜏(𝑡) burulması ile (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡))  çatılandırılmış eğriliği 

arasındaki ilişki 

𝜅(𝑡) =
𝑝(𝑡)

|𝛼(𝑡)|
,    𝜏(𝑡) =

𝑞(𝑡)

𝛼(𝑡)
 (3.8) 

şeklindedir [4]. 

İspat: 𝛾 bir regüler eğri ise (3.5) formülleri kullanılarak 
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𝛾′ =  𝛼𝝁, 

𝛾′′ = 𝛼′𝝁 + 𝛼𝝁′ 

    𝛾′′ = 𝛼′𝝁 + 𝛼𝑝𝒗̅𝟏 

ve 

𝛾′′′ = 𝛼′′𝝁 + 𝛼′𝝁′ + 𝛼′𝑝𝒗̅𝟏 + 𝛼𝑝′𝒗̅𝟏 + 𝛼𝑝𝒗̅𝟏
′  

                                              = 𝛼′′𝝁 + 𝛼′𝑝𝒗̅𝟏 + 𝛼′𝑝𝒗̅𝟏 +  𝛼𝑝′𝒗̅𝟏 +  𝛼𝑝[−𝑝𝒗 + 𝑞𝒗̅𝟐] 

                                              = 𝝁(𝛼′′ − 𝛼𝑝2) +  𝒗̅𝟏(2𝛼′𝑝 +  𝛼𝑝′) + 𝒗̅𝟐(𝛼𝑝𝑞) 

elde edilir. 

𝛾′ × 𝛾′′ =  𝛼𝝁 × 𝛼′𝝁 + 𝛼𝑝𝒗̅𝟏 

                                                        =  𝛼2𝑝𝒗̅𝟐 

olup, 

‖ 𝛾′‖ = |𝛼|  ve  ‖ 𝛾′ × 𝛾′′‖ =  𝛼2𝑝 

elde edilir. 

 (𝛾′, 𝛾′′, 𝛾′′′) = 〈𝛾′ × 𝛾′′, 𝛾′′′〉 

           = 〈 𝛼2𝑝𝒗̅𝟐, 𝝁(𝛼′′ − 𝛼𝑝2) +  𝒗̅𝟏(2𝛼′𝑝 +  𝛼𝑝′) + 𝒗̅𝟐(𝛼𝑝𝑞)〉 

           =  𝛼3𝑝2𝑞 

eşitliği de göz önüne alınırsa 

𝜅 =
‖ 𝛾′ × 𝛾′′‖

‖ 𝛾′‖3
=

 𝛼2𝑝

|𝛼 |3
=

𝑝

|𝛼 |
   

𝜏 =
𝑑𝑒𝑡(𝛾′, 𝛾′′, 𝛾′′′)

‖ 𝛾′ × 𝛾′′‖2
=

 𝛼3𝑝2𝑞

 𝛼4𝑝2
=

𝑞

𝛼
 

bulunur. 
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3.2 Çatılandırılmış Rektifiyan Eğriler 

Tanım 3.5 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) ⟶ 𝐸3 × ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. Eğer 𝛾 eğrisinin yer 

vektörü 

𝛾(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝝁(𝑡) + 𝜉(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡) (3.9) 

şartını sağlıyorsa  𝛾 eğrisine çatılandırılmış rektifiyan eğri denir [4]. Burada 𝜆(𝑡) ve 

𝜉(𝑡) birer fonksiyondur. 

Teorem 3.5 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) ⟶ 𝐸3 × ∆2 eğrisi 𝑝(𝑡) > 0 olan bir çatılandırılmış eğri 

olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler birbirine denktir [4]: 

𝑖) Çatılandırılmış eğri ile çatılandırılmış eğrilik arasındaki ilişki  

〈𝛾(𝑡), 𝝁(𝑡)〉′ = 𝛼(𝑡) 

şeklindedir. 

𝑖𝑖) 𝑑(𝑡)  uzaklık fonksiyonu ve 𝑐 pozitif sabiti için  

𝑑2(𝑡) = 〈𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡)〉=〈𝛾(𝑡), 𝝁(𝑡)〉2 + 𝑐 

eşitliği sağlanır. 

𝑖𝑖𝑖) 〈𝛾(𝑡), 𝒗̅𝟐(𝑡)〉 = Κ , Κ bir sabittir. 

𝑖𝑣) 𝛾(𝑡) bir çatılandırılmış rektifiyan eğridir. 

İspat: 

𝛾(𝑡) çatılandırılmış rektifiyan eğri olsun. 𝛾(𝑡) eğrisinin yer vektörü  

𝛾(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝝁(𝑡) + 𝜉(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡) 

şeklindedir. Bu eşitliğin t parametresine göre türevi alınırsa  

𝛾′ = 𝜆′𝝁 + 𝜆𝝁′ + 𝜉′𝒗̅𝟐 +  𝜉𝒗̅𝟐′ 

elde edilir. 

𝛾′ =  𝛼𝝁  olduğu göz önüne alınır ve (3.5) formülleri kullanılırsa, 

𝛾′ = 𝜆′𝝁 +  𝜆(𝑝𝒗̅𝟏) +  𝜉′𝒗̅𝟐 + 𝜉(−𝑞𝒗̅𝟏) 

veya 

𝛼𝝁 = 𝜆′𝝁 + (𝜆𝑝 − 𝜉𝑞)𝒗̅𝟏 + 𝜉′𝒗̅𝟐 
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eşitliğinden 

𝜆′ = 𝛼,   𝜆𝑝 − 𝜉𝑞 = 0,   𝜉′ = 0 

bulunur. Böylece 〈𝛾, 𝝁〉 = 𝜆  eşitliğinden 

〈𝛾, 𝝁〉′ =  𝜆′= 𝛼 

elde edilir. Bu sayede 𝑖 eşitliği gösterilmiştir. 

𝜉′ = 0  eşitliği kullanılırsa, 〈𝛾(𝑡), 𝒗̅𝟐(𝑡)〉 = 𝜉 = 𝐾 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 bulunur. Bu sayede 𝑖𝑖𝑖 

eşitliği gösterilmiştir. Ayrıca 

〈𝛾, 𝛾〉 = 𝜆2 + 𝜉2 = 〈𝛾, 𝝁〉2 + 𝑐,    𝑐 = Κ2, 

yazılabileceğinden 𝑖𝑖 eşitliği gösterilmiştir. 

Tersine kabul edelim ki  𝑖 eşitliği sağlansın. 

〈𝛾, 𝝁〉′ = 〈𝛾′, 𝝁〉 + 〈𝛾, 𝝁′〉 

eşitliğinden 

𝛼 = 〈𝛼𝝁, 𝝁〉 + 〈𝛾, 𝑝𝒗̅𝟏〉 

                                                                = 𝛼 + 𝑝〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉 

bulunur. 𝑝 > 0 olduğu için 〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉 = 0 elde edilir. O halde 𝛾 eğrisi { 𝜇, 𝑣̅2} ile gerilen 

düzlemdedir. Bu da bize 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış rektifiyan eğri olduğunu 

gösterir. 

Kabul edelim ki 𝑖𝑖 eşitliği sağlansın. Bu durumda 

〈𝛾(𝑡), 𝛾(𝑡)〉=〈𝛾(𝑡), 𝝁(𝑡)〉2 + 𝑐 

eşitliğinin 𝑡 parametresine göre türevi alınırsa 

2〈𝛾′, 𝛾〉 = 2〈𝛾, 𝝁〉[〈𝛾′, 𝝁〉 + 〈𝛾, 𝝁′〉] 

veya 

2〈𝛾, 𝛼𝝁〉 = 2〈𝛾, 𝝁〉[𝛼 + 𝑝〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉] 

eşitliğinden 

𝛼 = 𝛼 + 𝑝〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉 

bulunur. Buradan 
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〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉 = 0 

elde edilir. Bu da bize 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış rektifiyan eğri olduğunu gösterir. 

Kabul edelim ki 𝑖𝑖𝑖 eşitliği sağlansın. 

〈𝛾, 𝒗̅𝟐〉 = Κ, Κ bir sabit, eşitliğinden türev alınırsa 

〈𝛾′, 𝒗̅𝟐〉 + 〈𝛾, 𝒗̅𝟐′〉 = 0 

veya 

〈𝛼𝝁, 𝒗̅𝟐〉 + 〈𝛾, −𝑞𝒗̅𝟏〉 = 0 

yazılabilir. Buradan 𝑞 ≠ 0 alınırsa 

〈𝛾, 𝒗̅𝟏〉 = 0 

elde edilir. Böylece 𝛾 bir çatılandırılmış rektifiyan eğridir.
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4 

ÇATILANDIRILMIŞ DOĞRULTU EĞRİLERİ 

 

Choi ve Kim [1], Frenet çatısı {T,N,B} olan bir 𝛾: 𝐼 ⊂ 𝑅 ⟶ 𝐸3 Frenet eğrisini ele 

alarak, 𝛾’nın asli-doğrultu eğrisini ve binormal doğrultu eğrisini, sırasıyla, N ve B 

vektör alanlarının integral eğrisi olarak tanımlamıştır. 

Bu bölüm tezimizin orijinal kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde, verilen bir 

çatılandırılmış eğri ile bağlantılı bazı yeni çatılandırılmış eğriler tanımlanmıştır. Bu 

yeni çatılandırılmış eğriler, çatılandırılmış eğrinin bazı vektör alanlarının integral 

eğrileri olarak tanımlanmıştır. 

𝑝(𝑡) > 0 olmak üzere çatılandırılmış eğriliği  (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) olan bir 

çatılandırılmış eğri (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) ⟶ 𝐸3 × ∆2 olsun.  

𝑉 = 𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡) + 𝑐3𝝁̅(𝑡),               ∑ 𝑐𝑖
23

𝑖=1 = 1,  (4.1) 

vektör alanını göz önüne alalım. Burada 𝝁̅(𝑡) = 𝒗̅𝟏(𝑡) × 𝒗̅𝟐(𝑡) = 𝝁(𝑡) şeklindedir. 

Şimdi, 𝛾 çatılandırılmış eğrisi ile bağlantılı bazı yeni çatılandırılmış eğrileri 

aşağıdaki gibi tanımlıyoruz. 

Tanım 4.1  𝛼(𝑡)𝑉(𝑡) vektör alanının integral eğrisine  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝑉-

doğrultu eğrisi denir. 

Tanım 4.2 𝛼(𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) vektör alanının integral eğrisine  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi, 𝛼(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡) vektör alanının integral eğrisine 𝛾 

eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi denir. 

Uyarı 4.1 Çatılandırılmış genelleştirilmiş asli-doğrultu eğrisi 𝑐2 = 0, 𝑐3 = 0; 𝑐1 = 1 

olan 𝛼(𝑡)𝑉(𝑡) vektör alanının bir integral eğrisidir. Çatılandırılmış genelleştirilmiş 

binormal-doğrultu eğrisi 𝛼(𝑡)𝑉(𝑡) vektör alanının 𝑐1 = 0, 𝑐3 = 0; 𝑐2 = 1 olan bir 

integral eğrisidir. 𝛼(𝑡)𝝁(𝑡) vektör alanının integral eğrisi öteleme farkıyla 𝛾(𝑡)'den 

başka bir şey değildir. Bir başlangıç noktası verildiğinde, integral eğrisinin tek 

olduğu bilinmektedir. 
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4.1 Çatılandırılmış Asli Donör Eğrisi 

Önerme 4.1 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  

𝑝(𝑡) > 0 olan çatılandırılmış bir eğri olsun. 𝑉 = 𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡) + 𝑐3𝝁̅(𝑡)  olmak 

üzere, 𝛾 eğrisinin 𝑉-doğrultu eğrisi  𝛾̃ olsun. 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış 

genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisinin 𝛾 olması için gerek ve yeter şart  

𝑐1 = cos (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) , 𝑐2 = −𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) , 𝑐3 = 0 

olmasıdır. 

İspat: 𝛾̃ eğrisi 𝛼(𝑡)𝑉(𝑡)vektör alanının integral eğrisi olduğu için 𝛾̃′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑉(𝑡)  

yazılabilir. 𝛾̃ eğrisinin genelleştirilmiş asli normal vektörünün 𝒂1 olduğunu kabul 

edelim. Böylece 𝒂2(𝑡) = 𝑉(𝑡) × 𝒂1(𝑡) olmak üzere (𝛾̃, 𝒂1, 𝒂2) bir çatılandırılmış 

eğridir. 

(⇒): 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi 𝛾 olsun. Tanım 

4.2 yardımıyla 𝛾′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑎1(𝑡) yazılabilir. Ayrıca 𝛾′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝝁(𝑡) olduğundan 

𝑎1(𝑡) =𝝁(𝑡) eşitliği yazılabilir. 𝑉(𝑡) vektörü 𝑎1(𝑡) vektörüne dik olduğundan son 

eşitlik gereğince 𝑉(𝑡) vektörünün 𝝁(𝑡) vektörüne de dik olduğu görülür. Bu 

durumda 〈𝑉(𝑡), 𝝁(𝑡)〉 = 0 olup, 𝑐3 = 0 elde edilir. Bu sonuç (4.1) eşitliğinde yerine 

yazılırsa  𝑉 = 𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡) elde edilir. Böylece 

𝒂𝟐(𝑡) = 𝑉(𝑡) × 𝒂𝟏(𝑡) = (𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡)) × 𝝁(𝑡) = 𝑐2𝒗̅𝟏(𝑡) − 𝑐1𝒗̅𝟐(𝑡) 

şeklindedir. Böylece 

𝑉(𝑡) = 𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡), 𝒂2(𝑡) = 𝑐2𝒗̅𝟏(𝑡) − 𝑐1𝒗̅𝟐(𝑡) 

eşitlikleri kullanılırsa  

𝒗̅𝟏(𝑡) = 𝑐1(𝑡)𝑉(𝑡) + 𝑐2(𝑡)𝒂𝟐(𝑡),   𝒗̅𝟐(𝑡) = 𝑐2(𝑡)𝑉(𝑡) − 𝑐1(𝑡)𝒂𝟐(𝑡) 

bulunur.   

Şimdi 𝑉 = 𝑐1𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐(𝑡) vektörünün türevi alınırsa ve c1
2 + c2

2 = 1 eşitliği 

kullanılırsa  

                      𝑉′ = 𝑐1′𝒗̅𝟏(𝑡) + 𝑐1𝒗̅𝟏′(𝑡) + 𝑐2′𝒗̅𝟐(𝑡) + 𝑐2𝒗̅𝟐′(𝑡)  

                           = 𝑐1
′ (𝑐1𝑉 + 𝑐2𝒂𝟐) + 𝑐1(−𝑝𝝁 + 𝑞𝒗̅𝟐) + 𝑐2

′ (𝑐2𝑉 − 𝑐1𝒂𝟐) + 𝑐2(−𝑞𝒗̅𝟏) 
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   = 𝑐1
′ (𝑐1𝑉 + 𝑐2𝒂𝟐) − 𝑐1𝑝𝝁 + 𝑐1𝑞(𝑐2𝑉 − 𝑐1𝒂𝟐) + 𝑐2

′ (𝑐2𝑉 − 𝑐1𝒂𝟐) −𝑐2𝑞(𝑐1𝑉 + 𝑐2𝒂𝟐) 

   = (𝑐1
′ 𝑐2 − 𝑐𝟏

2
𝑞 − 𝑐2

′ 𝑐1 − 𝒄𝟐
2𝑞)𝒂𝟐 + (𝑐1

′ 𝑐1 + 𝑐2
′ 𝑐2)𝑽 − 𝑐1𝑝𝝁 

   = (𝑐1
′ 𝑐2 − 𝑐2

′ 𝑐1 − 𝑞)𝒂𝟐 − 𝑐1𝑝𝝁 

   = (𝑐1
′ 𝑐2 − 𝑐2

′ 𝑐1 − 𝑞)𝒂𝟐 − 𝑐1𝑝𝒂𝟏 

elde edilir. (3.5) türev formülleri gereğince 𝑉′ vektörünün 𝒂1 genelleştirilmiş asli 

normal vektörü ile lineer bağımlı olması için 

𝑐1
′ 𝑐2 − 𝑐2

′ 𝑐1 − 𝑞 = 0 

olmalıdır. 𝑐1 > 0 olduğunu kabul edelim. O halde 𝑐1 = √1 − c2
2 eşitliğinin türevi 

alınır ve son denklemde yerine yazılırsa   

𝑐2
′ = −𝑞√1 − c2

2 

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü  

𝑐2(𝑡) = −𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) 

şeklindedir. Böylece 

𝑐1 = cos (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡)  

bulunur. 

(⇐): Tersine 

𝑐1 = cos (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) , 𝑐2 = −𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) , 𝑐3 = 0 

eşitliklerinin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda  

𝛾̃′ = 𝛼(𝑡) {cos (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) 𝒗̅𝟏(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡) 𝒗̅𝟐(𝑡)} 

eşitliğinden  (𝛾̃, 𝝁, −𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) − cos(∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡)) eğrisinin bir 

çatılandırılmış eğri olduğu görülebilir. Bu durumda 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış 

genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisinin 𝛾  olduğu açıktır. 

Tanım 4.3 𝛼(𝑡){cos(∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛 (∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡)} vektör alanının integral 

eğrisine (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) eğrisinin çatılandırılmış asli-donor eğrisi denir. 
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4.2 Çatılandırılmış Genelleştirilmiş Asli Doğrultu Eğrisi 

(𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  𝑝(𝑡) > 0 olan 

çatılandırılmış bir eğri olsun. 

𝛾̃ eğrisi 𝛾’nın çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi ise  

𝛾̃′ = 𝛼(𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) (4.2) 

şeklinde yazılabilir.  𝒗̅𝒑 = −𝒗̅𝟐 olmak üzere (𝛾̃, 𝝁̅, 𝒗̅𝒑) 𝐼: ⟶ 𝐸3 × ∆2 eğrisinin de bir 

çatılandırılmış eğri olduğu açıkça görülür. Regüler eğriler için Bishop [6] çatısına 

benzer şekilde, (𝝁̃̅, 𝒗̃̅𝒑) ∈ ∆2 vektörlerini 

[
𝝁̃̅(𝑡)

𝒗̃̅𝒑(𝑡)
] = [

𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) −𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)
𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)

] [
𝝁̅(𝑡)
𝒗̅𝒑(𝑡)

] (4.3) 

şeklinde tanımlayalım. Burada 𝜑(𝑡) diferansiyellenebilir fonksiyondur.   

(4.3) eşitliğinden yararlanarak  

𝝁̃̅(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)𝝁̅(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) 𝒗̅𝒑(𝑡) 

𝒗̃̅𝒑(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)𝝁̅(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) 𝒗̅𝒑(𝑡) 
(4.4) 

yazılabilir. (4.4) eşitlikleri kullanılırsa  

𝒗̃̅𝟏(𝑡) = 𝝁̃̅(𝑡) ×  𝒗̃̅𝒑(𝑡) 

            = (𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)𝝁̅(𝑡) − 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)𝒗̅𝒑(𝑡)) × (𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)𝝁̅(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)𝒗̅𝒑(𝑡)) 

            = 𝑐𝑜𝑠2𝜃(𝝁̅(𝑡) × 𝒗̅𝒑(𝑡)) − 𝑠𝑖𝑛2𝜃(𝒗̅𝒑(𝑡) × 𝝁̅(𝑡)) 

            = 𝝁̅(𝑡) × 𝒗̅𝒑(𝑡) 

            = 𝝁̅(𝑡) × −𝒗̅𝟐 (𝑡) 

            = 𝒗̅𝟏(𝑡) 

olduğu görülür.  

(4.4) eşitliklerinin 𝑡 parametresine göre türevi alınır ve (3.5) formülleri 

kullanılırsa 

𝝁̃̅′  = −𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅ + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁̅′ − 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝒑  −𝑠𝑖𝑛𝜑𝒗̅𝒑
′  

veya 
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𝝁̃̅′  = −𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅ + 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑝𝒗̅𝟏) − 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝒑 − 𝑠𝑖𝑛𝜑[𝑞𝒗̅𝟏] 

                                 = 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝟐 − 𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅ + [𝑝𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑞𝑠𝑖𝑛𝜑] 𝒗̅𝟏 

ve 

𝒗̃̅𝒑
′ = 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁̅ + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅′ − 𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝒗̅𝒑 + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝒑

′  

                                         = 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁̅ + 𝑠𝑖𝑛𝜑[𝑝𝒗̅𝟏] + 𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝒗̅𝟐 + 𝑐𝑜𝑠𝜑[𝑞𝒗̅𝟏] 

                                         = 𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝒗̅𝟐 + 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁̅ + [ 𝑝𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑞𝑐𝑜𝑠𝜑] 𝒗̅𝟏  

elde edilir. Kabul edelim ki 𝜑: 𝐼 → ℝ  diferansiyellenebilir fonksiyonu 

𝑝(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) + 𝑞(𝑡) cos 𝜑(𝑡) = 0 (4.5) 

 şartını sağlasın. Bu durumda       

𝑝(𝑡) = −𝜌(𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡), 𝑞(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) (4.6) 

olduğunu kabul edelim. O halde, 

𝒗̃̅𝟏
′  = 𝒗̅𝟏

′ = −𝑝𝝁 + 𝑞𝒗̅𝟐  

                                                                 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁 + 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑 𝒗̅𝟐 

                                                                 = 𝜌𝝁̃̅(𝑡), 

𝝁̃̅′  = 𝜑′𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝟐 − 𝜑′𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅ + [−𝜌𝑐𝑜𝑠2𝜑 − 𝜌𝑠𝑖𝑛2𝜑]𝒗̅𝟏 

                                   = −𝜑′[−𝑐𝑜𝑠𝜑𝒗̅𝟐 +  𝑠𝑖𝑛𝜑𝝁̅] + [−𝜌𝑐𝑜𝑠2𝜑 − 𝜌𝑠𝑖𝑛2𝜑]𝒗̅𝟏 

                                   = −𝜑′𝒗̅𝒑 − 𝜌𝒗̃̅𝟏  

ve 

𝒗̃̅𝒑
′ = 𝜑′[𝑠𝑖𝑛𝜑𝒗̅𝟐 + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝝁̅] + [−𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑] 𝒗̅𝒑 

                            = 𝜑′𝝁̃̅  

elde edilir.  

{𝒗̃̅𝟏, 𝝁̃̅, 𝒗̃̅𝒑} vektörleri 𝛾̃ boyunca uyarlanmış çatı oluşturur ve 𝜎(𝑡) = −𝜑′(𝑡) olmak 

üzere bu çatının Frenet tipi formülleri  
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[

𝒗̃̅𝟏′(𝑡)

𝝁̃̅′(𝑡)

𝒗̃̅𝒑′(𝑡)

] = [

0 𝜌(𝑡) 0
−𝜌(𝑡) 0 𝜎(𝑡)

0 −𝜎(𝑡) 0
] [

𝒗̃̅𝟏(𝑡)

𝝁̃̅(𝑡)

𝒗̃̅𝒑(𝑡)

] (4.7) 

olarak yazılabilir. Böylece 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış eğriliği  (𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡), 𝛼(𝑡))  

şeklinde elde edilir. 

Önerme 4.2 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  

𝑝(𝑡) > 0 olan bir çatılandırılmış eğri olsun.  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış eğriliği ile 𝛾 

eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi 𝛾̃ eğrisinin 

(𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡), 𝛼(𝑡)) çatılandırılmış eğriliği arasındaki ilişki  

𝜌(𝑡) = √𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡), 𝜎(𝑡) =
𝑝2(𝑡)

𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
(

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
)

′

      (4.8) 

şeklindedir. 

İspat: 

(4.6) eşitliğini kullanırsak,  𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡) = 𝜌2 yani 𝜌(𝑡) = √𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡) elde 

edilir. 

Diğer taraftan 

𝑝(𝑡) = −𝜌(𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡),  𝑞(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) 

eşitliklerinin türevi alınırsa 

{
𝑝′(𝑡) = − 𝜌′(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)  + 𝜑′(𝑡)𝜌(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)

𝑞′(𝑡) = 𝜌′(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) + 𝜑′(𝑡)𝜌(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)
 (4.9) 

elde edilir. 

𝑝′(𝑡) = −𝜌′(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) + 𝜑′(𝑡)𝑞(𝑡) 

𝑞′(𝑡) = 𝜌′(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) − 𝜑′(𝑡)𝑝(𝑡) 

eşitlikleri, sırasıyla, 𝑞(𝑡) ve −𝑝(𝑡) ile çarpılırsa 

𝑞(𝑡)𝑝′(𝑡) = −𝑞(𝑡)𝜌′(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) +𝜑′(𝑡)𝑞2(𝑡) 

−𝑝(𝑡)𝑞′(𝑡) = −𝑝(𝑡)𝜌′(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) +𝜑′(𝑡)𝑝2(𝑡) 

bulunur. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanırsa,  

 𝑞(𝑡)𝑝′(𝑡) − 𝑝(𝑡)𝑞′(𝑡) = 𝜑′(𝑡)[𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)] − 𝜌′(𝑡)[𝑞(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)]  
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olup, (4.5) kullanılırsa 

𝑝2(𝑡)

𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
(

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
)

′

=
𝑝𝑞′ − 𝑞𝑝′

𝑝2 + 𝑞2
= −𝜑′(𝑡) = 𝜎(𝑡)   

elde edilir. 

Sonuç 4.1  𝛾,  𝐸3 de çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  𝑝(𝑡) > 0 olan bir 

çatılandırılmış eğri ve 𝛾̃  da 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu 

eğrisi olsun. Böylece 

𝜎(𝑡)   

𝜌(𝑡)
=

𝑝2(𝑡)

𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
3
2

(
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
)

′

     (4.10) 

sağlanır. 

(4.10) eşitliği kullanılırsa, aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Önerme 4.3 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğri ve 𝛾̃ da 𝛾 eğrisinin 

çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi olsun. 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

slant helis olması için gerek ve yeter koşul 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış helis 

olmasıdır. 

Önerme 4.4 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐),  𝐸3 de çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  𝑝(𝑡) > 0 

olan bir çatılandırılmış eğri olsun. Eğer 𝛾 regüler ise, 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

eğriliği ile 𝛾 eğrisinin 𝛾̃ çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisinin 

𝜅̃ eğriliği ve 𝜏̃ burulması arasındaki ilişki 

 

𝜅̃ =
√𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)

|𝛼(𝑡)|
, 𝜏̃(𝑡) =

𝑝2(𝑡)

𝛼(𝑡)(𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡))
(

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
)

′

 

 

(4.11) 

şeklindedir. 

İspat 

Çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi tanımı gereğince 

𝛾̃′  = 𝛼𝒗̅𝟏 

olduğunu biliyoruz. 𝛾̃ eğrisinin çatılandırılmış eğriliği (𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡), 𝛼(𝑡))  olsun. Eğer 

𝛾 regüler ise 𝛾̃ eğrisi de regüler olup, Önerme 3.1 gereğince 
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𝜅̃ =
𝜌

|𝛼|
,   𝜏̃ =

𝜎

𝛼
 

yazılabilir. Önerme 4.2 kullanılırsa istenen elde edilir. 

4.3 Çatılandırılmış Genelleştirilmiş Binormal Doğrultu Eğrisi 

(𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  𝑝(𝑡) > 0 olan 

bir çatılandırılmış eğri olsun. 

𝛾 eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi 𝛾̃ ise   

𝛾̃′ = 𝛼(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡) (4.12) 

yazılabilir. 𝒗̅ = −𝒗̅𝟏 olmak üzere (𝛾̃, 𝒗̅, 𝜇̅) : 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 eğrisinin de 

çatılandırılmış bir eğri olduğu açıkça görülür. Bu çatının Frenet tipi formülü  

[

𝒗̅𝟐′(𝑡)

𝒗̅′(𝑡)

𝝁̅′(𝑡)

] = [

0 𝑞(𝑡) 0
−𝑞(𝑡) 0 𝑝(𝑡)

0 −𝑝(𝑡) 0
] [

𝒗̅𝟐(𝑡)
𝒗̅(𝑡)
𝝁̅(𝑡)

]            (4.13) 

şeklindedir. O halde çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisinin 

çatılandırılmış eğriliği (|𝑞(𝑡)|, 𝑝(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve 𝑝 > 0’ dır. 

4.4 Çatılandırılmış Darboux Doğrultu Eğrisi 

(𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve 𝑝(𝑡) > 0 olan 

bir çatılandırılmış eğri olsun. ∀𝑡 ∈ 𝐼 için  

𝔡(𝑡) = 𝑞(𝑡)𝝁̅(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡) (4.14) 

şeklinde tanımlanan vektör alanını göz önüne alalım. Bu durumda 𝔡(𝑡) aşağıdaki 

eşitlikleri sağlar. 

𝝁̅′(𝑡) = 𝔡(𝑡) × 𝝁̅(𝑡), 

 𝒗̅𝟏
′ (𝑡) = 𝔡(𝑡) × 𝒗̅𝟏(𝑡), 

 𝒗̅𝟐
′ (𝑡) = 𝔡(𝑡) × 𝒗̅𝟐(𝑡) 

(4.15) 

𝔡(𝑡) vektör alanına 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin Darboux vektörü denir. Darboux 

vektörü normlanırsa 
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𝔇(𝑡) =
𝔡(𝑡)

‖𝔡(𝑡)‖
=

1

√𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
{𝑞(𝑡)𝜇̅(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡)} 

şeklinde yazılır. 

Şimdi, 𝛾 çatılandırılmış eğrisi ile bağlantılı yeni bir çatılandırılmış eğri 

tanımlayacağız. 

Tanım 4.4 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve 

𝑝(𝑡) > 0 olan bir çatılandırılmış eğri olsun. 𝛼(𝑡)𝔇(𝑡) vektör alanının integral 

eğrisi, 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisi olarak adlandırılır.  

Sonuç 4.2  𝔇(𝑡) vektör alanı 

𝔇(𝑡) =
1

√1 + (
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)
2

{
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝝁̅(𝑡) + 𝒗̅𝟐(𝑡)} 

(4.16) 

şeklinde yazılabilir. Bu durumda 𝛾 bir çatılandırılmış helis ise 

𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olacağından, 

𝔇′(𝑡) =
1

√1 + (
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)
2

{
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝝁̅′(𝑡) + 𝒗̅𝟐′(𝑡)} 

           =
1

√1 + (
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)
2

{
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝑝(𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) − 𝑞(𝑡) 𝒗̅𝟏(𝑡)} 

yani  ∀𝑡 ∈ 𝐼 için  𝔇′(𝑡) = 0 bulunur. Böylece bir çatılandırılmış helis için 𝔇(𝑡) bir 

sabit vektördür.  

Önerme 4.4 𝛾,  𝐸3 de çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve  𝑝(𝑡) > 0 olan bir 

çatılandırılmış eğri olsun. Bu durumda  𝛾  eğrisinin çatılandırılmış eğriliği ile 𝛾 

eğrisinin 𝛽 çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisinin (𝜁(𝑡), 𝜉(𝑡), 𝛼(𝑡)) 

çatılandırılmış eğriliği arasındaki ilişki  
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           𝜁(𝑡) = ‖𝔇′(𝑡)‖ =
|𝑝(𝑡)𝑞′(𝑡) − 𝑝′(𝑡)𝑞(𝑡)|

𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
,

𝜉(𝑡) = √𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡) 
 (4.17) 

şeklindedir. 

İspat:  

𝛾 eğrisinin çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisi 𝛽  olduğundan  

𝛽′ = 𝛼(𝑡)𝔇(𝑡)                    (4.18) 

yazılabilir.  

𝔇̅(𝑡) =
1

√𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
{𝑝(𝑡)𝝁̅(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝒗̅𝟐(𝑡)} 

vektör alanını göz önüne alalım. Bu vektör alanının 𝔇(𝑡) ile iç çarpımının sıfır 

olduğu açıktır. Aynı zamanda 𝔇̅(𝑡) × 𝒗̅𝟏(𝑡) = 𝔇(𝑡) olduğu açıktır. O halde,  

(𝛽, 𝔇̅, 𝒗̅𝟏): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2   çatılandırılmış bir eğridir. 

𝔇̅ =
𝑝𝝁̅ − 𝑞𝒗̅𝟐

√𝑝2 + 𝑞2
 , 𝔇 =

𝑞𝝁̅ + 𝑝𝒗̅𝟐

√𝑝2 + 𝑞2
 

eşitlikleri kullanılırsa 

𝑝𝔇 − 𝑞𝔇̅ =
(𝑝2+𝑞2)𝒗̅𝟐

√𝑝2 + 𝑞2
, 

𝑝𝔇̅ + 𝑞𝔇 =
(𝑝2+𝑞2) 𝝁̅

√𝑝2 + 𝑞2
 

yazılabilir. Bu eşitlikler yardımıyla 

𝒗̅𝟐 =
𝑝𝔇 − 𝑞𝔇̅

√𝑝2 + 𝑞2
, 𝝁̅ =  

𝑝𝔇̅ + 𝑞𝔇

√𝑝2 + 𝑞2
 (4.19) 

elde edilir.  

Şimdi {𝔇, 𝔇̅, 𝑣̅1} çatısının türev formüllerini bulalım. 

𝒗̅𝟏
′  = −𝑝𝝁̅ + 𝑞𝒗̅𝟐 ifadesinde (4.19) eşitliğinden yararlanılırsa 

 𝒗̅𝟏
′ =

−𝑝2𝔇̅ − 𝑝𝑞𝔇

√𝑝2 + 𝑞2
+

𝑞𝑝𝔇 − 𝑞2𝔇̅

√𝑝2 + 𝑞2
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veya 

        𝒗̅𝟏
′ = −√𝑝2 + 𝑞2𝔇̅ 

elde edilir. Burada 𝜉 = √𝑝2 + 𝑞2 olarak alınırsa  

𝒗̅𝟏
′ = − 𝜉𝔇̅ 

olur.  

𝔇̅ =  
𝑝

√𝑝2 + 𝑞2
𝝁̅  − 

𝑞

√𝑝2 + 𝑞2
  𝒗̅𝟐 

vektör alanının türevini alalım. Eğer (3.5) deki eşitlikler kullanılır ve 

𝜂 =
𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞

𝑝2 + 𝑞2
 

alınırsa 

𝔇̅′ = (√𝑝2 + 𝑞2) 𝒗̅𝟏 + (
−𝑝𝜂

√𝑝2 + 𝑞2
 ) 𝒗̅𝟐 + (

−𝑞𝜂

√𝑝2 + 𝑞2
 ) 𝝁̅ 

     = (√𝑝2 + 𝑞2) 𝒗̅𝟏 + (
−𝑝𝜂

√𝑝2 + 𝑞2
 )

𝑝𝔇 − 𝑞𝔇̅

√𝑝2 + 𝑞2
+ (

−𝑞(𝑡)𝜂

√𝑝2 + 𝑞2
 )

𝑝𝔇̅ + 𝑞𝔇

√𝑝2 + 𝑞2
 

     = (√𝑝2 + 𝑞2) 𝒗̅𝟏 − 𝜂 (
𝑝2𝔇 + 𝑝𝑞𝔇̅ − 𝑝𝑞𝔇̅ + 𝑞2𝔇

𝑝2 + 𝑞2
) 

     = (√𝑝2 + 𝑞2) 𝒗̅𝟏 − 𝜂𝔇 

elde edilir. Benzer şekilde  

𝔇′(𝑡) =  𝜂(𝑡)𝔇̅′(𝑡) 

olduğu görülebilir. Böylece (𝔇, 𝔇̅, 𝑣̅1) çatısının Frenet tipi formülleri  

[

𝔇′(𝑡)

𝔇̅′(𝑡)

𝒗̅𝟏′(𝑡)

] = [−

0 𝜂(𝑡) 0

𝜂(𝑡) 0 𝜉(𝑡)

0 −𝜉(𝑡) 0

] [

𝔇(𝑡)

𝔇̅(𝑡)
𝒗̅𝟏(𝑡)

] (4.20) 

şeklinde yazılabilir. Böylece 

𝜁(𝑡) = ‖𝔇′(𝑡)‖ = |𝜂(𝑡)| =
|𝑝(𝑡)𝑞′(𝑡) − 𝑝′(𝑡)𝑞(𝑡)|

𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡)
 

olup, istenen elde edilir. 
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Sonuç 4.3 𝛾, 𝐸3de çatılandırılmış eğriliği (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼(𝑡)) ve 𝑝(𝑡) > 0 olan bir 

çatılandırılmış eğri olsun. Eğer 𝛾 çatılandırılmış helis değil ise, 𝛾 eğrisinin 𝛽 

çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisinin (𝜁(𝑡), 𝜉(𝑡), 𝛼(𝑡)) çatılandırılmış eğriliği 

𝜉(𝑡)

𝜁(𝑡)
=

(𝑝2(𝑡) + 𝑞2(𝑡) )3/2

𝑝2(𝑡) |(
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)
′

|

 
(4.21) 

eşitliğini sağlar. 

Eğer Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 kullanılırsa, (4.21) gereğince aşağıdaki sonuç 

verilebilir. 

Önerme 4.5 (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): 𝐼 ⟶ 𝐸3 × ∆2 çatılandırılmış helis olmayan çatılandırılmış 

eğri ve 𝛽 da 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisi olsun. O halde, 𝛾 

eğrisinin çatılandırılmış slant helis olması için gerek ve yeter koşul 𝛽 eğrisinin 

çatılandırılmış helis olmasıdır. 

Örnek 4.1 𝛾: (−2𝜋, 2𝜋)  ⟶ 𝐸3 eğrisi  

𝛾(𝑡) =
√6

5
(𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

7
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

𝑠𝑖𝑛𝑡

5
,
𝑐𝑜𝑠𝑡

5
− 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) +

2

7
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) ,

2√6𝑡

5
 

− √6𝑠𝑖𝑛 (
2𝑡

5
)) 

parametrik denklemi ile verilsin. 𝛾 eğrisi üzerindeki 𝛾(0) noktasının bir singüler 

nokta olduğu açıktır. (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐): (−2𝜋, 2𝜋)  ⟶ 𝐸3 × ∆2  çatılandırılmış bir eğri 

olup, 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı vektörleri aşağıdaki gibi ifade edilebilir [6]. 

𝝁(𝑡) = (
3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) +

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) , −

3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)) 

𝒗̅𝟏(𝑡) = (
2√6

5
𝑐𝑜𝑠𝑡,

2√6

5
𝑠𝑖𝑛𝑡,

1

5
) 

𝒗̅𝟐(𝑡) = (
2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) −

3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) ,

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) −

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)) 

Ayrıca (𝛾, 𝒗̅𝟏, 𝒗̅𝟐) eğrisinin çatılandırılmış eğriliği  
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𝑝(𝑡) =
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) ,       𝑞(𝑡) =

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)  (4.22) 

şeklindedir [6].  

𝛾 eğrisinin çatılandırılmış slant helis olduğunu gösterelim. (4.22) kullanılırsa 

𝐻 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑡

5
)  elde edilir. Buradan  

𝐻′ =
1

5
(1 + 𝑡𝑎𝑛2(

𝑡

5
)) 

olup, (3.7) eşitliğinde yerine yazılırsa  

𝐻′

𝑝(1 + 𝐻2)
3
2

=

1
5

(1 + 𝑡𝑎𝑛2 (
𝑡
5

))

2√6
5

𝑐𝑜𝑠 (
𝑡
5

) (1 + 𝑡𝑎𝑛2 (
𝑡
5

))

3
2

 

=
1

2√6𝑐𝑜𝑠 (
𝑡
5

) (1 + 𝑡𝑎𝑛2 (
𝑡
5

))

1
2

=
1

2√6
 

elde edilir. Bu da bize 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış slant helis olduğunu gösterir [6]. 

Diğer taraftan, 𝛾′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝝁(𝑡)  olduğu kullanılırsa 

𝛼(𝑡) = 〈𝛾′(𝑡), 𝝁(𝑡)〉 =
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)  

elde edilir. 

𝛾 eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi 𝛾̃𝑝 olmak üzere  

𝛾̃𝑝′ = 𝛼(𝑡)𝑣̅1(𝑡) eşitliği yardımıyla  

𝛾̃𝑝
′ = (

24

25
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)  𝑐𝑜𝑠𝑡,

24

25
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝑡,

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)) 

bulunur. Bu ifadenin integrali alınırsa 

𝛾̃𝑝 = (
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) ,

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) −

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) , −

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)) + 𝑐1 
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elde edilir. Burada 𝑐1 sabit bir vektördür. 𝛾 eğrisinin 𝛾̃𝑝(0) = (
1

5
, 0, −

2√6

5
) 

noktasından geçen çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi Şekil 4.1’de 

verilmiştir. 

 

Şekil 4.1 Çatılandırılmış genelleştirilmiş asli doğrultu eğrisi (mavi) 

Eğer (4.5) eşitliği kullanılırsa 

𝑐𝑜𝑠 (
𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) = 0 

elde edilir. Bu eşitlik 

sin (𝜑(𝑡) +
𝑡

5
) = 0 

şeklinde yazılabileceğinden 

𝜑(𝑡) = −
𝑡

5
+ 𝑘𝜋, 𝑘𝜖𝑍 

elde edilir. (4.4) eşitliği kullanılırsa 
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𝝁̃̅(𝑡) =

(
3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) +

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡), −

3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) −

                 
2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡),

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)) + (

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) −

                 
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡),

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) −

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡))  

= (
2

5
sin (𝜑(𝑡) +

6𝑡

5
) +

3

5
sin (−𝜑(𝑡) +

4𝑡

5
) , −

2

5
cos (𝜑(𝑡) +

6𝑡

5
) − 

3

5
cos (−𝜑(𝑡) +

       
4𝑡

5
) ,

2√6

5
sin (𝜑(𝑡) +

𝑡

5
))  

 = (𝑠𝑖𝑛𝑡, −𝑐𝑜𝑠𝑡, 0) 

elde edilir. Benzer şekilde, 

𝒗̃̅𝒑(𝑡) = (
3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) +

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡), −

3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡) −

                  
2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡),

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝜑(𝑡)) + (−

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) +

                  
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡), −

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡) +

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑,

−2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑡)) = (−

2

5
cos (𝜑(𝑡) +

6𝑡

5
) +

3

5
cos (−𝜑(𝑡) +

4𝑡

5
) , −

2

5
sin (𝜑(𝑡) +

6𝑡

5
) +

3

5
sin (−𝜑(𝑡) +          

4𝑡

5
) ,

2√6

5
(𝜑(𝑡) +

𝑡

5
)) 

= (
1

5
𝑐𝑜𝑠𝑡,

1

5
𝑠𝑖𝑛𝑡, −

2√6

5
)  

elde edilir. 

Ayrıca, 𝒗̃̅𝟏(𝑡) = 𝒗̅𝟏(𝑡) olduğundan  

𝒗̃̅𝟏′(𝑡) = (−
2√6

5
𝑠𝑖𝑛𝑡,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠𝑡, 0) 

veya 

𝒗̃̅𝟏
′ (𝑡) = −

2√6

5
𝝁̃̅(𝑡) 

elde edilir. Benzer şekilde  
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𝒗̃̅𝒑
′ (𝑡) = (−

1

5
𝑠𝑖𝑛𝑡,

1

5
𝑐𝑜𝑠𝑡, 0) 

veya 

𝒗̃̅𝒑
′ (𝑡) = − 

1

5
 𝝁̃̅(𝑡) 

bulunur. O halde, {𝛾̃𝑝, 𝝁̃̅, 𝒗̃̅𝒑} çatılandırılmış eğrisinin, (𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡), 𝛼(𝑡)) 

çatılandırılmış eğriliği 

𝜌(𝑡) =
2√6

5
,    𝜎(𝑡) =

1

5
  (4.23) 

olarak elde edilir. Eğriliklerin sabit olması Teorem 3.3 gereğince 𝛾̃𝑝 eğrisinin 

çatılandırılmış helis olduğunu gösterir.  

Diğer taraftan 𝛾̃𝑝 eğrisinin birim Darboux vektörü 

𝔇(𝑡) = (−
1

5
𝑐𝑜𝑠𝑡, −

1

5
𝑠𝑖𝑛𝑡,

2√6

5
) 

olup, 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisi için 𝛽′ = 𝛼(𝑡)𝔇(𝑡) 

yardımıyla 

𝛽′(𝑡) = (−
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠𝑡, −

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛𝑡,

24

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)) 

elde edilir. Bu ifadenin integrali alınırsa 

𝛽(𝑡) = (
√6

30
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) −

√6

20
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) ,

√6

30
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) −

√6

20
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) , −

24

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)) + 𝑐2 

elde edilir. 𝛾 eğrisinin 𝛽(0) = (−
√6

60
, 0, −

24

5
) noktasından geçen çatılandırılmış 

genelleştirilmiş Darboux doğrultu eğrisi Şekil 4.2’de verilmiştir. 
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Şekil 4.2 Çatılandırılmış Darboux doğrultu eğrisi (kırmızı) 

𝛽 genelleştirilmiş Darboux doğrultu eğrisinin çatılandırılmış eğriliğini (4.17) 

eşitliği yardımıyla bulalım. (4.22) deki eşitliklerin türevi alınırsa 

𝑝′(𝑡) = −
2√6

25
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)  ve   𝑞′(𝑡) =

2√6

25
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 

olup, (4.16) eşitliğinde yerine yazılırsa   

𝜁(𝑡) =

|−
2√6
25

𝑠𝑖𝑛 (
𝑡
5

)
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡
5

) −
2√6
25

𝑐𝑜𝑠 (
𝑡
5

)
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡
5

)|

24
25

=  
1

5
 

elde edilir. Benzer şekilde 𝜉(𝑡) =
2√6

5
  bulunur.  

Ayrıca, 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi 𝛾̃𝑏 

olmak üzere  𝛾̃𝑏′ = 𝛼(𝑡)𝒗̅𝟏(𝑡) eşitliğinin integrali alınırsa 

𝛾̃𝑏(𝑡) =

√6 (
𝑐𝑜𝑠𝑡

5
−

1

5
𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) −

2

35
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) ,

𝑠𝑖𝑛𝑡

5
−

1

5
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

35
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) , −

√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
))+k 
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elde edilir. Burada k bir sabit vektördür. 𝛾 eğrisinin 𝛾̃𝑏(0) = (−
2√6

35
, 0, −

6

5
) 

noktasından geçen çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi Şekil 

4.3’te verilmiştir. 

 

Şekil 4.3 Çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal doğrultu eğrisi (yeşil)



35 

5 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde, çatılandırılmış bir eğri ile bağlantılı yeni eğriler tanımlanmıştır. 

Çatılandırılmış bir eğrinin bazı vektör alanlarının integral eğrileri olarak 

tanımlanan bu yeni eğriler, sırasıyla çatılandırılmış genelleştirilmiş asli-doğrultu 

eğrisi, çatılandırılmış genelleştirilmiş binormal-doğrultu eğrisi ve çatılandırılmış 

Darboux-doğrultu eğrisini olarak tanımlanmıştır. Bu yeni eğrilerin eğrilikleri ile 

verilen çatılandırılmış eğrinin çatılandırılmış eğrilikleri arasındaki ilişkiler elde 

edilmiştir. Elde edilen ilişkiler kullanılarak bu tür eğriler için bazı 

karakterizasyonlar verilmiştir. 

Benzer düşünceyle, 4-boyutlu uzayda çatılandırılmış eğri ile ilişkili integral eğrileri 

tanımlanarak, bunların eğrilikleri arasındaki bağıntılar bulunabilir ve bu eğrilerle 

ilgili çeşitli karakterizasyonlar verilebilir. 
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