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Yiiksek Lisans Tezi

ROSENAU-BURGERS DENKLEMININ NUMERIK COZUMUNE
YENI BiR YAKLASIM

AZAT AHMEDOV

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali

76+x sayfa
2022

Danisman: Dog. Dr. Nuri Murat YAGMURLU

Bu yiiksek lisans tezi bes boliimden olugmaktadir. Tezin ilk boliimiinde, tezde ele alinan
Rosenau-Burgers denkleminin fiziksel 6zellikleri hakkinda 6zet bir bilgi verildikten sonra tezde
yapilacak ¢alismalardan kisaca bahsedildi.

Tezin ikinci boliimiinde ise standart sonlu fark ve korunumlu sonlu fark yaklagimlar ile
birlikte kararlilik, tutarlilik ve yakinsaklik gibi bazi temel kavramlar sunuldu. Bu boliimde
ayrica kararlilik analizi hakkinda kisa bir 6n bilgi verildikten sonra von Neumann Fourier seri
yontemi anlatildi.

Uciincii boliimde, Rosenau-Burgers denklemi hakkinda detayli bir literatiir taramasi
yapilarak mevcut calismalar hakkinda bilgi sunuldu ve tezde goz Oniine alinacak model
problemler baslangic ve sinir sartlari ile birlikte verildi.

Dordiincii bolimde sirasiyla standart ve korunumlu sonlu fark yaklasimlari uygulanan
Rosenau-Burgers denkleminde lineer olmayan terim yerine bir lineerlestirme teknigi kullanildu.
Bu uygulamalar sonucu elde edilen niimerik semalar iiciincii boliimde bagslangi¢ ve sinir sartlari
ile birlikte verilen model problemlere uygulandi. Ardindan V = Uy, doniisiimii kullanilarak
elde edilen konuma gore parcalanmis Rosenau-Burgers denkleminde lineer olmayan terim
yerine yine ayni lineerlestirme teknigi ve korunumlu sonlu fark yaklagimi kullanilarak niimerik
semalar elde edildi. Bu niimerik semalar iigiincii boliimde baslangi¢ ve sinir sartlari ile birlikte
verilen model problemlere uygulanarak yaklasik sonucglar hesaplandi. Son olarak, yine bu
boliimde standart, korunumlu ve konuma gore pargalanmis denkleme karsilik gelen korunumlu
sonlu fark semalarinin model problemlere uygulanmasi ile yaklasik ¢oziimden hesaplanan hata
normlari ¢izelgeler ve grafikler halinde sunuldu. Ayrica her bir sema ile elde edilen sayisal
sonuclar literatiirede bazi mevcut ¢aligsmalarda verilen sonuglar ile kargilastirildi.

Besinci boliim olan tezin son boliimiinde ise uygulanan tiim yontemlerden hesaplanan
sayisal sonuglar ii¢iincii boliimde baglangic¢ ve sinir sartlari ile birlikte verilen model problemler
icin kendi igerisinde cizelgeler halinde karsilastirildi ve yaklasimlar hakkinda kisa bir
degelendirme yapildi.

iX



Anahtar Kelimeler: Rosenau-Burgers Denklemi, Korunumlu Sonlu Fark Yaklagimi,
Rubin-Graves Tipi Lineerlestirme



ABSTRACT
Master Thesis

A NEW APPROACH FOR NUMERICAL SOLUTIONS
OF ROSENAU-BURGERS EQUATION

Azat AHMEDOV

Inonu University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Mathematics

76+xi pages
2022

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nuri Murat YAGMURLU

This master thesis consists of five chapters. In the first chapter of the thesis, after giving a
brief information about the physical properties of the Rosenau-Burgers equation discussed in
the thesis, the studies to be done in the thesis are briefly mentioned.

In the second chapter of the thesis, some basic concepts such as stability, consistency and
convergence along with standart finite difference and conservative finite difference approaches
are presented. In this section, after giving a brief overview of stability analysis, the von
Neumann Fourier series method is explained.

In the third chapter, a detailed literature review about the Rosenau-Burgers equation is made
and information about the current studies is presented and the model problems to be considered
in the thesis are given together with the initial and boundary conditions.

In the fourth chapter, a linearization technique is used instead of the non-linear term in
the Rosenau-Burgers equation, in which standart and conservative finite difference approaches
are applied, respectively. The numerical schemes obtained as a result of these applications
are applied to the model problems with initial and boundary conditions given in the third
chapter. Then, numerical diagrams are obtained by using the same linearization technique
and conservative finite difference approaches instead of the nonlinear term in the space split
Rosenau-Burgers equation obtained by using the V = Uy, transformation. These numerical
schemes are applied to the model problems with initial and boundary conditions in the
third chapter, and approximate results are calculated. Finally, in this section, the error norms
calculated from the approximate solution by applying the conservative finite difference schemes
corresponding to the standart, conservative and space split equations to the model problems are
presented in tables and graphs. In addition, the numerical results obtained with each scheme are
compared with the results given in some existing studies in the literature.

In the last chapter of the thesis, which is the fifth chapter, the numerical results calculated
from all of the applied methods are compared in the third chapter for the model problems with
initial and boundary conditions, and a brief evaluation has been made about the approaches.
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1. GIRIS

Giintimiizde bilim insanlarinin iizerinde calistiklar1 one c¢ikan gorevlerden biri de doga
olaylarin1 matematiksel olarak modellemektir. Uzay, tip, kimya, biyoloji, jeoloji, fizik ve
mekanik vs. alanlarindaki problemlerin yanisira dogada karsilasilan her bir olay genellikle
cebirsel, integral ya da diferansiyel denklemler kullanilarak tanimlanabilir. Termal ve/veya
aerodinamigin yanisira mekanik yiik ve basing altinda olan farkli yapida delik ve ayni zamanda
cok sayida gergiyi barindiran bir basing tiipiindeki basincin yiizey boyunca dagilimi; nehir,
denizsuyu veya atmosferdeki kirleticilerin ortamdaki yogunlugunun hesaplanmasi; simsek veya
kasirgalarin meydana gelisini anlamak ve hava tahminlerinin simiilasyonunu yapmak bilim
insanlart ve miihendislerin giiniimiizde ¢ogunlukla ilgilendikleri one cikan problemlerden
bazilar1 olarak sayilabilir. Aslinda ele alinan bu tip problemlerin bir ¢ogunun matematiksel
modellerinin c¢ikartilmast diisiiniildiigi kadar giic olmamakla birlikte karmagsik yap1 ve
kullanilan malzeme tiirleri yiiziinden analitik coziimlerini elde etmek genellikle zordur. Iste bu
sartlarda niimerik yontem veya teknikler ele alinan bu tip denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin
elde edilmesinde 6nemli bir alternatif olarak karsimiza ¢ikarlar. Niimerik yontemler genellikle
ele alinan olaylar1 1yi modelleyen bir diferansiyel denklemi bilgisayar programlar1 yardimiyla
kolayca ¢6ziimii bulunabilecek bir takim lineer veya lineer olmayan cebirsel denklem sistemine
doniistiiriir. Gilintimiizde, literatiir incelendiginde cogu diferansiyel denklemlerin yaklagik
cOziimi i¢in gelistirilen ¢ok sayida niimerik yontemlerin mevcut oldugu goriiliir. Bunlardan
biri olan sonlu fark yontemleri, hem lineer hem de lineer olmayan bircok kismi diferansiyel
denklemin ¢oziimiinde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Bu yontemler ele alinirken ilk 6nce
verilen problemin ¢6ziim bolgesi ¢esitli geometrik yapilar iceren kafeslere parcalanir ve daha
sonra ele alinan problemin niimerik ¢oziimii her bir kafesin diigiim (1zgara, grid veya mesh)
noktalarinda hesaplanir. Ardindan baglangi¢ ve sinir sartlari ile ele alinan diferansiyel denklemde
bulunan farkli mertebeden tiirevler yerine Taylor seri ag¢ilimi yardimiyla bulunan uygun sonlu
fark yaklasimlar1 yazilir. Dolayisiyla, baglangicta gdz Oniine alinan diferansiyel denklemin
¢Oziimii problemi, uygulanan bu adimlarin sonunda fark denklemlerini iceren lineer veya
lineer olmayan cebirsel denklem siteminin ¢6ziimii problemine indirgenmis olur. Sonugta elde
edilen fark denklemlerinde problemin ¢6ziim bolgesine diismeyen hayali diigiim noktalarindaki
degerler verilen siir sartlarinin kullanilmasiya kolayca yok edilir. Son olarak ortaya ¢ikan

cebirsel denklem sistemi uygun bir yontem yardimiyla direkt ya da iteratif olarak coziiliir. [1-4].



Bu yiiksek lisans tezinde, o > 0 ve f € R olmak iizere,
Ut+Uxxxx[_aUxx+BUx+UU :0 (1.0.1)

seklinde verilen Rosenau-Burgers [5] denkleminin sonlu fark yontemleri ile niimerik

¢Oziimlerinin bulunmas1 amaclanmaktadir.

Simdi (1.0.1) ile verilen Rosenau-Burgers denkleminin tarih¢esine kisaca bakalim: Yogun
ayriklastirllmig sistemlerin dinamiginde, dalga-duvar ve dalga-dalga etkilesimleri durumlari
iyi bilinen KdV denklemi ile ele alinamaz. Bunun yanisira, yiiksek genlige sahip dalgalarin
davranigt ve egimi iyi tahmin edilemeyebilir. KdV denklemindeki bu eksikligin iistesinden
gelmek icin Rosenau [6,7]

U+ Uppxy + Uy +UU, =0 (1.0.2)

biciminde verilen Rosenau denklemini 6nerdi. Rosenau denklemine yonelik ¢oziimlerin varligi
ve tekligine dair teorik sonuglar Park [8] tarafindan arastirilmistir. Ornegin: Faedo-Galerkin
yontemi [9], sonlu elemanlar Galerkin yontemi [10], sonlu fark yontemi [11, 12], ortogonal
kiibik spline kollokasyon yontemi [13] gibi baz1 yontemler (1.0.2) ile verilen denklemin yaklagik

¢Oziimlerinin bulunmasinda kullanilmagtir.

KdV denkleminin modellemede eksik kaldigi bu durumlari tamimlayabilen Rosenau
denklemi lineer olmayan dalgalarin daha genis caph dzelliklerini modelleyemiyordu. Iste lineer
olmayan dalgalarin bu genis ¢apli 6zelliklerini de géze Oniine almak ve dinamik sistemlerdeki
yayilim (dissipation) olayin1 da modelleyebilmek i¢in —uy, vizkoz teriminin eklenmesine ihtiyag

duyuldu. Boylece literatiirde Rosenau-Burgers denklemi olarak bilinen
Ut—'l_Uxxxxt _(xex+ﬁUx+UUx - O,X 6 [071], t 6 [0, T]

denklemi ortaya ¢ikmis oldu [5, 14].

Bu tezde ele alinacak olan Rosenau-Burgers denklemi
U (x,0) = Uo (x), x€[0,1]

baslangic sart1 ve
U0,t) =U(l,1) = }
) te|0,T
Unr(0,1) = Une(i.1) = 0 0.7}

homojen sinir sartlari ile géz Oniine alindi.

Bu baglangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiinde denklemdeki lineer olmayan UU;, terimi

yerine Rubin-Graves benzeri bir lineerlestirme teknigi kullanilarak standart sonlu fark yaklagimi

2



(SSFY), korunumlu sonlu fark yaklagimi (KSFY) ve konuma gore pargalanmis Rosenau-Burgers
denklemi i¢in korunumlu sonlu fark yaklagimi (KKSFY) uygulandi. Bu yontemlerden elde
edilen niimerik yaklagimlarin Boliim 3’de verilecek olan model problemlere uygulanmasi ile

hesaplanan sayisal ¢coziimler ¢izelgeler ve grafikler halinde karsilastirmali olarak sunuldu.



2. SONLU FARK YONTEMLERI VE BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu boliimiinde takip eden boliimlerde ele alinacak olan standart ve korunumlu sonlu

fark yontemleriyle beraber bazi temel kavramlar hakkinda bilgiler sunuldu.

2.1 Sonlu Fark Yaklasimlari

Sonlu Fark Yontemleri (SFY) dogada siklikla karsilasilan olaylart modelleyen prob-
lemlerin yaklasik coziimlerinin bulunmasinda yaygin olarak kullanilan niimerik yontemlerden
biridir. Bu yontemin uygulamasi esnasinda one ¢ikan ve dikkat edilmesi gereken bazi temel

esaslar agsagida maddeler halinde verilmistir [1, 15].

1. Ik énce, ele alinan problemin iizerinde tanimli oldugu ¢6ziim bolgesi genellikle diizgiin
geometrik sekillerden olusan kafes yapilarina boliiniir ve ardindan problemin yaklasik ¢coziimii

olusturulan bu kafeslerin dii§iim (1zgara, grid, mesh) noktalarinda hesaplanir.

2. Ikinci adimda, problemde goriilen tiirevler yerine, Taylor seri acilimindan bulunan sonlu
fark yaklagimlari kullanilarak diigiim noktalarindaki sonuglarla iligkilendirilen bir sonlu fark

denklemi bulunur.

3. Bir sonraki adimda eger problemin ¢6ziim bolgesine diigmeyen hayali degerler var ise
bunlar smir sartlar1 kullanilarak yok edilir. Boylece, ele aliman problem lineer veya lineer

olmayan coziilebilir bir cebirsel denklem sistemiyle sonuclanir.

4. Cebirsel denklem sisteminin ¢oziimiine ge¢gmeden Once elde edilecek olan yaklagik
cOziimlerin problemin analitik ¢6ziimiine hangi kosullar altinda yakin kalacagi incelenir. Bu

ise matematikte yakinsaklik analizi olarak bilinir.

5. Son olarak, yontemin yakinsaklig1 gosterildikten sonra cebirsel denklem sistemi lineer
veya lineer olmamasina gore ya direkt ya da iteratif yontemlerden biri yardimi ile uygun
bir programlama dili kullanilarak ¢oziiliir ve sonucta ele alinan problemin istenilen diigiim

noktalarindaki yaklasik ¢6ziimii elde edilmis olur.

Bu kisimda, tezde Rosenau-Burgers denklemine uygulanmasi planlanan SSFY, KSFY ve
KKSFY yontemlerinin okuyucu tarafindan daha iyi anlasilabilmesi ve yontemlerin ayrintili
detaylarinin daha rahat goriilebilmesi i¢in 2—boyutlu 1s1 iletim denklemi Ornek uygulama
olarak se¢ildi. Bu denkleme SSFY, KSFY ve KKSFY yontemlerinin uygulanmasiyla elde edilen

niimerik yaklagimlarin bulunmasi asagida ayrintili olarak verildi.
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Simdi x, y, t birer bagimsiz de8iskeni temsil etmek {iizere u bilinmeyenli bir kismi
diferansiyel denklemin ¢6ziim bolgesi [0,7] x [0,/] X [0,00) olsun. Genellikle sonlu fark
yontemleri uygulanirken tizerinde ¢alisilan ¢6ziim bolgesi /(= Ax) x—konum yoniinde adim
uzunlugu, hy(= Ay) y—konum yoniinde adim uzunlugu ve A¢t(= k) ¢ zaman yoniinde adim

uzunlugu aliarak genellikle diizgiin kafes yapilarina boliiniir.

Ornegin; ele alinan problemin verilen [0,1] x [0,] x [0,%0) yar1 agik bolgesi iizerindeki

(xi,yj,tn) biciminde temsil edilen bir diigiim noktas:

X = i(Ax) = ih,, i=0,1,...M,
y]:](Ay):.]hy7 j:0717"';N7
thn = n(At) = nk, n=0,1,...

olarak verilmis olsun. Bu kafes yapisi iizerinde ele alinan herhangi bir keyfi Q(ihy, jhy,nk)

diigiim noktasinda U (x,y,t) fonksiyonunun yaklagik degeri
Ug, U (ihy, jhy,nk) veya U;';

notasyonlarindan birisi ile temsil edilebilir. Buna gore (x;,y;,#,) grid noktasindaki U’nun
yaklagik deferi U(x;,yj,ty) = U]'; olarak gbsterilebilir. Boylece, U fonksiyonunun cesitli
mertebeden tiirevlerine kargilik gelen sonlu fark yaklasim ifadeleri de bu gosterimler cinsinden

yazilabilir.

Ancak bu gosterim kolayliklarina ek olarak, bir kismi diferansiyel denklemde goriilen
cesitli mertebeden tiirevlerin giiniimiiz dijital bilgisayarinda etkin bir sekilde depolanabilmesi
ve islenebilmesi icin yaklagik bir tiirde yazilmalar1 gereklidir. Iste bu yaklagik tarzda ifade etme
islemi Taylor Seri acilim1 yardimiyla gerceklestirilebilir. Konuya aciklik getirmek i¢in, ilk olarak
bir degiskenli herhangi bir fonksiyonun Taylor seri acilimini yaparak birinci mertebeden tiirevler

icin ileri fark yaklasimlarini verelim.

Keyfi bir U (x+ h) fonsiyonunun, 2 > 0 yeterince kiiciik bir pozitif reel say1 olmak iizere, bir

x noktasindaki degeri Taylor seri acilimi

dU RW*d*u nd’u
Ux+h)=U(x)+h—+

—_—t 2.1.1
dx 2! dx? + 31 dx3 ( )

dir. Buradan
dU _U(x+h)—U(x) hd*U h*d°U
dx h 201 dx? 3! dx3

(2.1.2)



yazilabilir. Son esitlik,
oy MU P&U
20 dx? 3! dx3
olmak iizere
dU  U(x+h)—U(x)
dx h

seklinde yazilabilir. Elde edilen bu son esitlik U degiskeninin x degiskenine gore birinci

+O(h)

mertebeden tiirevi i¢in birinci mertebeden hataya sahip bir yaklasim olup indis gosterimi

kullanilarak
du

dx

_ W +oh) (2.1.3)

biciminde yazilabilir. # > 0’nin yeterince kiiciik bir pozitif reel say1 olmas1 durumunda agikc¢a

i

O(h) — 0 olacagindan O(h) hata terimi ihmal edilebilir ve boylece yukaridaki esitlik

dU
dx

Uir1 — Ui
~ 2.1.4
I ( )

olarak alinabilir. (2.1.3) ile verilen bu esitlik yaygin olarak birinci mertebeden tiirev i¢in ileri

i

fark yaklasimi olarak bilinir.

Daha sonra, birinci mertebeden tiirev icin geri fark yaklagimini bulmak amaciyla Taylor seri

acilimi
dU N W d*u W dPu
dx 2! dx? 3! dx3

biciminde yazilir ve ileri fark gosteriminin elde edilmesinde uygulanan islemlere benzer sekilde

Ux—h)=U(x)—h (2.1.5)

islemler uygulanirsa
avu| U;—U;i
dx|;  h

1

+0(h)
seklinde birinci mertebeden geri fark yaklasimi bulunur. (2.1.1)’den (2.1.5) ¢ikartilirsa

du P du  mwddu
U(x+h)—U(x—h) =2h—+2

dx 31 dx3 + 51 dxS te

veya

dU _U(x+h)—U(x—h) hdU h*d°U

dx 2h 31 dx3 5! dxd

elde edilir. Buradan
dU Uir1 — Ui ’
— | =———+0(h
dx |; 2h +0(r)

seklinde merkezi fark yaklagimi bulunur. Bu gosterimin ilk iki gosterimden farkli olarak ikinci
mertebeden hataya sahip oldugu gercegine dikkat edilmelidir.
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Birinci mertebeden tiirev yaklagimlarindan sonra, ikinci mertebeden tiirevler i¢inde sonlu
fark yaklagimlart Taylor seri acilimi kullanilarak kolayca elde edilebilir. Bunun ic¢in Taylor
serisinin U (x+ 2h) ve U (x — 2h) fonksiyonlari i¢in x diigiim noktalarindaki Taylor seri agilimlari
sirastyla

dU (2n)?*d*u  (2h)3dPU
U(x+2h):U(x)+(2h)$+<zv) dx? +(3v) dx? +

(2.1.6)

dUu (2n)?d*U  (2h)}d’U
U(x—2h):U(x)—(2h)E+ 2,) 17 3,) RS (2.1.7)

formunda yazilir. Ardindan (2.1.7) denklemi (2.1.6) denklemi ile taraf tarafa toplanirsa

d’U  _(2h)*d*U
5 +2 T +...
dx 4! dx

U(x+2h)+U(x—2h) = 2U (x) +4h*

elde edilir. Bu gosterimde d>U /dx* ikinci tiirev terimi sol tarafta kalacak sekilde diizenleme

yapilirsa
d*U  U(x+2h)—2U(x)+U(x—2h)
dx?> 4h?

bulunur. Indis formunda

+O(h?) (2.1.8)

d°U|  Uipo—2Ui+ Ui
dx* |, 4h?

seklinde gosterilir ve bu gosterim ikinci mertebeden tiirevin ii¢ nokta ileri fark yaklagimi olarak

+0(h?)

bilinir.
Ikinci mertebeden tiirev icin yukarida yapilanlara benzer islemler bu defa (2.1.5) ile verilen
U(x—h) ve (2.1.7) ile verilen U (x — 2h) fonksiyonlari i¢in Taylor seri agilimlart uygulanirsa

d*U
dx?

_Ui—2Ui 1+ Ui

% +0(h?)

i

formunda ikinci mertebeden tiirevin ii¢ nokta geri fark yaklagimi bulunur.

(2.1.1)ile verilen U (x+h) ve (2.1.5) ile verilen U (x — k) ninTaylor seri agilimlari taraf tarafa

toplanirsa
d*U| Uiy —2U;+ Ui 5
= O(h
dx? ; h? +O(r)

formunda ikinci mertebeden tiirevin merkezi fark yaklagimi bulunur.

Tek degiskenli bir fonksiyonunun tiirevlerine sonlu fark yaklasimlarinin elde edilmesine
benzer sekilde ti¢ degiskenli bir U = U(x,y,t) fonksiyonununda tiirevlerine sonlu fark
yaklagimlar1 Taylor seri a¢ilimi yardimiyla agagidaki sekilde kolayca bulunur.

ou Ul Ui
ox hy
7

(2.1.9)



x degiskenine gore birinci mertebeden tiirev i¢in O(h,) mertebeli iki nokta ileri fark yaklagimi,

U ~ Uz(lj-i-l - Ui’:j

8_y = n (2.1.10)

y degiskenine gore birinci mertebeden tiirev igin O(h,) mertebeli iki nokta ileri fark yaklagimi,

ou Ui —Uly,

e m (2.1.11)

x degiskenine gore birinci mertebeden tiirev i¢in O(h,) mertebeli iki nokta geri fark yaklagimu,

ou U= Ui

8_y = h (2.1.12)

y degiskenine gore birinci mertebeden tiirev igin O(h,) mertebeli iki nokta geri fark yaklagimu,

ou UL, ;—UL,
Y ity il (2.1.13)
ox 2h,

x degiskenine gore birinci mertebeden tiirev icin O(h2) mertebeli ii¢ nokta merkezi fark

yaklagimi ve
U Ui — Ui

Iy o0y (2.1.14)

y degiskenine gore birinci mertebeden tiirev igin O(hg) mertebeli ii¢ nokta merkezi fark

yaklagimidir.

Tezde ele alinan problemdeki zaman yoniinde birinci mertebeden tiirev i¢in O(k) mertebeli

ileri ve geri fark yaklagimlari sirasiyla

1
ou Ul Uy

— 2.1.15
ot k ( )
ve 1
ou Ul — U’
—x-b_b (2.1.16)
ot k
dir.
Ikinci mertebeden tiirevler igin ise, asagidaki fark yaklagimlari kullanilir.
02U ~ Ui =20, T UL, 2.1.17)
dx? h? o
x degiskenine gore O(h2) mertebeden tiirev icin ii¢ nokta ileri fark yaklagimu,
U ~ Ul =207, + U 4, (2.1.18)

2 2
dy hs



y degiskenine gore O(hi) mertebeden tiirev igin ti¢ nokta ileri fark yaklagimu,

82U ~ Ul‘n,27j - 2Uin,1’j + Ul};l]

= 2.1.19
ox2 h? ( )
x degiskenine gére O(h2) mertebeden tiirev icin ii¢ nokta geri fark yaklagtmu,
2y U _,-=2U" [ +U"
= ij=2 217.1 1 ] (2.1.20)
dy hs
y degiskenine gore O(h%) mertebeden tiirev i¢in ti¢ nokta geri fark yaklagima,
02U ~ UL, =200+ UL 2.1.21)
ox? h?
x degiskenine gore O(h)%) mertebeden tiirev i¢in ii¢ nokta merkezi fark yaklagimi ve
22U ~ Uiy =207+ U7 (2.1.22)

2 2
dy h3
y degiskenine gore O(hg) mertebeden ii¢ nokta merkezi fark yaklagimidir.

Sonlu fark gosterimlerini kullanarak diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinin elde

edilmesinde kullanilan sonlu fark yontemleri sunlardir:
° Acik (Explicit) Sonlu Fark Yaklagimu.
° Kapali (Implicit) Sonlu Fark Yaklagimu.
. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimi.
. Agirlikli Averaj Sonlu Fark Yaklagima.
° Korunumlu (Conservative) Sonlu Fark Yaklagimi.

Verilen bu yontemlerden ilk dordii standart sonlu fark yontemleri olarak adlandirilir [1, 15].
Tezde kullanilacak standart sonlu fark yontemlerinin nasil uygulandigini gosterebilmek i¢in D =

[0,1] x [0,1] ¢6ziim bolgesi iizerinde verilen
la_U_&zU_l_&zU (x.y)
Kor o2 gy 7

2—boyutlu 1s1 iletim denklemini

eD, t>0 (2.1.23)

U(x,y,0) = Uy(x,y)

baslangic sart1 ve

U(x,y0,t) = g1(x,1),  0<x<lI, >0,
U(x,yn,t) = g2(x,1), 0<x<lI, t>0,
U(xo,y,t) =h(y,t), 0<y<l, >0,
Ulxm,yt) =ha(y,t),  0<y<lI, t>0.



sinir sartlariyla ele alinacaktir. Burada g1, g2, /11 ve hy niimerik hesaplamalar esnasinda verilecek

olan fonksiyonlardir.

2.1.1 Acik Sonlu Fark Yaklasimi (ASFY)

Yukarida verilen 2—boyutlu 1s1 iletim problemindeki 92U /dx?*, 9°U/dy* ve dU/dt

tiirevlerinin yerlerine Taylor serisinden gelen hatalar ihmal edilerek

°U Ui, — 200 UL,

7 2 :
U Uij1 =200+ Ufj
oy? h? ’

ve +1
n
ou Ui Ui
ot k
ile verilen sonlu fark yaklasimlar1 yazilirsa 1s1 iletim problemine karsilik gelen standart acik

sonlu fark yaklagimi

— 20!+ UL,

1
LU -0y U _2Ui'7j+Ui'31,j+U" inj—1

1 ij _ Vit i,jt1
K &k yr h2 h2
X y

biciminde elde edilir. Burada (n+ 1). zaman seviyesindeki bilinmeyen terimler esitliin sol
tarafinda ve n. zaman seviyesindeki bilinen terimler esitligin sag tarafinda olacak sekilde

yazilirsa

UM = UM+ (U — 208+ Uy ) + (U =20+ U ) (2.1.24)

agik sonlu fark yaklagimi elde edilir. Elde edilen bu yaklasimda ry = Kk/h2 ve ry = Kk/ h% olarak

alinmugtir. (2.1.24) ile verilen acik sonlu fark yaklagimi yardimiyla herhangi bir #, final zaman

n

adiminda bilinen U;"; degerleri kullanilarak bir sonraki 7, zaman adimindaki UZ‘JJFI degerleri

J
kolaylikla elde edilebilir.

2.1.2 Kapalh (Implicit) Sonlu Fark Yaklasimi (ISFY)

(2.1.23) denklemiyle verilen 2—boyutlu 1s1 iletim problemindeki 92U /dx?, d°U/dy? ve

dU /dt tirevlerinin yerlerine Taylor serisinden gelen hatalar ihmal edilerek sirasiyla

2 n+l n+1 n+1
U Uiy —2U;; +UTy

o2 2 ’

U Uifn =207 + UL,
2 = 2 ’
dy hs
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ve n+1
n
oU ~ U,’J -U

i i
or k
formunda verilen sonlu fark yaklasimlar1 yazilirsa probleme karsilik gelen kapali sonlu fark

yaklagimi1

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+l n+1 n+1
VU =00 Uy =20+ U0y Ui =207 + U

Kk h2 h2

olarak bulunur. Benzer sekilde bilinmeyenler esitligin sol tarafinda bir dnceki zaman adimindan

bilinenler esitligin sag tarafinda olacak sekilde diizenlenirse kapali sonlu fark yaklagimi

uptt —nUih 2o o) — U 2ot o) =t (2.1.25)

olarak yazilabilir. Yine burada r; = Kk/h2 ve r, = Kk/ h% olarak alinmigtir.

(2.1.25) ile verilen kapali sonlu fark yaklasimi bir lineer cebirsel denklem sistemidir ve
uygun bir algoritma ile ¢oziilebilir. Sonu¢ olarak n—inci zaman adiminda verilen noktasal

degerler yardimiyla (n 4 1)—inci zamaninda bilinmeyen noktasal degerler kolaylikla bulunur.

2.1.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklasimi (CNSFY)

Simdi (2.1.23) denklemiyle verilen 2—boyutlu 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson

yaklasimin elde etmek i¢in ilk dnce sirasiyla

1
ooy Ul —2U8 Uy Ui =200+ U
K~ & 2 2
ve +1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
n
LU UG Uiy 205 Uy Ui =20 0
K & 12 02

formunda bulunan acik ve kapali sonlu fark yaklagimlarinin aritmetik ortalamalar1 alinir ve daha

sonra gerekli diizenleme yapilirsa

1O U R, 208U U 200 U
X % 212 2h3
+1 —+1 +1 +1 +1 +1
Uit — 203, +Uin—1,J+Uf’,lj+1_2Uff Ui
252 hy

formunda Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi elde edilmis olur. Oncekilerine benzer sekilde

r1 = Kk/2h2 ve r, = Kk/ 2h§ alinirsa bu sonlu fark yaklagimi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Uiy —nUiy; =205 +US) —n(Us =200 + U

=Upi+n(Ul =20+ UL ) — (U] =207+ U )
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formunda yazilabilir. Bu yaklasimi kullanarak (n + 1). zaman adiminda bilinmeyen Ul.”;.rl
degerlerini bulmak icin CNSFY ile verilen yukaridaki sistem kapali sonlu fark yaklagiminda

oldugu gibi uygun bir algoritma ve bilgisayar programi yardimiyla ¢oziiliir.

2.1.4 Agirhikh Averaj Sonlu Fark Yaklasimi (AASFY)

Bu kisimda yukarida verilen sonlu fark yaklagimlarinin daha genel bir formu olan

agirlikl averaj yaklagimi kullanilarak (2.1.23) ile verilen 1s1 iletim problemine bir yaklagim

1 +1 +1 1 1 1 1
LU Ul (U, 20 +Uin—+1.,j+Ufj++1_2Ufj+ UL
K & n2 0
gy (U RU TR Ul 200G U

4 2 2

formunda yazilabilir. Burada 0 < ¢ < 1 olacak sekilde herhangi bir reel sayidir. Buradan acgik

bir sekilde goriilmektedir ki, agirlikli averaj yaklasimindan
. ¢=0 alindiginda Acik Sonlu Fark Yaklagimi
. o=1 alindiginda Kapali Sonlu Fark Yaklasimi
° o=1/2 alindiginda Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimi

elde edilir .

2.1.5 Korunumlu (Conservative) Sonlu Fark Yaklasim (KSFY)

U(x,t) fonksiyonunun x konum degiskenine gore (x;,f,) digiim noktasindaki birinci

mertebeden tiirevi icin sirasiyla O(h), O(h) ve O(h*) mertebeden

i
W), =200

Ui U
(UJ'?))?: #

2

olarak verilen ileri, geri ve merkezi fark yaklasimlar1i ve ¢ zaman degiskenine gore birinci
mertebeden tiirev icin O(k) mertebeden

yrtt —gyn
(Ujf.l)t o~ %

olarak verilen ileri fark yaklasimu ile birlikte ardigik iki zaman seviyesinin ortalamasi i¢in

+1
J 2
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olarak verilen fark yaklasimi kulanilacaktir [16,17].

Simdi tezde kullanacagimiz korunumlu sonlu fark yaklasimini agagida verilen 1s1 iletim

denklemine uygulayalim. Ilk olarak

Py Pu_ 1o
ox2 9y} K ot

bigiminde verilen 1s1 iletim denklemindeki 92U /dx?,d*U/dy* ve dU /ot tiirevleri yerlerine

sirastyla
?U (U}) = Utz = 2Ui; T UL,
dx? I3z 4n2 )
*U (). = Ul =200+ U}
dy? i3y 402 ;
ve

1
W Uy - Ul
ot k

ile verilen sonlu fark yaklagimlari yazilirsa 1s1 iletim denkleminin korunumlu sonlu fark

yaklagimi
1
LU Ul Ul —2U5+ U Ul =205+ U7,
K k 4h2 4h3
seklinde bulunur. Bu ifade diizenlenirse
Ut = Ul (U = 2075+ U ) + 72 (Ul 40 = 20754 U ) (2.126)

elde edilir. Buradai = 1(1)M —1, j=1(1)N—1,n=0,1,2,3,..., r; = Kk/h? ve ry = Kk /h} dir.
(2.1.26) cebirsel bir denklem sistemi olup uygun bir algoritma ile ¢oziiliir. Boylece (n). zaman
adimindaki bilinen noktasal degerler kullanilarak (n+ 1). zaman adimindaki noktasal degerler

bulunur.

2.2 Bazi Temel Kavramlar

Uygun baglangi¢ ve sinir sartlari ile birlikte verilen bir kismi diferansiyel denklemin yaklagik
¢Oziimlerinin bulunmasinda yaygin olarak kullanilan niimerik yontemlerden bir tanesi sonlu
fark yontemleridir. Bu yontemlerin dogrulugunun kolayca hesaplanabilir olmasi ve ¢ok boyutlu
problemlere uygulanirken daha az isleme ihtiya¢ duymasi tercih edilme sebeplerinden bazilari
olarak verilebilir [18]. Sonlu fark yontemleri bir kismi diferansiyel denkleme uygulanirken

oncelikle ele alinan baglangi¢-sinir deger probleminin ¢6ziim bolgesi sonlu sayida dikdortgensel
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kafeslere boliiniir. Yontem bu kafeslerin kesisim noktasi olan dii§iim noktasinda problemin
niimerik ¢oziimiinii hesaplama esasina dayanmaktadir. Bu amagcla diferansiyel denklemde
ve sinir sartlarinda yer alan kismi tiirevli terimler yerine Taylor serisi kullanilarak bulunan
sonlu fark yaklagimlar1 kullanilir. Dolayisiyla baslangi¢-sinir deger problemi cebirsel denklem
sistemine doniistiiriilmiis olur. Elde edilen cebirsel denklem sisteminde ¢oziim bolgesi diginda
kalan hayali noktalar problemin sinir sartlarina uygun sonlu fark yaklagimlari yazilarak yok
edilir. Daha sonra yontemin yakinsakligi incelenir Lax’in denklik teoremine gore bir sonlu
fark yaklagiminin yakinsaklig1 icin gerek ve yeter sart tutarli ve kararli olmasidir. Sonlu fark
yontemleri Taylor serisinden yararlanilarak olusturuldugundan ¢ogunlukla tutarlidir. Dolayisiyla
sadece yontemin kararliligini incelemek yeterlidir [19,20]. Son olarak, eger yontem yakinsaksa,
yaklagimdan elde edilen cebirsel denklem sistemi uygun bir yontemle c¢oziilerek baslangic ve

sinir sartlt kismi diferansiyel denklemle verilen problemin yaklasik ¢6ziimii bulunur.

2.2.1 Lokal Kesme Hatasi

Ele alinan problemin iizerinde tanimli oldufu ¢6ziim bolgesinde (m,n)-inci nodal
noktasindaki bir kismi diferansiyel denklemin sonlu fark yaklasimi, U kullanilan fark
denklemine karsilik gelen tam ¢Oziimiin yerine gegmek tizere, F, , (U) = 0 olarak yazilabilir.
(m,n)-inci nodal noktasinda sonlu fark yaklagiminin lokal kesme hatasi, U fonksiyonu goz

Oniine alinan kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimiinii géstermek iizere,

bicimde ifade edilir.

Bu sekilde ifade edilen lokal kesme hatasi sonlu fark yaklagiminin kullanilmasiyla bulunacak
¢cOziimiin kismi diferansiyel denkleminin analitik ¢Oziimiine ne derecede iyi yaklastigin
gosteren Olciitlerden biridir. Lokal kesme hatasinda konum yoniindeki adim uzunlugu 4 ile
zaman yoOniindeki adim uzunlugu k£ nin kuvvetlerinin Taylor seri agiliminda yerine yazilmasiyla
(mh,nk) digim noktasinda ele alinan kismi diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii olan U

fonksiyonunun kismi tiirevleri tiiriinden basit bir sekilde elde edilebilir [20].

2.2.2 Tuatarhhik

Yaklagsik ¢oziimde kullanilan konum ve zaman adimlar1 k, 2 — 0 iken, lokal kesme hatasinin

limit degeri sifira yaklasiyorsa bu durumda ele alinan sonlu fark yaklasimi tutarlidir denir. Bir
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bagka ifadeyle sonlu fark yaklasiminin tutarl olmasi i¢in
lim 7, =0
k,h—0
sart1 saglanmalidir [20].

2.2.3 Kararhhk

Ele alinan kismi diferansiyel denkleme karsilik elde edilen sonlu fark yaklasimindan bulunan
¢Oziim kismi diferansiyel denklemin tam ¢Oziimiine olduk¢a yakin kaliyorsa, yontemin kararl

oldugu sdylenir [20].

2.2.4 Yakinsakhk
G0z Oniine alinan probleme karsilik gelen sonlu fark denkleminin analitik ¢oziimii U ve

kismi diferansiyel denklemin analitik ¢coziimii U olmak iizere

lim U =U"
kh—o ™ "

sart1 saglandiginda sonlu fark yonteminin yakinsak oldugu sdylenir [20].

2.2.5 Lax’in Denklik Teoremi

Lax’1n Denklik Teoremine gore bir sonlu fark yonteminin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart yontemin hem kararli hem de tutarli olmasidir [20].

2.2.6 Kararhhk Analizi

Ele alinan herhangi bir diferansiyel denklemin yerine gecen standart veya korunumlu sonlu
fark denkleminden elde edilen niimerik sonuglarin diferansiyel denklemin analitik ¢Oziimiine
yakinsak olmasi icin gerekli olan kosullara kararlilik kosullart denir. Kararlilik kosullarinin

bulunmasi icin gerekli olan islemlerin yapilmasi ise kararlilik analizi olarak adlandirilir.

Kararlilik analizi uygulanirken (m,n)-inci nodal noktasinda herhangi bir kismi diferansiyel
denklemin analitik ¢oziimiiniin U ile ve yine bu KDD’ye kargilik gelen yaklagsik sonlu fark

denkleminin niimerik ¢oziimiiniin U ile gosterildigi varsayilirsa, kararlilik analizinin esas1

U, = Up,
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hata miktarinin mutlak de8erinin » zaman adimi artarken sinirli kalmasidir. Farkli yontemler
mevcut olsa da lineer olan sonlu fark yaklagimlarinin kararlilik analizleri incelenirken genellikle

Fourier seri yontemi kullanilir [21].
Fourier Seri (von Neumann) Yontemi

Kararlilik analizinde siklikla kullanilan Fourier seri yontemi, diferansiyel denklemin sonlu
fark yaklagiminin kararli olup olmadigini hatanin zaman ilerledik¢e yayilimini goz oniine alarak
arastirir. Yontem uygulanirken k — 0, & — 0, N — oo olmasi durumunda 0 <t < t,,,, = kN final
zamanina kadar U (x,7) ye karsilik gelen lineer ve iki zaman seviyeli fark denkleminin kararlilig
ele aliir. Fourier seri yontemi 79 = 0 baslangic zamaninda diigiim noktas1 boyunca Fourier
serisine gore baslangicta verilen degerleri gosterir. Dolayisiyla, kismi diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢Oziimlerinin bulunmasinda goz oniine alinan degiskenlere ayirma yontemiyle benzer
bir sekilde # = 0 zamaninda Fourier serilerine indirgenen bir fonksiyon olarak ele alinir. Fourier
serileri literatiirde yaygin olarak siniis ve cosiniis fonsiyonlar tiiriinden ifade edilseler de, iistel
formda yazilmasi kararlilik analizi icin daha uygun olur. Bir bagka deyisle, Zan sin (%) veya
Zan cos (%‘) ifadeleri yerine Z’A,,e"”mc istel ifadesinin yazilmasi kararlilik analizinde daha

cok kullanilmaktadir. Bu ifadelerde i = v/—1 olup ¢ ise x—yOniinde konum degiskeninin taniml

oldugu aralidin uzunlugunu temsil etmektedir. £ = Mh ve B, = nt/Mh olmak iizere

Aneinnx/ﬂ _ Aneinﬂ,’mh/ﬁ :Aneiﬁnmhi

olur. #o = 0 baglangic noktasinda verilen degerler U? = U (mh,0), (m=0(1)M) olup
(M+1)—adet denklem ve Ag,...,A, (N+1)—adet bilinmeyenden olusan bu denklem
sistemini ¢ozmek miinkiindiir. Elde edilen ¢6ziim baglangi¢c diigiim degerlerinin iistel sekilde
yazilabilecegini gosterir. Burada yalmizca lineer fark denklemleri ortaya c¢ikacagi icin e

formunda tek bir baglangi¢c degerinin ele alinmasi gerekir. Bu kolaylik ayrik codziimlerin

toplanabilecegi esasindan kaynaklanmaktadir.

Ele alinan problemlerde zamana gore degisimi gosteren ¢ degerinin artmasini temsil edecek

sekilde iistel dagilimi elde etmek i¢in

Uifrlz _ eatelﬁx _ eotnkelﬁmh _ elﬁmhén

biciminde yazilan esitlik gbz Oniine alinacaktir. Bu esitlikte o terimi ¢ogunlukla kompleks bir
skaler sabit olarak ele alindiginda & = e*f olur ve £ ise giiclendirme carpani (amplification

factor) olarak bilinir. Bu gosterimler 1s1ginda, ele alinan probleme karsilik gelen sonlu fark
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yaklasiminin kararli olmasi icin k — 0,7 — 0 degerlerine karsilik her bir n < N degeri i¢in uygun
baglangi¢/sinir kosullarini saglayan her B degeri igin |UJ}| kalintisinin (rezidii) sabit kalmasi
gerekir. Kullanilan bu nostasyonlarla birlikte ifade edilen bu tanimlar "Lax-Richtmyer" denklik

tanimi olarak adlandirilir.

Eger goz oniine alinan probleme karsilik elde edilen sonlu fark yaklasimi problemin tam
¢cOziimiine zamana gore Ustel bir sekilde artis gostermiyorsa, o zaman kararlilik icin gerek ve
yeter sart

—1<E<

bir bagka ifadeyle |£| < 1 olmasidir. Bu durumun aksine eger |U}}| terimi zamana bagh olarak
artig gosteriyorsa, bu durumda kararlilik i¢in gerek ve yeter sart keyfi bir K pozitif sayisinin &, &

ve B degerlerinden bagimsiz olarak
E<1+Kk<1+0(k)

olmasidir.
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3. ROSENAU-BURGERS DENKLEMI

3.1 Giris

Bu boliimde, SSFY, KSFY ve KKSFY yontemleri

Us + Upoet — QU+ BU+UU, =0, x € [0,1],1 € [0,T], 3.1.1)

biciminde verilen Rosenau — Burgers denklemine uygulandi. Simdi Rosenau-Burgers

denkleminin genis capli bir literatiir taramasini verelim.

Zheng vd. [22] genellestirilmis Rosenau-Burgers denklemine Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimini 6nerdiler ve onerdikleri sonlu fark yaklagimi i¢in ¢oziimlerin varligini, kararlhiligini,
yakinsakligini ve 6n hata tahminini ispatladilar. Sonug olarak, 6enerdikleri sonlu fark semasinin
etkili ve giivenilir oldugu sonucuna vardilar. Xue vd. [23] genellestirilmis Rosenau-Burgers
denklemi icin iki seviyeli yeni bir lineer kapali sonlu fark yaklasimi onerdiler. Ayn1 zamanda
elde edilen bu sonlu fark ¢oziimiiniin 6n tahminini elde ettiler. Sayisal ¢oziimlerin tek olarak
elde edilebildigini gosterdiler. Ayn1 zamanda elde ettikleri sonlu fark yaklagiminin yakinsak
ve kararli oldugu kanitladilar. Ele aldiklar1 sayisal test problemleri ile kullandiklar1 yontemin
verimli oldugu gosterdiler. Janwised vd. [24] Rosenau-Burgers denkleminin sayisal ¢oziimlerini
elde etmek icin, ii¢ seviyeli yeni bir lineer kapali sonlu fark yontemini sundular. sunulan
yontemin hem konum hem de zaman yoniinde ikinci mertebeden hataya sahip bir sonlu
fark yaklasimi oldugunu gosterdiler. Yazarlar daha sonra kullandiklar1 sayisal ¢oziimiiniin
varligini ve tekligini kanitlandilar. Bunun 6tesinde yazarlar, sayisal yontemin yakinsakl ve karlili
oldugunu gosterdiler. Elde edilen sayisal sonuglarla, kullanilan yontemin problemin sayisal
¢Oziimiinii 6nemli Olciide iyilestirdigini gosterdiler. Hu vd. [25] Rosenau-Burgers denkleminin
sayisal ¢oziimii i¢in Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi Onerdiler ve Onerdikleri semanin
¢oziimlerinin varlig1 ve tekligini gostererek. o(k? +h?) mertebeden yakinsak ve kararli oldugunu
ispatladilar. Sayisal simiilasyonlar kullanarak yontemin etkin oldugunu gosterdi. Li vd. [26]
Rosenau-Burgers denklemi i¢in bir lineer sonlu fark yaklasimi sundular. Yazarlar yaklasiminin
coziilebilirligini, kararliligini ve yakinsakligin1 ayrintili olarak ele almakla kalmayip aym
zamanda elde ettikleri yaklagiminin sayisal ¢oziimiiniin [|.||., normu agisindan tam ¢oziimiine
yaklastigini ispatladilar. Ref. ( [25])’de elde edilen sonuglarla kendi makalelerinde elde ettikleri

sonuglart karsilagtirildiginda, kendi yontemlerinin dogrulugunu ve verimli oldugu gosterdi.
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Ma vd. [27] Rosenau-Burgers denklemi icin sonlu bir fark yontemini ele aldilar. Yazarlar bu
caligmalarinda, hem konum ve hem de zaman yoniinde ikinci mertebeden, lineerlestirilmis
ic seviyeli bir sonlu fark yaklagimi Onerdiler. Daha sonra elde ettikleri bu fark ¢6ziimiiniin
yakinsaklik ve kararlilifini ayrik enerji yontemi ile kanitladilar. Sonug olarak, kullandiklar test
problemlerinin yontemlerinin giivenilir oldugunu ve uygulamada Crank-Nicolson yaklagimina
gore daha az CPU zamani harcadigini1 dogruladilar. Hu vd. [5] genellestrilmis Rosenau-Burgers
denkleminin baglangic ve smir deger probleminin sayisal ¢oziimii i¢in lineer ii¢ seviyeli
kapal1 averaj sonlu fark yaklagimini ele aldilar. Ardindan, elde ettikleri niimerik ¢oziimlerin
varligi ve tekligini tartistilar. Daha sonra elde ettikleri sonlu fark yaklagiminin o(k?> +
hz) mertebeden yakinsak ve aym zamanda karali oldugu kanitladilar. Sonug¢ olarak, ele
aldiklar1 test problemlerinden elde ettikleri niimerik ¢oziimlerin kullandiklart yontemin verimli
oldugunu gosterdigini belirttiler. Yazarlar caligmalarinda ele aldiklar1 problemin tam ¢6ziimiinii
bilmedikleri icin, karsilatirmalar1 kaba ve ince diigiimler tizerinde yaptiklarini, hata tahminlerini
elde etmek i¢in ise 2 = 1/160 degerine karsilik gelen 1zgara yapisi iizerindeki ¢6ziimii referans
¢oziim kabul ettiklerini belirttiler. Pan ve Zhang [28] Rosenau-Burgers denkleminin yakinsak
ve kosulsuz olarak kararli olan baglangi¢c-sinir deger problemi icin lineer kapali sonlu fark
yaklasimi iizerine bir calisma sundular. Yazarlar, elde ettikleri niimerik ¢oziimlerin tek olarak
coziilebildigini gosterdiler. Daha sonra, sonlu fark yaklasim yontemi ile bulunan ¢6ziimiin
tahminini ve ikinci mertebeden yakinsamasini enerji yontemi kullanalarak incelediler. Son
olarak, bulduklar1 niimerik sonuclarin kullandiklar1 yontemin etkin ve dogru oldugunu gosterdigi
sonucuna vardilar. Yazarlar bu ¢alismalarinda Hu vd.’nin Ref. [25] calismalarinda belirttigi gibi
hata tahminini elde edebilmek icin 2 = 1/160 degerine karsilik gelen ¢oziimii referans ¢6ziim

olarak kabul ettiklerini ve karsilagtirmalarini bu referans ¢coziime gore yaptiklarini belirttiler.

Bu tez calismasinda da, benzer sekilde & = 1/160 degerine karsilik gelen ¢oziimii referans
¢oziim olarak kabul edilecektir. Mittal vd. [29] bazi Rosenau tipi lineer olmayan yiiksek
mertebeden olusum (evolution) denklemlerini Dirichlet tipi sinir sartlari ile ¢ozmek igin bir
kollokasyon yontemi iizerine caligma baglattilar. Kullandiklar1 yaklagim, bagimli degisken
ve dordiincii mertebeye kadar tiirevlerinin ¢6ziim araligi boyunca siirekliligini saglamak icin
besinci mertebeden B-spline’larin sonlu elemanlar iizerinde bir araya getirilmesine dayanmak-
taydi. Besinci mertebeden B-spline bazlar konum degiskenler ve tiirevleri i¢in kullanildigindan,
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerden olusan bir sistem iirettiler. Elde edilen

bu sistem SSP-RK3 yaklagimi kullanilarak ¢oziildii. Bu yontem niimerik hatalarin daha az
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birikmesine neden olan daha az depolama alanina ihtiya¢c duymaktaydi. Rosenau tipi lineer
olmayan evoliisyon denklemlerinin sayisal yaklagik ¢oziimleri, denklemler doniistiiriilmeden ve
lineerlestirme kullanilmadan hesaplanmistir. Yazarlar, bu yontemi, 6rneklerden birinin degisken
katsayilar oldugu dort test problemi iizerinde incelemislerdir. Sonug olarak, kolay ve ekonomik
uygulanmasinin bu yontemin giicii oldugunu ileri siirdiiler. Piao vd. [30] Rosenau-Burgers
denkleminin B-spline Galerkin sonlu eleman c¢oziimii i¢in L.—hata analizini goz Oniine
aldilar. Yar1 ayrik B-spline Galerkin yaklagimi uygun yontemler kullanilarak incelenmistir.
Tamamen ayrik B-spline Galerkin yaklasimi icin Crank-Nicolson yOntemini g6z Oniinde
bulundurdular ve bu yonteme karsilik gelen hata tahminlerini analiz ettiler. Onerilen yontemin
gecerliligini ve dogruluk mertebesini gdstermek i¢in niimerik ¢oziimler sundular. Arora vd.
[31] bu calismalarinda, Burgers denkleminin yaklagik ¢coziimiinii bulmak i¢in yeni bir sayisal
yontem olan "modifiye edilmis kiibik B-spline diferansiyel kuadratiir yontemi (MCB-DQM)"
onerdiler. Diferansiyel kuadratiir yontemini uygularken, agirlik katsayilarini belirlemek icin
modifiye edilmis kiibik-B-spline baz fonksiyonlarimi kullandilar. Elde edilen adi diferansiyel
denklem sistemini ¢6zmek i¢in, konum yoniinde MCB-DQM yo6ntemini ve zaman yoniinde
optimum dort asamali, iiciincii mertebeden giiclii kararliligi koruyan Runge-Kutta (SSP-RK43)
yaklasgtmimi kullandilar. Yontemin etkinligini ve dogrulugunu kontrol etmek icin, Burgers
denkleminin dort ornegini ele aldilar. Ele aldiklar1 bu orneklerin sayisal ¢oziimlerini, L, ve
L. hatalar1 ve literatiirde verilen sonuglarla birlikte sundular. Yazarlar, Onerilen yontemin
literatiirde bulunan hemen hemen tiim yaklasimlardan elde edilen sonuglara kiyasla daha
iyi sonuclar verdigi ve kesin c¢oziimlere yaklastigi sonucuna vardilar. Sunulan yodntemin
cesitli lineer/lineer olmayan fiziksel modeller i¢in sayisal ¢oziimler bulmaya yonelik mevcut
tekniklerle karsilastirildiginda, uygulanmasi kolay, gii¢lii, verimli ve ekonomik oldugunu ileri
siirdiiler. Hasan vd. [32] calismalarinda Rosenau-Burgers denkleminin periyodik baslangic
sinir deger problemi icin sayisal yontemleri ile ilgilendiler. Yazarlarin bu ¢alismada ana
amaglar1 zaman ayriklagtirmasi icin kararli zaman adimlama yaklasimi, konumsal ayriklagtirma
icin spektral bir yontem olusturmak ve analiz etmekti. Kullandiklar1 biitiinlesik yontemin
sartsiz kararli oldugu ve O(Ar> + N'~™) mertebeden yakinsak oldugunu kamtlanmslardr,
burada Af, N ve m swrasiyla zaman adim uzunluunu, polinom derecesini ve konum
degiskenindeki diizenliligi gostermektedir. Makalede yapilan sayisal testlerin Onerilen yontemin
verimli oldugunu gosterdigi sonucuna vardilar. Bunlara ek olarak, mevcut bazi teoremleri
kullanilarak, ¢oziimiin asimptotik analizini tartistilar. Ganaie vd. [33] lineer olmayan Burgers

denkleminin sayisal ¢oziimii, kiibik Hermite kollokasyon yontemini (CHCM) kullanarak elde
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etmiglerdir. Uygulanan yontemin avantaji, bagimli degiskenin ve tiirevinin ¢6ziim aralig:
boyunca siirekliligidir. Yazarlar caligmalarinda, lineer bir kararlilik analizi ile zaman icinde
Crank-Nicolson yaklagimina dayali sayisal yaklasiminin kosulsuz olarak kararli oldugunu
gosterdiler. Yazarlar bu yontemi, yontemin dogrulugunu onaylamak i¢in farkli kollokasyon
noktalar1 secerek bazi test problemlerine uyguladilar. Makalede elde edilen sayisal sonuglar,
kullanilan yontemin, kesin ¢oziimiin bulunamadi81 yiliksek Reynolds sayilart icin bile verimli,
saglam ve giivenilir oldugunu gostermektedir. Yazarlar sonug¢ olarak, ele aldiklar1 yontemin,
daha genis bir araliktaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklem sinifina da uygulanabilecegi
sonucuna vardilar. Korpusov [34] bazi simir kosullari i¢in (0,L) ® S, S C R? silindiri iizerinde
tanimhi iyi bilinen ii¢ boyutlu Rosenau — Burgers denklemi icin baslangic sinir degeri
problemini goz Oniine aldi. Yazar test fonksiyon yontemini kullanarak, bu baslangi¢c sinir
deger probleminin ¢éziimlerinin patlamasina iligkin sonuclar1 sonlu bir siire zarfinda elde etti.
Yazar bu calismasinin, bu denklem icin "patlama" yoniindeki ilk sonuc¢lardan biri oldugunu
ileri siirdii. Korpusov [35] bir diger calismasinda, bir segment iizerindeki tanimli iyi bilinen
Benjamin-Bona-Mahony-Burgers ve Rosenau-Burgers denklemleri i¢in baglangi¢-sinir degeri
problemlerinin ¢dziimlerinin patlamas: (blow-up) icin yeterli kosullar1 incelemistir. Yazar bu
calismasinin, "patlama" alanindaki bu denklemler icin ilk sonu¢ olduguna dikkat cekmistir.
Liu vd. [36] calismalarinda, periyodik bir baslangic smir kosulu ile birlikte verilen u, +
Ut — Qe + f(u)y = 0 Rosenau—Burgers denklemine odaklanmuglardir. Yazarlar, diizgiin
bir baslangic degeri ile verilen kiiresel ¢oziimiin tek olarak var oldugu kanitlanmiglardir.
Bununda otesinde, o > 0 icin, kiiresel c¢oziimiin zaman olarak asimptotik bicimde iislii
bir formdaki baglangic degerinin ortalamasina yakinsadigr ve yakinsama oraninin optimal
oldugu; o = 0 icin tek olan ¢6ziimiin her zaman ilk ortalama etrafinda salinim gosterdigini
ileri siirdiiler. Yazarlar, son olarak, teorik sonuclar1 dogrulamak i¢in sayisal simiilasyonlari
rapor ettiler. Liu ve Mei [37] bu makalelerinde, u; + tyy — Gty + (P /(p+ 1)), = 0 ile
verilen Rosenau—-Burgers (R-B) denklemi i¢in Cauchy problemine yonelik global ¢oziimlerin
biiylik zamanli davranigini incelemiglerdir. Degisken olgekleme yontemiyle, lineer olmayan
parabolik u, — otuy, + (u?*1/(p +1))x = 0 denkleminin ¢oziimiiniin, Rosenau — Burgers
(R-B) denkleminin asimptotik profilinden daha iyi oldugunu kesfettiler. Rosenau — Burgers
denkleminin asimptotik profile yakinsama oranlarim1 enerji tahminleri ile Fourier doniisiimii
yontemini kullanarak gelistirdiler. Bu sonucun asimptotik davranis olarak sifir1 elde etmesi
ile onceki calismadan [1,2] daha iyi oldugunu ileri siirdiiler. Ayrica, yazarlar birkac test

Oornedi iizerinde sayisal simiilasyonlar1 tartismis ve elde edilen sayisal sonuglarin teorik
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sonuglart dogruladigi sonucuna varmiglardir. Zhang vd. [14] calismalarinda, Rosenau-Burgers
denkleminin asimptotik kararliligi sonucunu, duragan hal 6zdeger problemi ve zorlama
fonksiyonu iizerine uygun varsayimlar altinda olusturmuslardir. Ek olarak, yazarlar bu lineer
olmayan Rosenau-Burgers denklemini ¢6zmek icin lineerlestirilmis sayisal bir yontem onermis
ve bu yontemi analiz etmislerdir. Daha sonra, sayisal yaklasiminin sartsiz olarak kararh
oldugunu kanitlamis ve hata tahmini ile kullanilan say1sal yontemin O (Ar* + N*~™) mertebeden
oldugunu gostermislerdir, burada Af, N ve m sirasiyla, zaman adimi, polinom derecesi ve
wnun diizenliligini gostermektedir. Son olarak, teorik sonuglari dogrulamak igin sayisal
ornekler sunmuslardir. Omrani vd. [12] KdV denklemine benzeyen Rosenau-Burgers denklemi
icin korunumlu bir fark yaklagimi vermigslerdir. Ardindan, sayisal ¢oziimlerin tek olarak
elde edilebildigini gostermislerdir. Son olarak, fark yaklagiminin 6nceden bagl, yakinsak ve
kararli oldugunu kanitlanmiglardir. Guo vd. [38] Rosenau-Burgers denkleminin baglangi¢-sinir
deger problemini ¢oklu integral sonlu hacim yontemi (MIFVM) ile incelediler. Yazarlarin
kullandiklar1 bu yontem ele aldiklari orijinal denklem 6zelligini ¢cok iyi koruyabilme 6zelligine
sahiptir. Yazarlar bu calismalarinda, orijinal denklemin enerji diisiis 6zelligini koruyan iki
seviyeli kapali lineer olmayan ayrik bir yaklasim onerdiler. Bu ¢alismada ayrica elde edilen
sayisal ¢oziimiin varlig1 ve tekligi gosterildi. 0(’52+h3) yakinsaklik mertebesi ve sayisal
yaklagiminin kosulsuz kararliligi dogrulandi. Yazarlar, sonu¢ olarak ele aldiklar1 sayisal
orneklerin, kullandiklar1 yaklagimin giivenilir ve etkili oldugunu gosterdigi sonucuna vardilar.
Maxim vd. [39] Benjamin-Bona-Mahony-Burgers, Rosenau-Burgers ve Korteweg-de-Vries
Benjamin-Bona-Mahony denklemleri i¢in matematiksel fizikte iyi bilinen bazi problemleri
ele aldilar. Ele alinan bu denklemler, 6zellikle hidro ve elektrodinamik olmak iizere farkli
fizik alanlarindaki 6énemli siirecleri tanimlamaktadirlar. Yazarlar dogal fiziksel sinir kosullar
ile baslangic-sinir problemlerini incelediler. Yerel ¢oziilebilirlik i¢in yeterli kosullar1 ve sonlu
zamanda patlama olaymni elde ettiler. Bunun icin Galaktionov, Pokhozhaev ve Mitidieri
tarafindan gelistirilen biiziilme haritalama ve lineer olmayan kapasite yontemleri kullandilar.
Omrani vd. [40] Rosenau—Burgers (RB) denklemi ad1 verilen lineer olmayan evrimsel problemi
sayisal olarak ¢c6zmeyi amacladilar. Ilk olarak, Rosenau-Burgers probleminin yaklasimi igin yar1
kesikli sonlu eleman yonteminin hata tahminlerini tiirettiler. Zaman i¢inde ikinci mertebeden
bir dogruluk igin, Galerkin—Crank—Nicolson tamamen ayrik yontemini 6nerdiler. Ikinci olarak,
Rosenau—Burgers denklemi icin lineerlestirilmis bir fark yaklagimini g6z Oniine aldilar.
Onerilen fark yaklasiminin benzersiz bir sekilde ¢oziilebilir oldugu kamitlayip, yontemin hem

zaman hem de konum yoniinde maksimum normda ikinci mertebeden yakinsak oldugunu
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gosterdiler. Yazarlar, son olarak, elde ettikleri lineerlestirilmis fark yaklasiminin gecerliligini
ve dogrulugunu gostermek icin bazi sayisal deneyler verdiler. Abazari ve Yildirnm [41]
calismalarinda Rosenau-Burgers denkleminin bagslangic sinir de8er probleminin niimerik
¢Oziimiinii hesaplamak icin kuintik B-spline yontemini uyguladilar. Bu yontemde elde ettikleri
yaklagim zaman integrasyonu icin Crank-Nicolson formiilasyonuna konum integrasyonu i¢in ise
kuintik B-spline fonksiyonlarina dayaniyordu. Yazarlar uyguladiklar1 yontemin sartsiz kararh
oldugunu Von-Neumann yaklagimu ile ispat ettiler. Xu vd. [42] Rosenau-Burgers denkleminin
sayisal coziimlerini kiibik B-spline sonlu eleman yontemine dayali olarak buldular. Zaman
yoniinde ayriklagtirma icin geri (backward) Euler yontemini uygulayan yazarlar, elde ettikleri
lineer olmayan cebirsel sistemi Newton yontemiyle lineer sisteme doniistiirdiiler. Sonug¢ olarak
elde ettikleri sayisal sonuclarin tam ¢oziimle uyum icerisinde oldugunu gosterdiler. Ziirnaci
ve Seydaoglu [43] lineer olmayan Rosenau-Burgers denklemine uygulanan operator split
yontemlerinin yakinsaklik analizini sundular. Yazarlar, ¢alismalarinin sonunda ise beklenen
yakinsaklik mertebesini dogrulamak i¢in bir sayisal ornek ele aldilar. Wongsaijai ve Poochi-
napan [44] Rosenau-RLW ve Rosenau-Burgers denklemlerinin birlestirilmesiyle modellenen
dispersif s1g su dalgalarinin ¢éziimlerinin asimptotik davranisini incelediler. Yazarlar Fourier
doniisiim yontemiyle elde ettikleri ¢oziimiin enerji bozulum oranlarini incelediler ve sonugta
teorik sonuglart desteklemek icin basarili bir sekilde simiilasyonlar olusturdular. Wang [45]
bir H'—Galerkin mix sonlu eleman yontemi (H'MFEM) ile dordiincii mertebeden lineer
olmayan Rosenau-Burgers denklemini analiz etti. Yazar {i¢ tane yardimc1 degisken ekleyerek,
birinci mertebeden dort adet denklem elde etmis ve skaler bilinmeyenin yanisira birinci,
ikinci ve lgiincii triievleri i¢inde tahminlerde bulunmustur. Panin [46] farkli sinir sartlarina
sahip Rosenau-Burgers denklemi i¢in sinir-deger problemlerinin bir ka¢ modelini gbz Oniine
aldi. Yazar ele aldig1 problemlerin tek olarak ¢oziilebilirligini ispatladi. Korpusov ve Yushkov
[47] calismalarinda matematiksel fizik alaninda iyi bilinen Benjamin-Bona-Mahony-Burgers,
Rosenau-Burgers ve Korteweg-de Vries-Benjamin-Bona-Mahony denklemlerini gz Oniine
aldilar. Yazarlar, bu denklemler icin dogal fiziksel sinirlara sahip baglangic-sinir deger
problemlerini incelediler. Jun [48] Rosenau-Burgers denkleminin s1g sularint modelleyen sayisal
coziimlerini ele aldi. Yazar kullandig1 yaklasiminin detayli bir analizini yapti ve yaklagimin
sartsiz kararlt oldugunu gosterdi. Yazar calismasinin sonunda 6nerdigi yontemleri s1g su dalga

denkleminin ¢dziimlerinin asimptotik davranisini incelemek i¢in kullanmustir.

23



3.2 Model Problemler

Bu kisminda tezde ele alinacak olan (3.1.1) ile verilen Rosenau-Burgers denklemi i¢in

asagidaki iki model problem verildi.
Model Problem 1

Birinci model problem olarak
U[ + Uxxxx[ - aUxx+BUx+UUx — O ) (X,t) E [0, 1] X (O, 10]

formunda verilen Rosenau-Burgers denklemi

baslangic sart1 ve

sinir sartlari ile ele alindi [49].
Model Problem 2

Ikinci model problem olarak ise
1
Ut 4 Ureext — 30U +0.001U, + E(Uz)x =0, (x,1) €[0,1] x (0,1]

formunda verilen Rosenau-Burgers denklemi

baslangic sart1 ve

sinir sartlari ile ele alindi [30].
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4. ROSENAU-BURGERS DENKLEMININ SONLU FARK COZUMLERI

Bu boliimde Bolim 3’de tanitilan model problemlerin niimerik ¢oziimleri SSFY, KSFY ve
KKSFY yontemleri ile bulundu. Bulunan sayisal ¢oziimlerin tam ¢oziimlere ne kadar yakin
oldugunu gormek igin (x;,#,) digiim noktasinda U’ya karsilik gelen analitik ve sayisal degerleri

swrast ile U7 ve (Uy)'} olmak iizere

N , 1/2
— n n _ n n
Ly=(hY[U]-Wn}"] Le= max [U]—(Un)j]
olarak tanimlanan hata normlarinin degerleri bulundu. Bunun yam sira niimerik yontemlerin

yakinsaklik mertebesi

Mertebe(L;) = log,(Lj(2h,2k)/L;(h,k)), j=2,0
formiilii ile hesaplanda.

Hu vd. [25] ile Pan ve Zhang [28] calismalarinda elde ettikleri korunumlu sonlu fark
semasinin lokal kesme hatasinin O(h? +k?) oldugunu ve dolayisiyla yakinsaklik mertebesinin

teorik degerinin 2 oldugunu gosterdiler.

4.1 Rosenau-Burgers Denkleminin Standart Sonlu Fark Yaklasimi (SSFY)

Tezin ana kismin tegkil eden bu boliimiinde (3.1.1) ile verilen Rosenau-Burgers denkleminin
Boliim 2’de ornek uygulamas: verilen standart sonlu fark yaklagimlari kullanilarak ve lineer

olmayan UU, terimi yerine

U = U (U)) + U (U)T = U (U)! 4.1.1)

formunda verilen Rubin-Graves tipi lineerlestirme yazilarak yaklasik ¢coziimleri bulundu. Bunun

icin (3.1.1) denkleminde

urtt 4 ur urtt —un
nty _ Y J ny _ _J J
Upt=y e ) s

Crank-Nicolson ve ileri fark yaklagimlari yazilirsa

J J

k k 2

1
U+ (U)) WU)T Ut
+B 5 + 5 =0

U]’?+1 - U]n + (Uxxxx)n'Jrl - (Uxxxx)n' (Uxx)n'+1 + (Uxx)rf
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n+1

bicimindeki iteratif sema elde edilir. Bu semada (UUy);

terimi yerine (4.1.1) ile verilen

lineerlestirme teknigi kullanilirsa

UJ"H_1 B U;l + (Uxxx )GH - (Uxxx )r{ a (Uxxy%le + (Uxx)r!

J J J J
k k 2
1
W)+ () U U U )T
+B 5 + 5 =0

bicimindeki lineer iteratif sema elde edilir. Simdi bu lineer iteratif semadaki

(Uxxx )I}—H - (Uxxx )7
k

terimi yerine

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
w ),%H — (Ueed)" U —4U U Ui U P Uj,,—4U} 60U —4U7 | +U}
XXX. j XXX. Jj h4 h4
k k
yaklagimi
+1
(Ue)} + (Uxx);f

terimi yerine
n+1 n+1 n+1 n n n
Uit 2ot ut UHI—ZUZj +UT |

(Une) |+ (Un)] S A

yaklagimi ve

terimi yerine

U —yn UI_H-] —U{H—l
U;l+1 (Ux);l_’_an (Ux);H»l U]’:H‘l < j+12h j*l) +an < j+12h jl)

2 2

yaklagimi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Uit — U;+U;j; —4utH +6UTt — AUt LU U, - AU+ 6UT — AU +UT,
k ki
1 1 1
I M M N B/
2h
+1 +1
B U UL+ U
4h
+1 +1 +1 +1
vittuy,, —urtiur + U - U
+ 7 =0

bicimindeki sistem elde edilir.
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Simdi bu sistemin daha sade bir gosterimi i¢in, zaman adim uzunlugu Az yerine k ve konum

adim uzunlugu Ax yerine & notasyonu kullanilir ve (n+ 1) . zaman adimindaki terimler sol tarafta

ve n. zaman adimindaki terimler sag tarafta toplanirsa j = 1(1)(N — 1) igin

|- 4 a U B n+1 1 6 o UL UL,
i T <_kh4 o w w) Y T e e T ) Y

4 o qu ﬁ n+1 1 n+1
+(___2_}12+E+E Uirt i Vie2

-—_l_U" + __f_4__9_4_lz U" + 1_%_§___£l U”
T kht I kh* 202 an) IV \k Tkt m2)

4 o BN, 1,
T\t o ) Y T aaie

biciminde iteratif denklem sistemi elde edilir.

Bu iteratif denklem sisteminin program algoritmasinin okuyucu tarafindan daha rahat

anlagilabilmesi i¢in boltintii sayisi 6zel olarak N = 8 se¢ildi. Bu kapsamda j = 1(1)7 degerleri

icin niimerik sema sirasi ile
j=1i¢in
1

4h 4k k

4 o Ut
+< +—1+E)U§+l

1
o - U}’H—l
kh*  2h%  4h 4k

kh4 3
1 4 o B 1 6 «
kh* —1+( kh4+2h2+4h> 0+(k+kh4 hz) !
4 a B 1
+< T 4h> 2 A3
Jj=2i¢in

kht 0 kh*  2h2  4h 4k

4 o Uy B 1
+( kh* 2h2+4h+4h> 30 A

r 4 o B\, ., 1 6 a)\. ,
"0t Tt g ) U e e )Y

+ 4+a ﬁU"+1U"
kh* " 202 4n) 3 T knA Tt

k kh* W2
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4 a U P 1 6 a U U
n+1 1 n+1 2 0
o U1 +<_W_W____)Uo +< +W+ﬁ+___>U1

1 4 a U 1 (6 «
—U"+1+(——————2—£)U{l+l+—+(—+—+

n+1
4h  4h

U_?:l_U_ln Un+1
4h  4h ) 2



| J— 4 o U3n ﬁ el 1 6
i +( w22 an an) T\t e

k' ki
4 o UY B 1
+( ki 2h2+4h+4h> T Ys

ST T e ) (e e )

(ot BU+1U
Kt T 2m2 T an ) AT

! 4 a U B 1 6 a
_Un+1 e U’H”l 1 6 a
kh* + ( kh* 2h2 4h 4/1) + X + O + % +

4 o U BN w1
4 o U o -
+( kh* 2h2+4h+4h) + Ve
! 4 o P 1 6
—U > Py »
R 2+< kh4+2h2+4h) 3+(k+kh4 h2) :

+ 4+(x BU_|_1U
kh* o2 an) S T kpA o

! 1 4 a U B 1 1 6 o
WUH +(_W_2_;12_E_@ UM+ -+—+—

k  kh* K2
4 o Us P 1
T4 A0 U T U’.H_1 _Un-l-l
+( kh* 2h2+4h+4h> AT A
1U+ 4+O‘+BU+1+6 a\
G Ckh* T 2R2 T 4n) H kIt 2 )OS

e, ﬁU+1U
kit T 2n2 T 4n) 6 T it

Jj=6icin

1 4 o U’ ﬁ 1 6 o

k' kh* T R2

4 o Ud B 1
- _6 UYH—I Un+1
+( wd 22 T an T * Yo
! 4 a P 1 6
—U * Py -
RG 4+< kh4+2h2+4h> 5+(k+kh4 hz) °

+ 4+(x BU_|_1U
kht T on2 an) 7 T knd 8
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h2

Uy

4+ —=—

U}’l
+ o=

% Y7
4h

Us

4h

4h

Us

4h

U3
4h

U; n+1
E) Us

) Un+1

Uy
_4 Un-H
),

) UYH—I



4h  4h k kh*  h2 4h 4k
4 Uy 1
+(————+—+B>U"+1+

1 1 4 o Uy B 1 1 6 o U Uf 1
WUH++(_W_2_hZ—__ )U"” it )V

kh*  2n?  4h - 4h kh*

1U+ 4+a+BU+1+6 X\ pn
Tkt S T\ T kmA T on2 Tan ) 70 k' kht n2) 77

+ 4+a BU+1U
kh* " 202 4n) % T knt

seklinde yazildi. Elde edilen bu denklem sistemi

1 6 (01 Uzn+1 Uin—l
-2 ¢ = 1(1)7
‘=itwmate T w5
4 o U' B
, — S e | T4 = 1(1)7
= T T i=1(1)
4+a+/3
e=——+-—+—
kh4 22 T an
6 o
f= k A T
__4+oc_[3
= 7Aoo T an
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olmak uizere

r n+1 A

d

n+1

n+1

a by ¢ dy a
a b3 Cc3 d3 a
a b4 Cq4 d4 a

n+1

n+1

U,
U.

a bg c¢ dg a !
a b7 Cc7 d7 a_ U
U,

Q o

Q N

ST N

Q ® Koo Q
Q N o

QN K0
N w0
IS
O\Q=

seklinde matris formunda yazilir. Burada N = 8 i¢in 7—denklem ve 11—bilinmeyenden olusan
bir cebirsel denklem sistem elde edilir. Ancak genel sistem i¢in (N — 1) denklem ve (N + 3)
bilinmeyen vardir. Bu cebirsel denklem sisteminin bir tek ¢6ziime sahip olmasi i¢in (3.1.1)
problemi ile birlikte verilen sinir sartlar1 kullamilarak U_, Uy, Uy ve Uy, bilinmeyenleri
sistemden yok edilecektir. Bu amacla, N = 8 icin Uy ve genel sistem i¢in de Uy, N = 8 i¢in
Us ve genel sistem igin Uy) bilinmeyenleri problemle birlikte verilen tiirevsiz sinir sartlart
kullanilarak, N = 8 i¢in U_; ve genel sistem icinde U_1, ve N = 8 icin Ug ve genel sistem i¢in
Un+1 bilinmeyenleri problemle birlikte verilen tiirevli sinir sartlar1 yardimiyla yok edilecektir.
Simdi, Uy, (0,7) = Uy, (1,¢) = 0 olarak kullanilirsa
Jj=01icin
Uy =205 +U0",
h2

=0=U",=20y-U;'=U", =-U}

ve j = 8 icin
Uy —2Ug + U7
h2

=0=Uy =2U5 — U7 = Uy =—-Uy
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elde edilir. Bu bilinmeyen degerleri genel sistemin ilk ve son denklemlerinde yerlerine yazilir

ve gerekli diizenlemler yapilirsa

(c1 —a) U +d U + gUT = (f —a)UP + gUY +aUf )
byUIt ! + Uit 4 doU ! +aU ! = eUT + fUR + gU2 + aUy

aUit 4+ bUl ! 4 cgUi T + dgUr ! = aUj + eUZ + fUZ + gU?
aUS"H+197Ug+1—|—(C7—g)U§1Jrl =aUl' +eUl +(f—a)U} )

seklinde verilen N = 8 i¢in 7 x 7 tipinde (genel olarak ise (N — 1) x (N — 1) tipinde) veya

r n+1 7
4 - n

ci—a dy g U}m f—a g a Uln

by ¢ dy g UZH e [ g a U,

a by c3 d3 g U; a e f g a U;

a by cy4 dy g U:H = a e [ g a UZ

a bs cs ds g ntl a e f g a Us

a bs cs ds U a e f g Uy

6 n

i a by c1—g | U i a e f—a | | U,
L ~7 . H;—’

UY!-H U

4.1.2)

matris formunda coziilebilir bir iteratif denklem sistemi elde edilir. Bu iteratif denklem
sisteminden istenilen herhangi bir ¢ = t,,, zamaninda U"t! = (U(;’H,UI”H,...,Uﬁ,ﬂ,U;}“)
degerlerinin elde edilebilmesi icin ilk 6nce = 0 zamanindaki U° degerlerine ihtiya¢ duyulur.

Bu degerler problemle birlikte verilen
U((x,0)=Uy(x), 0<x<1

baslangic sart1 kullanilarak elde edilir. Boylece bu iteratif denklem sistemi kullanilarak istenilen
herhangi bir #,,, zamaninda diigiim noktalarinda bilinmeyen U’lara karsilik gelen yaklasik Uy

degerleri bulunmus olur.

4.1.1 Niimerik Coziimler

Bu kisimda, (4.1.2) ile verilen sistemin Bolim 3’de verilen model problemlere
uygulanmasiyla elde edilen niimerik sonuclarin, literatiirde farkli calismalardaki sonuglar hata
normlartyla birlikte karsilagtirilmast ve h,k nin farkli sec¢imleri icin elde edilen noktasal
degerler ¢izelgeler halinde sunuldu. Bu calismada model problemler i¢in referans ¢6ziim (tam
coziim), Ref. [28], Ref. [29] ve Ref. [30] calismalar ile karsilagtirma yapilirken bu referans
calismalarda verildigi gibi boliintii sayis1t N = 160 ve Ref. [27] calismasi ile karsilastirilirken

ise bu referans calismadaki gibi boliintii sayist N = 320 alinarak hesaplandi. Ayrica problemin
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Cizelge 4.1 : Model Problem 1’in SSFY ile &« = 0.5, 3 =1, k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢6ziim i¢in # = 10 iken hesaplanan L, ve L. hata normlarinin
[28] ile karsilastirilmasi.

Ly L.
h [28] SSFY [28] SSFY
0.25 3.797152¢ -5 7.017218e — 5
0.125  8.865744e—6 8.865732¢—6 1.630156e—5 1.747596¢ —5
0.0625 2.169204e—6 2.169197¢e —6 3.969264¢ —6 4.254175¢—6
0.03125 5.238859¢ —7 5.238834e—7 1.026106e—7 1.026084¢ —6

Cizelge 4.2 : Model Problem 1’in SSFY ile =5, B = 1,k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢6ziim icin + = 10 iken hesaplanan L, ve L. hata normlarinin
[28] ile karsilagtirilmasi.

Ly L.
h (28] SSFY [28] SSFY
0.25 1.240202e — 4 1.862903e — 4
0.125  2.872177e—5 2.872120e —5 4.245518¢—5 4.245585¢—5
0.0625 6.895192¢—6 6.895068¢ —6 1.026083¢—5 1.02610le—5
0.03125 1.659468¢ —6 1.659439¢—6 2.470578¢—6 2.470625¢—6

fiziksel davranigini gérmek amaciyla, problemde bulunan o parametresinin 0.5 ve 5 degerleri

icint =0, 2,4, 6, 8, 10 zamanlarindaki grafikleri sunuldu.

Cizelge 4.1°de model Problem 1’in # = 10 zamaninda o = 0.5, f = 1, k = 0.1 ve & nin farkli
degerleri i¢in L, ve L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen
hata normlari ile karsilastirilmast verildi. Cizelgeden 4 konum adim uzunlugu kiigiildiikce hem
L, hem de L., hata normlarinin kiiciildiigli ve Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen hata

normlari ile de oldukca iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.2’de model Problem 1’in t = 10 zamaninda @ =5, B = 1, k = 0.1 ve h nin farkli
degerleri icin L ve L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen hata
normlart ile kiyaslamasi verildi. Cizelgeden o¢ = 5 i¢in de ¢ = 0.5 de oldugu gibi 4 konum adim
uzunlugu kiictildiikkge hem L, hem de L., hata normlariin kii¢iildiigii kolayca goriilmektedir.
Yine cizelgeden standart sonlu fark semasi kullanilarak elde edilen hata normlar1 Pan ve Zhang

[28] tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢indedir.

Cizelge 4.3°de model Problem 1’inz = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda o = 0.5, § =1, k=0.1
ve h = 1/8, 1/16, 1/32 degerleri igin L. hata normlari hesaplanarak Pan ve Zhang [28]
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Cizelge 4.3 : Model Problem 1’in SSFY ile &« = 0.5, B = 1,k =0.1 ve h = 1/160
referans ¢oziim ic¢in ¢+ = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda hesaplanan L
maksimum hata normlarinin [28] ile karsilastirilmasi.

' h=1 h= h= 3

SSFY [28] SSFY 28] SSFY [28]
2 4700274e—6 4.700358¢—6 1.146071e—6  1.146090e —6  2.765454e—7  2.765485¢— 7
4 8711315¢—6  8.711500e—6  2.123355¢—6  2.123405¢—6  5.123137¢—7  5.123299% —7
6 1212537e—5 1.212563¢—5 2.954375¢—6  2.954436e—6  7.127485e—7  7.127612¢—7
8  1.502330e—5 1.502362¢—5 3.658873¢—6  3.658954e—6  8.826083¢—7  8.826300¢ —7
10 1.747596e—5  1.630156e—5  4.254175¢—6  3.969264e —6  1.026084e—6  1.026106e —7

Cizelge 4.4 : Model Problem 1’in SSFY ile &« =5, = 1,k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢oziim i¢in ¢ = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda hesaplanan L.
maksimum hata normlarinin [28] ile karsilastiriimasi.

! h=1 h=& h= %

SSFY [28] SSFY [28] SSFY [28]
2 2631573¢e—5 2.633269¢—5 6385814c—6 6.389985¢—6 1.539062¢ —6  1.540068¢ — 6
4 3304958¢—5 3.305609¢—5 7.976878¢—6 7.978488¢—6  1.919988¢—6  1.920378¢—6
6 3.656364e—5 3.656422¢—5 8.803152¢—6 8.803290e—6  2.117585¢—6 2.117618¢—6
8  3.969533¢—5 3.969443¢c—5 9.565118¢—6  9.564878¢—6  2.301363e—6  2.301304¢—6
10 4.245585¢—5  4.245518¢—5  1.026102¢—5  1.026083¢—6  2.470625¢—6  2.470578¢—6

tarafindan elde edilen hata normlar1 ile karsilagtirnlmasi verildi. Cizelgeden /4 konum adim
uzunlugu kiiciildiikce L., hata normlarinin kiigiildiigii ve tiim # zamanlarinda elde edilen L., hata
normlarinin Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu

goriildii.

Cizelge 4.4’de model Problem 1’in t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda o =5, f =1, k=0.1
ve h =1/8, 1/16, 1/32 degerleri igin hesaplanan L. hata normlart sunuldu. Cizelgeden Pan
ve Zhang [28] tarafindan elde edilen hata normlari ile bu yontemle elde edilen hata normlarinin
verilen tiim ¢ zamanlar1 i¢in kayda deger 6l¢iide yakin oldugu agiktir. Ayrica o¢ = 0.5 icin oldugu
gibi yine 4 konum adim uzunlugu kiigiildiik¢e L., hata normlarinin 6nemli 6l¢iide azaldigi bu

cizelgeden goriildii.
Sekil 4.1°de model Problem 1’in A = 0.03125 , k = 0.1 ve o = 0.5 degerleri icin t =

0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢oziimlerinin grafikleri verildi.

Sekil 4.2°de model Problem 1’in 2 =0.03125, k =0.1 ve o =5 degerleri icint =0,2,4,6,8
ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢6ziim grafikleri verildi. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°den, ele alinan
denklemdeki aU,, dissipatif teriminin etkisi yiiziinden zaman ilerledik¢ce niimerik ¢oziimiin

genliginin gittik¢e azaldig1 kolayca goriilmektedir.
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Sekil 4.1 : Model Problem 1’in SSFY ile 2 =0.03125, k = 0.1 ve o = 0.5 degerleri
icinU(x,7)’nint =0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklagik ¢oziim grafikleri

Cizelge 4.5 : Model Problem 1’'in o« = 0.5, B =1, k = 0.01 ve h = 1/160 referans
¢oziim icin ¢ = 10 zamaninda SSFY ile sayisal ve analitik ¢coziimleri ile
L, ve L., hata normlari

Niimerik Coziim

b N=10 N=20 N =40 N =280 Referans Coziim
0.1 —0.0002708307 —0.0002720435 —0.0002723199 —0.0002723876 —0.0002724044
0.2 —0.0000111177 —0.0000117267 —0.0000118363 —0.0000118613 —0.0000118674
0.3 0.0009861301 0.0009886999 0.0009893671 0.0009895352 0.0009895773
0.4 0.0021645865 0.0021710546 0.0021726621 0.0021730632 0.0021731634
0.5 0.0027110706 0.0027194394 0.0027214991 0.0027220119 0.0027221400
0.6 0.0022435880 0.0022505548 0.0022522694 0.0022526963 0.0022528029
0.7 0.0011105546 0.0011139184 0.0011147605 0.0011149710 0.0011150237
0.8 0.0001087497 0.0001089198 0.0001089897 0.0001090086 0.0001090135
0.9 —0.0001993007 —0.0002000305 —0.0002001891 —0.0002002275 —0.0002002371
Ly 5.628953¢—06 1.377923¢—06 3.272763¢ —07 6.541643¢ — 08
L. 1.106938¢—05 2.700648¢ —06  6.409067¢ —07  1.280912¢ —07
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Sekil 4.2 : Model Problem 1’in SSFY ile h =0.03125 , k = 0.1 ve o = 5 degerleri icin
U(x,t)’nint =0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢6ziim grafikleri

Cizelge 4.6 : Model Problem 1I’in @ =5, B =1,k =0.01 ve h = 1 /160 referans ¢dziim
icin ¢+ = 10 zamaninda SSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve
L. hata normlari

Niimerik Coziim

b N=10 N=20 N =40 N =280 Referans Coziim
0.1 —0.0004338697 —0.0004486800 —0.0004523046 —0.0004532070 —0.0004534324
0.2 —0.0005585820 —0.0005778236 —0.0005825041 —0.0005836668 —0.0005839570
0.3 —0.0001970938 —0.0002040867 —0.0002057830 —0.0002062041 —0.0002063092
0.4 0.0003459492 0.0003573607 0.0003601568 0.0003608521 0.0003610257
0.5 0.0006057260 0.0006260159 0.0006309815 0.0006322162 0.0006325244
0.6 0.0003672272 0.0003796469 0.0003826877 0.0003834438 0.0003836326
0.7 —0.0001655393 —0.0001709629 —0.0001722745 —0.0001725998 —0.0001726810
0.8 —0.0005310606 —0.0005487978 —0.0005531022 —0.0005541708 —0.0005544374
0.9 —0.0004193278 —0.0004332042 —0.0004365887 —0.0004374306 —0.0004376409
L, 1.805258¢—05 4.372270e—06 1.036267¢—06 2.070215¢ — 07
L. 2.679844¢—05 6.508547¢—06 1.542879¢—06 3.082382¢ —07
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Cizelge 4.7 : Model Problem 1’in o = 0.5, B =1, N =40 ve h = 1/160 referans
¢oziim i¢in ¢ = 10 zamaninda SSFY ile sayisal ve analitik ¢coziimleri ile

L, ve L., hata normlar1

Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0002723205 —0.0002723199 —0.0002723199 —0.0002724044
0.2 —0.0000118374 —0.0000118363 —0.0000118363 —0.0000118674
0.3 0.0009893657 0.0009893671 0.0009893671 0.0009895773
0.4 0.0021726604 0.0021726621 0.0021726621 0.0021731634
0.5 0.0027214974 0.0027214991 0.0027214991 0.0027221400
0.6 0.0022522678 0.0022522694 0.0022522694 0.0022528029
0.7 0.0011147592 0.0011147605 0.0011147605 0.0011150237
0.8 0.0001089887 0.0001089897 0.0001089897 0.0001090135
0.9 —0.0002001896 —0.0002001891 —0.0002001891 —0.0002002371
Ly 3.272825¢—07 3.272763e¢—07 3.273064¢ — 07
L. 6.409169¢ —07 6.409067¢ —07  6.409580e — 07

Cizelge 4.8 : Model Problem 1’in ¢ =5, B =1, N =40 ve h = 1/160 referans ¢dziim
icin = 10 zamaninda SSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve

L., hata normlari

Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0004523100 —0.0004523046 —0.0004523045 —0.0004534324
0.2 —0.0005825150 —0.0005825041 —0.0005825040 —0.0005839570
0.3 —0.0002057988 —0.0002057830 —0.0002057828 —0.0002063092
0.4 0.0003601375 0.0003601568 0.0003601570 0.0003610257
0.5 0.0006309611 0.0006309815 0.0006309818 0.0006325244
0.6 0.0003826687 0.0003826877 0.0003826879 0.0003836326
0.7 —0.0001722898 —0.0001722745 —0.0001722743 —0.0001726810
0.8 —0.0005531126 —0.0005531022 —0.0005531021 —0.0005544374
0.9 —0.0004365939 —0.0004365887 —0.0004365886 —0.0004376409
L, 1.036273¢—06 1.036267¢—06 1.036266¢ — 06
L. 1.542866e—06 1.542875¢—06  1.542854e —06
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Cizelge 4.9 : Model Problem 1’in SSFY ile a =1, B =1, k=0.05 ve h = 1/160
referans ¢oziim i¢in ¢ = 1.0 iken hesaplanan L, ve L., hata normlar ile
yakinsaklik mertebelerinin [29] ile kargsilastirilmasi.

[29] SSFY

N L Mertebe L, Mertebe Lo Mertebe Ly Mertebe

10 7.03e—4 — 4.58¢ —4 — 2.99¢ -6 1.59¢ —6

20 2.04e—4 17865 1.34e—4 1.7787 7130e—7 2.0342 391le—7 2.0238
40 5.23¢—5 19613 342¢e—5 1.9652 1.73¢—7 2.0771 9.30e—8 2.0719
80 1.08e—5 2.2746 7.08¢—6 22739 3.46e—8 23219 1.86e—8 2.3219

Cizelge 4.10 : Model Problem 1’in SSFY ileax =1, B =1, k =0.05 ve h = 1/320
referans ¢Oziim icin ¢ = 1.0 iken hesaplanan L., hata normlarinin [27]
ile kargilastirilmasi.

h=1 h= 1o h= % h= 1
[271C-N  8.5176e—4 2.0083¢—4 5.1688¢—5 1.4486¢—5
[27]L-S  9.6529¢—4 1.9023¢—4 3.9467¢—5 4.269%4¢—>5
SSFY  1.0439¢—5 2.9964¢—6 7.387le—7 1.8234¢—7

Cizelge 4.5’de model Problem 1’in ¢+ = 10 zamaninda a = 0.5, B =1, k = 0.01 ve
N =10,20,40, 80 i¢in elde edilen niimerik ¢oziimiin baz1 noktasal degerleriyle, hata normlar1
referans ¢oziimiin noktasal degeleri verildi. Bu cizelgede zaman yoniindeki adim uzunlugu
k = 0.01 i¢cin N boliintii sayist arttikca Ly ve L. hata normlarinin kiiciildiigii ve elde edilen

sayisal sonuglarin referans alinan analitik sonuglara olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.6’da benzer sekilde bu defa o = 5 icin model Problem 1’in + = 10 zamaninda
B=1,k=0.01 ve N=10,20,40,80 degerleri alinarak niimerik ¢oziim ve referans alinan tam
¢Oziimiin noktasal degerleri verildi. Yine bu cizelgeden de zaman yoniindeki adim uzunlugu
k = 0.01 sabit olup N boliintii sayist arttikca hem L, hem de L. hata normlarinin kii¢iildigii
ve elde edilen sayisal sonuglarin referans alinan analitik sonuglara gittikce yaklastig1 agikca
goriilmektedir. Cizelge 4.7°de model Problem 1’in = 10 zamaninda @ = 0.5, B =1, N =40
ve k=0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ¢oziim ve referans alinan tam ¢6ziim verildi. Bu ¢izelgeden
konum yoniindeki adim sayis1t N = 40 sabit olup zaman yoniindeki adim uzunlugu k kiiciildiikce
L, ve L. hata normlarinin uyum icinde kaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.8’de model Problem
I’in # = 10 zamaninda SSFY ile Rubin-Graves tipi lineerlestirme ile &« =5, B =1, N =40 ve

k =0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ¢oziim ve referans alinan tam ¢oziim verildi. Bu ¢izelgeden

37



Cizelge 4.11 : Model Problem 2’nin SSFY ile a = 30, B = 0.001, k = 0.01 ve h =
1/160 referans ¢6ziim igin # = 1.0 iken hesaplanan L., hata normlari ile
yakinsaklik mertebelerinin [30] ile karsilastirilmasi.

[30] SSFY
h Lo Mertebe Lo Mertebe
1/10 6.6428¢ —4 — 7.5580e — 4
1/20 1.7898¢—4  1.9265 1.8435¢—4  2.0356
1/40 4.4720e—5  2.0006 4.4885¢—5 2.0381
1/80 1.0929¢—5 2.0228 1.0246e —5 2.1312

konum yoniindeki adim sayis1 N = 40 sabit olup zaman yOniindeki adim uzunlugu £ kiiciildiikce

L, ve L. hata normlarinda 6nemli 6l¢iide bir degisiklik olmadig1 goriilmektedir.

Cizelge 4.9°da SSFY ile hesaplanan L, ve L. hata normlan ile birlikte yakinsaklik
mertebeleri Ref. [29]’da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden SSFY ile bulunan L; ve L
hata normlarmin Ref. [29]’da verilenlerden oldukg¢a iyi oldugu, yakinsaklik mertebelerinin
ise teorikte beklendigi gibi bir davranis sergiledigi goriilmektedir. Cizelgeden ayrica N
konum yoOniindeki boliintii sayist arttikca hem L, hem de L. hata normlarimin azaldig
acikca goriilmektedir. Cizelge 4.10°da hesaplanan L., hata normlar1 Ref. [27]’de verilenlerle
karsilastirildi. Cizelgeden SSFY ile bulunan L., hata normlarinin Ref. [27]’de verilenlerden
oldukca iyi oldugu goriilmektedir. Cizelgeden ayrica & konum uzunlugu kiiciildiikce L., hata
normlarinin azaldig1 agikga goriilmektedir. Bu ¢izelgedeki hesaplamalarda referans ¢oziim

olarak Ref. [27]’de oldugu gibi h = 1/320, k = 1/320 degerleri esas alinmustir.

Cizelge 4.11°de Problem 2’nin SSFY ile hesaplanan L., hata normlari ile birlikte yakinsaklik
mertebeleri Ref. [30]’da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden SSFY ile bulunan L. hata
normlarinin Ref. [30]’da verilenlerden oldukg¢a iyi oldugu, yakinsaklik mertebelerinin ise
teorikte beklendigi gibi bir davramig sergiledigi goriilmektedir. Cizelgeden ayrica N konum
yoniindeki boliintii sayisi arttikca L., hata normlarinin azaldif1 acik¢a goriilmektedir. Sekil
4.3’de model Problem 2’ nin & = 0.0125 , k = 0.001 ve o = 30, B = 0.001 degerleri i¢in
t=0.0,0.2, 04, 0.6, 0.8 ve 1.0 zamanlarinda yaklasik ¢coziim grafikleri verildi. Sekil 4.3’den,
ele alman denklemdeki aU,, dissipatif teriminin etkisi yliziinden zaman ilerledik¢e niimerik

¢Oziimiin genliginin gittikce azaldig1 kolayca goriilmektedir.

4.2 Rosenau-Burgers Denkleminin Korunumlu Sonlu Fark Yaklasimi (KSFY)
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Sekil 4.3 : Model Problem 2’nin SSFY ile 2 = 0.0125 , k = 0.01 ve o = 30, 8 =
0.001 degerleri i¢in U (x,)’nint = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 ve 1.0 zamanlarinda
yaklasik ¢oziim grafikleri
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Simdi
U + Upixor — Uy + BU+UU, =0

U(x,0)=Uy(x), 0<x<I
U0,t)=U(l,1) =0
’ g , tel0,T
Up(0.1) = Upe(1s1) = 0 0.7]
ile verilen Rosenau-Burgers probleminin yaklasik ¢6ziimii korunumlu sonlu fark yaklagimi

kullanilarak elde edildi. Bunun icin denklemde asagida verilen ileri fark ve Crank-Nicolson

yaklagimi yazilirsa

asagida verilen iteratif

UJI?JFI - Uln + (Uxxx*)n'Jrl - (Uxxﬁ)rf (Uxf)n'Jrl - (Uxx)rf
k k 2
(U + W)y | WU+ (VU]

J -
+p 3 + 5 =0

denklem sistemi elde edilir.

Rosenau-Burgers denkleminde (4.1.1) ile verilen lineerlestirme kullanilirsa, lineer olmayan

terim ortadan kalkar ve asagidaki lineer iteratif denklem sistemi elde edilir.

J J J J

k k 2
8 U + ()" ) Ut Uy + ot ()t
2 2

Ujr'hLl - UJn + (Uxxx*>n'+l - (Uxxﬁ)n (Uxf)n'Jrl + (Uxx)n'

Simdi yukarida verilen denklem sistemindeki

(Uxx)T)};—i_l - (Uxxf)?
k

terimi yerine

+1 +1 +1 +1 +1
(Uper)" ™ = (Upex)" Ujta —4Uj +6U}i “AUE US| Vi m4Uh 6’{‘7 —U AU
J J _ h h
k B k
ifadesi,
n+1 n
a (Uxi)j + (Uxf)j
2
terimi yerine
n+1 n+1 n+1
(Uxx)“l +(Ug)" Ul —2Uj2 +UIH i Uj’?+1f2l§’+UJ’Ll
J J h h
o =
2 2
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ifadesi ve son olarak

Ut Uy + ot ()

J T J
2

terimi yerine

] pu—
2 2

U U Ul‘l+1 U’H’l
U]'.H'l (Ux)?+U}l (Ux)4+1 U;lJrl <L> +U" ( j+1 . )

ifadesi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, asagidaki iteratif denklem sistemi elde edilir.

n+1
k
Ut —aUTH +eurt —autt Ut Ut — AU, +6U — AU U,
* kh?
1 1 1
B _aUJ"jl T U U 208 U
N 2h?
1 1 1
Ul —UL UPTUL 20T U UTUT
P . 2h =0

Simdi bu sistemin daha sade bir gosterimi i¢in, zaman adim uzunlugu Az yerine k ve konum adim
uzunlugu Ax yerine A notasyonu kullanilir ve (n+ 1). zaman adimindaki terimler sol tarafta ve

n. zaman adimindaki terimler sag tarafta toplanirsa j = 1(1)(N — 1) igin

1 4 o 1 6 «a UL —2Uf
_U’?+1 Un+1 el Jj+ Un+1
kh* ™I~ 2+( kh* 2h2) TGttt et T

4 o Un 1 1 4 o B
* < T 2h> T T A T TE TS R

1 6 « 4 a B 1
* (ﬁﬁ—ﬁ) uit <_W+W_ﬁ) Uit gl
biciminde iteratif denklem sistemi elde edilir.

Bu iteratif denklem sisteminin program algoritmasinin okuyucu tarafindan daha rahat
anlagilabilmesi igin boliintii sayis1 6zel olarak N = 8 se¢ildi. Bu kapsamda j = 1(1)7 degerleri

icin niimerik sema sirasi ile
j=T1igin
1 4 o 1 6 o Uy=2U7
_Un+l o Ul’H-l - s el 2 1 UI’H-I
kh* * ( kh* 2h2> VAN N T !

4 o U 1
o UYH—I UI’H—l
* < T 2h> MR

—1U—|— 4+‘X+ﬁU+1+6 un

ThkhA TV gkt T 2m2 T 2n) O T \k Tkt h2 !
4 a B 1

* (_W+ 212 2h> Uit gas
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Jj=2i¢in

Jj=3i¢in

Jj=4icin

Jj=15i¢in

1 | 4« (16 o Ui-2U} .
— Uyt +<————>U{'+ +(—+—+—+— Uyt

kh* 0 kh*  2n2 k  kh* K2 2h
4 o U\ 0, 1 a4
* ( T 2h) U™ F et

1U+ 4+°‘+ﬁU+1+6 X pn
Tkt 0T\ Tt 22 o) k' kht n2) 2

4 o 1
+<——+——E> U§+k—Uf

kh* ' 2h2 2h n
1 4 a 1 6 a Uy -2U07%
_Un+l _ Un+1 T R Tt < 3 Un+1
kh* i < kh* 2h2> VAN RN AT 3
4 a U 1
- <_W o 2}3;) Uit kh* s
1 4 o B 1 6
=-—U —+=|U Uy
kh* 1+( kh4+2h2+2h) 2+<k+kh4 h2> 3
4 a B 1
+<_W+2_f12 2h) Uit gals
1 4 a 1 6 a U!-2U}
kh* 2 +< kh* 2h2> s Tt T 4
4 o U 1
+ <_k_h4 ot 22) U s
1 4 o B 1 6 «
T ( T Zh) Ui+ (k A h2) ui
4 a P 1
+< T 2h> ST A
1 4 o 1 6 oa U!M-=-2U0!
_Un+l o UI’H-l - 6 5 Un—|—1
kh* - < kh* 2h2> VAN RN T >
4 o« Us 1 L g
- <_W o 2h) Uikt + a7

1 4 o B 1 6 «
N 3+( kh4+2h2+2h) 4+<k+kh4 h2> 5

I (LS I VL
kh* " 2n2 2n) O T kAT
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Jj=061icin

j="171i¢in

1 4 a 1 6 (01
kh* ™ +( kh* 2h2> skt et

4 o«  Us\mri L nn
+<————+ )U” +—UJ

kh*  2h%  2h kh
1

S 4+a+ﬁU+1+6
Tt AT\ T a2 Tan ) S k' kh*

(oA e Py Ly
kh* " 2h2 2n) 7 T khd

1 4 a 1 6 (01
_Ul’l-i-] o Un+1 _ - el
kh* ™3 +( kh* 2h2> o "\itwiTeT

4 @ U7 n+1 1 n+1
* ( T 2h) U™+ %o

1 4 o B 1 6
— U i,
~ okt 5+( kh4+2h2+2h)U6+(k+kh4

+—i+a b U+1U"
kh* 202 2n) 8 T knt

seklinde yazildi. Elde edilen bu denklem sistemi

2h

(04
n? Us

2h

h2> Uy

kh*
4 o ur
= a e 2
n n
oty 6 o Y2l i=1(1)7
kA TR T
4 o ur
di=—— 40
wr 2 on
e__4+oc+ﬁ
 kh* 2K2 0 2h
1 6 o
=t e
__4+a_ﬁ
T A T2 T o
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olmak uizere

U_,
U(r)z+l
n+1
[a by ¢ di a i ULH
a bz c dz a U2
a by c¢3 d3 a UL
a by cy di a U:H
a bs c¢5 ds a nrl
a bg c¢ dg a U’”rl
i a b7 Cc7 d7 a_ U§1+1
Uzm
| Uy
—
ntl
_ Uil -
Uy
[a e f g a 11 Ui
a e f g a U;
a e f g a Ug
— a e f g a U:
a e f g a U;
a e [ g a Ug
i a e f gall| U
Ug
Uy
—_——
Un

seklinde matris formunda yazilir.

Burada N = 8 i¢in 7 denklem ve 11 bilinmeyenden olusan bir sistem elde edilir. Ancak genel
sistem i¢in (N — 1) denklem ve (N -+ 3) bilinmeyen vardir. Bu cebirsel denklem sistemlerinin
tek olarak ¢oziilebilmesi icin (3.1.1) problemi ile birlikte verilen sinir sartlar1 kullanilarak U_,
Uy, Uy ve Uy, bilinmeyenleri sistemden yok edilecektir. Bu amacla, N = 8 icin Uy ve genel
sistem i¢inde (Up), N = 8 i¢in Ug ve genel sistem igin (Uy) degerleri problemle birlikte verilen
tiirevsiz siur sartlart kullanilarak, N = 8 icin U_; ve genel sistem i¢inde U_1, ve N = 8 i¢in
Uy ve genel sistem ic¢in Uy, bilinmeyenleri de problemle birlikte verilen tiirevli sinir sartlari
yardimiyla yok edilecektir. Simdi, Uy, (0,¢) = Uy (I,7) = 0 olarak kullanilirsa

Jj=01i¢in

Uy -2Uy+U",
h2

=0=U",=20y-U;=U", =-U}

ve j = 8 icin
Uy —2Ug + U7
h2

=0=Uy =2U5 — U7 = Uy =—-Uy
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elde edilir. Bu bilinmeyen degerleri genel sistemin ilk ve son denklemlerinde yerlerine yazilir
(c1 —a) U + d U™ +aU ™ = (f —a)Up + gUS +aUs )
bUl ! + Uit + U +aU ! = eUl + fUS + gUl + aU}

anf+1 —H’%Uer—1 +c6U£+1 +d6U7nJrl = aUj +eUs + fUg + gU7
aU5nJrl —f—b7U(’,lJrl + (7 —a)U§1+] = aUs' +eUg + (f—a)Uf

V

ve gerekli diizenlemler yapilirsa

_ _ r Un+1 ] _ - n

ci—a di a L f—a g a U I

by ¢ dy a U%H e f g a U%

a by ¢z d3 a Us e f g a U,

a by cy4 dy a UZH = a e [ g a UZ

a bs c¢s5 ds a U;H a e f g a Ug

a bg cg dg U a e f g Uy

i a by c7—a | U§L+1 i a e f—a | _U;
L ~7 _ T

UH-H

(4.2.1)
seklinde verilen N = 8 i¢in 7 x 7 tipinde genel olarak ise (N — 1) x (N — 1) tipinde matris
formunda coziilebilir bir iteratif denklem sistemi elde edilir. Bu iteratif denklem sisteminden
istenilen herhangi bir ¢ = t,,, zamaninda U"! degerlerinin elde edilebilmesi igin ilk 6nce r = 0
zamanindaki U° degerlerine ihtiyac duyulur. Bu degerler problemle birlikte verilen Bu iteratif
denklem sisteminden istenilen herhangi bir + zamaninda U"*! degerlerinin elde edilebilmesi
icin ilk 6nce r = 0 zamanindaki U° degerlerine ihtiya¢ duyulur. Bu degerler problemle birlikte

verilen

U((x,0)=Uy(x), 0<x<I

baslangic sart1 kullanilarak elde edilir. Boylece bu iteratif denklem sistemi kullanilarak istenilen
tson zamaninda diigim noktalarina bilinmeyen U’lara karsilik gelen yaklasik Uy degerleri

bulunmus olur.

4.2.1 Niimerik Coziimler

Bu kisimda, (4.2.1) ile verilen sistemin Bolim 3 ’de verilen model problemlere
uygulanmasiyla elde edilen niimerik sonuglarin, literatiirde yine sonlu fark yontemi kullanilarak
elde edilen farkli calismalardaki sonuglarla hata normlariyla birlikte karsilastirilmasi ve h,k
nin farkl se¢imleri icin elde edilen noktasal degerler cizelgeler halinde sunuldu. Bu ¢alismada

model problemler icin referans ¢oziim (tam ¢6ziim), Ref. [28], Ref. [29] ve Ref. [30] calismalar1
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Cizelge 4.12 : Model Problem 1’in KSFY ile & = 0.5, B = 1,k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢oziim i¢in ¢ = 10 iken hesaplanan L; ve L. hata normlarinin
[28] ile karsilastiriimasi.

Ly L.
h [28] KSFY [28] KSFY
0.25 3.797152e -5 7.017218e —5
0.125  8.865744¢—6 8.888425¢—6 1.630156e—5 1.751518e—5
0.0625 2.169204e—6 2.190842¢ —6 3.969264¢ —6 4.290634e —6
0.03125 5.238859¢ —7 5.453479¢—7 1.026106e—7 1.061868e —6

Cizelge 4.13 : Model Problem 1’in KSFY ile « =5, B = 1,k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢oziim i¢in ¢ = 10 iken hesaplanan L; ve L., hata normlarinin
[28] ile karsilastiriimasi.

Ly L.
h [28] KSFY [28] KSFY
0.25 1.240202e — 4 1.862903e — 4
0.125  2.872177e—5 2.872138¢e—5 4.245518¢—5 4.245775¢—5
0.0625 6.895192¢—6 6.895166e —6 1.026083¢—5 1.026294¢ —5
0.03125 1.659468e—6 1.659518e—6 2.470578e—6 2.472544e—6

ile karsilagtirma yapilirken bu referans calismalarda verildigi gibi boliintii sayis1 N = 160 ve
Ref. [27] caligmasi ile karsilagtirilirken ise bu referans ¢alismadaki gibi boliintii sayis1 N = 320
aliarak hesaplandi. Ayrica problemin fiziksel yapisini gormek amaciyla, problemde bulunan o

parametresinin 0.5 ve 5 degerleri icin t = 0, 2, 4, 6, 8, 10 zamanlarindaki grafikleri sunuldu.

Cizelge 4.12’de model Problem 1’int = 10 zamaninda @« = 0.5, B = 1,k = 0.1 ve & nin farkli
degerleri i¢in L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen
hata normlari ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere 4 konum adim uzunlugu
kiigiildiikce hem L, hem de L., hata normlarinin kiiciildiigii gozlendi ve Pan ve Zhang [28]

tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.13’de model Problem 1’in 7 = 10 zamaninda o =5, B = 1,k = 0.1 ve A nin farkli
degerleri icin Lp ve L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen
hata normlari ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere £ konum adim uzunlugu
kiiciildiikgce hem L; hem de L., hata normlarimin kiiciildiigii gézlendi ve Pan ve Zhang [28]

tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.
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Cizelge 4.14 : Model Problem 1’in KSFY ile ¢ = 0.5, B =1,k =0.1 ve h =
1/160 referans ¢oziim igin t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda hesaplanan
maksimum L., hata normlarinin [28] ile karsilastirilmasi.

' h=1 h= h= 3

KSFY [28] KSFY 28] KSFY 28]
2 4711719e—6 4.700358¢—6 1.156890¢—6  1.146090e —6  2.872162e—7  2.765485¢— 7
4 8.732082e—6 8.711500e—6  2.142902¢—6  2.123405¢—6  5.315676e—7  5.123299% —7
6 1215369e—5 1.212563¢—5 2.980919¢—6 2.954436e—6  7.38864le—7  7.127612¢—7
8  1.505769¢—5 1.502362¢—5 3.690979¢—6  3.658954e—6 9.14158le—7  8.826300¢ —7
10 1.751518¢—5  1.630156e—5  4.290634e—6  3.969264e —6  1.061868¢—6  1.026106e —7

Cizelge 4.15 : Model Problem 1’in KSFY ile o« =5, B = 1,k=0.1 ve h = 1/160
referans ¢6ziim i¢in ¢ = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda hesaplanan L.
maksimum hata normlarina [28] ile kargilagtirilmasi.

! h=1 h=& h= %

KSFY [28] KSFY [28] KSFY [28]
2 2.632083¢e—5 2.633269¢—5 6390469¢—6 6.389985¢—6 1.543607¢ —6  1.540068¢— 6
4 330543le—5  3.305609¢—5 7.981129¢—6 7.978488¢—6 1.924114¢—6  1.920378¢—6
6 3.656727e—5 3.656422¢—5 8.80646lc—6 8.803290e—6  2.120804e—6 2.117618¢—6
8  3.969798¢—5 3.969443¢—5 9.567637¢—6  9.564878¢—6  2.303836e—6  2.301304¢—6
10 4.245775e—5  4.245518¢—5  1.026294¢—5  1.026083¢—5  2.472544¢—6  2.470578¢—6

Cizelge 4.14°de model Problem 1’in ¢t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda @ = 0.5, f = 1,k =
0.1 ve h = 1/8, 1/16, 1/32 degerleri i¢in L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28]
tarafindan elde edilen hata normlar ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere h
konum adim uzunlugu kiiciildiik¢e L., hata normlarinin kiiciildiigii gozlendi ve Pan ve Zhang

[28] tarafindan elde edilen hata normlart ile 1y1 uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.15°de model Problem 1’in t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda o =5, B = 1,k =0.1
ve h nmin farkli degerleri icin L., hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde
edilen hata normlari ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii tizere 4 konum adim
uzunlugu kiigiildiik¢e L., hata normlarinin kiiciildiigi gozlendi ve Pan ve Zhang [28] tarafindan

elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Sekil 4.4’de model Problem 1’in A = 0.03125 , k = 0.1 ve o = 0.5 degerleri icin t =
0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢oziim grafikleri verildi.

Sekil 4.5’de model Problem 1’in 2 =0.03125,k=0.1 ve o =5 degerleri icint =0,2,4,6,8
ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢oziim grafikleri verildi. Sekil 4.4 ve Sekil 4.5’den, ele alinan
denklemdeki aU,, dissipatif teriminin etkisi yiiziinden zaman ilerledik¢e niimerik ¢oziimiin

yiiksekliginin gittikce alcaldigi kolayca goriilmektedir.
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U(x,1)
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t=0.0
s+ /o7~ |- t=2.0 |
t=4.0
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3 t=8.0
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151 ]
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05 ]
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05 1 1 1 1
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%1073

Sekil 4.4 : Model Problem 1’in KSFY ile 4 =0.03125 , k = 0.1 ve ov = 0.5 degerleri
icinU(x,7)’nint =0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklagik ¢oziim grafikleri

Cizelge 4.16 : Model Problem 1’in ¢ = 0.5, B =1, k = 0.01 ve h = 1/160 referans
coziim i¢in ¢ = 10 iken KSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve
L. hata normlar1

Niimerik Coziim

b N=10 N=20 N =40 N =280 Referans Coziim
0.1 —0.0002708354 —0.0002720480 —0.0002723244 —0.0002723920 —0.0002723986
0.2 —0.0000111246 —0.0000117333 —0.0000118428 —0.0000118677 —0.0000118541
0.3 0.0009861247 0.0009886949 0.0009893621 0.0009895303 0.0009896002
0.4 0.0021645857 0.0021710541 0.0021726616 0.0021730627 0.0021731964
0.5 0.0027110760 0.0027194449 0.0027215047 0.0027220175 0.0027221812
0.6 0.0022435988 0.0022505657 0.0022522803 0.0022527072 0.0022528477
0.7 0.0011105683 0.0011139320 0.0011147742 0.0011149847 0.0011150658
0.8 0.0001087624 0.0001089323 0.0001090022 0.0001090211 0.0001090464
0.9 —-0.0001992931 —0.0002000229 —0.0002001816 —0.0002002200 —0.0002002189
Ly 5.650041e—06 1.399173¢—06 3.487239¢—07 8.756972¢ — 08
L. 1.110518¢—05 2.736279¢ —06 6.764946¢ —07  1.636638e —07
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3.5

t=8.0
~———1=10.0

Sekil 4.5 : Model Problem 1’in KSFY ile 2 =0.03125, k = 0.1 ve o = 5 degerleri icin
U(x,t)’nint =0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢6ziim grafikleri

Cizelge 4.17 : Model Problem 1’'in ¢ =5, B =1, k = 0.01 ve h = 1/160 referans
coziim i¢in ¢ = 10 iken KSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve
L. hata normlar1

Niimerik Coziim

b N=10 N=20 N =40 N =280 Referans Coziim
0.1 —0.0004338772 —0.0004486875 —0.0004523122 —0.0004532146 —0.0004534394
0.2 —0.0005585942 —0.0005778360 —0.0005825165 —0.0005836791 —0.0005839683
0.3 —0.0001971063 —0.0002040993 —0.0002057956 —0.0002062168 —0.0002063204
0.4 0.0003459410 0.0003573525 0.0003601485 0.0003608439 0.0003610193
0.5 0.0006057252 0.0006260151 0.0006309808 0.0006322154 0.0006325255
0.6 0.0003672339 0.0003796537 0.0003826945 0.0003834506 0.0003836412
0.7 —0.0001655279 —0.0001709515 —0.0001722631 —0.0001725884 —0.0001726681
0.8 —0.0005310492 —0.0005487863 —0.0005530906 —0.0005541592 —0.0005544248
0.9 —0.0004193207 —0.0004331970 —0.0004365815 —0.0004374234 —0.0004376331
L, 1.805265¢—05 4.372343¢—06 1.036340e—06 2.070975¢ — 07
L. 2.680036e—05 6.510460e —06 1.544792¢—06 3.101514e—07
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Cizelge 4.18 : Model Problem 1’'in a = 0.5, B = 1, N = 40 ve h = 1/160 referans
coziim i¢in ¢ = 10 iken KSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve

L., hata normlar1

Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0002723652 —0.0002723244 —0.0002723203 —0.0002723986
0.2 —0.0000119020 —0.0000118428 —0.0000118369 —0.0000118541
0.3 0.0009893159 0.0009893621 0.0009893666 0.0009896002
0.4 0.0021726560 0.0021726616 0.0021726620 0.0021731964
0.5 0.0027215532 0.0027215047 0.0027214997 0.0027221812
0.6 0.0022523773 0.0022522803 0.0022522705 0.0022528477
0.7 0.0011148958 0.0011147742 0.0011147619 0.0011150658
0.8 0.0001091139 0.0001090022 0.0001089909 0.0001090464
0.9 —-0.0002001143 —0.0002001816 —0.0002001884 —0.0002002189
L, 3.487878¢—07 3.487239¢—07 3.487188e —07
L. 6.766083¢ —07 6.764946¢ —07 6.764845¢ —07

Cizelge 4.19 : Model Problem I'ina =5, =1, N =40 ve h = 1 /160 referans ¢dziim
icin t = 10 iken KSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve L., hata

normlari
Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0004523860 —0.0004523122 —0.0004523053 —0.0004534394
0.2 —0.0005826386 —0.0005825165 —0.0005825052 —0.0005839683
0.3 —0.0002059252 —0.0002057956 —0.0002057841 —0.0002063204
0.4 0.0003600550  0.0003601485 0.0003601562 0.0003610193
0.5 0.0006309532  0.0006309808 0.0006309817 0.0006325255
0.6 0.0003827363 0.0003826945 0.0003826886 0.0003836412
0.7 —0.0001721756 —0.0001722631 —0.0001722732 —0.0001726681
0.8 —0.0005529974 —0.0005530906 —0.0005531009 —0.0005544248
0.9 —0.0004365222 —0.0004365815 —0.0004365879 —0.0004376331
Ly 1.036349¢—06 1.036340e¢—06 1.036340e¢ —06
Lo 1.544784e¢—06 1.544792¢ —06 1.544805¢ — 06
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Cizelge 4.20 : Model Problem 1’in KSFY ilea =1, 3 =1, k=0.05 ve h = 1/160
referans ¢oziim icin ¢t = 1.0 iken hesaplanan L, ve L., hata normlari ile
yakinsaklik mertebelerinin [29] ile karsilastirilmasi.

[29] KSFY

N L Mertebe L, Mertebe Lo Mertebe Ly Mertebe

10 7.03e—4 — 4.58¢ —4 — 2.99¢ -6 1.60e — 6

20 2.04de—4 17865 1.34e—4 1.7787 1.35¢—7 2.0243 3.95¢—7 2.0181
40 523¢—5 19613 342¢e—5 1.9652 1.78¢—7 2.0459 9.65¢—8 2.0333
80 1.08e—5 22746 7.08¢e—6 2.2739 399¢—8 2.1574 2.2le—8 2.1265

Cizelge 4.21 : Model Problem 1’in KSFY ile a =1, B =1, k = 0.05 ve h = 1/320
referans ¢Oziim icin ¢ = 1.0 iken hesaplanan L., hata normlarinin [27]
ile kargilastirilmasi.

[ S W W
[27]C-N  8.5176e —4 2.0083¢—4 5.1688¢—5 1.4486e¢—5
[27]L-S  9.6529¢ —4 1.9023e —4 3.9467¢—5 4.2694e—5
KSFY 1.0431e—5 2.9948¢—6 7.3700e—7 1.806le—7

Cizelge 4.16’da model Problem 1’in r = 10 zamaninda o = 0.5, B = 1, k = 0.01 ve
N = 10,20,40,80 i¢in niimerik ¢6ziim ve referans alinan tam ¢oziim verildi. Bu ¢izelgeden
zaman yoniindeki adim uzunlugu k& = 0.01 sabit olup N bdoliintii sayist arttikga L ve Le
hata normlarinin kii¢iildiigii ve elde edilen sayisal sonuglarin referans alinan analitik sonuglara
gittikge yaklastig1 acikca goriilmektedir. Cizelge 4.17°de model Problem 1’in # = 10 zamaninda
oa=5B=1,k=0.01 ve N=10,20,40,80 degerleri i¢in niimerik ¢dziim ve referans alinan
tam ¢oziim verildi. Yine bu ¢izelgeden de zaman yoniindeki adim uzunlugu k£ = 0.01 sabit olup
N boliintii sayis1 arttikga hem L, hem de L., hata normlarinin kiiciildiigii ve elde edilen sayisal
sonuglarin referans alinan analitik sonuglara gittik¢e yaklastigr acikca goriilmektedir. Cizelge
4.18’de model Problem 1’in r = 10 zamaninda @ = 0.5, 8 =1, N =40 ve k = 0.1,0.01,0.001
icin niimerik ¢6ziim ve referans alinan tam ¢oziim verildi. Bu cizelgeden konum yoniindeki
adim sayis1t N = 40 sabit olup zaman yoniindeki adim uzunlugu £ kiiciildiikce L, ve L. hata
normlariin uyum icinde kaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.19°da model Problem 1’in t = 10
zamaninda @ =5, B =1, N =40 ve k = 0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ¢6ziim ve referans
alman tam ¢oziim verildi. Bu ¢izelgeden konum yoniindeki adim sayist N = 40 sabit olup
zaman yOniindeki adim uzunlugu k kiiciildiikce L, ve L. hata normlarinin uyum i¢inde kaldigi

goriilmektedir.
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Cizelge 4.22 : Model Problem 2’nin KSFY ile a = 30, B = 0.001, k = 0.01 ve h =
1/160 referans ¢6ziim igin = 1.0 iken hesaplanan L., hata normlari ile
yakinsaklik mertebelerinin [30] ile karsilastirilmasi.

[30] KSFY
h Lo Mertebe Lo Mertebe
1/10 6.6428¢ —4 — 7.5587¢ — 4
1/20 1.7898¢—4  1.9265 1.8441e—4  2.0352
1/40 4.4720e—5  2.0006 4.4949¢—5 2.0366
1/80 1.0929¢—5 2.0228 1.0310e —5 2.1242

Cizelge 4.20’de KSFY ile hesaplanan L, ve L., hata normlar ile birlikte yakinsaklik
mertebeleri Ref. [29]’da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden KSFY ile bulunan L, ve L., hata
normlariin Ref. [29]’da verilenlerden oldukga iyi oldugu, yakinsaklik mertebelerinin ise iyi

uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.

Cizelgeden ayrica N konum yoOniindeki boliintii sayis1 arttikca hem L, hem de L. hata
normlarinin azaldigi acik¢a goriilmektedir. Cizelge 4.21°de hesaplanan L., hata normlar1 Ref.
[27]°de verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden KSFY ile bulunan L., hata normlarinin Ref.
[27]°de verilenlerden oldukg¢a iyi oldugu goriilmektedir. Cizelgeden ayrica A konum uzunlugu
kiictildiik¢ce Lo, hata normlarinin azaldig1 acik¢a goriilmektedir. Bu ¢izelgedeki hesaplamalarda

referans ¢oziim olarak Ref. [27]’de oldugu gibi & = 1/320, k = 1/320 degerleri esas alinmustir.

Cizelge 4.22°de Problem 2’nin KSFY ile hesaplanan L., hata normlar ile birlikte yakinsaklik
mertebeleri Ref. [30]’da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden KSFY ile bulunan L. hata
normlarinin Ref. [30]’da verilenlerden oldukca iyi oldugu, yakinsaklik mertebelerinin ise

teorikte beklendigi gibi bir davranis sergiledigi goriilmektedir.

Cizelgeden ayrica N konum yoniindeki boliintii sayisi arttik¢a L., hata normlarinin azaldig:
acikca goriilmektedir. Sekil 4.6’de model Problem 2’nin & = 0.0125 , k£ = 0.001 ve o = 30,
B =0.001 degerleri icint = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 ve 1.0 zamanlarinda yaklasik ¢6ziim grafikleri
verildi. Sekil 4.6’den, ele alinan denklemdeki aUy, dissipatif teriminin etkisi yliziinden zaman

ilerledikce niimerik ¢oziimiin genliginin gittikce azaldig1 kolayca goriilmektedir.

4.3 Konuma Gore Parcalanan Rosenau-Burgers Denkleminin Korunumlu Sonlu Fark

Yaklasimi (KKSFY)
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t=0.0

0.06

0.05

0.04

U(x,1)

0.03

0.02

0.01

Sekil 4.6 : Model Problem 2’nin KSFY ile 2 = 0.0125 , k = 0.01 ve o = 30, 8 =
0.001 degerleri i¢in U (x,7)’nin ¢ =0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 ve 1.0 zamanlarinda
yaklagik ¢coziim grafikleri
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Bu boliimde

V=Uxs
doniisiimii kullanilarak (3.1.1) ile verilen agsagidaki Rosenau-Burgers denklemi
Ut +Uxx)f)?t - aUx}E+BUx+UU)§ =0

denklemi

U+ Vg — aV + BUs + UU; = 0 4.3.1)

V-Ux=0 (4.3.2)

seklinde konuma gore pargalanarak bir diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildii. Elde

edilen bu yeni diferansiyel denklem sisteminin baslangi¢ sarti

U(x70) = UO(X)> V(X,O) = VO(X)7

ve sinir gartlar

U(0,t)=U(1,t)=0,

V(0,8) =Ux (0,¢) =0, V(1,t)=Ux(1,¢t)=0,

olarak alindi. Simdi (4.3.1) ve (4.3.2) denklemlerine
1 1
Uit —uy . (Veg)" T = (Vi)™ avjﬁ +Vr

J J
k k 2
(U‘)n—H - (UA)n (UU )n-H + (UU )n
Xj X X Xj
+B + =0
2 2
VI LV (U) T + (U
2 2 =0

seklinde korunumlu sonlu fark semas: uygulandi. Konuma gore parcalanmis olan bu denklem
sistemindeki lineer olmayan U U, terimi yerine agsagida verilen Rubin-Graves tipi lineerlestirme

yaklagimi uygulanirsa
1 1
UU); =Urt (U)+ U ()T —UUE
asagida verilen lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.

J J

k k 2

1
(U™ = (Ug)] . Uit Wi+ U
2 2 N

Ut —ur (V)i = (i) vt v
+ o

+B

54



olur. Burada

k
terimi yerine
(in);&] - (fo);l B (Vf)?ﬂ - (Vf)’}H (Vf)?ﬂ + (Vf)’}
k kh
ifadesi ve il .
B (U)E)j - (Ux)j
2
terimi yerine
1 1 1
ﬁ(Ux)7+ —(Us)] _ [3U}1++1 —U +ULL U
2 4h
ifadesi ve son olarak 1 "
n n
U (Ug) +UT (Ug)]
2
terimi yerine
1 1 1
Ut (Up) + U (Up)T B Uyt ( | Uﬁl) +U7 (Uﬁl - U )
2 a 4h
ve son olarak ] .
(Ux)?)j + (Uxf)]
2
terimi yerine
Uw) + (U)} (U — (U + (UR)) — ()]
2 B 2h
ifadesi alinir gerekli diizenlemeler yapilir ve yerine yazilirsa
+1 +1 +1 +1 +1
Uim —UF VG SV AV VR V-V _ avjn Vi
k kh? 2
o e N VA Vi . Uptup, —UpTUL +URUR - OO .
4h 4h
+1 +1 +1 +1
Vit v B Uil =207 + U + UL, =207+ UL,
2 2n? B

bicimindeki sistem elde edilir.

Simdi bu sistemin daha sade bir gosterimi i¢in, zaman adim uzunlugu Az yerine k ve konum

adim uzunlugu Ax yerine 4 notasyonu kullanilir ve (n+ 1) . zaman adimindaki terimler sol tarafta
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ve n. zaman adimindaki terimler sag tarafta toplanirsa j = 1(1)(N — 1) igin

B . 1 1 Ut -U" 2«
(%) Ul 4 _Vﬂ+11 + (z + J“T/]> UJ’.’“ + (__ - _) yntl

4h JHL g2 T
=t U e T )V T e
1 +1 1 +1 1 +1 1 +1
1 1 1 1
Uit Ui +2Vit 55U

biciminde iteratif denklem sistemi elde edilir.

(4.3.4)

Bu iteratif denklem sisteminin program algoritmasinin okuyucu tarafindan daha rahat

anlagilabilmesi igin boliintii sayis1 6zel olarak N = 8 se¢ildi. Bu kapsamda j = 1(1)7 degerleri

icin niimerik sema sirasi ile

j=1ligin

—B-UM\, g 1 L (1 Ur-Ut 2«

< 4h o Tz TR T T R N7 A A
ﬁ+U{1 n+1 1 n+1

+< o )V T

B 1 1 2« B

Jj=2i¢in
—B-Uy L1 1 uUr-ur 2«
Un+ _Vn+1 - 3 1 UI’H‘I = VVH—l
( 4h 7 A R VT 2 T\ T 2"
+ Ul 1
+ (B 7 2 ) U§1+1 +Wv3n+l
B 1 1 2« B
Jj=3icin
—B-UF\, we1 1 L (1 Ur-UR 2«
< 4h > T Tk T s T T 2)
+ Ul 1

+ (B m 3 ) UiH—l +WV4€H—]

_ ﬁ n l n 1 n 2 a n B n

_EU2+WV2+%U3+ _W‘{‘E V3_ELU4
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Jj=4i¢in

-B-Uy . 1 1 Us-U3 1 2 « 1
(T ot (e o (5 )

ﬁ + Ué’f n+1 1 n+1
+ercg+wy
p p

1 1 2
4hU3+kh2V3+kU4+< R )V4 A

Jj=1351icin

—B-uU! R RS B /7 | 2 a\
( U e (G P ot (5

ﬁ+U5n n+1 1 n+1
+< o )Vs Taabe
B

vre Ly g (2 @y Py
Tah ATt Tk T k2 2 ) T A s

Jj=061icin

—B-Us +1 L 1 U7 -U3 +1 2« +1
< 4h US” T et ) e )%

ﬁ + Ug n+1 1 n+1
B

vr gy Ly (22 LAy P
“ah S T2 Tk e T\ T2 T2 ) e T a7

j="71i¢in

ﬁ_ n+1 1 n+1 1 Ugl_Ug n+1 2 a n+1
< e Ao e e e

ﬁ+U§1 n+1 1 n+1
(Bt o+ o
B B

1 1 2
U, Vi4 Ul - 4= V- Ut
4h6+kh26+k7+< kh2+2)7 4n 8

(4.3.3)-(4.3.4) ile verilen sistemin 2-inci denkleminden

Jj=1ligin
1 1 1 1
_ _UI’H-I Un—H _VI’H-] U}'H—]
0 Tttt et
1 1 1 1
2h2U0 + thl + 2V1 + 2th"
Jj=2i¢in
1 1 1 1
Un+1 Ul’l+1 _Vl’l+1 Ul’l+1
22 T T 2h2
1 1 1 1
2h2U1 +h2U2 +2V2 +2h2U
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Jj=3icin

1 1 1 1
Un—H Un—H _Vn—H Un+1
o2 Tttt T
1 1 1 1 n
j=41icin
1 1 1 1
o3 T2 T o
1 1 1 | B
2h2U3 —l-h2U4 —|-2V4 -|-2th
Jj=1351icin
1 1 1 1
_ _UI’H-I UI’H'I _VI’H'I UI’H‘I
md T tgls T T
1 1 1 I
2h2U4 + h2U5 + 2V5 + 2th
j=061¢in
1 1 1 1
— _U’H‘l Un-l-l Vn+1 _ _Un—H
2h? ti2 h? ) 26 2h?
1 1 1 | B
2ths —I—h2U6—|— V6—|-2h2U
Jj=T7icin
1 1 1 1
CoR2 T T T
1 1 1 1
2h2U6 +h2U7 + 2V7 + 2h2U

seklinde yazildi. Burada N = 8 i¢in 14 denklem ve 18 bilinmeyenden olusan bir sistem elde
edilir. Ancak genel sistem igin 2 x (N — 1) denklem ve 2 x (N + 1) bilinmeyen vardir. Bu cebirsel
denklem sistemlerinin tek olarak coziilebilmesi icin (3.1.1) problemi ile birlikte verilen sinir
sartlar1 kullanilarak Uy, Uy ve Vp, Vi bilinmeyenleri sistemden yok edilecektir. Bu amacla, N =8
icin Up, Vy ve genel sistem icinde (Up,Vp), N = 8 igin Ug, Vg ve genel sistem icin (Uy,Vy)

degerleri problemle birlikte verilen tiirevsiz sinir sartlar1 kullanilarak yok edilecektir. Boylece
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yukarida elde edilen denklem sistemi

ve
Uz—Up

g+uyp

U =

12U =

i
Ur—ur
an

B+Us
ah

1
I+

INUI

11V =

N[ —

12V =
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1
k
B
4h
2 o
kh2 2
1
kh?
2 i o
kh? = 2
1
h2
1
2h?
B-Uy_,
ah
d
d
—8
—&
1
2
1
2

l_I_UN—l_UZ’\Z’—S B+UN_»
k ah ah
—B—Uy_, 1y Uv—Uy_»
4h k 4h

c d
d c

-f -z

-8 —f

1

2




rlvu =

rlv =

22U =

r2V =

olmak tizere

1nu 1nv
U 12v

oQ
~ 0

=

n+1

D=

|
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Cizelge 4.23 : Konuma Goére Par¢alanan model Problem 1’in KKSFY ile & = 0.5, B =
1,k=0.1 ve h = 1/160 referans ¢oziim i¢in ¢ = 10 iken hesaplanan L,
ve Lo hata normlarinin [28] ile kargilagtirilmasi.

Ly L.
h [28] KKSFY [28] KKSFY
0.25 3.797152e -5 7.017218e —5
0.125 8.865744e —6 1.503405¢—5 1.630156e—5 2.993525¢—5
0.0625 2.169204e—6 4.591414e—6 3.969264¢ —6 8.943734e—6
0.03125 5.238859¢—7 1.182997e—6 1.026106e—7 2.272939¢ —6

seklinde matris formunda yazilir. Bu iteratif denklem sisteminden istenilen herhangi bir = ¢,
zamaninda U"! ve V"*! degerlerinin elde edilebilmesi icin ilk 6nce # = 0 zamanindaki U° ve

VY degerlerine ihtiya¢ duyulur. Bu degerler problemle birlikte verilen

U(x,0)=Uy(x), 0<x<I
V(x,0) =Vo(x), 0

baglangi¢ sart1 kullanilarak elde edilir. Boylece bu iteratif denklem sistemi kullanilarak istenilen
herhangi bir #y,, zamaninda diigiim noktalarinda bilinmeyen U’ lara karsilik gelen yaklasik Uy

degerleri bulunmus olur.

4.3.1 Niimerik Coziimler

Bu kisimda, (4.3.5) ile verilen sistemin Boliim 3 ’de verilen model Problemlere
uygulanmasiyla elde edilen niimerik sonuglarin, literatiirde yine sonlu fark yontemi kullanilarak
elde edilen farkli calismalardaki sonuglarla hata normlariyla birlikte karsilastirilmasi ve h,k
nin farkl se¢imleri icin elde edilen noktasal degerler cizelgeler halinde sunuldu. Bu ¢alismada
model problemler icin referans ¢oziim (tam ¢oziim), Ref. [28], Ref. [29] ve Ref. [30] calismalar1
ile karsilagtirma yapilirken bu referans calismalarda verildigi gibi boliintii sayis1 N = 160 ve
Ref. [27] calismasi ile karsilagtirilirken ise bu referans ¢alismadaki gibi boliintii sayist N = 320
alinarak hesaplandi. Ayrica problemin fiziksel yapisin1 gormek amaciyla, problemde bulunan o

parametresinin 0.5 ve 5 degerleri icin t =0, 2, 4, 6, 8, 10 zamanlarindaki grafikleri sunuldu.

Cizelge 4.23’de model Problem 1’inz = 10 zamaninda o = 0.5, B = 1,k = 0.1 ve & "nin farkli
degerleri icin Lp ve L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen

hata normlar ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii izere & konum adim uzunlugu
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Cizelge 4.24 : Konuma Gore Parcalanan model Problem 1’in KKSFY ile ¢ =5, 8 =
1,k=0.1 ve h = 1/160 referans ¢oziim i¢in ¢ = 10 iken hesaplanan L,
ve Lo, hata normlarinin [28] ile kargilagtiriimasi.

Ly L.
h [28] KKSFY [28] KKSFY
0.25 1.240202¢ — 4 1.862903e — 04
0.125  2.872177e—5 7.566378¢ —5 4.245518¢ —05 1.173077¢—04
0.0625 6.895192¢—6 1.739454e—5 1.026083¢—05 3.131096¢ — 05
0.03125 1.659468e—6 4.184171e—6 2.470578e—06 7.764141e—06

Cizelge 4.25 : Konuma Gore Parcalanan model Problem 1’in KKSFY ile o = 0.5,
B =1,k=0.1 ve h =1/160 referans ¢oziim i¢in t = 2,4,6,8 ve
10 zamanlarinda hesaplanan L., maksimum hata normlarinin [28] ile
kargilastirilmasi.

~

h= h= h=3

KKSFY [28] KKSFY [28] KKSFY [28]
7.314514e—6 4.700358¢—6 2.193642¢—6  1.146090¢e —6  5.590900e —7  2.765485¢ —7
1.38760le—5  8.711500e—6  4.159003¢—6  2.123405¢—6  1.059270e—6  5.123299¢ —7
1.97794le—5  1.212563e—5  5.923480e—6 2.954436e—6 1.507515e—6  7.127612¢—7
2.510809¢—5  1.502362e—5 7.51127le—6  3.658954e—6  1.909995¢—6  8.826300¢ —7
2.993525¢—5  1.630156e—5 8.943734e—6  3.969264e—6  2.272939e—6  1.026106e —7

el
=\
)

= 0O BN

kiigiildilkce hem L, hem de L., hata normlarimin kiigiildiigii gozlendi ve Pan ve Zhang [28]

tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.24°de model Problem 1’in # = 10 zamaninda o =5, = 1,k = 0.1 ve h nin farkl
degerleri icin L; ve L. hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde edilen
hata normlar ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere 4 konum adim uzunlugu
kiiciildiikce hem L, hem de L. hata normlarinin kiiciildii§ii gézlendi ve Pan ve Zhang [28]

tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.25’de model Problem 1’in t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda & = 0.5, = 1,k =
0.1 ve h =1/8, 1/16, 1/32 degerleri i¢in L., hata normlart hesaplanarak Pan ve Zhang [28]
tarafindan elde edilen hata normlart ile karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere h
konum adim uzunlugu kiiciildiik¢e L. hata normlarinin kii¢iildiigli gézlendi ve Pan ve Zhang

[28] tarafindan elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Cizelge 4.26’da model Problem 1’in t = 2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda o =5, B = 1,k =0.1
ve h nmin farkli degerleri icin L., hata normlar1 hesaplanarak Pan ve Zhang [28] tarafindan elde

edilen hata normlar: ile karsilastirilmas: verildi. Cizelgeden goriildiigii iizere 4 konum adim

62



Cizelge 4.26 : Konuma Gore Parcalanan model Problem 1'in KKSFY ile o = 3,
B =1,k=0.1 ve h =1/160 referans ¢oziim i¢in t = 2,4,6,8 ve
10 zamanlarinda hesaplanan L. maksimum hata normlarinin [28] ile
kargilastirilmasi.

~

h=

el

=

_ 1
h= 5

]

KKSFY

[28]

KKSFY

[28]

KKSFY

[28]

= 0O BN

4.853146e¢ — 5
7.206383¢ — 5
8.937229¢ — 5
1.042928¢ — 4
1.173077e — 4

2.633269¢ — 5
3.305609¢ — 5
3.656422¢ -5
3.969443¢ -5
4.245518e — 5

1.435063e — 5
2.068769¢ — 5
2.488340e — 5
2.833380e — 5
3.131096e — 5

6.389985¢ — 6
7.978488¢ — 6
8.803290e — 6
9.564878¢ — 6
1.026083¢ — 5

4.853146e — 5
7.206383e —5
8.937229¢ — 5
1.042928¢ — 4
1.173077¢ — 4

1.540068¢ — 6
1.920378¢ — 6
2.117618e —6
2.301304e -6
2.470578e — 6

uzunlugu kiigiildiikce L., hata normlariin kiiciildiigii gbzlendi ve Pan ve Zhang [28] tarafindan

elde edilen hata normlari ile iyi uyum i¢inde oldugu goriildii.

Sekil 4.7°de model Problem 1’in A = 0.03125 , k = 0.1 ve o = 0.5 degerleri icin t =

0,2,4,6,8 ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢oziim grafikleri verildi.

Cizelge 4.27 : Model Problem 1I’in @ = 0.5, B = 1, k = 0.01 ve h = 1/160 referans
¢coziim i¢in ¢ = 10 iken KKSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L,
ve L., hata normlari

Niimerik Coziim

x N=10 N=20 N =40 N =380 Referans Coziim
0.1 —0.0002695088 —0.0002721008 —0.0002723585 —0.0002723987 —0.0002724073
0.2 —0.0000112062 —0.0000123850 —0.0000120415 —0.0000119152 —0.0000118810
0.3 0.0009814722 0.0009868185 0.0009888498 0.0009894029 0.0009895441
0.4 0.0021554390 0.0021680560 0.0021718649 0.0021728608 0.0021731126
0.5 0.0027011924 0.0027162647 0.0027206578 0.0027217986 0.0027220865
0.6 0.0022376869 0.0022483523 0.0022516700 0.0022525433 0.0022527645
0.7 0.0011107497 0.0011132295 0.0011145396 0.0011149127 0.0011150089
0.8 0.0001129434 0.0001093187 0.0001090473 0.0001090204 0.0001090162
0.9 —0.0001956805 —0.0001995158 —0.0002000853 —0.0002002031 —0.0002002311
L, 1.050968¢ —05 3.007875¢—06 7.448722¢ —07 1.504577e¢ —07
L. 2.089407¢—05 5.821830e—06 1.432575¢—06 2.891486e¢ —07
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Sekil 4.7 : Konuma Gore Parcalanan model Problem 1’in KKSFY ile 4 = 0.03125
, k =0.1 ve a = 0.5 degerleri igin U(x,t)’nin t = 0,2,4,6,8 ve 10
zamanlarinda yaklagik ¢oziim grafikleri
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Sekil 4.8 : Konuma Gore Parcalanan model Problem 1’in KKSFY ile 4 = 0.03125
, k =0.1 ve o =5 degerleri i¢in U(x,t)’nin ¢t = 0,2,4,6,8 ve 10
zamanlarinda yaklasik ¢oziim grafikleri

Cizelge 4.29 : Model Problem 1’in a = 0.5, B = 1, N =40 ve h = 1/160 referans
coziim i¢in ¢ = 10 iken KKSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L,
ve L., hata normlari

Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0002723591 —0.0002723585 —0.0002723585 —0.0002724073
0.2 —0.0000120426 —0.0000120415 —0.0000120415 —0.0000118810
0.3 0.0009888484  0.0009888498 0.0009888499 0.0009895441
0.4 0.0021718632  0.0021718649 0.0021718649 0.0021731126
0.5 0.0027206561 0.0027206578 0.0027206579 0.0027220865
0.6 0.0022516684  0.0022516700  0.0022516700 0.0022527645
0.7 0.0011145383 0.0011145396 0.0011145396 0.0011150089
0.8 0.000109046  0.0001090473 0.0001090473 0.0001090162
0.9 —0.0002000857 —0.0002000853 —0.0002000853 —0.0002002311
L, 7.448738¢e—07 7.448718e—07  7.448629¢ — 07
L. 1.432578¢—06 1.432575¢—06 1.432577¢—06
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Cizelge 4.28 : Model Problem 1’in &« =5, B =1, k = 0.01 ve h = 1/160 referans
coziim i¢in ¢ = 10 iken KKSFY ile sayisal ve analitik ¢oztimleri ile L,
ve L., hata normlari

Niimerik Coziim

X N=10 N=20 N =40 N =280 Referans Coziim
0.1 —0.0004075235 —0.0004436490 —0.0004511420 —0.0004529222 —0.0004533615
0.2 —0.0005285122 —0.0005725601 —0.0005813311 —0.0005833825 —0.0005838865
0.3 —0.0001946386 —0.0002054668 —0.0002062592 —0.0002063315 —0.0002063416
0.4 0.0003113976 0.0003472989 0.0003575426 0.0003601922 0.0003608604
0.5 0.0005549454 0.0006121624 0.0006274348 0.0006313241 0.0006323011
0.6 0.0003341104 0.0003699348 0.0003801601 0.0003828055 0.0003834726
0.7 —0.0001610229 —0.0001718426 —0.0001726270 —0.0001726963 —0.0001727056
0.8 —0.0004993074 —0.0005431281 —0.0005518289 —0.0005538615 —0.0005543607
0.9 —0.0003921748 —0.0004279799 —0.0004353785 —0.0004371340 —0.0004375671
Ly, 4.625936¢—05 1.102052¢—05 2.613625¢—06 5.223983e — 07
L. 7.735566¢ —05 2.013869¢ —05 4.866271e—06  9.769480e — 07

Cizelge 4.30 : Model Problem 1I’in ¢ =5, B = 1, N =40 ve h = 1/160 referans ¢6ziim
icin t = 10 iken KKSFY ile sayisal ve analitik ¢oziimleri ile L, ve Lo
hata normlari

Niimerik Coziim

X k=0.1 k=0.01 k=0.001 Referans Coziim
0.1 —0.0004511474 —0.0004511420 —0.0004511419 —0.0004533615
0.2 —0.0005813419 —0.0005813311 —0.0005813310 —0.0005838865
0.3 —0.0002062750 —0.0002062592 —0.0002062592 —0.0002063416
0.4 0.0003575233 0.0003575426 0.0003575427 0.0003608604
0.5 0.0006274143 0.0006274348 0.0006274349 0.0006323011
0.6 0.0003801411 0.0003801601 0.0003801602 0.0003834726
0.7 —0.0001726424 —0.0001726270 —0.0001726269 —0.0001727056
0.8 —0.0005518394 —0.0005518289 —0.0005518289 —0.0005543607
0.9 —0.0004353837 —0.0004353785 —0.0004353785 —0.0004375671
Ly, 2.613632¢—06 2.613625¢—06 2.613638¢ —06
L. 4.866274e—06 4.866271e—06 4.866341e—06
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Cizelge 4.31 : Model Problem 1’in KKSFYileax =1, =1,k=0.05ve h = 1/160
referans ¢oziim icin ¢t = 1.0 iken hesaplanan L, ve L., hata normlari ile
yakinsaklik mertebelerinin [29] ile kargsilastirilmasi.

[29] KKSFY

N L Mertebe L, Mertebe Lo Mertebe Ly Mertebe

10 7.03e—4 — 4.58¢ —4 — 5.11e—6 2.62¢e -6

20 2.04e—4 177865 1.34e—4 1.7787 1.43e—6 1.8373 7.6le—7 1.7836
40 5.23¢—5 19613 342¢—5 1.9652 3.50e—7 2.0306 1.89¢—7 2.0095
80 1.08e—5 2.2746 7.08¢e—6 22739 7.07¢—8 23076 3.8le—8 2.3105

Cizelge 4.32 : Model Problem 1’in KKSFY ile o =1, 8 =1,k =0.05ve h = 1/320
referans ¢Oziim icin ¢ = 1.0 iken hesaplanan L., hata normlarinin [27]
ile kargilastirilmasi.

h=1 h=2L1 h=1 h= 1L

5 — 10 20 — 40
[27]C-N  8.5176e—4 2.0083¢—4 5.1688¢—5 1.4486e¢—5
[27]L-S  9.6529¢—4 1.9023¢—4 3.9467¢—5 4.2694¢—5
KKSFY 9.5866e—6 5.1326e—6 1.4459¢—6 3.6867¢—7

Sekil 4.8’de model Problem 1’in 2 =0.03125, k =0.1 ve o = 5 degerleri icint =0,2,4,6,8
ve 10 zamanlarinda yaklasik ¢oziim grafikleri verildi. Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’den, ele alinan
denklemdeki aU,, dissipatif teriminin etkisi yiiziinden zaman ilerledik¢e niimerik ¢oziimiin
yiiksekliginin gittikce alcaldigi kolayca goriilmektedir. Ayrica her iki sekil ayni zamanda ele

alinan problemin siirekli enerjisini ve tezde kullanilan semalarin dogrulugunu gostermektedir.

Cizelge 4.27°de model Problem 1’in # = 10 zamaninda o = 0.5, B =1, k = 0.01 ve
N = 10,20,40, 80 i¢in niimerik ¢6ziim ve referans alinan tam c¢oziim verildi. Bu cizelgeden
zaman yoniindeki adim uzunlugu k& = 0.01 sabit olup N bdliintii sayist arttikca Ly ve Le
hata normlarinin kiictildiigii ve elde edilen sayisal sonuglarin referans alinan analitik sonuglara
gittikce yaklastig1 agikca goriilmektedir. Cizelge 4.28’de model Problem 1’in # = 10 zamaninda
oa=5B=1,k=0.01 ve N=10,20,40,80 degerleri i¢in niimerik ¢dziim ve referans alinan
tam ¢oziim verildi. Yine bu cizelgeden de zaman yoniindeki adim uzunlugu k£ = 0.01 sabit olup
N boliintii sayist arttikga hem L, hem de L., hata normlarinin kii¢iildiigii ve elde edilen sayisal
sonuglarin referans alinan analitik sonuclara gittikge yaklastigr agikca goriilmektedir. Cizelge
4.29’da model Problem 1’in = 10 zamaninda & = 0.5, = 1, N =40 ve k = 0.1,0.01,0.001

icin niimerik ¢oziim ve referans alinan tam ¢oziim verildi. Bu ¢izelgeden konum yoniindeki
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adim sayis1 N = 40 sabit olup zaman yoniindeki adim uzunlugu £ kiiciildiik¢ce L, ve L. hata
normlariin uyum i¢inde kaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.30’da model Problem 1’in # = 10
zamaninda @ =5, f =1, N =40 ve k = 0.1,0.01,0.001 i¢in niimerik ¢6ziim ve referans
alinan tam ¢oziim verildi. Bu ¢izelgeden konum yoniindeki adim sayist N = 40 sabit olup
zaman yOniindeki adim uzunlugu k kiiciildiikkce L, ve L. hata normlarinin uyum i¢inde kaldig:

goriilmektedir.

Cizelge 4.31°de KKSFY ile hesaplanan L, ve L., hata normlan ile birlikte yakinsaklik
mertebeleri Ref. [29]’da verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden KKSFY ile bulunan L, ve L
hata normlariin Ref. [29]’da verilenlerden oldukg¢a iy1 oldugu, yakinsaklik mertebelerinin ise

iyl uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.

Cizelgeden ayrica N konum yoOniindeki boliintii sayisi artttkca hem L, hem de L. hata
normlarinin azaldig1 acikc¢a goriilmektedir. Cizelge 4.32°de KKSFY ile hesaplanan L., hata
normlart Ref. [27]’de verilenlerle karsilastirildi. Cizelgeden KKSFY ile bulunan L. hata
normlarinin Ref. [27]’de verilenlerden oldukca iyi oldugu goriilmektedir. Cizelgeden ayrica &
konum uzunlugu kiiciildiik¢ge L., hata normlarinin azaldig acik¢a goriilmektedir. Bu ¢izelgedeki
hesaplamalarda referans ¢oziim olarak Ref. [27]’de oldugu gibi A = 1/320, k = 1/320 degerleri

esas alinmugtir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde, Boliim 4’te Rosenau-Burgers denkleminin farkli sonlu fark yontemleri kullanilarak
elde edilen niimerik semalarin model problemlere uygulanmasiyla elde edilen sonuglar kendi
icerisinde karsilastirildi. Ele alinan model Problemler icin hangi semanin daha iyi sonug verdigi

cizelgeler halinde sunularak incelendi.

Cizelge 5.1’de ele alinan Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY ve KKSFY semalarn
kullamlarak & = 0.5, B = 1,k = 0.1 ve 0.01, h = 1, 1, 55,75 ve g5 degerleri icin ¢ = 10
iken hesaplanan L, hata normlarnin birbirleri ile karsilastirilmasi verildi. SSFY ile elde edilen
sonuglarin hem KSFY hem de KKSFY ile elde edilen sonuglardan daha iyi oldugu goriildii.
Yine tablodan, KSFY ile elde edilen sonuglarinda KKSFY ile elde edilen sonuglardan daha iyi

oldugu goriilmektedir.

Daha sonra, Cizelge 5.2°de ise goz Oniine alinan Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY ve
KKSFY semalari kullanilarak o« = 0.5, B = 1,k=0.1 ve 0.01, h = %, %, %, % ve % degerleri
icin t = 10 iken hesaplanan L., hata normlarnin birbirleri ile karsilagtirilmasi verildi. SSFY
ile elde edilen sonuglarin hem KSFY hem de KKSFY ile elde edilen sonuglardan daha iyi
oldugu goriildii. Tablo incelendiginde, KSFY ile elde edilen sonuclarinda KKSFY ile elde edilen

sonuglardan iyi oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.3’de ele alinan Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY ve KKSFY semalar
kullanilarak bu defa o = 5 degeri almarak § = 1,k = 0.1 ve 0.01, h = 1, 15,55, 25 V€ g5
degerleri i¢in t = 10 iken hesaplanan L; hata normlarinin birbirleri ile karsilagtirilmasi verildi.
Tablodan SSFY ile KSFY semalari ile elde edilen sonuclarin oldukca iyi uyum iginde oldugu
goriildii. Yine tablodan, SSFY ve KSFY ile elde edilen sonuglarinda KKSFY ile elde edilen

sonuglardan daha iyi oldugu goriilmektedir.Cizelge 5.4’de ise goz Oniine alinan Problem 1’e

Cizelge 5.1 : Model Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY, KKSFY semalarinin o =
0.5, B =1,k =0.1,0.01 ve h = 1/160 referans ¢dziim i¢in = 10 iken
hesaplanan L, hata normlarinin karsilastirilmasi.

k=0.1 k=0.01
h SSFY KSFY KKSFY SSFY KSFY KKSFY
% 2.345910e —5  2.348349¢—5  3.765709¢ —5  2.34590le—5  2.347910e—5  3.765708¢ —5
% 5.628973¢—6  5.651174e—6  1.050971e—5  5.628949¢—6 5.65004le—6  1.050968¢ —5
2—10 1.377926e —6  1.399453¢—6  3.007882¢—6  1.377919¢—6  1.399173e—6  3.007875¢ —6
4—'0 3.272749¢ —7 3.487878e—7  7.448738e—7 3.272722¢—7 3.487239¢—7  7.448722¢ -7
8—10 6.541374e¢—8  8.757907¢—8  1.504579¢ —7  6.541329¢—8  8.756972¢ —8  1.504577¢ -7
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Cizelge 5.2 : Model Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY, KKSFY semalarinin @ =
0.5, B = 1,k=0.1,0.01 ve h = 1/160 referans ¢oziim i¢in ¢ = 10 iken
hesaplanan L., hata normlarinin kargilagtiriimasi.

k=0.1 k=0.01
SSFY KSFY KKSFY SSFY KSFY KKSFY
3.876469¢ —5  3.880230e—5  5.254515¢—5  3.876454e¢—5 3.879873e—5  5.254520e¢ -5
1.106941e—5  1.110729¢—5  2.089412¢—5  1.106937¢—5 1.110518¢—5  2.089407¢ —5
2.700653¢ —6  2.736787¢e—6  5.821842¢—6  2.70064le—6  2.736279¢—6  5.821830e—6
6.409043¢ —7  6.766083e—7  1.432578¢—6  6.408998e —7  6.764946e —7  1.432575¢—6
1.280867¢—7  1.636774e—7  2.891490e —7  1.28086le—7  1.636638¢—7  2.891486¢ —7

B ~&|—8|-gl—— =

Cizelge 5.3 : Model Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY, KKSFY semalarinin @ =
5,8 =1,k=0.1,0.01 ve h = 1/160 referans ¢6ziim icin = 10 iken
hesaplanan L, hata normlarinin karsilagtirilmasi.

k=0.1 k=0.01
h SSFY KSFY KKSFY SSFY KSFY KKSFY
1 8.042874¢ —5  8.042915¢—5  2.491097¢—4  8.042808¢e —5  8.042816e —5  2.491084e —4
li() 1.805269¢ —5  1.805284e—5  4.62595le—5  1.805258e—5  1.805265¢—5  4.625936¢ —5
2—'0 4.372296e —6  4.372385¢—6  1.102055¢—5  4.372270e —6  4.372343¢—6  1.102052¢ —5
T:o 1.036273¢—6  1.036349¢—6  2.613632¢—6  1.036267¢—6 1.036340e—6  2.613625¢ —6

2.070228¢ —7  2.070995¢—7  5.223996e —7  2.070215¢—7  2.070975¢—7  5.223983¢ -7

=
S

Cizelge 5.4 : Model Problem 1’e uygulanan SSFY, KSFY, KKSFY semalarinin o =
5, B =1,k=0.1,0.01 ve h = 1/160 referans ¢dziim i¢in ¢+ = 10 iken
hesaplanan L., hata normlarinin kargilagtirilmasi.

k=0.1 k=0.01
h SSFY KSFY KKSFY SSFY KSFY KKSFY
1 1.120232¢ —4  1.120305¢ —4  3.642456e —4  1.120215¢—4  1.120213e—4  3.642431e—4
lio 2.679830e —5  2.680022¢ —5  7.735568¢ —5  2.679844e—5  2.680036e—5  7.735566¢ —5
27'0 6.508505¢ -6  6.510427¢—6  2.013870e—5  6.508547¢—6  6.510460e —6  2.013869¢ —5
Tio 1.542866e —6  1.544784e—6  4.866274e—6  1.542879¢—6  1.544792¢—6  4.866271e—6

3.082330e —7  3.101490e—7  9.769488¢ —7  3.082382¢—7  3.101514e—7  9.769480e — 7

=
S
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Cizelge 5.5 : Model Problem 2’ye uygulanan SSFY, KSFY semalarinin o = 30,
B = 0.0011,k = 0.01 ve h = 1/160 referans ¢oziim ic¢in ¢+ = 11
iken hesaplanan L, hata normlarinin ve yakinsaklik mertebelerinin

karsilastirilmasi.
SSFY KSFY
h Lo Mertebe Lo Mertebe
I 7.5580e —4 7.5587¢ —4
2]—0 1.8435¢—4  2.0356 1.8441e—4  2.0352
w 4.4885¢—5  2.0381 4.4949¢ -5  2.0366
o 1.0246e—5 2.1312 1.0310e—5  2.1242

uygulanan SSFY, KSFY ve KKSFY §ema1ar1 kullanilarak bu defa @ = 5 degeri alinarak, f =1,

k=0.1ve0.01,h= 5, 10, 210, 70 Ve 80 degerleri icin t = 10 iken hesaplanan L. hata normlarinin
birbirleri ile karsilastirilmasi verildi. SSFY ile elde edilen sonug¢larin hem KSFY hem de KKSFY
ile elde edilen sonuclardan daha iyi oldugu agikca goriildii. Verilen bu son tablo incelendiginde,

KSFY ile elde edilen sonuclarinda KKSFY ile elde edilen sonuglardan iyi oldugu goriilmektedir.

Son olarak, Cizelge 5.5’de ise goz oniine alinan Problem 2’ye uygulanan SSFY ve KSFY
semalar1 kullanilarak bu defa @ = 300 degeri alinarak, B = 0.001,k = 0.01 ve h = %, %, % ve
8]—0 degerleri icin t = 1 iken hesaplanan L., hata normlar1 ve yakinsaklik mertebelerinin birbirleri
ile kargilagtiritlmasi verildi. SSFY ile elde edilen sonug¢larin KSFY ile elde edilen sonuclardan

daha iyi oldugu agik¢a goriildii.

Sonug olarak bu tezde Rosenau-Burgers denklemine uygulanan SSFY, KSFY ve KKSFY
yontemleri matematik ve fizikte ortaya cikan benzer ¢esitli problemlere de basarili bir sekilde

uygulanabilir.
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