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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
NOTROSOFiK TAMSAYILARIN BAZI TEMEL OZELLIiKLERI
Ayse Nur YURTTAKAL

Siilleyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. Yilmaz CEVEN

Bu tez calismasi, grup ve halka teorilerinin bir genislemesi olarak bilinen ve
1980 li yillarda ¢alisilmaya baslanan notrosofik yapilardan nétrosofik
tamsayilar halkasi lizerinedir. Bu tezin amaci, tamsayilar halkasinin bilinen
temel cebirsel oOzelliklerinin nétrosofik tamsayilar halkasinda gecerli olup
olmadigini arastirmak; tamsayilar halkasinda gecerli olup, nétrosofik tamsayilar
halkasinda heniiz incelenmemis olan tanim ve 6zellikleri, notrosofik tamsayilar
halkasina uyarlamaktir.

Bu tez calismasinda nétrosofik tamsayilarin tersi, mutlak degeri, asal ve bilesik
notrosofik tamsayilar, notrosofik tamsayilar kiimesinde bolme algoritmasi, bir
denklem sistemi icerisinde yer alma ve modiiler denklemlerle ifade edilme gibi
cebirsel 6zellikleri verilmistir.

Tezin son kisminda ise Z[I] notrosofik tamsayilar kiimesinde tanimli kismi
siralama bagintisindan yola ¢ikarak tanimlanan denklik bagintisiyla denklik
siniflar1 olusturulmustur. Sirali ikililer seklinde ifade edilen notrosofik
tamsayilar kartezyen koordinat sisteminde boélgesel olarak belirlenmistir.
Ayrica pozitif bir nétrosofik tamsayinin faktoriyeli ve kuvvetleri kavramlar:
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Notrosofik tamsayilar, nétrosofik tamsayilarda siralama,
bir nétrosofik tamsayinin faktoriyeli.

2022, 55 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
SOME ELEMENTARY PROPERTIES OF NEUTROSOPHIC INTEGERS
Ayse Nur YURTTAKAL

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz CEVEN

This thesis is on the ring of neutrosophic integers, which is one of the
neutrosophic structures that is known as an extension of group and ring
theories and started to be studied in the 1980s. The aim of this thesis is to
investigate whether the known basic algebraic properties of the ring of integers
are valid for the ring of neutrosophic integers and to adapt the definitions and
properties that are valid in the ring of integers but not yet studied in the ring of
neutrosophic integers, to the ring of neutrosophic integers.

In this thesis, algebraic properties of neutrosophic integers such as inverse,
absolute value, prime and composite neutrosophic numbers, division algorithm
in the set of neutrosophic integers, being in a system of equations and
expressing with modular equations are given.

In the last part of the thesis, equivalence classes are created with the
equivalence relation defined by starting from the partial order relation defined
in the set of Z[I] neutrosophic integers. Neutrosophic integers expressed as
ordered pairs are determined locally in the Cartesian coordinate system. Also,
the concepts of factorial and powers of a positive neutrosophic integer are
given.

Keywords: Neutrosophic integers, ordering in neutrosophic integers, factorial
of a neutrosophic integer.

2022, 55 pages
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1. GiRiS

Notrosofi kavrami, 1980 yilinda F. Smarandache tarafindan doga ve bilimdeki
belirsizligi arastirmak icin felsefenin yeni bir dali ve yeni bir mantik c¢esidi
olarak sunulmus, ilk 06zellikleri Smarandache tarafindan verilmistir.
Smarandache’ nin ¢alismalarina gore her fikir ii¢ dogruluk degeriyle sunulabilir:
dogruluk, yanlhslik ve belirsizlik. Notrosofi, kelime anlami olarak da “notr” ve
“sofi” kelimelerinin birlesimi olup “notr diisiince” olarak ifade edilebilir.
Notrosofi, fuzzy lojikin bir genislemesi olan noétrosofik lojike dayali bir
kavramdir ve bir bilinmeyen icerir. Notrosofik kiime ise klasik kiime teorisinin

bir genellemesidir.

Gercek dilinya problemlerinin ¢ogunda veya genel olarak gordiiglimiiz
durumlarda bir olayin meydana gelmesi veya gelmemesi her zaman net bir
sekilde ifade edilemeyebilir. Meydana gelip gelmeme belirsiz olabilir. Bu
nedenle bu tir durumlari kolay bir sekilde karsilayabilen bir yapi olarak
notrosofik  halkalar  tamimlanmistir.  Ger¢ek  hayatta, optimizasyon
yontemlerinden akill sistemlere, bilgisayardan tibbi arastirmalara kadar bir¢ok
alanda uygulanma firsat1 bulan nétrosofi, kisa zamanda cebirsel ¢calismalardaki
yerini de almistir. Bircok durumda belirsizlik kavraminin hayali kavramdan
daha somut oldugu hissedilmis, bu nedenle nétrosofik cebirsel kavramlar

tanimlanmistir.

Genel olarak cebirsel yapiya 12=I sartin1 saglayan belirsiz bir I 6gesi eklenip I,
cebirsel yapinin elemanlarina bir ikili islemle baglanarak noétrosofik cebirsel
yapilar olusturulmustur. Bu cebirsel yapilardan bazilar1 nétrosofik yarigrup,
notrosofik grup, noétrosofik halka, notrosofik cisim ve notrosofik vektor
uzayidir. Ornegin; (G,*) bir grup olmak ilizere < GUI >={a+bl:a,b € G}
olsun. (< GUI >,¥)=N(G) yapisina G grubundaki ikili islem altinda G ve I ile
tiretilen notrosofik grup denir. Ayrica karmasik sayilar halkasinin i2=—1 sartini

«“

saglayan bir “ i ” 6gesini icermesi gibi, bilinen bir halkaya I belirsiz 6gesinin

eklenmesiyle de notrosofik halkalar elde edilir.
1



2. KAYNAK OZETLERI

ik olarak F. Smarandache tarafindan felsefenin bir dali olarak ortaya atilan
notrosofi kavrami, zamanla farkhh alanlarda ¢alisilarak gelistirilmistir. Fuzzy
kiime kavramindan yola c¢ikilarak tanimlanan kavram, bir¢ok alanda 6nemli
problemlere uyarlanmistir. Matematikte de notrosofik cebirsel yapilar
tanimlanmis; notrosofik grup, noétrosofik halka, nétrosofik cisim ve nétrosofik

vektor uzay gibi kavramlar tanimlanmistur.

1980 li yillarda F. Smarandache notrosofi kavraminin ilk 6zelliklerini vermistir.
Notrosofi kavramini  kullanarak Vasantha Kandasamy ve Florentin
Smarandache, nétrosofik cebirsel yapilarla ilgili c¢alismalar yapmislardir.
Kandasamy ve Smarandache (2006), Neutrosophic Rings isimli calismalarinda
notrosofik gruplar ve noétrosofik halkalarla ilgili temel 6zellikleri vermislerdir.
Bu o6zellikler arasinda, notrosofik grubun mertebesi, sonlu ve sonsuz mertebeli
notrosofik gruplar, notrosofik normal alt gruplar, nétrosofik gruplarda yan
kiimeler, maksimal notrosofik ideal, notrosofik cisim, notrosofik halkada
karakteristik, pseudo nétrosofik halka, noétrosofik homomorfizm, nétrosofik

bo6liim halkasi sayilabilir.

2011 yilinda Agboola v.d., noétrosofik polinom halkalarinin 6zelliklerini
incelemislerdir. Bu dogrultuda, noétrosofik polinom halkalar1 tanimlanmis ve bu
halkalarda has idealler, asal idealler ve tek c¢arpanlama bolgesi 6zellikleri
incelenmistir. 2012 yilinda Agboola v.d., nétrosofik halkalarin idealleri ve

notrosofik bolim halkalarini calisarak 6nceki ¢calismalarini genisletmislerdir.

Z[i]={a + bi:a,b € Z} kiimesiyle tanimlanan ve noétrosofik tamsayilar halkasina
benzerlik gosteren Gauss tamsayilar halkasinin cebirsel 6zellikleri Conrad’in
(2013) c¢alismasinda detayll olarak ele alinmistir. Bu c¢alismada Gauss
tamsayilarinin normu, béliinebilirlik, bélme algoritmasi, Oklid algoritmas: ve

Bezout teoremi, tek carpanlama, modiiler aritmetik, asal sayilar vb. konular



calisiimis, 7 tamsayilar kiimesinin cebirsel ozellikleri, Gauss tamsayilar
kiimesinde incelenmistir.

Abobala M. (2020), F bir cisim olmak iizere bir F[I] nétrosofik cismi lizerinde
tanimlanan bir notrosofik cebirsel lineer denklem ve bir nétrosofik kuadratik
denklemin ¢ozim kiimesini vermis; F[I1, I2] tiiretilmis cismi tizerinde tanimli
tiretilmis notrosofik lineer denklem ve tiiretilmis noétrosofik kuadratik

denklemin ¢6ziim kiimesini arastirmigtir.

Ceven Y. ve Tekin S. S. (2020), bir ndtrosofik rasyonel sayinin tersi, notrosofik
tamsayilar kiimesinde tersinir elemanlar, bir nétrosofik tamsayinin eslenigi ve
normu, noétrosofik tamsayilarda boliinebilme, asal noétrosofik tamsayilar ve

bunlarin formlarini vermis, temel 6zelliklerini incelemislerdir.

Abobala M. (2021), X ve Y bilinmeyen olmak tlizere X2 — DY2=N; D, NeZ
olarak bir Diofant denklemi formunda ifade edilen Pell denklemini Z[I]
notrosofik tamsayilar kiimesine uyarlayarak bu denklemin ¢éziim kiimesini
arastirmis, Z[I] i¢cin Euler fonksiyonunu tanimlamistir. Ayrica bu ¢alismada Z[I]

da lineer kongriians sistemlerinin ¢6ziim kiimesini aragtirmistir.

Ceven Y. ve Yurttakal A. N. (2021), Z[I] kiimesinde bir “<” kismi siralama
bagintis1 ve bir denklik bagintis1 tanimlamislar, denklik bagintisiyla denklik
siniflar1 olusturup Z[I] nin ayrisimlarini elde etmislerdir. Bu denklik simniflarini
sirali ikililer seklinde ifade ederek bilinen kartezyen koordinat sisteminde
notrosofik tamsayilar1 gostermislerdir. Denklik siniflarim1 dogrularla ifade
ederek esitsizlik sistemlerinin ¢6ziim kiimelerini kartezyen koordinat
sisteminde bolgesel olarak belirlemislerdir. Pozitif ve negatif notrosofik tamsay1
tanimlarini vererek, denklik siniflarini latis diyagrami ile gostermis, pozitif bir
notrosofik tamsayinin faktoriyeli, bir noétrosofik tamsayinin kuvvetleri

kavramlarini vermislerdir.



CevenY. (2022), Z[I]’ da boliinebilme 6zellikleri ve en biiyiik ortak bolen (ebob)
tanimindan yola c¢ikarak bir notrosofik tamsayinin ebob’unun pozitif ve tek
oldugunu ispatlamis, bu ebob’'un maksimal normlu ortak boélen oldugunu
gostermistir. Ceven Y., Z tam sayilar halkasindakine benzer sekilde Oklid
Algoritmasi’ndan yola ¢ikilarak iki noétrosofik tamsaymnin ebob’unun
bulunabilecegini gostermis, Bezout Teoremi’ nin Z[I] halkas1 i¢in de saglandigini
ispatlamistir. Notrosofik tamsayilar i¢in en kiiciik ortak kat (ekok) tanimini
vererek, tamsayilardakinden farkli olarak, iki notrosofik tamsayinin ebob ile
ekok’unun ¢arpiminin sayilarin ¢arpimina veya sayilar carpiminin eksilisine esit
oldugunu gostermistir. Calismada son olarak negatif, pozitif ve ne negatif ne
pozitif notrosofik tamsayilarin birbirleriyle ¢arpimlarinin negatif, pozitif veya

ne negatif ne pozitif olma durumlari incelenmistir.



3. NOTROSOFIK SAYI HALKALARI

3.1. Notrosofik Halkalar

Bu béliimde noétrosofik grup tanimi ve noétrosofik gruplarin temel 6zellikleri
verilecek, notrosofik halka tanimi ve notrosofik halkalarin 6zelliklerinden
hareketle noétrosofik tamsayilar halkasina gecis yapilacaktir. Bu bdéliimde
verilecek bilgiler Vasantha Kandasamy ve Florentin Smarandache (2006)

kaynagindan alinmistir.

Tanim 3.1.1 (G, *) bir grup olsun. I elemani I?=I 6zelligini saglayan bir
bilinmeyen olmak tlizere N(G)= {<GUI>, *} kiimesine * islemi altinda G ve I
tarafindan tretilen notrosofik grup denir. G, bir toplamsal grup oldugunda
notrosofik grup < GUI >= {a+ bl:a,b € G} biciminde, G bir ¢arpimsal grup
oldugunda da noétrosofik grup < GUI >= G U {al:a € G} bigimindedir.

Ornek 3.1.1 7Zs ={0, 1, 2, 3, 4} kiimesi 5 modiliine gore toplama islemi altinda
bir grup yapisidir. N(Zs)=<ZsUl>=(Zs[I], +)={a+bl: a, b € Zs} kiimesi, bilinen
toplama islemi altinda Zs ve I ile liretilen bir nétrosofik gruptur. Bu kiimenin
elemanlar1 <ZsUl>=1{0,1, 21, 31, 41, 1, 1+1, 1+ 2, 1+ 3[, 1+4], 2,2+],
2421, 2431, 2+41, 3,3+1, 3+2[, 3+3I, 3+4], 4,4+1, 4+2I, 4+ 3],

4 + 41} seklindedir. (ZsUI) kiimesi incelendiginde bilinen toplama islemine gore

grup oldugu goriliir.

Ornek 3.1.2 G= Zs5\{0} = {1,2,3,4} kiimesi 5 modiiliine gére carpma islemi
altinda bir gruptur. Bu durumda N(G)={1, 2, 3, 4, I, 21, 31, 41} seklindedir. N(G)
kiimesi, G kiimesinin islemi altinda GUI tarafindan iiretilen notrosofik gruptur.
Ancak N(G) kiimesinin grup olmadig1 agiktir. Ciinkii I12=I sartin1 sagladigini

bildigimiz I belirsiz elemani i¢in I elemaninin tersi yoktur.

Teorem 3.1.1 (G, *) bir grup, N(G)={<GUI>, *}, * islemi altinda G ve I tarafindan

uiretilen nétrosofik grup olsun.



1. N(G) genel olarak bir grup degildir.
2. N(G) daima bir grup igerir.

Ispat Kandasamy ve Smarandache (2006), Teorem 1.1.1’ de verilmistir.

Ornek 3.1.3 Z[I], Q[I], R[I], C[I] kiimeleri bildigimiz toplama islemine gore
sirayla tam sayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve kompleks sayilar

kiimelerinin nétrosofik gruplaridir.

Ornek 3.1.4 Q*[I], R*[1], C*[I] kiimeleri bildigimiz carpma islemine gére
sirayla rasyonel sayilar, reel sayilar ve kompleks sayilar kiimelerinin nétrosofik

gruplaridir.

Tanim 3.1.2 (R, +, .) bir halka, I da [2=I 6zelligini saglayan bir eleman olsun.
<RUI>=R[[]={a +bl: a, b € R} kiimesine, R’ nin islemleri altinda R ve I ile iiretilen

notrosofik halka denir. R halkasi bir cisim ise R[I]" ya ndtrosofik cisim denir.

Ornek 3.1.5 Z[I], Q[I], R[I], C[I] kiimeleri bildigimiz toplama ve ¢arpma
islemlerine gore sirasiyla tamsayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve kompleks
sayilar kiimelerinin nétrosofik halkalaridir. Burada ¢alismanin ana konusu olan
notrosofik tamsayilar kiimesi agik olarak Z[I]={a+bl: a, b € Z } seklinde

yazilabilir. o

Q, R ve C kiimeleri, bilinen toplama ve c¢arpma islemleri altida cisim
olduklarindan Q[I], R[I], C[I] kiimeleri de noétrosofik cisimdir. Ancak I
elemaninin tersi olmadigindan Q[I], R[I], C[I] noétrosofik halkalar1 cisim

degildir.

Teorem 3.1.2 <RUI> bir notrosofik halka olsun. <RUI> bir halkadir.

ispat Kandasamy ve Smarandache (2006), Teorem 2.1.1’ de verilmistir.



Tanim 3.1.3 R[I] bir noétrosofik halka olsun. Her x, y € R[I] i¢in xy=yx oluyorsa
R[I]" ya degismeli notrosofik halkadir denir. Ek olarak her x € R[I] i¢in
1.x=x.1=x olacak sekilde 1€ R[I] varsa R[I] ya birimli degismeli bir nétrosofik
halkadir denir.

Ornek 3.1.6 Z[I]={a+bl: a,b € Z} ve Q[I]={a+bl: a, b € Q} oldugunu biliyoruz.
Z[1] ve Q[I], birimi 1+ 0.I=1 olan degismeli halkalardir. Ayrica Zc Z[I] ve QC
Q[I] oldugu agiktir.

3.2. Bazi Notrosofik Cebirsel Denklemler Uzerine

Tezin bu kisminda R reel sayilar cismi iizerinde tanimli klasik denklemlerden
yola c¢ikilarak nétrosofik reel sayillar cisminin elemanlariyla kurulan bazi
cebirsel denklemler incelenecektir. Bu kisimda nétrosofik cebirsel denklem adi
altinda, notrosofik lineer denklem ve notrosofik kuadratik denklemler
incelenecek ve bir F[I] notrosofik cisminde notrosofik cebirsel denklemi ¢ézen
temel algoritmalar verilerek orneklerle aciklanacak ve F[I,l2] tiiretilmis
notrosofik cismi tanitilacaktir. Bu béliimde verilecek bilgiler Abobala (2020)

kaynagindan alinmistir.

Tanmim 3.2.1 F[I] bir nétrosofik cisim olsun. A = ay + a;l,B = by + b;1 € F[I]
ve X = xq + x41 bilinmeyen olmak iizere notrosofik lineer denklem

AX+B=0
biciminde tanimlanir. Notrosofik kuadratik denklem ise su sekilde tanimlanir:
A=ay+a;[B=by+byl, C=cy+cl€F[]] ve X=x+x;1 bilinmeyen
olmak tizere

AX? +BX+C=0.

Teorem 3.2.1 A=ay+a;,B=by+b;l ve X=x7+x;] olsun. AX+B=0

denklemi ile asagidaki iki lineer denklem denktir.



agX + by = 0 (3.1
(ag+a)xy+x1) +(bg+Dby))=0 (3.2)

Ispat: AX + B = 0 denkleminde A, X ve B yerlerine konuldugunda apx, + by +
(apxq + a;Xg + a;x; + b;)I = 0 bulunur. Boylece (3.1) denklemi ve

a0X1 + 31X0 + a1X1 + bl = 0 (33)

denklemi elde edilir.(3.1) ile (3.3) toplanirsa (a, + a;)(Xo + X1) + (bg +by) =0
elde edilir. Bu da (3.2) denklemidir.

Sonu¢ 3.2.1 Bir F[I] notrosofik cisminde AX + B =0 notrosofik lineer
denklemini ¢6zmek i¢in (3.1) ve (3.2) denklik sistemi ¢oziilerek istenen ¢6ziim
elde edilir.

Ornek 3.2.1 R[] reel sayilarin nétrosofik cisminde

(1+2DX+2-3D=0 (3.4)
notrosofik lineer denklemi ile

Xo + 2= O,
3(X0 +X1) + (_1) =0

7
sistemi denktir. Sistemin ¢6ziimii x, = —2, x4 =§ olup (3.4) denkleminin

7
¢ozimu X = -2 + §I bulunur.

Ornek 3.2.2 73 [I] lizerinde

(142DX+(2-3D)=0 (3.5)



notrosofik lineer denklemi verilsin. Denk sistem:
Xo+2=0
3(xg + %)+ (—1) =0.
Bu denklem 73’ te ¢oziimsiizdiir. Oyleyse (3.5) denklemi Z3[I]' da ¢éziilebilir
degildir.

Teorem 3.2.2 F[I] bir nétrosofik cisim, AX? + BX+ C = 0 bir nétrosofik

kuadratik denklem olsun. Bu denklem asagidaki iki klasik lineer denkleme

denktir:
ao)((z) + bOXO + Co = 0 (36)
(ag +a1)(xg + x1)%2 + (bg + by)(xg + %X1) + ¢ + ¢, = 0. (3.7)

ispat: AX? + BX+ C = 0 denkleminde terimleri yerlerine koyarak (a,x2 +
boXo + o) + (2agXeX; + agx? + a;x2 + 2a;XX; + a;x? + bgx; + byxo + byx; +
c,)I = 0 elde edilir. Boylece (3.6) denklemi ve

2a0XoX; + agx? + a;x3 + 2a;XoX; + a;x%2 + boxy + byxg + byxy + ¢4 (3.8)

denklemi bulunur. (3.6) ile (3.8) toplanarak (ag+ a;)(xo + x1)? + (b +
b;)(Xg + x1) + ¢ + ¢; = 0 ((3.7) denklemi) elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2 Bir F[I] nétrosofik cisminde bir AX? + BX + C = 0 notrosofik
kuadratik denklemini ¢6zerken Teorem 3.2.2 ile verilen denklem sistemini

cozmek yeterlidir.

Ornek 3.2.3 Reel sayilarin nétrosofik cismi R[I] tizerinde

1+DX2+R2-DX+31=0 (3.9)



notrosofik kuadratik denklemi verilsin. Esdeger sistem:

X3+2x0=0 (3.10)
Z(XO + X1)2 + (XO + Xl) + 3 = 0 (311)
Birinci denklemden x, = 0veyax, =—2 bulunur. Bu durumda (3.11)

denkleminin R de ¢dziimii olmadigindan (3.9) denklemi, R[I] da ¢oziilebilir

degildir.
Ornek3.24 (1+DX?+@2-DX+31=0 (3.12)

notrosofik kuadratik denklemini kompleks sayilarin nétrosofik cismi olan CJ[I]

lizerinde diisiinelim. Esdeger sistem:
x3 + 2xo = 0 (¢oziimii X, = 0 veya xy, = —2) (3.13)

Z(XO + Xl)z + (XO + Xl) + 3=0 (314‘)

Burada xy + x4 = veya Xg+X; = olmak tuzere iki ¢6ziim

—1+i\23 ~1-iy23
4 4

“1+4i23  —1-i23
YRR

sistemi vardir. Boylece xo = 0 i¢inx; € { 2

“1+i23 - “1-i23
4 )

2 3 } bulunur. (3.12) denkleminin ¢6zimi

} ve xo =-2

icinx; € {2+

~1+iv2
X=+Tl31’ veya X = , veyaX=-2+(2+ , veya

“1-i\23 _1+i\23
PR ;!

X=-2+ (2 + %)I seklindedir.
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Teorem 3.2.3 Bir notrosofik F[I] cismi lizerinde n degiskenli bir notrosofik

lineer denklem, C=cy+c A= ag) + ag)l, X; = x(()i) + xg); Ci» x]-(i), a].(i) €F

olmak uzere
A1X1 + A2X2 + -+ Aan = C (315)
olsun. (3.15) denklemi asagidaki denklem sistemine denktir :

agl)xgl) + agz)xgz) + -t agn)x(()n) = c,. (3.16)

@V +al (xgl) + xi”) + (agz> + aﬁz))( x? + x§2>) 4ot (ag“) +

agn))( x4 xin)) =cotc. (3.17)

ispat: Abobala (2020)

Sonugc 3.2.3 Bir F[I] nétrosofik cismindeki bir nétrosofik lineer denklem sistemi

F cisminde bilinen anlamda bir denklem sistemiyle ¢oziilebilir.

Ornek 3.2.5 Reel sayilar nétrosofik cisminde asagidaki nétrosofik lineer sistemi

verilsin:
@A+DX+@2-DY=1+3I (3.18)
2+DX+5lYy=-1+1 (3.19)

(3.18) denklemine esdeger denklem sistemi

2(x +x1) + (yo +y1) = 4, (3.21)

11



(3.19) denklemine esdeger denklem sistemi:

3(xg +x%1) + 5@y, +yy) =0. (3.23)

1 3
(3.20) ve (3.22) esitliklerinden x, :_E , Yo :Z elde edilir. (3.21) ve (3.23)

2 12
esitliklerinden de xq +x; = - Vot V1= 3 elde edilir. xq ve y, degerleri

4 69 N 1 47
erlerine yazilirsax, =— vey; =——  bulunur. Oyleyse X = —— + — I ve
y ine yazilirsa x; 14vy1 28 ulunu yley 5 14v
3 69
= — —— [ ¢ozlimdiir.
4 28

Tanim 3.2.2 F bir cisim ve I,;,I, belirsiz iki eleman olsun. F(I,, I,) =
{(a, bl;, cl,):a, b, c € F}ile verilen notrosofik yapiya F cisminin islemleri

altinda I1 ve I2 tarafindan tretilen tiretilmis (refined) notrosofik cisim denir.

Tanim 3.2.3 F(I;, I,) bir tiiretilmis noétrosofik cisim olsun. A = (a,, a;l;, a,l,),
B = (by, byl;,byl,), X=(Xq,x111,%315); bj, a;, X; € Folmak tlizere AX + B =
(0,0, 0) denklemine tek degiskenli tiiretilmis notrosofik lineer denklem ve

C = (cg, ¢114, c31,) olmak iizere AX?+ BX+ C = (0,0,0) denklemine tek

degiskenli tiiretilmis noétrosofik kuadratik denklem denir.

3.3. Notrosofik Tamsayilarin Bazi Ozellikleri

Tezin bu kisminda ZcZ[I] oldugu gozoniinde bulundurularak Z tamsayilar
kiimesinin ozelliklerinin Z[I] notrosofik tamsayilar kiimesinde genislemeleri
olan bolunebilirlik, asallik, ¢carpanlarina ayrilis ve norm konularinda bilgiler
verilmistir. Burada verilecek bilgiler Ceven ve Tekin (2020) kaynagindan

alinmistir.
12



Teorem 3.3.1 a+bl € Z[I] olsun. x+yl € Z[I] icin (a+bl)(x+yl) € Z olmasi i¢in
gerek ve yeter sart x=(a+b)k ve y=—bk (k€ Z) olmasidir.

ispat (=):x+yl € Z[I] icin (a+bI)(x+yl) € Z olsun. Carpim acilirsa;

ax + ayl + bxI + byl = ax + (bx + (a + b)y)I € Z olur. Buradan bx + (a + b)y =

0 olup bx = —(a + b)y bulunur. Oyleyse x = —(a+ b)k, k€ Z ve y = —bk, k€

Z olmaldir.

():x=(a+b)k, y=—-bk(k€Z) olsun.(a+ bl)(x+ yl) carpiminda x ve y

yerlerine yazilirsa;

(a+bD((a+ b)k —bkl) = a(a+ b)k + [b(a + b)k — b2k — abk]I
=a(a+b)k+0le”Z

bulunur.
Teorem 3.3.2 Z[I]’ nin tersinir elemanlarinin kiimesi {£+1, +(1 —2I)}’ dir.

ispat a + bl € Z[I] alalim. a+bl tersinir eleman ve tersi de x+yl olsun. Buradan
(@+bDx+yl) =1 olmahdir. ax+ (bx+ (a+ b)y)l=1+ 0 denkleminden
ax =1 ve bx+ (a+ b)y = 0 bulunur. Buradan da asagidaki durumlar elde

edilir:
_ b
Durum 1: a=x=1veb+ (1+b)y =0 olur k1y=—ﬁ bulunur. y € Z
+

olacagindan b=0 ve y=0 veya b= —2 ve y=—2 ¢ifti bulunur. Buradan 1 -2l ve 1+

0I tersinir elemanlar olarak elde edilir.

b
Durum 2: a=x=—-1ve—b+ (—1+b)y=0olurki y= b bulunur.y € Z

olacagindan b=0 ve y=0 veya b=2 ve y=2 cifti bulunur. Buradan —1+2I ve
—1+0I tersinir elemanlar olarak elde edilir. Ayrica bulunan bu tersinir

elemalarin tersleri de kendileridir.
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Teorem 3.3.3 Q[I] notrosofik rasyonel sayilar kiimesinin tersinir elemanlarinin
kiimesi U={a+bl:a, b €Q, a# 0, a+ b # 0} seklindedir ve bira+ble U

icin (a + bI)~?! =§— a(al:— 5

[ ‘dir.

ispata + bl € Q[I] alalim.a + bI’ nin tersi de x+yl olsun. (a + bI)( x+yl)=1

1
oldugundan ax =1 ve bx+ (a+b)y =0 olup x =— ve y=— bulunur.
a a(a+b)
; 41 R
Boylece (a+ bl)™" =—— [ oldugu goriliir.
a a(a+b)

Not: (3—31)(0+41)=0 olup Z[I] notrosofik halkasi sifir bolenli bir halkadir. Bu
sebeple Z[I]' nin tamlik bolgesi olmadig1 agiktir. Buna benzer olarak /7’ nin
kendine has bazi 6zelliklerinin Z[I] notrosofik halkasinda saglanmadigi da

asagidaki tanim ve teoremlerden goriilecektir.

Tanim 3.3.1 x= a+ bl € Q[I] alalim.
1. a+ b —bl noétrosofik rasyonel sayisina x’ in eslenigi denir ve X ile gosterilir.

2. x=a+bl sayisinin normu N(x) = x.X = a(a + b) olarak tanimlanur.

Teorem 334 x=a+blvey=c+dl € Q[I] olsun. Asagidaki Onermeler
dogrudur:

iLNx) eQ,

ii.xe/Z[lliseN(x) € Z,

iii. N(x)=0 <a=0 veya a=-b,

iv.a € Q = N(a)=a?

v. N(bI)=0,

vi. N(xy)=N(x)N(y),

1
vil. x#0 ve N(x)#0 ise — € Q[I],
X

14



viii. y#0 ve N(y)#0 ise N(?j = Eg; .

ispat
i. x=a+bl € QI olup a, b € Q' dur. Q halka oldugundan
N(x)=N(a+bl)=a(a+b)eQ bulunur.
ii. x=a+bl € Z[I] ise a, b € Z ‘dir. Z halka oldugundan
N(x)=N(a+bl)=a(a+b)eZ bulunur.
iii. (=): N(x)=N(a+bl)=a(a+b)=0ise a=0 veya a=—b bulunur.
(): a=0 veya a=-bolsun. N(x)=N(a+bl)=a(a+b) degeri a=0icin N(x)=0
ve a=-bdegeri i¢cin N(x)=0 bulunur.
Iv.a € Q ise a=a+ 0l olup N(a)=a(a+ 0)= a2 bulunur.
v. N(bl)=N(0+bl)=0.(0+b)=0 bulunur.
vi.xy = ac + (bc + bd + ad)I olup norm taniminda yerlerine yazilirsa

N(xy) = ac(ac + bc + bd + ad) = (a% + ab)(c? + cd) = N(x)N(y)
bulunur.

vii. x=a+bl € Q[I] oldugunu biliyoruz. 1_x_ atb__b I € Q[I] bulunur.

x xX N() N(x)

viii. x=a+bl € QJI] oldugu biliniyor.
N 1 N a+b bl :a+b a+b b _ 1
X N(x) N(x)) NXx)(N(x) Nx)) Nx)

N (3) =N (x%) = N(x).N (%) _ 11:1182

oldugundan

bulunur.

Teorem 3.3.5 u € Z[I] alalim. u’ nun tersinir eleman olmasi icin gerek ve yeter

sart N(u)==%1 olmasidir.

ispat u, tersinir eleman olsun. Bu durumda u.v=1 olacak sekilde bir v € Z]I]

vardir. Buradan her iki tarafin normu alinirsa N(u.v) = N(1) ‘ dir. Teorem 3.3.4
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(vi) ‘den normun ¢arpimsalligi ile N(u)N(v) = 1 ve buradan N(u) = +1 bulunur.
Tersine u = a+ bl ve N(u) =a(a+b) = +1 olsun. Buradan unun -1, +1,
1-2I, —1+72I sayilarindan biri olmas1 gerektigi goriiliir ki Teorem 3.3.2" den u,

tersinir elemandir.

Tanim 3.3.2 x ve y notrosofik tamsayilar olmak iizere eger y=xz olacak sekilde
bir z notrosofik tamsayisi varsa x, y’ yi boler denir ve x|y ile gosterilir. x ve z’ ye,

y’ nin boélenleri denir.

Ornek 3.3.1
i. 10=(5-30).(2+ 30) olup (5—31)|10 ve (2+ 31)|10 ‘ dur.
ii. 7 —I sayisinin 1+ 3I sayisini boliip bélmedigine bakilirsa:

1431 _(1+3D(6+D) _6+221_1 11
7-1 (7-D6+D 42 7 21

oldugundan Z[I]’ da, 7 —I sayis1 1 + 31 sayisini bolmez.

Teorem 3.3.6 a+bl € Z[I] ve m € Z olsun. m|a+ bl olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Z ‘de m|a ve m|b olmasidir.

ispat Z[I]’ da m|(a+bI) olsun. Bu durumda x, y € Z i¢in a+bl=m(x+yI)
bicimindedir. Buradan a=mx ve b=my ’ dir. Bdylece m|a ve m|b bulunur.

Tersinin de dogru oldugu benzer sekilde bulunabilir. mi

Teorem 3.3.6’ da b=0 alinirsa tamsayilardaki boliinebilme bagintisinin Z[I]’ da
da degismedigi goriiliir. Yani a, c € Z icin Z[I]’ da c|a olmasi i¢in gerek ve yeter
sart Z ‘de cla olmasidir. Fakat bu, Z ‘deki diger ozelliklerin ayni kalacagi
anlamina gelmez. Ornegin asagida Z ‘deki tiim asallarin Z[I]’ da ¢arpanlarina

ayrilabildigi gorilecektir.

Teorem 3.3.7 u,v € Z[I] i¢in Z[I]' da u|v ise Z‘de N(u)|N(v)’ dir.
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ispat u|v oldugundan v=w.u olacak sekilde bir w € Z[I] vardir. Her iki tarafin
normu alinirsa N(v)=N(w.u)=N(w).N(u) olur. Buradan da 7’ de N(u)|N(v) olarak

elde edilir. O

Teorem 3.3.7 nin tersi genellikle yanhstir. Ornegin 2+1 ve 3+ 5I sayilar
incelenirse N(2+1)=2.(2+ 1)=6; N(3+50)=3.(3+5)=24 olur. Buradan N(2+
[)IN(3+ 5I)’ dir. Fakat 2+ [, 3+ 5I' y1 b6lmez.

Teorem 3.3.8 Tiim u € Z[I] icin en az iki ¢carpan vardir.

ispat 1 € Z[1] i¢in, 1=(1-21)(1-2D)=(-1+2I)(-1+21)=(-1)(-1)=1.1 oldugu
aciktir. Buradan her u=a+ bl € Z[I] i¢in;
u=u.l=(—u)(—-1)=u(1-20)(1-2D)=u(—-1+2)(—-1+2)=(—-uw)(—-1+2D)(1-2I)

biciminde yazilabilir. i

u€ Z[I] alinirsa u’ nun daima sekiz tane asikar ¢arpani vardir: +1, +u, +(—-1+
21), £(1 —2)u. Bunlara u’ nun asikar c¢arpanlar1 denir. Bu c¢arpanlarin
normlarinin +1 ve £N(u) olduguna dikkat edilmelidir. u’ nun diger ¢arpanlarina
da asikar olmayan c¢arpanlar denir. u’ nun asikar olmayan c¢arpanlarinin

normlar1 +1 ve £N(u)’ dan farkhdir.

Tanim 3.3.3 u, bir notrosofik tamsay1 olsun. u’ nun en az iki asikar olmayan
carpani varsa u’ ya birlesik notrosofik tamsay1 denir. u’ nun ¢arpanlar1 sadece

uinit elemanlar ve kendisi ise u’ ya asal notrosofik tamsay1 denir.

Ornek 3.3.2 3’ iin asikar olmayan bir carpanlarina ayrilis1 (1+21)(3 —2I)’ dir.
Genel olarak 7’ de bir p asali i¢in, Z[I]’da p’ nin bir asikar olmayan ¢arpanlarina
ayrilist (p+(1—p)D.(1+(p—1)I)’ dir. Yani p, Z’ de asal olsa bile Z[I]' da asal
degildir. 3+5I=(1 —9I)(3 —4I) oldugundan 3+5I, Z[I]’ da asal degildir. Dahas1
5—41, Z[I]’ da bir asaldir.
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5—40' nin Z[I]’ da asal oldugunu ispatlamak i¢in; 5—41' nin bir birlesik say1
oldugu ve 5 —4I=u.v olarak asikar olmayan ¢arpanlarina ayrildig1 kabul edilsin.
N(5—-41)=N(u.v) ve buradan da 5=N(u).N(v) elde edilir. N(u)=%5 veya 1 olarak
bulunur. Carpanlarina ayirma asikar olmadigindan celiskiye diisilmiis olur.
Boylece Z[I]' da 5-4I' nin sadece asikar carpanlari vardir ve 5—4I, Z[I]' da

asaldir.

Buradan asagidaki teorem yazilabilir:

Teorem 3.3.9 p, 7’ de bir asal osun. Z[I]" da bir x nétrosofik tamsayisinin

normu +p ise x, Z[I]’ da asaldir.

ispat u € Z[I] ve N(u)=p olsun. u’ nun birlesik bir say1 oldugunu kabul edilsin ve
X, y € Z[I] icin u=x.y olarak asikar olmayan ¢arpanlarina ayrilsin. Her iki tarafin
normu alinarak p=N(x).N(y) elde edilir. Buradan N(x)=%1 veya +p’ dir. Boylece
u’ nun asikar ¢arpanlari bulunur. Bu da bir geligkidir. Dolayisiyla normu +p olan

bir notrosofik tamsayi, Z[I]’ da asaldir.

Sonug 3.3.1 p, 7’ de bir asal say1 olmak lizere, Z[I]’ da asal sayilar asagidaki

formlardan birine sahiptir:

t(p+(1-p)D), £(p— (A+p)D), £(A+(P-DD, £(A - (p+DD.

Ispat a+bl € Z[I] olmak iizere N(a+bl)=a.(a+b)=2p ise sekiz farkli durum
vardir. Bunlar:

a=-pvea+b=-—1licinb=—1+ polupasal sayi: —p + (=1 + p)I
a=pvea+b=—1licinb=—1—polupasalsay:p— (1+ p)l
a=—-pvea+b=1igcinb =1+ polupasal say:: —p + (1 + p)I
a=pvea+b=1icinb=1-—polupasalsayt:p+ (1 —p)l
a=—1vea+b=piginb=p+ 1olupasalsay:: —1+ (p + 1)I
a=—-1vea+b=—picinb=—p+ 1olupasal sayi: —1 + (—p + 1)I
a=1vea+b=picinb=p—1olupasalsay:1+ (p— 1)I

18



a=1lvea+b=—picinb=—p—1olupasalsay:1— (p+ 1)I.

Teorem 3.3.10 Normu bir c¢ift say1 olan ndtrosofik tamsayilarin bir ¢arpani 2—1I

veya 1+’ dir.

ispata + bl € Z[I] ve N(a + bl) = a.(a + b) cift say1 olsun. Buradan k € Z[I]
olmak lizere a = 2k ise 2k + bl = (k+ (k+b))(2 —1) ve N(2 —1) = 2 olup
a+ bl,2 —I'nin bir katidir. Eger k, t € Z olmak lizere a = 2k+ 1veb = 2t +
lise2k+1+ Q2t+1DI=Rk+1+ ({t—k)D@A+I)veN( +1I)=2o0lup a+b],
1+TI’ nin bir katidir.

Teorem 3.3.11 (B6lme Algoritmasi) u, v € Z[I] ve N(v)#0 olsun.
u=qv+r[N@| <INV
olacak sekilde q, r € Z[I] vardur.

ispat N(v)#0 oldugundan Ue QIIJ dir. %, y € Q olmak iizere Yok + yI olsun.
v '
) 1
m, n € Z de sirasiyla x ve y’ ye en yakin tamsayilar olsunlar. |x — m| SE ve

1
ly —n| < 2 yazilabilir. ¢ = m + nl olsun. Buradan;

N(g—q) =N((x—m)+(y—n)l)

= (x—m)((x—m) + (y —n))
= (x-m)?+ (x—m)(y —n)
<1l

=44

elde edilir. Boylece

NG-a)l=INE=T)
_ |N(u - qv)
N(v)

_ IN@—av)|
NI

<1
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oldugundan |N(u—qv)| < |N(v)| elde edilir. u—qv =r alinarak sonuca

ulasilir.

Ornek 3.3.3 u=5 + 6l ve v=3 + 2l olsun.

u 5+61 (5+6I)(5-2) 25+81 25 8
—_= = = :—-}-—I:X-]—yl
v 3+21 (3+2D(G-20) 15 15 15

olsun. 25/15’e ve 8/15’e en yakin tamsayilar olarak m=2 ve n=1 alinirsa q=2+I
ve r=u—qv=(5+6I)—(3+20)(2+1)=—-1-31 bulunur.u = qv + rolup [N(r)| =
4 < |N(v)| = 15 saglanmis olur. i

Z ve Z[I]' daki bolme algoritmalari arasinda 6nemli bir farklilik olduguna da

dikkat etmek gerekir ki Z[I]’ da bolen ve kalan tek degildir.

Ornek 3.3.4 u=8 + 6l ve v=3 + 2l olsun.
u_ 846l (B+6D(5—20) 40+21 40 2

v 3320 B+20G-2) 15 1515

40/15’e ve 2/15’e en yakin tamsayilar alinirsa;
8+6l=GB+2DQ2+D+2-3Ive8+6l=G+2D@—1)—4+3I
seklinde yazilabilir. Burada hem |N(2 —3I)| = 2 < IN(3 + 2I)| = 15 hem de

IN(—4 + 31)| = 4 < |N(3 + 2I)| = 15 olup her iki esitlik de saglanmis olur.

3.4. Notrosofik Sayilar Teorisinin Kismi Temelleri

Tezin bu kisminda X ve Y bilinmeyen olmak iizere X2—DY?2=N; D, N € Z olarak
bir Diophantine denklemi formunda ifade edilen Pell denklemi, Z[I] notrosofik
tamsayilar kiimesine wuyarlanmis, elde edilen denklemin ¢6ziim kiimesi
arastirilmis, Z[1I] icin Euler fonksiyonunu tanimlanmistir. Ayrica bu ¢alismada
Z[1] da lineer kongriians sistemlerinin ¢6ziim kiimesi arastirilmistir. Bu

boliimde verilecek bilgiler, Abobala M. (2021) kaynagindan alinmistir.

Tamim 3.4.1 Pell denklemi, X? — DY? = N,D,N € Z formundaki Diophantine

denklemidir.
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Teorem 3.4.1 X? —DY? =1 denkleminin bir ¢oéziimii varsa D> 0 ve D,

karekokten bagimsiz bir sayidir.

Teorem 3.4.2 di, karekokten bagimsiz bir tamsay1 olmak iizere Z[d1] bir tamlik

bolgesidir.

Tamim 3.4.2 R[I] = {a + bl:a,b € R} notrosofik reel sayilar cismi olmak tizere

a + bl < ¢ + dl olmasi i¢in gerek ve yeter sart a<c vea+b < c+ d olmasidir.

Teorem 3.4.3 Tanim 3.4.2 de verilen baginti bir kismi siralama bagintisidir.

Uyar1 3.4.1 Tanim 3.4.2° ye gore pozitif notrosofik reel sayilar su sekilde
tanimlanabilir:

a+bl>0=0+0a=0,a+b=>0
R[I] iizerinde mutlak deger su sekilde tanimlanabilir:

la+bl| =|a|+1I[la+b|]—]a]]; [a+bl| =0

Ornek 3.4.1 x=2-1, 2>0 ve (2—1)=1=>0 oldugundan bir pozitif ndtrosofik

reel sayidir.

Teorem 3.4.4 (Z[I]' da bolme) Z[I] = {a + bl:a,b € 7} noétrosofik tamsayilar
halkas1 ve x=x1+xzl ile y=y1+y2l da Z[I]'da iki eleman olsun. x|y olmasi i¢in

gerek ve yeter sart xi|y1 ve xXi+xz|y1+y2 olmasidir.

ispat (=): x|y olsun. Buradan r.x=y olacak sekilde r=ri+rzl € Z[I] vardir. Bu da

(ri+rzl)(x1+x21)=y1+y2l demektir. Buradan;

r{X; = y; yanixi|y1 (3.24)

Xy + IXq + Xy =5 (3.25)
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(3.24)1, (3.25)’ e ekleyerek;
r1X; + Xy + X X =y Hyyada (p + )& +x) =y +ys
bulunur. Buradan da x; + x;,|y; + y, olur.
(&): Tersine x4|y; ve X; + X,|y; + ¥, olsun. Buradan ax; = y; ve b(x; +x;,) =
y1 + y, olacak sekilde a,b € Z[I] vardir.r = a+ (b — a)l ifadesinde yerlerine
yazilirsa;
rx = (a+ (b—a))(x; +x,I)
= ax; + (b(x; + x,) —axy)I

=y1+ (1 +yz —yl

=y1tyl=y
olup x|y’ dir.

Tanim 3.4.3 (Asallar) Z[I]={a+bl: a, b € Z} notrosofik tamsayilar halkasinda
herhangi bir x € Z[I] elemanmi i¢in, X|y.z sarti x|y veya x|z oldugunda

saglaniyorsa x’ e asaldir denir.

Tanim 3.4.4 (Kongrians)

(a) x=a+bl, y=c+dl, z=m+nl Z[I]’ da ii¢ eleman olsun. x=y (mod z) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart z|x — y olmasidir.

(b) z=ebob{x,y} olmasi icin gerek ve yeter sart z|x, z|y ve her c|x, c|y olan ¢
elemani i¢in c|z olmasidir.

Z[I]’ da x ve y’ nin aralarinda asal olmasi icin gerek ve yeter sart ebob{x,y}=1

olmasidir.

Teorem 3.4.5 (Z[I]’ da kongriianslar)
x=a+bl, y=c+dl, z=m+nl, Z[I]' da ii¢ eleman olsun. x=y (mod z) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart a=c (mod m) ve a+ b=c+ d (mod m+n) olmasidir.

ispat (=): x=y(mod z) olsun. Buradan z|(x —y) yani (m + nl)|(a—c) + (b —
d)I olur. Buda m|(a—c) ve m + n|(a+ b) — (c + d) demektir. Buradan
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a = c(mod m)vea+b = c+ d(mod m + n) bulunur.

(&): Tersinea = c(mod m) vea + b = ¢ + d(mod m + n) olsun. Buradan m|a —
cvem + n|(a+Db) — (c+d)olur. Bu ifade m + n|(a—c) + (b — d) seklinde de
yazilabilir. Oyleyse m + nl|(a—c¢) + (b —d)I yani z|x — y olur ki buradan x =

y(mod z) bulunur.

Teorem 3.4.6 x=a+bl, y=c+dl, z=m+nl Z[I]' da l¢ eleman olsun. Eger
m=ebob{a, c} ve m+n=ebob{a+b, c+d} ise z=ebob{x, y}’ dir.

ispat m=ebob{a, c} ve m+n=ebob{a+b, c+d} olacak sekilde z=m+nl olsun.
m=ebob{a, c} | a ve m=ebob{a, ¢} | ¢; m+n=ebob{a+b, c+d}la+b ve
m+n=ebob{a+b, c+d} | c+d oldugundan z|x ve z|y’ dir. (z’ nin ortak bdlen
oldugu yani hem x’ i hem de y’ yi boldigi gosterilmistir. Simdi de z’ nin bu
bolenlerin en biiyiigi oldugu gosterilecektir.)

Diger taraftan x ve y’ nin bir ortak boleninin de t=f+gl oldugu kabul edilsin. t|z
oldugu ispatlanacaktir:

t bir ortak bolen oldugundan f|a ve f|c elde edilir. Buradan f|ebob{a, c}=m’ dir.
Dahasi f+g|a+b ve f+g|c+d’ dir. Boylece f+g|ebob{a+b, c+d}=m+n olur. Bu da
t|z oldugunu gésterir. Oyleyse z=ebob{x, y}’ dir.

Ornek 3.4.2

(a) 3+5I=(1+31) (mod2+2I)’ dir. Cinkii 3=1 (mod2) ve 3+5=8=1+3=4
(mod4)

(b) ebob{3+5I, 14+31}=1+43I' dir. Ciinkii ebob{3, 1}=1=m, ebob{3+5, 1+3}=
ebob{8, 4}=1+3=4=m+n. m+nl=1+3I=ebob{3+5I, 1+3I}.

Teorem 3.4.7 (Z[1]’ da Oklid Bélme Teoremi)
Z[1] notrosofik tamsayilar halkasi, Z[I]’ da iki keyfi eleman x=a+bl ve y=c+dI

olsun. x=q.y+r olacak sekilde q=s+tI ve r=m+nl elemanlar1 vardir.
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ispat Z ‘de bdlme teoreminden a = q,c+r;, a+b = (c+d)q, + r, olacak
sekilde q;, q,, ry, r, tamsayilar1 vardir. s=qi, t=(qz—q1), m=r1 ve n=(rz—ri)
yerlerine yazilarak q = q; + (q; — q1)I, r =r; + (r, — r;)I olmak iizere;
qy +r=(q; + (@2 —q)D(c+dD) + (ry + (r; — 1D
=qic+1; + (qa(c+d) + 15— (qrc+1p))I
=a+(a+b—a)l=a+bl=x

bulunur.

Ornek 3.4.3 x =5+ 4l ve y = 3 +1 nétrosofik tamsayilar1 icin x =qy +r
olacak sekildeq =141, r = 2 — [ vardir:
54+41=01+D@B+D+2-1

Uyari 3.4.2 (Z[I]’ da bir lineer kongriiansin ¢oziilebilirligi)
Bir x+yl=a+bl (mod m+nl) lineer kongriiansini ¢6zmek icin Teorem 3.4.5" e
gore dengi olan

x=a(modm) ve x+y=a+b (modm+ n)

kongriiansi alinmalidir. Burada x ve y bulunarak esitlik sistemi ¢oziiliir.
Ornek 3.4.4 Asagidaki nétrosofik lineer kongriiansi ele alinsin.
x+yl=1+7] (mod4+1) (3.26)

Bu kongriiansa esit olan sistem:

(a) x = 1(mod 4) (x=1 bir ¢6ziimdiir.)

(b) x+y = 8(mod 5) (x+y=3 bir ¢d6zlimdiir. Buradan y=2 olur.)

Bu demektir ki 1+2I, (3.26) noétrosofik kongriansinin bir ¢éziimudiir.

4+1|(14+21) — (1+71) oldugu goruliir. Clinkd (4+1)(—I)=—5I dir.

Tanim 3.4.5 (Z[I]’ da Euler Fonksiyonu)
Z|[1]’ da Euler fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

@(a+bl) = |{x=c+dl:ebob{c+dl,a+bl} =1}|,c+dl <a+Dbl
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Teorem 3.4.8 (Z[I]’ da Euler Teoremi)

(a) Z[1]’ da x=a+bl elemani i¢in @(x) = @(a). (b + a),

(b) y=c+d], ebob(x, y)=1 olacak sekilde bir notrosofik tamsayi ise
y®® =1 (mod x)

tir.

ispat
(@) c+dl <a+ bl ve ebob{x, y} =1 olmak iizere y=c+dl bir noétrosofik
tamsayr olsun. Teorem 3.3.6° dan ebob{a, c} = 1veebob{fa+b, c+d}=
1 oldugu goriliir. Yani a ve c aralarinda asaldir ve a+b ile de c+d aralarinda
asaldir. Oyleyse @(x) = ¢(a).@(b + a) bulunur.
(b) ebob{x, y} =1 kabuli altinda klasik Euler Teoremi'nden ebob{a, c} =
ebob{a+b,c+d} =1 oldugundan c®® =1 (moda) ve (c+d)®@+) =
1 (mod a + b) elde edilir. Simdi
c®@-0@+h) = ¢(® = 1(mod a)
(c + d)*@-e@+b) = (¢ 4 d)®™ = 1(mod a + b)

yazilabilir. Buradan

x)
y(p(x) =(c+ dl)(p(x) = c®® 4| [Z‘P X <(P(iX)>_C<P(X)—i_dil
i=1

=c®® 4 [(c+ d)*® — c®® =m 4 nl
bulunur. Burada m = ¢®® =1 (moda), m+n = (c+ d)*® =1 (moda + b)
olduguna dikkat edilmelidir. Bu da Teorem 3.4.5’ e gore

y®® =m +nl =1 (mod a + bl)
oldugunu agiklar.
Uyari 3.4.3 (Z[I]’ da bir lineer kongriians sistemini ¢c6zme)
Z[1]’ da bir lineer kongriians sistemini ¢dzmek i¢in 7’ de karsilik gelen denklik
sistemi ¢oziilebilir.
Ornek 3.4.5 Z[I]’ da asagidaki lineer kongriians sistemi verilsin:
2x+ By —2x)I =3+ 1(mod 7 + 4I)
4x + (y — 4x)I = 7 — 51 (mod 13 — 10I)
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Teorem 3.4.5" e gore 7’ de karsilik gelen lineer sistem
2x = 3 (mod 7), 3y =4 (mod 11), 4x = 7 (mod 13), y = 2 (mod3)
ve ¢ozlim x=y=5" tir. Boylece Z[I]' da notrosofik kongriiansin ¢éziimi 10+ 5],

20—15TI" dir.
Tanim 3.4.6 Z[I]={a+bl: a, b € Z} noétrosofik tamsayilar halkasi olsun. Z[I]’ da
notrosofik Pell denklemi su sekilde tanimlanir:

X2 —-DY? =(C; X,Y,D,C € Z[]]
Burada nétrosofik Pell denkleminin ¢oziimii i¢in gerek sartlar gosterilecektir.
Teorem 3.4.9 Z[I]={a+bl:a,b € Z} noétrosofik tamsayilar halkasi alinsin.

X2 -DY2=C (3.27)

X= X1 + le, Y= V1 Tr yZI, D= d1 + dzl, C= Cq + Czl € Z[I] olmak tizere bir

notrosofik Pell denklemi olsun. Bu esitlik, asagidaki iki klasik Pell denklemine

esittir:
Xf —diyf = ¢ (3.28)
(X1 + %)% = (dy +dp)(y1 +y2)* = ¢ + ¢, (3.29)

ispat (3.27) denklemini agmak, (3.28) ve (3.29)’ u aciklamak icin yeterlidir.
(3.27) agilirsa:
(X1 + %)% = (dy + daD(y1 +y21)% = ¢; + ¢,
[xf — diyf] + 1[2x1%; + x5 — d1y3 — day7 — 2d1y1y2 — 2d2y1y2 — doyf — day3
— 2d;dpy7 — 2d1day1y; — 2d;day3] = ¢ + ¢l

elde edilir. Buradan x? — d,;y? = ¢; (3.28 denklemi) ve
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2%1X; + x5 — dyy5 — doyi — 2d1y1y, — 2d,y1y, — doys — dyys — 2d,dyyi —
2d;dyy1y2 — 2d1d2Y% =C (3.30)

elde edilir. (3.28) denklemi (3.30)’ a eklenerek
x{—d1y? + 2%:X, + x5 — diy5 — doyf — 2dyyay, — 2dyy1y, — dayf — dyys
- 2d1d2Yf — 2d,dzy 1y, — 2d1d2y§ =C tC

bulunur ve buradan da (3.29) denklemi elde edilir.

Uyar1 3.4.4 X2 — DY? = C nétrosofik Pell denklemini ¢6zmek icin asagidaki
adimlar takip edilmelidir:

1) Miimkiinse x? — d;y? = ¢; ¢oziiliir.

2) Miimkiinse (x; + x,)? — (dy + d3) (y; + y2)? = ¢; + ¢, ¢oziliir.

3) x2 ve y2 hesaplanir.

Simdi baz1 6zel notrosofik Pell denklemlerini ¢alisilacaktir.

Teorem 3.4.10 X? — DY? = 1 nétrosofik Pell denkleminin asikar olmayan bir

¢ozlimii varsad; > 0,d; +d, > 0ved;, d; + d, karekokten bagimsizdir.

ispat Teorem 3.4.9’ a gore X> — DY? = 1 denklemi;

x? —dy? =1 (3.31)

(X1 + %)% = (dy +d)(y; +y2)? =1 (3.32)

denklemlerine esittir. Teoremden, (3.31) ve (3.32) asikar olmayan ¢6zimlerdir.

Teorem 3.4.1’den d; > 0,d; + d, > 0 ved,, d; + d, karekokten bagimsizdir.

Ornek 3.4.6 X? — (2 + 31)Y? = 1 denkleminin asikar olmayan ¢éziimii vardur.

Ciinkii esdeger sistem:

x2—2y2=1 (3.33)
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(% + Xz)z -5y, + YZ)Z =1 (3.34)

olur. (3.33)’ iin bir ¢ézimu x; = 3,y; = 2’ dir. Bu degerler yerlerine yazilirsa
(3.34)’ iin bir ¢oziimii (3 +x,)? =52 +y,)?=10lup3+x,=9ve2 +y, =4
ve buradan dax, = 6, y, = 2 bulunur. Boylece X = 3 + 61,Y = 2 + 21 bulunur.
2>0,2+3=5>0 ve 2,2+ 3 =5 karekokten bagimsiz oldugu kolayca

gortlebilir.

Ornek 3.4.7 Bir nétrosofik Pell denklemi olan X?—(3—-1Y?=-3+1
denklemi verilsin. Esdeger sistem:
x? —3y2 = -3
(X1 + %)% = 2(y; +y2)? = =2
olur. Ilk denklemin bir ¢6zimii x; =3,y; =2’ dir. Ikincinin ¢éziimii
(3+x,)2—2(2+y,)? =-2 denkleminden 3 +x, =4,2+y,=3;x, =1 ve
y, = 1 bulunur. Béylece X=3+I, Y=2+1,X2—=(3—-DY?2=-3+1 ‘ nin bir

¢cozimudiir.

Teorem 3.4.11 x? —d,;y? = c;; dy,c; € Z Pell denkleminin tam olarak m tane
coziimii varsa X% —d;Y?2=c;; X=x; + X1, Y=y, +y,] notrosofik Pell

denkleminin m? ¢oziimii vardur.

ispat X? — d,Y? = c, sistemi

x? —d;y? = ¢y, (3.35)

(x1+ %)% —dp.(y1 +y2)2 = (3.36)

sistemine esittir. (3.35) ve (3.36)’ nin Pell denklemiyle ayn1 oldugu gortlebilir.
Boylece herbirinin m tane ¢6ziimi vardir. Buradan x;” in her degeri i¢in karsilik
gelen (m) tane x, degeri vardir ve ayni seyi y,,y, icin de elde edilir. Boylece

X? —d;Y? = ¢, icin tam olarak m? ¢éziim vardir.
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Teorem 3.4.12 X?—-DY?=C;D=a—al;a € Z notrosofik Pell denklemi

cozilebilir ise ¢; + ¢, bir tam karedir.

ispat X? —DY2 =C’ nin bir ¢éziimii X = x; +x,1, Y =y, + y,I olsun. x? —
ay? =¢; ve (x4 +x3)2—(@a—a)(y; +yz)? =c; +c, cozilebilir denklemler

oldugundan (x; + x;)? = ¢; + ¢, ve bu esitlikten de c; + ¢, bir tam karedir.

Teorem 3.4.13 X? — DY? = C; D = al,a € Z notrosofik Pell denklemi ¢6ziilebilir

ise ¢4 bir tam karedir.

ispat X? — DY? = C’ nin bir ¢éziimii X = x; + x,I, Y = y; + y,I olsun.
X2 —0.y? =c¢; ve (X;+x3)%2—a(y; +y;)? =c¢; + ¢, cozilebilir denklemler

oldugundan x? = ¢, ve bu esitlikten de c; bir tam karedir.

Uyar1 3.4.5 X? — DY? = C nétrosofik Pell denklemi ¢oziilebilir ise sonsuz
sayida ¢6ziimii vardir. Bunun nedeni x; = ++/c; ve (y; +y,)?’ nin sabit
olmasidir. Yani olasi ¢éziimler sonsuz sayidadir. y;” in her degeri i¢in y,‘ nin tek

bir ilgili ¢6ziimii vardir.

Ornek 3.4.8 X? —1Y? = 1 + 41 nétrosofik Pell denklemi verilsin. Esdeger
sistem:
x? =1,
(X1 + %)% = (y1 +y2)* = 5.
Bir ¢ozimx; =1, x; +x, =3, y; +y2 = 2; X, = 2, y; +y, = 2 bulunur. X? —
IY2 = 1 + 4@’ nin ¢oziimlerinin X = 1+ 2lveyaX = —-1+4+4l, Y=y, + (2 —y;)I

oldugu goriliir.
Teorem 3.4.14 Iki klasik Pell denklemi olanx? —d;y? = c;,x5 — d,y% = ¢,

denklemleri verilsin. Bu denklemler, su sekilde karsilik gelen tek bir notrosofik

Pell denklemine dontstiirtlebilir:
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X2 - DY2 = C,X = X1 + (Xz - Xl)I,Y =V1 + (yZ _yl)I,D = d1 + (dz - dl)I,C =
¢ + (c; — )L (3.37)

ispat Ispat, (3.37) denklemi hesaplanarak yapilabilir.
X? —=DY? = (%1 + (x, —x)D? = (d; + (dz = d)D. (y1 + (y2 —yDD?
= X{ +2x1(Xp — X+ (x2 = x;)’1 = (dy + (d; —d)D. (¥y7 +
2y1(y2 =yl + (y2 —y2)°D
= x§ — dyyf +1[2x1 (%, — x1) + (%2 —X1)? — dpy3 + dy1yP)]
=x{ — diyf + 1(=xf + x5 — dpy3 + diyf)
=x; — diyf + 1((x3 — day3) — (x{ — d1y?))
=c;+1(c; —¢c;) =C

Ornek 3.4.9 x? — 2y? = 1,x% — 3y3 = 5 iki Pell denklemi olsun. Karsilik gelen
Pell denklemi sudur:

[x1 + (%2 = x)I? = 2+ Dly; + (y2 —yDI]> = 1 + 4L

Teorem 3.4.15 X? — DY? = al (3.38)

nétrosofik Pell denkleminin ¢éziimii olmasi i¢cin gerek ve yeter sart x2% —

(d; + d,)y? = a denkleminin ¢6ziimiiniin olmasidir. Céziim ise X = x,I, Y = y,I

formundadir. (d; tamkare bir pozitif tamsayi)

ispat (3.38) esitlik sistemi;

x2 —d;y? =0 (3.39)
(X + %)% = (dy +dp)(y1 +y2)* = a (3.40)
sistemine esdegerdir. (3.39) denkleminin sadece sifir ¢6ztimt vardir. Z[\/d—l]

tamlik bélgesi oldugundan x; = y; = 0 ‘ dir. (3.40) denklemi x5 — (d; + d,)y3 =

a haline gelir. Buradan (3.38)’ in ¢6zlimlii olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.40)’
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1n ¢oziilebilir olmasidir. (3.38)" nin ¢6ziimii x; = y; = 0 6zelligini saglar.Boylece

¢oziim X = x,1[, Y = y,I formundadir.
3.5. Notrosofik Tamsayilarda En Biiyiik Ortak Bolen ve En Kiiciik Ortak Kat

Tezin bu kisminda noétrosofik tamsayilarin boéliinebilme o6zellikleri, iki
notrosofik tamsayinin ebobunun tek ve pozitif olmasi, Oklid Teoremi, Bezout
Teoremi ve iki notrosofik tamsayinin ebob’ u ile ekok’ u arasindaki iliski
incelenmistir. Tezin bu kisminda verilen bilgiler Ceven (2022) kaynagindan

alinmistir.

Tanim 3.5.1 a#0 olmak iizere herhangi a, b € Z i¢in b=a.k olacak sekilde bir k €

Z varsa a, b’ yi boler denir. a|b olarak gosterilir.

Teorem 3.5.1 Z tamsayilar halkasinda asagidaki 6nermeler dogrudur:
i. Her a € Z—{0} icin a|a,

ii. Her a € Z—{0} icin a|0,

iii. a|b ise herhangi bir x € Z i¢in a|bx,

iv. a|b ve b|cise a|c,

v.alb ve a|cise her x,y € Z icin a|bx+cy,

vi. x#0 icin ax|bx ise a|b,

vii.a|b ve b#0 ise |a|<|b]|,
b
viii.a|b ve a#0 ise — | b,
a

ix. a|b ve bja ise a==+b.

Nétrosofik reel sayilar kiimesi R[I], bolme islemi altinda kapal degildir. Ornegin

441 1+3I
: +21=4—9Ie R[] dir, fakat 1=

= a + bl olacak sekilde a+bl € R[I]

yoktur. Asagidaki teoremde “Hangi noétrosofik reel sayilar icin bélme islemi

kapalidir?” sorusu cevaplanacaktir.
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Teorem 3.5.2x=a+bl,y=c+dl€ R[] olsun.N(x) =x.X=a.(a+b) #0

y

ise =€ R[I]’ dir.
X
ispat Y :Q = (C+dl)(a+b_bl) = C(a+b) + ad —bc I oldugundan sonug
X XX a(a+b) a(a+b) a(a+b)
acgiktir.

Buradan N(x) # 0 olmak tizere Ye Z|[1] ise x|y yazilabilir.
X

Teorem 3.5.3 x,y,z € Z[I] olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur:
i. Herhangi bir 0 # x € Z[I] i¢in x|0 ve x|x’ tir.

ii. Her u € Z[1] i¢in x|y ise x|y.u

iil.x|y ve y|z ise x|z

iv. x|y ve x|z ise x|yz

v. Her u,v € Z[1] i¢in x|y ve x|z ise x|yu+zv

vi. x|y ve y#0 ise N(x)|N(y)
.. .Y
vii. x|y ve x#0 ise = |y
X

viii. x|y ve y|x ise y=ux, u bir linit elemandir.

ispat x =x; +x,I, y=y, +y,1, z =2, + z,] veu = u; + u,l € Z[I] olsunlar.

i. 0 = (0 + 0I).x oldugundan x|0’ dir. Ayrica x = (1 + 0I).x oldugundan x|x’ tir.
ii. X|y = y = x.tolacak sekilde t € Z[I] vardir. Esitlikte her iki taraf u € Z[I] ile
carpilirsa y.u = x. (t.u) olur. Buradan da x|y.u bulunur.

iii. x|y = y = x.t olacak sekilde t € Z[I] vardir. y|z = z =y.kolacak sekilde
k € Z[I] vardir. Birinci esitlik, ikincide yerine yazilirsa; z = x. t. k elde edilir ki
buradan x|z elde edilir.

iv. x|y = y = x.t olacak sekilde t € Z[I] vardir. x|z = z = x.k olacak sekilde k €

Z[1] vardir. Buradan y.z = x2.t. k olur ki x|y.z bulunur.
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v. x|y = y = x.t olacak sekilde t € Z[I] vardir. x|z = z = x.k olacak sekilde k €
Z[1] vardir. y’ nin esitligiu € Z[I] ile , z’ nin esitligiv € Z[I] ile ¢arpilip taraf
tarafa toplanirsa y.u + z.v = x. (t. u + k. v) bulunur ki x|y.u+z.v’ dir.

vi. x|y = x4|y; ve X4 + X,|y; +y, ve buradan da x4|y; = y; = x;.k; ile x4 +
X2|y1 +y2 =2 y1 + V2 = (X1 +X3)(k; +k;) olur. Norm taniminda yerlerine
yazihrsa  N(x) = x1. (X1 + %2), N(y) = y1. (y1 +y2) = X1. k. (X1 + x2) (kg + k)
olup N(x)|N(y) bulunur.

vii. Teorem 3.4.4’ ten, x|y olmasi icin gerek ve yeter sartx;|y; ve x; + X,|y; + v»
olmasidir. Bu durumda

_ y-X _ (X1 +X2).y1  X1.¥2 — X2.¥1
XX (X +x%x3).% (X1 +X2).%

X<

olur. Teorem 3.5.2 (viii)’den x;|y; oldugunda A |y, ve X1 +X,ly1 +Y2
Xl

oldugundan

(x1 +x2).y1 i X1:Y2 —X2.¥1 _ X1. (Y1 +y2)
(X1 + %)% (Xp+%X2).X1 X5, (X +Xp)

ly:s +y2

bulunur. Boylece y | y elde edilir.
X

viii. x|y ve y|x ise k, t € Z[I] icin x=k.y ve y=tx’ tir. Boylece x=(k.t).y olur.
Buradan k.t=1 olmalidir. k=t=41 veya k=t=+(1-2I) elde edilir. Oyleyse u, bir

tinit eleman olmak tizere y=u.x olur.

Teorem 3.5.4 ki notrosofik tamsayinin ebob’u pozitiftir.

ispat x=a+bl,y=c+dl € Z[I] ve z=m+ nl = ebob{x,y} olsun. Teorem
3.3.6' dan m = ebob{a,c} € Z ve m+n=ebob{at+b, c+d}€ Z’' dir. ki pozitif
tamsayinin ebob’unun pozitif tamsay1 oldugu bilindigindenm >0vem +n > 0’

dir. Uyar1 3.4.1’ den z = m + nl > 0 elde edilir.

Teorem 3.5.5a+ bl € Z[I] olsun.a + bl > 0 veyaa+ bl < 0ise N(a+ bl) >0’
dir.
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ispata+bl >0 veyaa+bl<0ise Uyar1 3.4.1" den (a>0,a+b > 0) veya
(a<0,a+b < 0).Buradan N(a+ bl) =a.(a+b) > 0’ dir.

Tanim 3.3.1 ve Teorem 3.5.3 (vi) kullanarak asagidaki tanim yazilabilir:

Tanim 3.5.2 Z[I]’ da sifirdan farkli x ve y icin x ve y’ nin en biiyiik ortak boéleni,

normu maksimal olan bir ortak bolendir.

Eger z, x ve y € Z[I] i¢in en biiyiik ortak bolense N(z) > 0’ dir. z'nin {init
carpanlan z,—z, (1 — 2)z,—(1 — 2I)z’ dir. Bunlar, x ve y’nin baz1 ortak
bélenleridir. Ceven ve Tekin (2020) de Onerme 3.5 (vi) den N(—z) =
N((1 —2Dz) = N(—(1 — 2Dz) = —=N(2) < 0 oldugu goriiliir.

Tanim 3.5.3 x ve y'nin ortak carpanlari sadece linit elemanlar ise x ve y

aralarinda asaldir denir.
Teorem 3.5.6 1, x € Z[I] olsun. u bir iinit eleman olmak iizere r|x ve u.r|x’ tir.

ispat r|x olsun. Bir k € Z[I] icin x=kr’ dir. u € {1, -1, 1-2I, - (1-2I)} ve
(1 — 2ID)? = 1 oldugu bilindiginden ve x; x=(-k).(-r) veya x=k.(1-2I).(1-2I).r
veya x=k.(-1+2I)(-1+2I).r olarak yazilabileceginden -r|x, (1-2I).r|x ve

(-1+2I).r|x elde edilir. Buradan u bir iinit eleman oldugunda u.r|x elde edilir.

Teorem 3.5.7 x € Z[I] olsun. x, -x, (1-21)x, (-1+21)x sayilarindan sadece biri

pozitif nétrosofik tamsayidir.

ispat 1.Durum: x = a+ bl > 0 olsun.a > Ovea+b > 0’ dir. Bu durumda -x=-
a-bl ve —a<0, —(a+b)<0 oldugundan —x<0 ' dir. (1-2I).x=(1-
2I).(a+bl)=a+(-2a-b)I vea > 0,a + (—2a—b) = —(a+ b) < 0 oldugundan (1-
21).x ne negatif ne pozitiftir. Benzer olarak -(1-2I).x=-a+(2a+b)l ve —a < 0,
—a+ (2a+b) =a+ b > 0 oldugundan -(1-2I).x ne negatif ne pozitiftir.
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2.Durum:x =a+bl<0Oolsun.a<0Ovea+b <0 dir. Bu durumda -x=-a-bl
ve —a > 0,—(a+ b) > 0 oldugundan —x > 0’ dir. (1-2I).x=a+(-2a-b)I vea <
0,a+ (—2a—Db) = —(a+Db) > 0 oldugundan (1-2I).x ne pozitif ne negatiftir.
Benzer olarak -(1-2I).x=-a+ (2a+b)l ve —a>0,—a+ (2a+b)=a+b<0
oldugundan -(1-2I).x ne pozitif ne negatiftir.

3.Durum: x=a+bl ne negatif ne pozitif olsun. Bu durumda a > 0,a + b < 0 veya
a<0,a+b>0" dir. Egera>0,a+b<0ise sadece (1— 2I).x > 0 oldugu
kolayca goriilebilir. Eger a < 0,a+b > 0 ise sadece —(1 — 2I).x > 0 oldugu

gorulir.
Teorem 3.5.8 Sifirdan farkli iki nétrosofik tamsayinin ebob’u tektir.

ispat x ve y nétrosofik tamsayilarinin ebob’u, v ve z olsun. v|z ve z|v oldugu
acgiktir. u bir linit eleman olmak tizere Teorem 3.5.3 (viii)’ den z=u.v elde edilir.
Teorem 3.5.4’ ten iki pozitif tamsayinin ebob’ u pozitiftir ve Teorem 3.5.7’ den v,
-v, (1-2I)v, -(1-2I)v sayilarindan biri pozitiftir. uv > 0 olmak tlizere x ve y

notrosofik tamsayilarinin ebob’u, z=uv’ dir.

Teorem 3.5.9 (Oklid Algoritmasi) x, y € Z[I] ve N(x)#0, N(y)#0 olsun. Bélenler
ve kalanlara B6liim Algoritmast’ nin tekrarl olarak uygulanmasiyla i > 1 i¢in r;
ve q; notrosofik tamsayilari tanimlansin. Bu durumda

y = xq; + 14, |N(ry)| < [NX)|ve N(ry) # 0,

X =T11qz + g, [N(rz)| < [N(ry)| ve N(rz) # 0,

r; = rzqz + r3, [N(r3)| < [N(rz)| ve N(r3) # 0,

-2 = 1519 + 15, [N(ry)| < [N(rj-)[ ve N(ry) # 0,
Fj—1 = IjqQj+1
olur. Bir u tnit elemani i¢in, rj sifirdan farkl son kalan olmak tizere u. rj pozitif

notrosofik tamsayidir ve x ile y’ nin en biiylik ortak bolenidir.
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ispat IN(x)| > [N(ry)| > IN(ry)| >... seklinde pozitif tamsayilarin azalan bir
zinciri vardir. Bu zincir sonludur ve bir k€ Z* icinry =0’ dir. Simdi son
denklemden baslayarak ilk denkleme kadar r]-|r]-_1,r]-|r]-_2,r]-|r]-_3, ...,r]-|x ve rjly’
elde edilir. Teorem 3.5.6" dan u.rj|x ve u.tj|y’ dir. Buradan urj, x ve y’ nin bir

ortak bolenidir. z, x ve y’ nin bir diger ortak bdleniyse z|x ve z|y elde ederiz.

Boylece ilk denklemden baglayarak son denkleme kadar z|ry,z|r, ..., z|rj elde
edilir. Teorem 3.5.3 (ii)’ den z|ur;’ dir. Bir u tinit elemanu i¢in, rj de sifirdan farkh
son kalan olmak tlizere Teorem 3.5.7’ den ur; pozitif nétrosofik tamsayidir ve x

ve y’ nin en biiyiik ortak bolenidir. i

Z[1] ve Z’ de bolme algoritmasi arasinda 6nemli bir farklilik olduguna dikkat

ediniz: Z[I]" da boliim ve kalan tek degildir.

Ornek 3.5.1 Bolme algoritmas1 x=4+5] ve y=6+9] sayilarina uygulanirsa
N(4+50)=36 ve N(6+91)=90 oldugundan , [N(r)|<|N(x)| olacak sekilde y=gqx+r

olarak yazilabilir. Bunun i¢in A orani diisiinlilerek payda rasyonellestirilirse;
X

Y '_—54+6I—3+11~15+(016)1
x xX 36 2 6 ’

Koordinat diizleminde 1,5+(0,16)I sayisinin yakinindaki notrosofik tamsayilar

1+0I, 2+0.1, 1+I ve 241" dir. (Bkz Ceven, Yurttakal (2021)) Egerq, =1+

| <

0l,g, =2+0l,q; =1+1veq, =2+ I segilirse;
6+ 91 = i.(4+51) + 2+ 41, IN(ry)| =12 < IN(x)| = 36,

y q1 X rp
6+91=2.(4+50)+-2—1,IN(r;)| = 6 < IN(x)| = 36,
y qz2 X I
64+91=(1+1).(4+50)+2—5,IN(3)| =6 < INX)| = 36,
y qs X rs
64+91=(2+1).(4+5])+—2—10I,|N(r,)| = 24 < IN(x)| = 36.
y da4 X Iy

Ayrica diger esitlikler de |[N(r)|<|N(x)| olacak sekilde y=qx+r esitligini saglar.
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Ornek 3.5.2 4+5I ve 6+9I' nin en bilyiik ortak bolenini bulmak icin bélme
algoritmasi ve Oklid algoritmasindan;
6+91=(4+50D.2—-2—-1,IN(-2—-0)| =6 <|N(4+5I)| = 36,
4451=(-2-D.(-2-D+0
elde edilir. Buradan —2—1<0 oldugundan -(—2-I)=2+1, 4+5I ve 6+9I' nin en
biiyiik ortak boéleni olarak elde edilir. ikinci olarak;
6+91=(4+50).14+2+41,|N(2+4D)| =12 < |N(4 + 5| = 36,
4+51=(2+40).14+2+1,|N2+D| = 6<|N(2+4])|=12,
24+41=02+DA+0D+0,
oldugundan 2+1, 4+5I ve 6+9I' nin en biiyiik ortak boleni olarak elde edilir.
Ugtincii olarak;
6+9l=(4+50).(1+1)+2—5I,IN2—-50)| =6 < N4+ 5| = 36,
4+51=2-5D2-5D+0
oldugundan ve 2 — 51 bir pozitif notrosofik tamsayr olmadigindan

(1-21)(2—51)=2+1, 4+5I ve 6+9I' nin en biiyiik ortak béleni olarak elde edilir.

Ornek 3.5.3 4+ 5] sayisinin eslenigi 9—51’ dir.
4+51=(9—-50).21+4—-3I,IN4—-3D)| =4 <|N(9—-5D| =36,
9-51=4-3DQ2+D+1,IN(D)|=1<|NH4-3D| =4,
4—-31=(4-3D.14+0
oldugundan ebob{4+5I, 9—5I}=1 elde edilir. Boylece Z[I]’ da aralarinda asaldir.

Teorem 3.5.10 (Bezout Teoremi) %, y € Z[I] sifirdan farkli ve N(x)#0, N(y)#0
olsun. Eger ebob{x, y}=z ise baz1 a, b € Z[I] i¢in z=xa+yb’ dir.

ispat Oklid Algoritmasinda geriye yerine koyarak r; = xa + yb olacak sekilde a,b
€ Z[1] bulunabilir. rj, x ve y’ nin ebob’ u ise ispat agiktir. rj, ebob degil ancak u
bir Gnit eleman olmak uzere urj, X ve y’ nin ebob’ u ise, lstteki esitlik u ile

carpilarak ur; = x(ua) + y(ub) elde edilir. Béylece ispat aciktir.
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Sonug¢ 3.5.1 x,y € Z[]] sifirdan farkli ve N(x)#0 ve N(y)#0 olsun. x ve y’ nin
aralarinda asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bazi a,b € Z[I] i¢in xa+yb=1

olmasidir.

ispat (=) : x ve y aralarinda asal ise ebob{x,y}=1 olur. Buradan Teorem 3.5.10’
dan bazi a,b € Z[1] i¢in xa+yb=1" dir.

(&) : Tersine, bazi a, b € Z[I] icin xa+yb=1 olsun. Eger z, x ve y’ nin bir ortak
boleniyse Teorem 3.5.3 (v)’ den z|(xa+yb)=1" dir. Boylece ebob{x,y}=1 elde

edilir.

Teorem 3.5.11 %, y z € Z[I] olsun. x|yz ve ebob{x,y}=1 ise x|z’ dir.

ispat x|yz ve ebob{x,y}=1 olsun. Sonug 3.5.1’ den, ebob{x,y}=1 oldugunda bazi
a,b € Z[I] i¢cin xa+yb=1 elde ederiz. z ile ¢arpilarak xza+yzb=z elde edilir.

Teorem 3.5.3 (v)’ ten x|xza ve x|yzb oldugunda x|(xza+yzb)=z bulunur.

Ornek 3.5.4 x=4+5I ve y=9—5I sayilar verilsin. Ornek 3.5.3’ ten ebob{x,y}=1
oldugu bilindiginden Ornek 3.5.3’ teki esitlikler kullanilarak
1=9-51-(4-3D2+]D

=9—-51-(4+51-(9-5D).2D2+])

=—2+Dx+@+6Dy

bulunur.

Ornek 3.5.5 Ornek 3.5.2" deki x=4+5I ve y=6+9] nétrosofik sayilan icin

6+91=(4+51).(1+D)+2-5I esitligi kullanilirsa, 2—51=6+91— (4+5I).(1+1) elde

edilir. Her iki taraf 1—2I ile ¢arpilarak, (1—2I).(2—5I)=2+I oldugundan,

ebob{4 + 51,6 + 91} = 2 + 1 = (6 + 91). (1 — 2I) — (4 + 5I)(1 + )(1 — 2I)
=x.(1-20) +y.(=1+ 30

Tanim 3.5.4 (En kii¢lik ortak kat) x ve y iki notrosofik say1 olsun. Eger x|w ve
y|w ise w’ ye x ve ¥’ nin bir ortak kat1 denir. x ve y’ nin pozitif ortak katlarinin en

kii¢tigline x ve y’ nin en kii¢iik ortak kat1 (ekok) denir.
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Teorem 3.5.12 x =x; +x,1 vey =y; +y,l iki nétrosofik tamsayr ve x; #
0,x; +x%, # 0,y; # 0,y; +y, # 0 olsun. w = w; + w,I = ekok{x, y} olmas1 icin
gerek ve yeter sart w; = ekok{x;,y;} ve w; +w, = ekok{x; + x,,y; +y2}

olmasidir.

ispat (=): w=w; +w,l =ekok{x,y} olsun. x|lw ve y|w oldugunu
bilinmektedir. Eger v =v; + v,I, x ve y’ nin baska bir ortak kat1 ise w|v’ dir.
Teorem 3.4.4° ten xq|wy, X1 + Xp Wy + Wy, y1 Wy, vq + yalwy + Wy, wylvy,wy +
wy|vy + v, olur. Bu durumda w; = ekok{x;,y;} ve w; +w, = ekok{x; +
X, ¥1 + Y2} bulunur.

(&): Tersine w; = ekok{xy,y;} ve w; +w, = ekok{x; + x,,y; +y,} olsun.
Xq1|Wq, y1lwy, X1 + X3|wy + Wy, ¥ + y,|w; + w, bulunur. Boylece x|w ve y|w
oldugundan w, x ve y’ nin bir ortak katidir. Simdi x ve y’ nin baska bir ortak kati
olan v alimirsa x|v ve y|v dir. X1|vy,y1|ve, Xy +X5|vy + Vo, y1 V2|V + vy
oldugundan v4, x4 ve y4’ in bir ortak kati ve v; + v, de x; + X, ve y; + y,’ nin bir
ortak katidir.  w; = ekok{x;,y;} ve w;+w, =ekok{x; +x;,y; +V¥,}
oldugundan w; |vy,w; + w,|v; + v, bulunur. Boylece w|v' dir ve w=w; +

w1 = ekok{x, y} elde edilir.

Ornek 3.5.6 x=2+41, y=3+I sayilan verilsin.ekok{2,3} = 6 = w; ve ekok{2 +
4,3+1}=12=w; +w, oldugundan w =w; +w,l =6+ 6] = ekok{2 +
41,3 + I} bulunur. o

Z[1] icin Ceven, Yurttakal (2021)’" deki koordinat diizlemi hatirlanacak olursa

Bolgel de x>0, Bolge3’ te x<0, Bolge2 ve Bolge4’ te x’ in ne negatif ne pozitif

oldugu bilinmektedir.
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Sekil 3.5.1 Notrosofik tamsayilar

Teorem 3.5.13 x=a+bl, y=c+dI € Z[I] olsun.
i.  xvey ayniisaretliyse xy>0,
ii. xvey zitisaretliyse xy<0,
ili.  xvey ne negatif ne pozitif ve ayni1 bolgedeyse xy>0,
iv.  xvey ne negatif ne pozitif ve farkl bolgedeyse xy<0,
v. xvey den biri pozitif veya negatif ve digeri ne pozitif ne negatif ise xy ne

negatif ne pozitiftir.

ispat x=a+bl, y=c+ dI olsun. Uyar1 3.4.1’ den
e x=a+ bl>0 olmasi icin gerek ve yeter sart a>0, a+ b>0,
e x=a+ bl<0 olmasi icin gerek ve yeter sart a<0, a+ b<0,
e x=a+ bl ne negatif ne pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter sart (a<0, a+ b>0)
veya (a>0, a+ b<0) olmasidir.
xy=ac + (ad + bc+ bd)I oldugundan ac ve ac+ad+ bc+bd=(a+b)(c+d) nin

isaretleri arastirilmahdir.
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i. x=a + bl ve y=c+ dI ayni isaretli olsun. Buradan (a>0, a+ b>0, c>0, c+ d>0) veya

(a<0, a+b<0, c<0, c+d<0) bulunur. Boylece ac>0, (a+b)(c+d)>0 elde edilir.

xy>0 bulunur.

ii. x=a + bl ve y=c+ dI z1t isaretli olsun. Buradan (a>0, a+ b>0, c<0, c+ d<0) veya

(a<0, a+b<0, c>0, c+d>0) bulunur. Boylece ac<0, (a+b)(c+d)<0 elde edilir.

xy<0 bulunur.

iii. x=a + bl ve y=c+ dI ne negatif ne pozitif ve ayn1 bolgede olsun. Buradan (a<0,

a+b>0, c<0, c+ d>0) veya (a>0, a+ b<0, c>0, c+ d<0) bulunur. Boylece ac>0, (a+

b)(c+ d)>0 elde edilir. xy>0 bulunur.

iv. x=a+ bl ve y=c+dl ne negatif ne pozitif ve farkli bolgede olsun. Buradan

(a>0, a+b<0, c<0, c+d>0) veya (a<0, a+b>0, c>0, c+d<0) bulunur. Boylece

ac<0, (a+b)(c+d)<0 elde edilir. xy<0 bulunur.

v. x=a+ bl ve y=c+ dI’ den yalniz biri pozitif ya da negatif, digeri de ne pozitif ne

negatif olsun. Sekiz durum vardir:
a>0,a+b>0, c>0, c+ d<0 = ac>0, (a+ b)(c+ d)<0 = xy ne negatif ne pozitif
a>0,a+b >0, c<0, c+d>0 = ac<0, (a+ b)(c+ d)>0 = Xy ne negatif ne pozitif
a>0,a+b <0, c>0, c+d>0 = ac>0, (a+ b)(c+ d)<0 = xy ne negatif ne pozitif
a>0,a+b <0, c<0, c+d<0 = ac<0, (a+ b)(c+ d)>0 = xy ne negatif ne pozitif
a<0,a+b >0, c>0, c+d>0 = ac<0, (a+ b)(c+ d)>0 = xy ne negatif ne pozitif
a<0,a+b >0, c<0, c+d<0 = ac>0, (a+ b)(c+ d)<0 = xy ne negatif ne pozitif
a<0,a+b <0, c>0, c+d<0 = ac<0, (a+ b)(c+ d)>0 = xy ne negatif ne pozitif

a<0,a+b <0, c<0, c+d>0 = ac>0, (a+ b)(c+ d)<0 = xy ne negatif ne pozitif

Teorem 3.5.14 x ve y iki notrosofik tamsayr olsun. xy>0 ise

ebob{x,y}.ekok{x,y}=x.y ve xy<0 ise ebob{x,y}.ekok{x,y}=— x.y ‘ dir.

ispat xy>0 olsun. ebob{x,y}=z ve Y om ile gosterilsin. z|x ve z|y oldugundan
7/
herhangi bir k, t € Z[]] icin x=z.k ve y=z.t elde edilir. Ebob{k,t}=1 oldugu agiktir.

k
Cinkii ebob{k,t}=1 olmazsa ebob{x,y}>z olur. Boylece m = ¥ ky ve
Z z
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X Xzt
m = X xt oldugundan x|m ve y|m elde edilir. Buradan m, x ve y’ nin
Z Z

bir ortak katidir. $Simdi n, x ve y’ nin bir baska ortak kati olsun. x|n ve y|n
oldugundan bazi r,s € Z[I] i¢cin n=x.r ve n=y.s ‘ dir. Bu durumda x.r=y.s ve
zkr=zts oldugunda k.r=t.s elde edilir. Boylece k|ts oldugu goriilir. Ebob{k,t}=1
oldugundan, Teorem 3.5.11" den Kk|s elde edilir. Boylece bazi 1 € Z[I] i¢in s=k.I’

dir. n=y.s=ykl=m.l oldugundan mj|n elde edilir. Buradan m=ekok{x, y}' dir.

Esitlikten A m’ dir. Ebob{x, y}.ekok{x, y}=x.y elde edilir. xy<0 ise -x.y=(-x).y
7/

veya -Xx.y=x.(-y) oldugundan -xy=ab>0 alarak ispat kolayca yapilir.

Ornek 3.5.7 Ornek 3.5.6 diisiiniiliirse ebob{x, y}=1+1 ve x.y=6+ 18I>0 oldugu

gorilir. Ekok{x, y}=6+ 61 oldugundan ebob{x, y}.ekok{x, y}=(1+1)(6+ 6I) =6+
181=(2 + 41)(3 + I)=x.y elde edilir.
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4. NOTROSOFIK TAMSAYILARIN BAZI ELEMANTER OZELLIKLERI

Tezin bu kisminda Z[I] kiimesinde taniml “<” kismi siralama bagintisiyla Z[I]
nin ayrisimlar1 elde edilmis, Kkartezyen Kkoordinat sisteminde notrosofik
tamsayilarin yerleri gosterilmis, esitsizlik sistemlerinin ¢6zim kiumeleri
bolgesel olarak belirlenmistir. Pozitif ve negatif notrosofik tamsay1 tanimi
verilmis, pozitif bir nétrosofik tamsayinin faktoriyeli, bir nétrosofik tamsayinin
kuvvetleri kavramlar1 incelenmistir. Bu béliimde yer alan bilgiler Ceven Y. ve

Yurttakal A.N. (2021) kaynagindan alinmistir.

4.1. Notrosofik Reel Sayilarda Siralama

Tanim 4.1.1 R, reel sayilar cismi olmak lizere R[I]={a+bl: a, b € R} ndtrosofik
reel sayilar cismi olsun. a+bl, c+dI € R[I] sayilarinin siralamasi asagidaki gibi
tanimlanir:

atbl<c+dlea<ca+b<c+d

Teorem 4.1.1 Tanim 4.1.1 ile verilen baginti bir kismi siralama bagintisidir.

ispat a+bl, c+dl, e+fl € R[I] olmak lizere a+bl<c+dlea<c a+b<
¢ + d ile tanimlanan bagintinin 6zellikleri incelenirse;

Yansima: a, b € R oldugundana <avea+b <a+bolupa+bl<a+bl
oldugu kolayca goriilr.

Ters Simetri: a+ bl ve c+ dIl noétrosofik reel sayilar icina+ bl < c+dlvec+
dl < a+ bl saglansin. Oyleysea<c a+b<c+dvec<a, c+d<a+bdir
Reel sayilar kiimesindeki ters simetriklikten a = c ve b = d elde edilir. O halde
a+ bl=c+ dI oldugu goriliir.

Gecgisme:a+ bl < c+dlvec+dl < e+ flolsun. Bu durumdaa <c,a+b<c+
dvec<e c+d<e+f olur. Reel sayilardaki kismi siralamada gecisme
ozelligi kullanilarak a < e,a+b < e + folur ki a+ bl < e + fl saglandigindan,
bagint1 gecisme ozelligine sahiptir. Oyleyse Tanim 4.1.1 ile verilen bagint1 bir

kismi siralama bagintisidir.
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Tanim 4.1.1'’ e gore gore pozitif notrosofik reel sayilar asagidaki gibi
tanimlanabilir:

a+bl=20<a=0a+b=0.

Tanim 4.1.2 a+bl, c+dl € Z[I] olsun. a+b=c+d ise a+bl ve c+dl notrosofik
tamsayilar1 denktir denir ve a + bl~c + dl ile gosterilir. Sembolik olarak da su
sekilde gosterilebilir:

a+bl~c+dle®a+b=c+d

Ornek 4.1.1 —1+1=2-2 oldugundan —1+I~2—2I ve 2+3#1+2 oldugundan
2+3I, 1+2I' ya denk degildir.

Teorem 4.1.2 “~” bagintisi1 bir denklik bagintisidur.

ispat a+ bl, c+dl, e+fl € Z[I] olmak lizere a+ bl~c+dl<a+b=c+d ile
tanimlanan bagintinin 6zellikleri incelenirse:

Yansima: a,b € Z oldugundan a +b = a + b olup a + bl~a + bl oldugu aciktir.
Simetri: a+bl ve c+dl nétrosofik tamsayilar1 icgin a + bl~c + dI saglansin.
Oyleysea+b = c + d ‘ dir. Tamsayilar kiimesinde esit olma bagintis1 simetrik
oldugundan c¢+d =a+b oldugu agiktir. Yania+b~c+d vec+d~a+b
sartlarinin her ikisi de saglanir.

Gecisme: a + bl~c+dl ve c+dl~e+fl olsun. a+b=c+d ve c+d=e+f
olur. Bu esitliklerden a+b = e + folur ki a + bl~e + fl saglandigindan, baginti
gecisme 6zelligine sahiptir. Oyleyse Tanim 4.1.2 ile verilen bagint1 bir denklik

bagintisidir. O

“~” bagintist1 Z[I]' y1 denklik siniflarina ayirir. Herhangi bir a+bl € Z[I]
elemaninin denklik sinift a + bl ile gosterilir ve
a+bl={x+yl € Z[I]: x + yl~a + bl}

ile tanimlanir.
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a+bl € Z[I] kartezyen sistemde (a,b) noktasiyla eslestirilirse, a + bl denklik
siniflar1 x, y € Z olmak lzere x+y=a+b dogrusundaki (x,y) noktalarinin

kiimesidir.

Ornek 4.1.2 0 + 0I ={x+yl € Z[I]: x + yI~0 + 0I}
={x+ylxy € Z,x+y =0}
={.,-2+4+2[-1+,0+0,1-1,2-2]..}
dir. 0 + 0I = 0 ile gosterilir ve x, y € Z olmak lizere x+y=0 dogrusu iizerindeki
(x,y) noktalarinin kiimesidir.
1+0I={x+yl € Z[1]:x + yI~1 + 0I}
={x+ylxy € Zx+y =1}
={.,—2+4+3[-14+2L0+[1-0,2—-1,..}
dir. 1 + 0I = 1 ile gosterilir ve x, y € Z olmak lizere x+y=1 dogrusundaki (x,y)
noktalarinin kiimesidir.
Tiim denklik siniflar1 kiimesi, D={a + bl: a+bl € Z[I]} olarak gésterilirse D={...,
-2,-1,0,1,2,..}={m:m€Z} olur. m, n € Z ve m#n icin mNo=@ ve
Um ez M= Z[I] oldugu goriliir. Buradan D kiimesinin, Z[I]' nin bir parc¢alanisi

oldugu agiktir.

Tanim 4.1.1, Z[I] i¢in de gecerlidir. Konu biitiinliigii acisindan yeniden yazilirsa:

Tanim 4.1.3 a+bl, c+dl Z[I] olsun. a<c ve a+b<c+d ise a+bl noétrosofik
tamsayisi c+dI’ ya kii¢lik ya da esittir denir ve a+bl<c+dlI ile gosterilir. Kisaca
soyle yazilabilir:

at+bl<c+dle®a<cat+b<sc+d

“<” bagintisinin bir kismi siralama bagintisi olduguna dikkat edilmelidir.
Buradan Z[I] kiimesi, “<” bagintisina gore kismi sirali kiimedir ancak tam sirali
kiime degildir. Ciinkii Z[I]’ nin tim elemanlar1 karsilastirilabilir degildir.
Ornegin 1 —2Ive —1+3I karsilastirilamaz. Yani 1 — 21 —1+31ve —1+31£1-2I'
dir.
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Ornek 4.1.3 1+1 < x+yl olan x+yl € Z[I] kiimesi kartezyen diizlemde asagidaki
tarali bolgedeki (x,y) € ZQ7Z noktalarindan olusur.

/
A // /// / ’/_/ /
3 ) = / /_, 2 Y /
it r Y < W /
\\ ’ ‘/// /7 /"
\ | 2 YA, /

/
/

Sekil 4.1.1 Kartezyen diizlemde 1+1 < x+yI olan x+yl € Z[I] kiimesi

Sonug 4.1.1 a+bl € Z[I] alalim.
i.a+bl>0ea>0a+b=>0,
fi,a+bl<0oa<0,a+b<o.

ispati. ve ii. Tanim 4.1.3’ den agiktir. O

Kartezyen diizlemde a+bl € Z[I] ile (a,b) noktalar1 eslestirilirse pozitif ve

negatif ndtrosofik tamsayilarin bélgeleri su sekilde gosterilebilir:
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V

Pozitif

" notrosofik

—

N\

N

~ Negatif 4 s /
_ nétrosofik vys /
~ tamsaylar o | ’/////
<
-4 vy

© ay

Sekil 4.1.2 Kartezyen dilizlemde pozitif ve negatif tamsayilar

Pozitif notrosofik tamsayilar kiimesi Z[I]* ile gosterilsin. Z[I]* kiimesinin tam
sirall kiime olmadig1 bilinmektedir. 1<1+I<2 ve 1<2-1<2 oldugu goriilebilir
ancak 1+I ve 2 -1 karsilastirllamaz. 0401, Z[I]*U{0+0I} kiimesinin en kiiciik

elemanidir. Fakat Z[I]* kiimesinin bir en kiiciik eleman1 yoktur.

Z[1]*U{0+01I} kiimesinin alt yarilatisi asagidaki sekilde olusturulabilir:

Sekil 4.1.3 Z[I]+U{0+0I} kiimesinin alt yarilatisi
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Teorem 4.1.3 x=a+bl, y=c+dl € Z[I] olsun. x < y olmasi i¢in gerek ve yeter sart

uz0 ve x+u=y olacak sekilde bir u € Z[I] olmasidir.

ispat (&): u 2 0 ve x+u=y olacak sekilde bir u € Z[I] var olsun. u = u; + u,lise

u12 0 ve ui+uzz 0 elde edilir. Ayrica x + u = y oldugunda a + bl + u; + u,l =

¢+ dI’ dir. Buradana+u; = ¢,b+u, =dveyau; =c—aveu, =d — b olur.

u; = 0 oldugunda c —a = 0 veya a < c bulunur. Ayrica u; + u, = 0 oldugunda

c—a+d—b>0 veya a+b<c+d olurr Buradan a<c ve a+b<c+d

oldugunda x < y oldugu gorulur.

(=): Tersine,x < yolsun.a+b < c+d ‘dir. Buradan 7’ dea<cvea+b<c+

d elde edilir. c—a=u; ve d—b =u, denirse u; = 0 ve u; +u, = 0 oldugu

gorilir. Buradan u = u; + u,l € Z[I] ve u = 0 elde edilir. Boylece
x+u=a+bl+uy;+ul=a+bl+(c—a)+(d—-b)I=c+dl=y

olur.

Ornek 4.1.4 —3+2I < 2+1 oldugu bilinmekte olup —3+2I+5—1=2+1 ve 5—1 >
0’ dir.

Teorem 4.1.4 x,y,z ve u € Z[I] olsun.
ix<yex+z<=y+z,
iix<yvez<u=x+z<y+u,
liix<yvez>=0 =>xz<yz,
iv.x<yvez<0 =>xz=>yz

dir.

Ispatx =x; + X1,y =y; +y,1,z = z; + z,1 veu = u; + u,l olsun.
ix+z=x1+2z2;+ Xy, +2zy)lvey+z=y; +7z, + (y, + z,)l oldugunda;
XS<yoex+x1<y +y,l
© X <yivexy +X, <y +y, (2 de)

oxi+z1<y1+zqvexy +X,+721+2, <y, +y, +2, +72,,(21,2, €7)
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S X +z+ X+ 2)I <y +2; + (yy +25)1
Sx+z<y+z
olur.
iLx+z=x;+2z; + X, +2z,)Ilvey+z=y; +u; + (y, + u,)l oldugunda
xSyvezsu>x; + X1 <y, +ylvez; +7,] < uy + u,l
S X<V, X1 +X <y +y2,2, Sy vezy +z2; Supt+u,
>x+z; <y, tu,xy+x,+2,+2, <y, +y, +u; Huy
= X +2z+ &y +2)I[ <y +u; + (v, +uy)l
>x+z<y+u
elde edilir.
iili.z =2z; + z,1 = 0 olsun.z; > 0vez; + 2z, = 0'dir.xz = X121 + (X412, + X327 +
XyZ)lveyz =y 71 + (V125 + V221 + Y22Z,)1 oldugundan,
X<y e x; +xI <y +y,l
S X SY1,X tX Syt Y,
S X323 Y129 Ve (X1 +X) (21 +23) < (V1 +Y2) (21 +22)
S X121 S Y1Z1Ve X1Zq + XqZy + XpZ1 + X372y S V121 T V1Zy T V071 +
Y272
© X171 + (X122 + X221 + X222)1 S y124 + (Y122 + Y221 +Y222)]
S XZ<VyZ
bulunur.
iv.z=2; +z,1 < 0olsun. z; < 0vez;+z, <0’ dir. xz = X121 + (X412, + X571 +
X,Z)lveyz =y 71 + (V125 + V221 + y22Z,)1 oldugundan,
X<y e x; +x0 <y +y,l
S X SY1,X tX Syt
S X121 2 Y129 Ve (X1 +x2)(21 +22) 2 (y1 +¥2)(21 + 23)
S XqZ1 = Y1Z1Ve Xq1Z1 + X4Zy + X321 + XpZy = Y1Z1 + V125 + V221 +
Y27
© X171 + (X122 + X271 + X222)1 2 y121 + (Y122 + Y221 +¥222)]
S XZ = yZ
dir.
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4.2. Bir Pozitif Notrosofik Sayinin Faktoriyeli

Bir n € Z* i¢in n!=n.(n—-1)...2.1 ve 0!=1 oldugu biliniyor. n! sayis1 koordinat
sisteminin pozitif reel ekseninde n’ den kii¢iik veya n ye esit olan tiim pozitif
tamsayilarin ¢arpimidir.
Simdi 7’ deki faktoriyel kavrami Z[I]’ ya genisletilmek istenilmektedir. n € Z*
icin n=n+ 0.1 € Z[I] oldugu bilinmekte olup
(n+0I)!=(n+0I).(n—1+0I)...(2+01).(1+0I)

seklinde yazilabilir. n+0I, n—1+0I, ..., 2401, 1401 sayilarn n+0I’ dan kii¢tik ya
da esit olan pozitif notrosofik sayilardir. Bu sayilar (n, 0), (n—1, 0), ..., (2, 0),
(1, 0) noktalariyla eslestirilirse y=0.x=0 yar1 dogrusu lizerinde olduklar1 goriiliir.
Simdi, 5+51 € Z[I] alimirsa 5+5I, 4441, 3431, 2+2I, 1+I sayilari, 5+5I' dan
kiiciik esit olan pozitif notrosofik tamsayilardir. Bu noktalar (5,5), (4,4), (3,3),
(2,2), (1,1) noktalariyla eslestirilirse y=x yar1 dogrusu uzerinde olduklari
gorulir. Buna gore
G+5D!'=((B+5D.(4+4D.3+3D.2+2D.(1+D

=54321.(1+1)°

=5L(1+1)>
yazilabilir. Simdi benzer sekilde (12416I)! sayisi icin (12,16), (9,12), (6,8), (3,4)

16 4
noktalari, yzﬁX=§X yaridogrusu Uzerinde olup karsilik gelen 124 16],

94121, 6+48I ve 3441 notrosofik tamsayilar1 124161’ dan kiiciik veya esit olan
pozitif sayilardir. Boylece
(124161)!=(12+161).(94121).(6+8I).(3+41)

=4.3.2.1.(3+41)*

=41,(3441)*

yazilabilir. Artik bir pozitif nétrosofik tamsayinin faktoriyeli tanimlanabilir:

Tanim 4.2.1 a+bl € Z[I] olsun. d=ebob{a,b} olmak iizere;

d

(a+bl)! = d!.(g+gl)

olarak tanimlanir.
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Ornek 4.2.1

5
i.51=(5+0D! = 5!.{%%1} = 5! + 01, ebob{5,0} = 5.

5
ii. (0 + 50! = 5!.(%%1) =0+ 5!1,ebob{0,5} = 5.

3
iii. (9 — 31! = 3!.(%—%1) =31.(3—-1)%,ebob{9, -3} = 3.

Asagidaki teorem ve ispati [Abobala vd. (2021), Teorem 3.6] ‘ da nxn kare

matrisler i¢in verilmistir.

Teorem 4.2.1 a+bl € Z[I] olsun. n € Z* igin
(@a+bDh"=a"+ ((a+b)* —a")I
dir.

ispat n iizerinden tiimevarim ile ispat yapilabilir: n=1 icin yukaridaki esitlik
dogrudur. n-1 i¢in iddianin dogru oldugu kabul edilsin. Yani (a + bD)?"1 =
a" !+ ((a+b)* 1 —a" DI olsun. Buradan
(a+bD" = (a+bD" 1. (a+bl)

= @" 1+ ((a+b)" 1 —aDI).(a+ bl)

=a"+ @ b+ (@+b)la—a"+ (a+b)* L b—a"1lb)l

=a"+ ((@a+b)*»L(a+b)—aMl

=a"+ ((a+b)" —a")I

olup teorem dogrudur.

Sonug 4.2.1 a+bl € Z[I]* olsun. d=ebob{a,b} olmak iizere;
d b d d
@+bDl=did[ 2]+ [ 242 - 2] |1
d d d d
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ispat Tanim 4.2.1 ve Teorem 4.2.1’ den

(a+bl)! = d!.(%%]

LOREEEEN

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, nétrosofik yapilardan biri olan nétrosofik tamsayilar
halkasi iizerinde calisilmistir. Gauss tamsayilar halkas: ile benzerlik gosteren
notrosofik tamsayilar halkasinda, Z tamsayilar kiimesindeki bazi cebirsel
ozelliklerin gecerli olup olmadig, gecerli olmayan o6zelliklerin nasil
uyarlanabilecegi arastirilmistir. Bu dogrultuda “<” kismi siralama bagintisindan
yola ¢ikilarak tanimlanan denklik bagintisiyla denklik siniflar1 olusturulup Z[I}’
nin ayrisimlari elde edilmis, denklik siniflar1 sirali ikililer seklinde ifade edilerek
notrosofik tamsayilar gosterilmis, denklik siniflar1 dogrularla ifade edilerek
esitsizlik sistemlerinin ¢6zliim kiimeleri bolgesel olarak belirlenmistir. Pozitif ve
negatif notrosofik tamsay1 tanimlar1 verilerek, denklik siniflar latis diyagrami
ile gosterilmis, pozitif bir nétrosofik tamsayinin faktoriyeli, bir notrosofik

tamsayinin kuvvetleri kavramlari verilmistir.

Bundan sonraki calismalarda Z[I] noétrosofik tamsayilar kiimesinde bir
notrosofik tamsayinin asal ¢arpanlarina ayrilmasi, bu carpanlara ayrilmanin Z
tamsayilar kiimesinde oldugu gibi “tek tiirlii carpanlara ayirma” olup olmadig:
konular1 ¢alisilabilir. Boylece Z tamsayilar kiimesinin birgok cebirsel 6zelligi

Z[1] nétrosofik tamsayilar kiimesinde karsilik bulmus olacaktir.
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