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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Ac¢iklama

g Metrik tensor

[0) (1,1)-tipinden tensor alani

n 1-form

& Vektor alani

R Riemann egrilik tensorii

4 Riemann Konneksiyonu

7 Concircular egrilik tensorii

P Projektif egrilik tensorii

C Quasi-konformal egrilik tensorii
Q Ricci operatorii

S Ricci tensorii

[,] Lie bracket(parantez) operatorii
® Tensorel carpim

Ly Lie operatorii

Tp(M) p noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesi

x(M) Vektor alanlarinin ciimlesi



1. GIRIS

Glinlimiize kadar olan siiregte geometri biliminin 6nemi giderek artmistir. Zamanin
gerektirdigi sekilde ve insanligin ihtiyaglari dogrultusunda geometri bilimi farkli dallara
ayrilarak bircok 0zgiin c¢aligmalar yapilmistir. Diferansiyel hesaplamanin geometriye

uygulandig diferansiyel geometri bu alanlardan birisidir.

Gauss’un ylizeylerin egrilikleri ile ilgili ¢alismasi diferansiyel geometrinin baglangicina
dayanir. Gauss’un bu ¢alismalar1 Riemann manifoldu kavramina temel olusturmustur. Yerel
olarak IR™ oOklidyen uzayma benzeyen noktalar kiimelerine manifoldlar diyebiliriz. Bir
manifold sonlu sayida koordinat komsuluklarindan meydan gelir. Her bir koordinat
komsulugu IR™ uzaymin bir agik kiimesine homeomorfiktir. Koordinat komsuluklari,

manifold i¢in yerel koordinat sistemleri tanimlamaya imkan tanir.

Manifoldlar iizerinde tanimlanan Tanjant vektor kavrami en temel kavramdir. Tanjant vektor
kavramini bir¢ok sekilde tanimlayabiliriz. Manifoldlar iizerinde egri kavramini kullanarak
tanimlamak, geometrik olarak tanimlayabilece§imiz en uygun metottur. Manifoldun
iizerinde bir egri, I < IR agik aralifindan M manifolduna bir diferansiyellenebilir doniisiim
olarak ifade edilir. Manifold iizerinde bir p noktasindan gecen iki egrinin bu noktadaki
birinci tlirevleri ayni1 ise bu iki egriye denktir denir. Vektor alan1 kavrami ise, manifoldun
her noktasina bir tanjant vektorii karsilik getiren bir diferansiyellenebilir doniisiim olarak

tanimlanir.

Riemann manifoldlarinin 6zellikleri ile diferansiyel geometri cok yakindan alakalidir. Diger
bir ifadeyle manifoldlar ilizerindeki metrik kavramlar ile ilgilenir. Diger yandan bu
manifoldlarin egrilikleri, ylizeyler i¢in degisik egrilikler ve egriler i¢in burulmalar ¢alisilan

konulardan bazilaridir.

Diger taraftan n-boyutlu bir (M, g)- Riemann manifoldunda VV;,V, € y(M) igin
SV, V,) = Ag(V4, V) olacak sekilde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise, yani M nin Ricci
tensorii S, metrik tensor g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu denir. Ayrica (M, g) n-
boyutlu Riemann manifoldunda, Ricci tensor S igin V V;,V, € y(M) olmak iizere,

Sy, V,) = ag(Vy, Vy) + bn(Vy)n(Vy) esitligi saglanirsa M ye n-Einstein manifold denir.



Hemen hemen kontak manifoldlarin bir benzeri olan ve ayni sekilde diferansiyellenebilir bir
manifold iizerinde
n€) =1
p*=1-n1Q®¢

sartlarin1 saglayan (¢, &, 1) yapisini ilk olarak I. Sato tanimlamistir (Sato, 1976). Bu yap1
hemen hemen parakontak metrik yapi olarak adlandirilir. Hemen hemen parakontak
manifoldlar, hemen hemen kontak manifoldlar gibi daima tek boyutlu olmak zorunda

degildir.

Bu tez c¢alismasinda bir normal parakontak metrik manifoldun concircular egrilik
tensoriiniin, concircular egrilik tensorii, Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensort,
Ricci tensor ve quasi-konformal egrilik tensorleri iizerindeki etkileri arastirilmis ve elde
edilen sonuglara gore normal parakontak metrik manifoldlarin belirli sartlar altinda

indirgendigi durumlar incelenerek yeni sonuglar verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde tezimizde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki dnermeler dogru ise M bir n-

boyutlu topolojik manifolddur (Hacisalihoglu, 1980).

i) M bir Hausdorff uzayidir.
ii) M nin her bir agik alt climlesi E™ veya E™ in bir agik alt ciimlesine homeomorftur.

iii) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.

Tanim 2.2. M topolojik manifoldu ilizerinde bir p € M olsun. M nin p noktasinin bir

komsulugu U olmak tizere

dif —bilir
C*(U,IR) = {f| f : U—— IR}

climlesini ele alalim. Bu ciimlede V f,g € C*(U,IR) ve a,b € IR igin

i) Lineerlik

Vp(af +bg) = al,(f) + bVp(g),
ii) Leibniz

Ve(f-9) = Ve(g @) + f()Ve(9)

ozelliklerini saglayan V, fonksiyonuna M nin p noktasindaki tanjant vektorii denir (O’ Neill,

1983).

M nin p noktasindaki vektorlerin ciimlesi T, (M) ile gosterilir. Buna gore

o | lineer ve leibniz X . .
Tp,(M) = {Vp |VP: C*(M,IR) ——— IR} ile gosterelim. Bu ciimlede i¢ ve dig
islemler
®: Tp(M) X T,(M) - Tp(M)

(Vo, Wp) = Vo@®W,: C*(M,IR) - IR



(Vo®Wp)[f] = Vo] + Wolf]
Ve

®: IR X T,(M) - Tp(M)
(L, Vp) = AVp: C°(M,IR) - IR
(AVp)[f] = AVp[f],  Vf € C*(M,IR)

olarak tanimlanirlar. Yukaridaki islemlere gore T, (M) reel sayilar cismi lizerinde bir vektor

uzay1 olur. Bu vektor uzayina M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayr adi verilir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.3. M, n- boyutlu bir manifold ve p € M noktasindaki tanjant uzay1 T,,(M) olsun.

. lineer
T5(M) = {W, | W,: Tp(M) — IR}
uzayma T, (M) nin p noktasindaki dual uzay: veya kotanjant uzay ad verilir.

Tanim 2.4. M, n- boyutlu bir manifold ve M manifoldunun kotanjant uzay1 T,y (M) olsun.
w(p) € Ty (M) elemanma bir kovektor denir. Her bir w kovektorii; U, M nin bir koordinat

komsulugu olmak iizere
w: U > U T2 (M)
peU

P~ w(@):TE(M) > IR

biciminde tanimli bir lineer fonksiyon olup, M {izerinde bir /-form olarak adlandirilir

(O’Neill, 1983).
Tanim 2.5. Reel sayilar cismi iizerinde tanimli bir vektdr uzay1 V ve V* , V nin duali olsun.

(r+s)lineer

L(VT,V*S:R) = {f| f: V" x V* —— IR}

climlesinde i¢ ve dis islemler sirastyla



(f@g)(al' c Oy ﬁl' '"':85) = f(alJ c Ay ,81, '"Jﬁs) + g(al) - Oy ﬁl) ""ﬁs)

ve

(/1]()((11, c Ay .81' "".Bs) = Af(ab < Ay ,81, "'I.BS)

seklinde tanimlanirlar. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant

tensor uzayr denir. Bu uzayimn elemanlarina da (r, s) mertebeli tensér adi verilir (Boothby,

1986).

Tanim 2.6. M diferansiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki diferansiyellenebilir

fonksiyonlarin ciimlesi C* (M, IR) olsun.
V:C*(M,IR) - C* (M, IR) doniistimii

i) Vilaf +bg) = aVi(f) + bVi(g) Vf,g € C*(M,IR), a,b €IR
i) Vi(f.g) =Vi(f)g + fV1(9)

ozelliklerini sagliyorsa V; e M {izerinde bir vektor alan denir. M iizerinde vektor alanlarin

climlesi y (M) seklinde gosterilir (Boothby, 1986).

Tanim 2.7. M bir diferansiyellenebilir manifold ve M {izerindeki vektor alanlar1 ciimlesi

x (M) olmak iizere V;,V, € y(M) i¢cin

[1: x(M) X x(M) - x(M)
V1, V3) = [V, V;]

doniisimii V f € C*(M, IR) fonksiyonu i¢in
[Vl' Vz]f =W (Vz (f)) -V (V1(f))

seklinde tanimlansin. [,], y(M) tizerinde bir Lie operatoridir. Burada V,(f), f

fonksiyonunun V; vektor alanina gore yone gore tiirevidir.



M bir diferansiyellenebilir manifold, V V;,V,, V5 € y(M) olmak tizere f,g € C*(M, IR)

fonksiyonlart ve A € IR i¢in Lie operatdrii

i) [V1; VZ](f + g) = [Vl' VZ](f) + [V1; VZ](g)
i) [V, V21Qf) = AlVy, Vo If
lll) [V1; VZ](fg) = g[Vl' VZ](f) + f[V1; VZ](g)

ozelliklerini saglar (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.8. M ve M m ve n boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar ve f: M —» M

fonksiyonu p noktasinda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere,

£:Twu(P) = T (f(p))
»Vp) = Dol fil | repyr s Vol ol | 5py)

Vb = f.

ile tammli f, doniisiimiine f nin #irev doniisiimii denir. Eger g € C(M,IR), f(p) nin

komsulugunda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

(f*(VP))g = Vp(gof)
dir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.9. M bir diferensiyelenebilir manifold M {izerindeki C* vektor alanlarinin cimlesi
x(M) ve M den IR ye C* fonksiyonlarinin ciimlesi de C*° (M, IR) olsun. V V;,V,, Vs €
x(M)ve a,b € IR igin

gix(M) x y(M) » C*°(M,IR) doniisimii

i) Simetrik, yani g, Vy) = g(Vy, V)
ii) Pozitif tammhlik, V; #0i¢in g(V;,V;) =0 veg(Vy,V;) =0 &V, =0

lll) Blllneerllk, g(aV1 + bVZ' V3) = ag(Vl, V3) + bg(Vz, V3)

g(Vl' aVZ + ng) = ag(Vl, Vz) + bg(Vl, V3)



sartlarini sagliyorsa g ye M lizerinde bir Riemann metrigi veya (2,0) mertebeli metrik tensor

ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1 verilir (O’ Neill, 1983).

M fizerinde {x4, ..., x,} lokal koordinat sistemi olmak {izere, g metriginin bu koordinat

sistemi i¢in bilesenleri,

(a o
gij_ axi’an

ile verilir. Burada %, 1 <i <n,T,(M) nin bir bazidir (O’Neill, 1983).

Xi

Tanim 2.10. M diferansiyellenebilir manifoldu tizerindeki C* vektor alanlariin ciimlesi

x (M) olmak iizere;

2—lineer

V:ix(M) x (M) —— x(M)
WV, Vo) —— V(1 V) = Vi, V2

dontisimi V f,g € C*(M,IR), VV,,V,, V3 € x(M) igin,
DVy,(V, +V3) =V, V, +Vy, V3,

i) Veyagn,Va = fVy, V3 + gV, Vs,

lll) VV1 (fVZ) = fVV1V2 + Vl(,f)VZ

ozelliklerini saglarsa , V ya M {izerinde bir afin konneksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.11. (M, g) Riemann manifoldu tizerinde tanimlanan bir afin konneksiyon V olmak
tizere VVi,V,, V5 € y(M) i¢in V doniisimii asagidaki Onermeleri saglarsa V ya M
manifoldu tlizerinde tanimli bir sifir torsiyonlu Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita

konneksiyonu denir.

i) vy, Vo =V, Vi = [V4, V,] (konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi)



ll) Vlg (Vz, Vg) =g (Vvl Vz, V3) + g (Vz, VVl V3) (n’letl‘ikle bagdasma Ozelllgl) ) (O’Nelll,
1983).

Tanim 2.12. (M, g) Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan Riemann konnneksiyonu V

olmak tizere, V V;,V,, V5 € (M) igin

R: x(M) X (M) x x(M) — x(M)
R (Vp Vz)V3 = |7V1 |7V2 Vs — |7V2 VV1 Vs — V[Vl,Vz]VS

ile tanimlanan R fonksiyonu (3,1) mertebeli bir tensor alanidir. Bu tensére M nin Riemann

egrilik tensorii ad1 verilir (O’Neill, 1983).

AyricaVV, € y(M) igin
KV, V5, V3, V) = g(R(Vy, Vo) V5, V)

tensoriine de M nin Riemann-Christofel egrilik tensérii ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Riemann egrilik tensorii asagidaki ozelliklere sahiptir. V Vy, V,, V3, V,, Vs € y(M)

olmak iizere,

l) R(Vll VZ)V3 = _R(VZI Vl)VB’
i) g(R(Vy, VoVy, Vs) = —-g(R(V,, V)Vs, V),
iii) R(Vy, Vo)Vs + R(V,, Vo)V, + R(V3, Vi)V, = 0,

) g(RWV,, Vo)V, Vs) = g(R(V,, VsV, V).

Tanim 2.13. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Tp (M) tanjant uzayn iki boyutlu alt

uzayi II olmak iizere V;, V, € II tanjant vektorleri igin

g, VgV, V,) — g(Vy, V,)* # 0

olmak tlizere



gGRWVy, V)V, V)

KWy AV,) =
ante) gV, V1) g(Va, Voy — g(Vy, V2)?

ile tanimh K(V; AV,) ye II diizleminin kesit egriligi denir ve K (I1) ile gosterilir. Buradan
kolayca goriilebilir ki kesit egriligi Tp (M) tanjant uzayn iki boyutlu alt uzay1 IT den segilen
bazlardan bagimsizdir (Yano ve Kon,1984).

Tanim 2.14. Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g), M iizerinde Riemann egrilik tensorii

R ve y(M) nin bir ortonormal bazi {e;, e,, ..., e, } olmak lizere,

Q: x(M) - x(M)
V= QVy = Y RV ede;
=1

seklinde tanimlanan Q operatoriine Ricci operatorii denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.15. (M, g) bir n —boyutlu Riemann manifoldu ve bu manifoldun Riemann egrilik
tensorii R olsun. {eq, ey, ..., e,} climlesi y(M) nin ortonormal vektér alanlar1 olmak tizere
vV, V,, Vs € x(M) igin
S:x(M) X y(M) » C*(M,IR)
(V, V) » SV, V,) = izR(., V,)V;

doniisiimii ile tanimhi (0,2) —mertebeli
n
SWLVL) = ) g(R(e V)Vae)
i=1
tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tensorii ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1. M manifoldunun egrilik tensorii V Vy, V,, Vs € y(M) igin,

RV, Vo)Vs = c{g(V,, V)V, — g(Vy, V3)V,}
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olmak tizere, M manifoldunun kesit egriligi c sabitine esit ise, M manifolduna bir reel uzay

form denir ve M(c) seklinde gosterilir.

Tanim 2.16. (M, g), n —boyutlu bir Riemann manifoldu S ise manifoldun Ricci tensori

olmak tizere V V3, V, € y(M) igin

SV, V2) = ag(Vy, V) + bn(Vy)n(V2)

esitligi saglantyor ise M ye n-Einstein manifoldu denir. Buradaki a ve b, M manifoldu

iizerinde fonksiyonlar ve #-da bir 1-formdur (Boothby, 1986).
Tanim 2.17. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak tizere V V;, V, € y(M) igin
S, Vo) = 4g(Vy, V)

seklinde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise yani Ricci tensorii S, metrik tensér g nin bir

kat1 ise bu durumda M manifolduna bir Einstein manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.18. (M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, ...e,} lokal ortonormal

n
r= Z S(e;, ep)
i=1

vektor alanlar1 olmak tizere

ifadesinin degerine M nin skaler egriligi ad1 verilir (O’Neill,1983).
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3. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIiK MANIiFOLDLAR

Bu bdliimde, bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve bir normal parakontak metrik
manifoldun tanimlar1 verilmistir. Ayrica bir normal parakontak metrik manifoldun
concircular egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii ve quasi-konformal egrilik tensoriiniin
tanimlar1 verilerek ve bu tensorlere iligkin ileride kullanacagimiz bazi temel sonuglar elde

edilmistir.

n-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olan M iizerindeki her bir V;, V, vektor alanlari

icin, & bir kovaryant vektor alani, n bir 1 — form ve (1,1) —tipinden bir tensor ¢ olmak

lizere

¢*Vy =V, —n()E, $¢ =0, n(eV;) =0, n) =1 (3.1
ve

g(@Vy, dV,) = gV, Vo) —n(Vn(V2), n(y) =g, ), (3.2)

sartlarin1 saglayan (M, ¢, &,1, g) yapisina bir hemen hemen parakontak metrik manifold adi
verilir (Kaneyuki ve Williams, 1985).

Bir hemen hemen parakontak metrik manifoldu

(Vv @)Vy = —g(V3, V)€ — n(V)Vy + 2n(Vn(V,)¢€ (3.3)
Ve
PV, =V, & (3.4)

esitliklerini sagliyorsa bu durumda manifolda normal parakontak metrik manifold ad1 verilir

(Kaneyuki ve Williams, 1985).

Ayrica bir normal parakontak metrik manifoldun Riemann egrilik tensorii R, ¢ —sabit kesit
egriligine sahipse o zaman manifoldun Riemann egrilik tensorid, V V;,V,, Vs € y(M) olmak

lizere,
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c+3
RV, V)Vs = T{g(vz' V)V — gV, V3)V,}

-1
+ S MWWV, = DV + g, Vn (V)€

—g V2, VaIn(V1)€ + g(@V,, V3) @V — g(@dVy, V3) PV,
—29(pVy, V) ¢V} (3.5)

seklindedir (Kaneyuki ve Williams, 1985).

n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunda concircular, projektif ve quasi-konformal egrilik

tensorleri, sirasiyla V Vy, V,, V5 € (M) igin

ZWy,Va)Vs = RV, Vo)Vs — = [g V3, Va)Va — g (Vy, V3)Vs ], (3.6)
P(Vy, V)Vs = R(Vy, V,)Vs = —[S(Vy, Vo)V — SV, V)V, (3.7)
veE

C(Vy, Vo)Vs = aR(Vy, Vo)Vs + B[S(Vy, Vo)V, — S(Vy, Vo)V, + g(Vy, V5)QV,

—g(V1,V3)QVo] = [+ 2b][g(Vy, Va)Vy — g (V4, V3)Vs] (3.8)

bi¢iminde tanimlidir. Burada a ve b birer sabit, Q, Ricci operatdrii ve S, Ricci tensort, 7 ise

manifoldun skaler egriligidir (Yano, 1940).
Simdi daha sonra kullanacagimiz baz esitlikler bulacagiz.

M, n-boyutlu bir normal parakontak metrik manifoldu ve M nin Riemann egrilik tensorii R

olmak iizere, (3.5) denkleminde V; = ¢ sectigimizde,

R(E,Vo)Vs = g(Vo, V3)§ — n(Va)Vy, (3.9)
benzer sekilde (3.5) de V; = ¢ sectigimizde

R(Vy,V,)é =n(V)Vy —n(V)V,, (3.10)

esitlikleri elde edilir. Yine (3.10) de V, = ¢ i¢in
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R(V,8)¢ =V, —n(V)E (3.11)

bulunur. Ayrica (3.5) denkleminde esitligin her iki yanina & € y (M) uyguladigimizdaysa

nRWV, V,)V3) = gV, VaIn(Vy) — g(Vy, V3)n(V2) (3.12)

olarak hesaplanir.

Benzer sekilde, (3.6), (3.7) ve (3.8) esitliklerinden

2 V)V = |1 - =] [90, Va)§ = n(Va)Va] (3.13)
2 V)€ = |1 - | [n()§ - W2 (3.14)
P& V)Vs = g(Vo, Va)§ =[SV, Va)E + Vo)V, (3.15)
P, V)¢ = —[n()E - V3], (3.16)

CEVV, = [4a + blc(n —46) + 7n — 6] _%[ni 1 +20]]

®Lg(V2,V5)§ —n(V3)1e], (3.17)
~ 4 b —6)+7n—6
AT e L ]

Q)¢ — ;] (3.18)
elde edilir.

Ayrica burada M nin {ey, e, ..., e,_1, {} bazi1 igin
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S(Vli VZ) = g(R (V1; ei)ei' VZ) + g(R(Vli f)f) VZ)

esitligi yardimiyla Ricci tensorii ve Ricci operatorii sirasiyla,

SW1,Vo) = (=222) g (1, Vo) + (SR (V) (V) (3.19)
veE
QV1 _ (c(n—6)4+3n+2) V1 + (c(6—n)4+n—10) U(V1)€ (3.20)

olarak elde edilir. Buradan asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonu¢ 3.1. Her normal sabit kesit egrilikli parakontak metrik manifold 7- Einstein

manifoldudur.

Ayrica (3.19) denkleminde V; = & segtigimizde

SV, &) = (n—2)n() (3.21)

benzer sekilde

Q¢ =m—2)¢ (3.22)

olarak bulunur. Diger yandan M nin skaler egriligi

r= (n-1)[c(n—-6)+3n+4]-4
4

(3.23)

dir.
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4. BIR NORMAL PARAKONTAK METRIK MANIFOLDUN
CONCIRCULAR EGRILIK TENSORU

Bu béliimde ise Z(§,V,)R=0, Z(V)P=0, Z(EV)S=0, Z(EV)Z=0 ve
Z(&,V)C = 0 sartlar1 altinda ortaya ¢ikan sonuglar ve bu sonuglara gore bir normal

parakontak metrik manifold i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.

Teorem 4.1. n — boyutlu bir M(c) sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik
manifoldunda Z (&, V;)R = 0 sartinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart ya manifold M (1)

—seklinde bir reel uzay forma indirgenir ya da manifoldun skaler egriligi r = n(n — 1) dir.

Ispat: Kabul edelim ki n —boyutlu bir normal parakontak metrik manifoldunda Z (&, V;)R =
0 olsun. Burada V V;, V,, V3, V,, Vs € y(M) olmak lizere

(Z(Vy, V)R)(V3, Vs, V) = Z(Vy, Vo)R(Vs, V)V — R(Z(Vy, Vo) Vi, Vs )V,
F— R(V31 Z(Vll VZ)VS)V4 i R(V3, VS)Z(Vll VZ)I/AI-
=0 4.1)

oldugunu biliyoruz. (4.1) de V; = £ sectigimizde bu denklem

(Z& VIR)(Vs, Vs, V) = Z (&, Vo)R(Vs, VsV, — R(Z(E,V,)V3, VsV,
— R(V3, Z(§, V)Vs )Vy — R(V3, V5)Z(§, V)V,
-0 4.2)

halini alir.

(ZEVIR)W,V5,Vs) = |1 = oes| [9(Va R, VS)Va)E = R(V3, VSV )V

n—1)
- [1 - n(nr—_ 1)] R (g2 V3)§ = V3V, Vs)V,y
-t = =] R Va9 @a v~ vV

B [1 - n(nr— 1)] R (V3,Vs) (g(V2,Va)§ =n(V4)V2)
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=0 (4.3)

elde edilir. Buradan,

(ZEVIR)(V3, Vs, Vy) = [1 - ﬁ] [g(V2, R(V3,V5)V4)E —n(R(V3, V)V AV,

—g(V3, V3)R(E, Vs)V, + n(V3)R(V,, Vs)V,
—g(V, Vs)R(V3, OV, + n(Vs)R(V3, V5)V,
=gV, VW) R(V3, V5)§ + n(V)R(V5, Vs)V,] (4.4)

bulunur. Burada (3.9) ve (3.10) kullanildiginda,

(ZEVDIR)W3,Vs) V) = |1 ==l [g(V2, RWV3, VIV ) ~ (R, VS)Va)V

=g V2, V3)g Vs, Va)§ + g (V2, V3) n(Va)Vs + n(V3) R(V,, Vs)V,
+g(V2, Vs) g(V3, Vo) — gV, Vs)n (V) Vs + n(Vs)R(V3, V2)V,
=g (Vo, Vn(Vs)Vs + g (Va, Vdn (Va) Vs + n (V) R(Vs, Vs) V2]
(4.5)
elde edilir. (4.5) denkleminde V; = ¢ aldigimizda,

ZEVIRYEVS) V) = |1 =] [0V REVSVa)E = nRE VIV )V

—g(V2,§)g(Vs, V)& + g(V2, §) n(V)Vs + n(§) R(Vy, VeV,

+9(V2, Vs) g(§,Va)§ — g(Vo, VaIn (V)€ + n(Vs)R(E, Vo)V,

=gV, Vn(Vs)§ + g(V2, VaIn (Vs + n(Vo)R(E, Vs)V,]

-0 (4.6)
elde edilir.

(4.6) denkleminde, (3.1), (3.2) ve (3.9) kullanildiginda,

ZEVIRYEVS) V) = |1 = o] [0V Vs, Va)E = nVa)Vs)é

-1 (g5, V)¢ —n(V)Vs)V,
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—n(V2) g(Vs,Va)§ + n(Vdn(Va)Vs + R(V,, V5)V,

+9 Vo, Vs) n(V)§ — gV, Vs) n(V)§ + n(Vs) g(Va, Vi)

—nVs) n(V)Vz — g(V2, Vo) n(Vs)§ + g(Va, V) Vs

+n (V) gVs, V2)§ — n(Vy) n(V)Vs] (4.7)

elde edilir.

Buradan da, gerekli islemler ve kisaltmalar yapildiginda,

[1 — n(nr—n] [R(Vo, V)V, — gV, Vi)V, + g(V5, V) Vs] = 0 (4.8)

elde edilir. Bu ifadeden,

Ya [1 ] = 0 olup buradan r = n(n — 1) bulunur. Ya da

B n(n-1)
RV, VeV, = g(Vs, V)V, — g(V,, V) Vs
olup M manifoldu ¢ = 1 sabit kesit egrilikli Reel uzay formdur.

Tersine, M sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik manifoldu ¢ = 1 sabit kesit
egrilikli Reel uzay form olsun.

O zaman R(V;, Vo)V = g(Vp, V5)Vy, — g(Vy, V3)V,  esitligi

Z WV, V)R(V5, V)V, = Z(Vy, V3) R(V, V)V, — R(Z(Vy, Vo) V3, Vi)V,

—R(Va, Z(Vy, V2)Vs)Vy = R(V3, V) Z (Vy, Vo)V, (4.9)
esitliginde kullanilirsa;

(Z(Vp Vo)R(Vs, Vs)Vy = Z(Vy, V) (gWs, V)Vs — g((V3, Va)Vs)



—g(Vs, Vi) Z(Vy, Vo) Vs + g(Z(Vy, Vo) Vs, Vi ) Vs
—g(Z(Vy, Vo)Vs, Vi )Vs + g(Vs, V) Z(Vy, Vo) Vs

~g Vs, ZVy, V)V Vs + g(Va, Z(Vy, V2DV, )Vs
elde edilir. Buradan,

(Z(Vy, V))RWV3, VoV, = gV, V) Z(Vy, Vo) Vs — g(V3, V) Z(Vy, Vo) Vs
—g Vs, V) Z(Vy, Vo )Vs + g(Z(Vy, Vo) Vs, V) Vs
_g(Z(Vp V)Vs, V4>V3 + g(Va, V) Z(Vy, V,) Vs

_Q(Vs; Z(Vp Vz)V4)V3 + g(V3, Z(Vp Vz)V4)V5
M manifoldu ¢ =1 sabit egrilikli oldugundan (3.6) denkleminden

20V = 1= 5| (902, Vo)Vs - g, V)V2

dir. Bu ifadede (4.11) denkleminde kullanildiginda,

18

(4.10)

(4.11)

WL VIRW Vo)V = [1 = =T | L9V, ) 90, Vo)Vs = 95, V) gV, V)V

—g(V5,V,) g(Vo, Va)Vy + g(V5, V) g(Vy, V5) Vs
—g(Vs,Vu) g(Vo, Va)Vy + g(Vs, V) g(Vy, V3) Vs
—g Vo, V5) gV, V)Vs — g(V1, V3) g (Vy, Vy) Vs

—g(Vo, Vs) gV, V)Vs + g(V1, Vs) g (Vo, Vy) Vs
+9(V3, V) g(Vo, Vs)Vy — g(V3, Vo) g(Vy, Vs)V,

—g(V, V) gVs, V)V + g(Vy, V) g(Va, Vs) Vs
+9(Vo, V) g Vs, V)Vs — g(Vy, Vi) g (Vs, V2) V5]

Z(Vy, V2)R (V3,V5)V, = [1 - ﬁ] [g(Vs,Va) g(Va, Vs)Vs

—gWs, V) g(Vo, V3V, ]

(4.12)
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bulunur. Buradan V, =V, = £ i¢in

20, DR, Ve)E = [1 = ——| [ n(Va)n(Ve)Vy — n(VeIn(Va)V; | (4.13)

n(n—-1)
elde edilir. Bu da

(Z(Vp f) R) (V3' Vs) =0

demektir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2. n— boyutlu bir M(c) sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik
manifoldunda Z(&,V;)P = 0 sartinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart ya M bir Einstein

manifolduna indirgenir ya da manifoldun skaler egriligi r = n(n — 1) dir.

Ispat: Kabul edelim ki Z (&, V;)P = 0 olsun. Bu durumda Vv V;, V,, V5, V,, Vs € (M) olmak

lzere,

(ZW1,VP)(V3, Vs, Vy) = Z(V1,V)IPWV3,Vs)Vy — P( Z(V1,V)V3,Vs)V,
—P(V3, Z(Vy, V)V )V, — P(V3, V) Z(Vy, Vo)V, (4.14)

dir. (4.14) denkleminde V; = & alinirsa,

(Z(E, VZ)P)(VSJ VS' V4-) = Z(E' VZ) P(VS' VS)V4 - P( Z(E! VZ)VBJ VS)V4

—P(Va, Z(&,Vy)Vs )V, — P(Va, Vo) Z (€, Vo)V (4.15)

elde edilir. (4.15) denkleminde (3.13) kullanilirsa,

Tr
= |1~ s L90a P Vo) =P VoWV,

—P(g(V2,V3)¢ —n(V3)V,, VsV,
—P(V3,9(V3,Vs)E —=n(Vs)V Vs — P(V3,Vs)(g(V2, Va)E —n(V4)V3)] (4.16)
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elde edilir. Buradan,

= [t~ =g 92 Ps, VVE = P s VeV

=gV, V3) P(E, V)V +n(V3) P(V3,Vs)Vy
—g(V,,V5) P(V3, )V, + n(Vs) P(V3, V,)V,
—g V3, V) P(V3,Vs)€ + n(V)P(V3, V)V, ] (4.17)

dir. Ki buradan,
r
e AR A BTAL S T NAIALS

[ 1
gV, Vo) [ Ve, VD&~ (Ve VE ~ = nV)Va| 4 (V) P, VoIV,

[ 1 1
—g (s, Vs) [=g Vs, V)§ +— V)V + — SV, V)E| + (V) PO, V)V,

—g(V2, V) n_il n(Vs)Vs — ﬁ TI(Vs)Vs] + (V)P V3, Vs)Vs,] (4.18)

bulunur. Bu denklem agildiginda,

= [t 55| LW PO VIV =P VOV,

(Vo Vg (e, V)E 4~ gV, Vo) SV, VE +— g(Va, V) m(V)Vs
(V) PO Vo)V + g (Va, Vg (Va, V)E = gV, Vo) n(V)Vs
T g0 V) SUA,VE + (V) P V)Vs

1 1
Thn-1 gV, V) n(Vs)Vs + n-1 gWVo, Vo) n(V5)Vs + (V) P(V5,Vs)V,] =0

(4.19)
elde edilir. (4.19) denkleminde V; = ¢ aldigimizda,

= |1 s L9 PG VOVIE 0P VIV,
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1 1
(V) g(Vs, V4)€ + n—1 n(Vz) S(Vs, V4)€ + n—1 n(V2) n(V)Vs

n—2

71 9V, V) n(a)$

1
+P(Vo, Vo)V + g(V2, Vs) n(Vy)€ — n—1 gy, Vs) n(V,)€ — n

1 1
+nWs) P(E, V)V, — n—1 gV, V) n(Vs5)¢€ + n—1 gV, Vu) Vs + n(Vy) P(E, Vs)Vs]

=0 (4.20)

elde edilir. (4.20) denkleminde (3.15) kullanildiginda,

= [t L9 90 )6 = 5 5126 = — g

1 (90 VE ~ — (Vs V)E ~——= n(V)Vs ) Vs

n() 9V, V)& + 1 (V) SWs, V)& + (V) nV)Vs + P(Va, Vo)V
£V Vo) nV)E —— 9V, Vo) n(R)E — s gV VeIm(V)§
RV~ S VE = (V)Va)

1 1
Thn—1 gV, Vi) n(Vs)é + n—1 gV, V)Vs

(V) (9Ws, V)€ — = SV, V)¢ — —-n(V,)Vs ) = 0 (421)

bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar kisaltmalar yapildiginda,

1 1
[~ ] L9 Vo) = =5 SO, V() = = (Vg V2, Vo)§
1 1
—g(Vs, V)V, + — SWVs, V)V, + T—1 V) n(Vs)V,
1 1
—n(V2)g(Vs, Va)$ + EU(VZ) S(Vs, Va)$ + mn(Vz) nWV)Vs + P(V,, V)V,

1 -2
(W, VN (VE = ——= gV, Ve) n(V)§ = —— g Vo, Van(Vi)s§

1 1
+n(Vs)g(Vo, Va)é — n—1 n(Vs) S(V,, V3)€ — mn(Vs)n(Vz;)Vz
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1 1
Th—1 gV, Vu)n(Vs)é + n—1 gV, Vy)Vs

+9 Vs, VIn(V)E = — S5, V)n (V)€ — —n(V)n(V)Vs] = 0 (4.22)

(4.22) de V, = & alinirsa,

-2 1
~[1-2 1)] [N V)E = = (V)§ = — gV, Vo)

R (A A AL

nINVIE+ e nWInVE +— NV +—n(Ve)Vy = ———n(V)Vs
1 .

+9(Vo, V5)§ — e g(Va, V5)§ — R g(Vz Vs)¢

(Vg ~ % N8 - nlj AL
1 1
— =7 1WV2InWs)§ +——n(V2)Vs

1 1
+g Vs, V)€ — — S(Ws, V2)§ — mU(VZ)Vs] =0

1
= [t~ =g | Mg - =5 9 vedE —mm g

1
+9(Vs, V)¢ — — S(Vs,V2)§1 = 0

= [1 - —|[(52) gvs V)¢ — = s, V)E| = 0 (4.23)

n(n-1)

bulunur. (4.23) denkleminin her iki tarafi £ € y(M) ile garptigimizda,

- [1 _ n(nr_ 1)] [ni T (=S(Vs, V) + (n — Z)g(VS,VZ))] —0

Yar =n(n—1)dir. Yada,
S(WVs,V,) = (n—2) g(Vs,V,) olup, manifold bir Einstein manifoldudur.



23
Teoremin tersi agiktir.
Teorem 4.3. n — boyutlu bir M(c) sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik
manifoldunda Z(&,V;)S = 0 sartinin saglanmasi icin gerek ve yeter sart ya M bir Einstein

manifolduna indirgenir ya da manifoldun skaler egriligi r = n(n — 1) dir.

Ispat: Kabul edelim ki n — boyutlu bir M parakontak metrik manifoldunda Z(&,V;)S = 0
sart1 saglansmn. O zaman V V;,V,, V5, V,, Vs € y(M) lizere

S(ZWy, VvV, V) + S(V, Z(V,, V)V, ) = 0 dir. (4.24)

(4.24) denkleminde V; = £ segilirse

S(ZE VIV, V) +S (Vs, Z(E, V)V, ) =0 (4.25)

elde edilir. Burada,

[1 - ﬁ] [S(g(Va, V)€ — n(V)Va, V) + S(Va, g (Va, Va)E = n(VpV,)]

~0 (4.26)

bulunur. Buradan

r
[t~ =g 9V VIS ) = S0, VIn () + 90, VS Vs, ) = SV, VoI 2)

=0 (4.27)

bulunur. (4.27) denkleminde (3.21) kullanildiginda,

[1 - ﬁ] [(n = 2)g(V2, Van (V) = SV, VI (V) + (n — 2)g(Vy, Vi) (V)
— S(V3,V2)n(V,)]
—0 (4.28)
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bulunur. (4.28) denkleminde V; = & sectigimizde

[t~ 5] (= D29V ) = 5V, V@) + (1= 29 0, V)
- S Vn(V,)]
=0 (4.29)

dir. (4.29) denkleminde (3.2) ve (3.21) kullanildiginda,

r
[ ey LUREATARR AR CER I A
— (n = 2)n(V)n(V,)]
N (4.30)

bulunur. Buradan da,

|1 - | (=S, Vi) + (0 = 2095, V)] = 0 (431)

n(n-1)

bulunur. Buradan yar = n(n — 1) dir. Ya da
S =W, V) =m—2)g(V,,V,) olup, manifold bir Einstein manifolduna indirgenir.

Teoremin tersi agiktir.

Teorem 4.4. n boyutlu bir M (¢) sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik manifoldunda

Z(§,V1)Z =0 sartimin saglanmas1 igin gerek ve yeter sart ya M nin skaler egriligi

r
n(n-1)

r=n(n—1)yadaM, c=1+

sabit kesit egrilikli bir reel uzay formdur.

Ispat: Kabul edelim ki M normal parakontak metrik manifoldunda Z(&,V;)Z = 0 sarti
saglansin. Burada V V;,V,, V5, V,, Vs € x(M) igin,

(ZW, V)Z) Vs, Vs, V) = Z(Vy, Vo) Z(Va, VeIV, — Z(Z(Vy, Va)Vs, Vs )V,

—Z(Vs, Z(Vy, Vo)V )V — Z(Va, V) Z(Vy, V)V,
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oldugunu biliyoruz. Hipotezden,

(Z(f, VZ) Z(V3i VS' V4) = Z(E; VZ) Z(VS' VS)V4 - Z(Z(E, VZ)V3J VS)VAI-

—Z(Vs, Z(&, V)V )Vy — Z(Vs, V) Z(E, Vo)V,
—0 (4.32)

dir. (4.32) denkleminde (3.13) kullanilirsa,

1- n(nr_ 1): lg (Va, ZWs, VIV, )E = 1 Z(Vs, V)V, V5]

o e RN DTS (ATAAIA

1 5] 120, g, Vg =@Vl

o LA A A A ATA) (433)

elde edilir. (4.33) denkleminde gerekli islemler yapildiginda,

r
nn-—1)

—g(V,,V3) Z(fl Vs)V, + U(V3)7(V2: Vs)V,
—g(Vy, V) Z(Vs, WV, + (V) Z(V3, Vo)V,
—g(V3, V) Z(Vs,Vs5)é +n(V,) 7(V3: Vs)V2] (4.34)

0= [1 — ] [g (VZIZ(st Vs)V4)f - U(Z(V3: Vs)V4)V2]

bulunur. (4.34) esitliginden,

0=t - s 19 (. 20 vV )g = n( 200, VoV )Ve)

_1 - n(nr_ 1) [g(Vo, V) g(Vs, V. )E — g(Vo, V3) n(V)Vs] + n(Vs) Z(V,, Vs)V,

o s LA AR (A A O AT FR [T A AL

B [1 - ] [9(Va, Vo) n(Vs)Vs — g(Vo, Vo) n(Va) Vs | + (V) Z(V3, Vs)V, (4.35)

nn-1)
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elde edilir. (4.35) esitliginde, V; = & alindiginda,

0= |1 - 5| 1905 90 V08 —nV)E —n(gW, V2§ = VeV

(V) gVs, Va)§ +n(V2) n(Vy)Vs + Z(Vy, VsV,

—g(V2,Vs) n(V)§ + g(V2, V) n(Ve)§

+n(Vs) g(V2, V)& — n(Vs) n(V)V,

—g V2, V) n(V5)§ + g(V2, Vo) Vs

+n(Vy) g(Vs, V2)§ — n(V)n(V2)Vs] (4.36)

elde edilir. Buradan,

0= [t -5 90 1) n )¢ = () 9, V0)% - gV, V)V,

+77(V4) U(Vs)Vz B g(Vs' V4) U(Vz)f + U(Vz) U(V4)V5 + Z(sz VS)V4
—g V2, V) n(Vu)€ + g(Vo, Vs) n(Va)€ +n(Vs) g(Vo, Va)é — n(Vs)n(V )V,
=gV, V) n(Vs)é + gV, VIVs + (V) g(Vs, V2)€ — n(Va)n(V2)Vs]

dir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

=[1--1 ]Z [Z(Vo, Va)Vy + gV, V) Vs — g(Vs, Vi)V, ] = 0 (4.37)

n(n-1)

bulunur. (4.37) de (3.6) denklemi kullanildiginda,

=[1-— ]Z[R(VZ.VS)V4—[1+ gV VOV, — g, VIVsl | =0 (438)

n(n-1) n(n-1)

bulunur. Boylece ya

2
[1— _ ]=O olup r =n(n—1)dir. Yada

n(n-1)
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T

(n-1)

RV, VelVy = |1+ ——] [g(Vs, Vi)Vz — g(V, Vi)V5]  olup, M,

r
n(n-1)

c=|1+ | sabit kesit erilikli Reel uzay formdur.

Teoremin tersi agiktir.

Teorem 4.5. n— boyutlu bir M(c) sabit kesit egrilikli normal parakontak metrik

manifoldunda Z(&,V;)C = 0 sartinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ya manifoldun

4a—bc(n—6)+b(n—10)
4a

M(

) sabit kesit egrilikli bir reel uzay form olmasidir ya da M nin skaler

egriligi r = n(n — 1) dir.

Ispat: Kabul edelim ki M parakontak metrik manifoldunda Z(&,V;)C = 0 olsun. Daha
onceki teoremlerdekine benzer olarak

(Z,V)C) Vs, Vi, Vs) = Z(Vy, V) C(V5, Vi)V — C(Z(Vy, Vo) Vs, Vi ) Vs

—C(Vs, ZWVy, Vy)Vu) Vs — C(Vs, V) Z(Vy, V5 Vs (4.39)
oldugunu biliyoruz. (4.39) denkleminde V; = & sectigimizde hipotezden,

(ZEV)C) (Vs, Vi, Vs) = Z(&,V,) C(Vs, Vy)Vs — C(Z(E, V) V5, V) Vs
—C(Vs, Z(E, V)Vy )V — C(V5, V) Z(E,V,) Vs
=0 (4.40)

elde edilir. (4.40) denkleminde (3.13) esitligi kullanildiginda,

r

(Z,)C) (Vs, Vy, V) = [1 - m] [g (Vo C(Vs, Vi)V5)€ — n(C(Vs, Vi) V3)V,

—g(V3, Vs) E(f' Vs + n(Vs) CN‘(Vz' V)V;
—g(V, V) C(Vs, Vs + n(Vy) C(Vs, Vo)V
—g(V3, V3) €(V5' V)& + U(Z)ﬁ(vsj V)V, ]
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=0 (4.41)
elde edilir.

(3.17) denkleminde kisaltma yapmak igin,

. 4a + b[c(n —6) + 7n — 6] r[ a +2b]

4 n

n—1

olarak alinirsa,

C(f: VVs = A.[g(Va, V3)E —n(V3)V,]
C(VS» OV = A [—g Vs, V3)¢ + n(V3)Vs]
C(VS» V)¢ = A.[n(V)Vs —n(Vs)V,]

oldugundan ve bu esitlikler (4.41) de kullanildiginda

r
nn—1)

(Z('f: Vz)é)(V& Vi, V3) = [1 - ] [Q(V2: CVs, V4)V3)S( - U(C~(V5,V4)V3)V2

~A gV, Vs) gV, V3)E + A gV, Va)n(V3)Vy + n(Vs) C(V,, V,)Vs

+A4 gV, V,) g(Vs,V3)§ — A g(Vo, Vadn(V3) Vs + (V) C(Vs, V2) Vs

—A g(V3, V3) n(V)Vs + A gV, Vs In(Vs)Vy + n(V3) C(Vs, Va)V2]

=0 (4.42)
elde edilir.

(4.42) esitliginde Vs = & segilirse,

s [0V CE VW )E = m(EGE V)Y,

@@wwﬂm@%:p_

n(n
—Ag(V5,8) gV, Va)§ + A g(Vo, §) n(Va)Vy +1(§) C(Vy, Va) Vs
+A4 gV, V) g€, Va)§ — A gV, V) n(Va)§ + (V) C(&, Vo) Vs
—A gV, V3) n(V)E + A gV, V3) n(§Vs + n(Vs) C(§,Vy)V2]

=0 (4.43)
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dir. (4.43) esitliginde (3.1) ve (3.17) esitlikleri kullanildiginda,

= |1 | 14 90, V) 11§ = An(V) g, V)%

—A gV, V3)Vy + An(Vs) n(VV,

—An(V3) gWa, V3)§ + An(V,) n(V3)V, + C(Vy, Vo) Vs

+A gV, Vi) n(V3)€ — A g(Vo, Vo) n(V3)€ + An(Vy) g(Va, V3)§
—An(V) n(Va)V, — A gV, V3) ()€ + A g(V, V3V,

+An(V3) g(Va, V2)§ — An(V3) n(V2)V,]

=0 (4.44)

elde edilir. (4.44) esitliginden,

[1 — ﬁ] [CWVo, VIV — A gV, V)V, + A gV, V5)V,] = 0

bulunur. Buradayar = n(n — 1) dir. Yada

C(Vo, VIVs = A [g(Va, V3DV, — g(V, V3) V4] (4.45)
dir. (4.45) esitliginde V, - @V, wve V, — @V, alindiginda ve (3.8) kullanildiginda,

4a —bc(n—6)+ b(n—10
ROV, OV,)V, = D220 10 g 0w, vyov, — g(ava Ve ovi)

bulunur. Burada @ tensorii tiim manifoldu taradigindan, M sabit kesit egrilikli bir reel uzay
formdur. Bdylece ispat tamamlanir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu calisma, bir normal parakontak metrik manifoldun concircular egrilik tensorii iizerine
daha detayli caligmalar yapilabilmesine katkida bulunmak i¢in hazirlanmistir. Birinci ve
ikinci boliimde konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in gerekli temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii ve dordiincii boliimde ise bir normal parakontak metrik manifoldun
concircular egrilik tensoriinlin, Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensord,
concircular egrilik tensorii, Ricci tensorii ve quasi-konformal egrilik tensorleri tizerindeki
etkileri arastirilmistir. Elde edilen sonuglara gore normal parakontak metrik manifoldlarin

belirli sartlar altinda indirgendigi durumlar incelenerek yeni sonuglar verilmistir.

Sonug olarak bu tez ¢alismasi bir normal parakontak metrik manifoldun concircular egrilik
tensorii lizerine ¢alismalar yapacak olan her matematik¢inin yararlanabilecegi bir Tiirkce

kaynak olarak literatiire sunulmustur.



31

KAYNAKLAR

Ahsan, Z. and Siddiqui, S. A. (2009). Concircular Curvature Tensor and Fluid Space-times,
International Journal Theoretical Physics, 48, 3202-3212.

Akbaar, A. and Sarkar, A. (2013). On the Conhormonic and Concircular Curvature Tensors
of almost C(A)-manifolds, International Journal of Advanced Mathematical Sciences,

1(3), 134-138.

Atgeken, M., Dirik, S. and Yildirim, U. (2017). An Inequality for Warped Product Semi-
Invariant Submanifolds of a Normal Paracontact Metric Manifold, Filomat, 31(19),

6233-6240.

Atceken, M. and Yildirim, U. (2015). On almost C(a)-Manifold Satisfying Certain
Conditions on Concircular Curvature Tensor, Pure and Applied Mathematics Journal,

9, 4(1-2), 31-34.

Atceken, M. and Yildirim, U. (2016). On Almost C( @) —Manifolds Satisfying Certain
Conditions on Quasi-Conformal Curvature Tensor, Proceedings of the Jangjeon

Mathematical Society, 19(1), 115-124.

Atceken, M. and Yildirim, U. (2016). Almost C( @) -Manifolds Satisfying Certain
Curvature Conditions, Advanced Studies in Contemporary Mathematics, 26(3), 567—
578.

Atceken, M. and Yildirim, U. (2015). On an Almost C( @) -Manifold Satisfying Certain
Conditions on the Concircular Curvature Tensor, Pure and Applied Mathematics

Journal, 4(1-2), 31-34.

Atceken, M., Yildirrm, U. and Dirik, S. (2019). Semiparallel Submanifolds of a Normal
Paracontact Metric Manifold, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 48(2),
501-509.

Atceken, M., Yildirim, U. and Dirik, S. (2019). A Normal Paracontact Metric Manifold
Satisfying Some Conditions on the M-Projective Curvature Tensor, Konuralp Journal

of Mathematics, 7(1), 217-221.



32

Blair, D. E. (2010). Riemannian Geometry of Contact and Symplectic Manifolds (Second

Edition). Boston: Progress in Mathematics, 203, Birkhauser Boston. Inc.

Blair, D. E., Kim, S. K. and Tripathi M. M. (2015). On the Concircular Curvature Tensor of
a Contact Metric Manifold, Journal of the Korean Mathematical Society, 42(5), 883-
892.

Boothby, W. M. (1986). An Introduction to Differentiable Manifolds and  Riemannian

Geometry, London: Academic Press Inc.

De, U. C., Yildiz A. and Yalniz A. F. (2009). Locally ¢ —Symmetric Normal almost Contact
Metric Manifolds of Dimension 3. Apple Mathematical Letter, 22, 723-727.

De, U. C. and Mondal A. K. (2009). On 3-dimensional Normal almost Contact Metric
Manifolds Satisfying Certain Curvature Conditions, Communications of the Korean

Mathematical Society, 24, 265-275.

Erdem, S. (2002). On almost (Para)contact (Hyperbolic) Metric Manifolds and Harmonicity
of (¢, p)-Holomorphic Maps between them, Houston Journal of Mathematics, 28, 21-
45.

Erken, K. (2015). On almost Paracontact Metric Manifolds of dimension 3, Facta
Universitatis (NIS), Series: Mathematics and Informatics, 30(5), 777-778.

Hacisalihoglu, H.H. (1980). Diferensiyel Geometri, inonii Universitesi Yayinlari

Kaneyuki, S. and Williams, F. L. (1985). Almost Paracontact and Parahodge Structures on
Manifolds, Nagoya Mathematical Journal, 99, 173-187.

O’Neill, B. (1983). Semi-Riemann Geometry, Academic Press Inc.

Olszak, Z. (1986). Normal almost Contact Metric Manifolds of dimension three, Annales
Polonici Mathematici, XLVII, 41-50.

Ozgiir, C. and Tripathi M. M. (2007). On P-Sasakian Manifolds Satisfying Certain
Conditions on the Concircular Curvature Tensor, Turkish Journal of Mathematics, 31,

171-179.



33

Szabo, Z. 1. (1982). Structure Theorems on Riemannian Spaces Satisfying R(X,Y)R=0 the
Local Version, Differantial Geometry, 17, 531-582.

Sahin, B. (2012). Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi. Ankara:Nobel Yayinevi

Tripathi, M. M. and Kim, J. S. (2004). On the Concircular Curvature Tensor of a (K, u)-
Manifold, Balkan Journal of Geometry and Its Applications, 9(2), 104-114.

Welcyzko, J. (2009). On Legendre Curves in 3-dimensional Normal almost Paracontact

Metric Manifolds, Results in Mathematics, 54, 377-387.

Welcyzko, J. On Basic Curvature Identities for almost (Para)contact Metric Manifolds.

Available in Arxiv: Slant 1209.4731v1 [math.DG].

Welcyzko, J. (2014). Slant Curves in 3-Dimensional Normal almost Paracontact Metric

Manifolds, Mediterranean Journal of Mathematics, 11, 965-978.

Yano, K. and Bochner, S. (1953). Curvature and Betti numbers, Annals of Mathematics

Studies 32, Princeton University Press.

Yano, K. (1940). Concircular Geometry I, Concircular Transformations, Proceedings of the

Imperial Academy, Tokyo 16, 195-200.

Yano, K. and Kon, M. (1984). Structures on Manifolds, Series in Pure Mathematics, 3.
World Scientific Publishing Co., Singapore, 72.

Yildirim, U. and Atgeken, M. (2019). Bir Normal Hemen Hemen Parakontakt Metrik
Manifoldun Quasi-Konformal Egrilik Tensérii Uzerine, Giimiishane Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 9(2), 196-206.

Zamkovoy, S. (2009). Canonical Connections on Paracontact Manifolds, Annals of Global
Analysis and Geometry, 36, 37-60.



34

OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Adi- Soyadi : Uygar YILDIRIM

Bilimsel Faaliyetler (Yayinlar,Bildiriler,Katildig1 Projeler)

1-) Yildirim, U. and Yildirim, U. (2022). Some Curvature Properties of Normal Paracontact
Metric Manifolds, Journal of Mathematical Sciences & Computational Mathematics, 3(3),
258-266.



	Yüksek Lisans Tezi Kabul ve Onay Sayfası
	ÖZET

