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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler           Açıklama 
 

𝑔                                           Metrik tensor 

 
𝜙                                          (1,1)-tipinden tensör alanı 

 
𝜂                                           1-form 

 
𝜉                                            Vektör alanı        

                          
𝑅                                           Riemann eğrilik tensörü 

 
𝛻                                           Riemann Konneksiyonu          

                               
𝑍̃                                           Concircular eğrilik tensörü 

 
𝑃                                           Projektif eğrilik tensörü 

 
𝐶̃                                           Quasi-konformal eğrilik tensörü 

 
𝑄                                           Ricci operatörü 

 
𝑆                                            Ricci tensörü 

 
[, ]                                          Lie bracket(parantez) operatörü 

 
⨂                                           Tensörel çarpım 

 
𝐿𝑋                                          Lie operatörü 

 
𝑇𝑃(𝑀)                                   p noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesi 

 
𝜒(𝑀)                                     Vektör alanlarının cümlesi
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1. GİRİŞ 
 

Günümüze kadar olan süreçte geometri biliminin önemi giderek artmıştır. Zamanın 

gerektirdiği şekilde ve insanlığın ihtiyaçları doğrultusunda geometri bilimi farklı dallara 

ayrılarak birçok özgün çalışmalar yapılmıştır. Diferansiyel hesaplamanın geometriye 

uygulandığı diferansiyel geometri bu alanlardan birisidir.  

 

Gauss’un yüzeylerin eğrilikleri ile ilgili çalışması diferansiyel geometrinin başlangıcına 

dayanır. Gauss’un bu çalışmaları Riemann manifoldu kavramına temel oluşturmuştur. Yerel 

olarak 𝐼𝑅𝑛 öklidyen uzayına benzeyen noktalar kümelerine manifoldlar diyebiliriz. Bir 

manifold sonlu sayıda koordinat komşuluklarından meydan gelir. Her bir koordinat 

komşuluğu 𝐼𝑅𝑛  uzayının bir açık kümesine homeomorfiktir. Koordinat komşulukları, 

manifold için yerel koordinat sistemleri tanımlamaya imkân tanır. 

 

Manifoldlar üzerinde tanımlanan Tanjant vektör kavramı en temel kavramdır. Tanjant vektör 

kavramını birçok şekilde tanımlayabiliriz. Manifoldlar üzerinde eğri kavramını kullanarak 

tanımlamak, geometrik olarak tanımlayabileceğimiz en uygun metottur. Manifoldun 

üzerinde bir eğri, 𝐼 ⊂ 𝐼𝑅 açık aralığından 𝑀 manifolduna bir diferansiyellenebilir dönüşüm 

olarak ifade edilir. Manifold üzerinde bir 𝑝 noktasından geçen iki eğrinin bu noktadaki 

birinci türevleri aynı ise bu iki eğriye denktir denir. Vektör alanı kavramı ise, manifoldun 

her noktasına bir tanjant vektörü karşılık getiren bir diferansiyellenebilir dönüşüm olarak 

tanımlanır. 

 

Riemann manifoldlarının özellikleri ile diferansiyel geometri çok yakından alakalıdır. Diğer 

bir ifadeyle manifoldlar üzerindeki metrik kavramlar ile ilgilenir. Diğer yandan bu 

manifoldların eğrilikleri, yüzeyler için değişik eğrilikler ve eğriler için burulmalar çalışılan 

konulardan bazılarıdır. 

 

Diğer taraftan 𝑛-boyutlu bir (𝑀, 𝑔)- Riemann manifoldunda ∀ 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝜆𝑔(𝑉1, 𝑉2) olacak şekilde 𝑀 üzerinde bir 𝜆 fonksiyonu var ise, yani 𝑀 nin Ricci 

tensörü 𝑆, metrik tensör 𝑔 nin bir katı ise 𝑀 ye Einstein manifoldu denir. Ayrıca (𝑀, 𝑔) 𝑛-

boyutlu Riemann manifoldunda, Ricci tensör 𝑆 için ∀ 𝑉1, 𝑉2  ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere, 

𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝑎𝑔(𝑉1, 𝑉2) + 𝑏𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉2) eşitliği sağlanırsa 𝑀 ye 𝜂-Einstein manifold denir. 



2 
 

Hemen hemen kontak manifoldların bir benzeri olan ve aynı şekilde diferansiyellenebilir  bir 

manifold üzerinde  

𝜂(𝜉) = 1 

𝜙2 = 𝐼 − 𝜂⊗ 𝜉 

 

şartlarını sağlayan (𝜙, 𝜉, 𝜂) yapısını ilk olarak I. Sato tanımlamıştır (Sato, 1976). Bu yapı 

hemen hemen parakontak metrik yapı olarak adlandırılır. Hemen hemen parakontak 

manifoldlar, hemen hemen kontak manifoldlar gibi daima tek boyutlu olmak zorunda 

değildir.  

 

Bu tez çalışmasında bir  normal parakontak metrik manifoldun concircular eğrilik 

tensörünün, concircular eğrilik tensörü,  Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, 

Ricci tensör ve quasi-konformal eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri araştırılmış ve elde 

edilen sonuçlara göre normal parakontak metrik manifoldların belirli şartlar altında 

indirgendiği durumlar incelenerek yeni sonuçlar verilmiştir.  
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2.  TEMEL TANIMLAR 
 

Bu bölümde tezimizde kullanacağımız temel tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.1.   𝑀 bir topolojik uzay olsun. 𝑀 için aşağıdaki önermeler doğru ise 𝑀 bir n- 

boyutlu topolojik manifolddur (Hacısalihoğlu, 1980). 

 

i)    𝑀 bir Hausdorff uzayıdır.  

 
ii)   𝑀 nin her bir açık alt cümlesi 𝐸𝑛 veya 𝐸𝑛 in bir açık alt cümlesine homeomorftur. 

 
iii)  𝑀 sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir.  

 

Tanım 2.2.   𝑀 topolojik manifoldu üzerinde bir  𝑝 ∈ 𝑀 olsun. 𝑀 nin 𝑝 noktasının bir 

komşuluğu 𝑈 olmak üzere 

𝐶∞(𝑈, 𝐼𝑅) = {𝑓 ⎸𝑓 ∶ 𝑈
𝑑𝑖𝑓−𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟
→      𝐼𝑅} 

 

cümlesini ele alalım. Bu cümlede ∀ 𝑓, 𝑔 ∈  𝐶∞(𝑈, 𝐼𝑅) ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝑅 için 

 

i)   Lineerlik  

𝑉𝑝(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑉𝑝(𝑓) + 𝑏𝑉𝑃(𝑔), 

ii)  Leibniz                           

   𝑉𝑃(𝑓. 𝑔) = 𝑉𝑃(𝑓)𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝)𝑉𝑃(𝑔) 

 

özelliklerini sağlayan 𝑉𝑝 fonksiyonuna 𝑀 nin 𝑝 noktasındaki tanjant vektörü denir (O’Neill, 

1983). 

 
𝑀 nin 𝑝 noktasındaki vektörlerin cümlesi 𝑇𝑝(𝑀) ile gösterilir. Buna göre 

 

𝑇𝑃(𝑀) = {𝑉⃗ 𝑃 |𝑉⃗ 𝑃: 𝐶
∞(𝑀, 𝐼𝑅)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟 𝑣𝑒 𝑙𝑒𝑖𝑏𝑛𝑖𝑧
→             𝐼𝑅}  ile gösterelim. Bu cümlede iç ve dış 

işlemler 

⨁: 𝑇𝑃(𝑀) × 𝑇𝑝(𝑀) → 𝑇𝑃(𝑀) 

(𝑉⃗ 𝑃 , 𝑊⃗⃗⃗ 𝑃) → 𝑉⃗ 𝑃⨁𝑊⃗⃗⃗ 𝑃: 𝐶
∞(𝑀, 𝐼𝑅) → 𝐼𝑅 



4 
 

(𝑉⃗ 𝑃⨁𝑊⃗⃗⃗ 𝑃)[𝑓] = 𝑉⃗ 𝑃[𝑓] + 𝑊⃗⃗⃗ 𝑃[𝑓] 

ve 

⨀: 𝐼𝑅 × 𝑇𝑝(𝑀) → 𝑇𝑃(𝑀) 

(𝜆, 𝑉⃗ 𝑃) → 𝜆𝑉⃗ 𝑃: 𝐶
∞(𝑀, 𝐼𝑅) → 𝐼𝑅 

(𝜆𝑉⃗ 𝑃)[𝑓] = 𝜆𝑉⃗ 𝑃[𝑓],          ∀𝑓 ∈ 𝐶
∞(𝑀, 𝐼𝑅) 

 

olarak tanımlanırlar. Yukarıdaki işlemlere göre 𝑇𝑝(𝑀) reel sayılar cismi üzerinde bir vektör 

uzayı olur. Bu vektör uzayına 𝑀 manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant uzayı adı verilir  

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.3.   𝑀, 𝑛- boyutlu bir manifold ve 𝑝 ∈ 𝑀  noktasındaki tanjant uzayı 𝑇𝑝(𝑀)  olsun. 

 

𝑇𝑃
∗(𝑀)  = {𝑊𝑝  ⎸𝑊𝑝 : 𝑇𝑃(𝑀)

𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟
→   𝐼𝑅} 

 

uzayına 𝑇𝑝(𝑀) nin 𝑝 noktasındaki dual uzayı veya kotanjant uzay adı verilir. 

 

Tanım 2.4.   𝑀, 𝑛- boyutlu bir manifold ve 𝑀 manifoldunun kotanjant uzayı 𝑇𝑝
∗(𝑀)  olsun. 

⍵(𝑝) ∈ 𝑇𝑝
∗(𝑀) elemanına bir kovektör denir. Her bir ⍵ kovektörü; 𝑈,𝑀 nin bir koordinat 

komşuluğu olmak üzere 

⍵:𝑈 →⋃𝑇𝑃
∗(𝑀) 

𝑝𝜖𝑈

 

 

𝑝 → ⍵(𝑝):𝑇𝑃
∗(𝑀)  → 𝐼𝑅 

 

biçiminde tanımlı bir lineer fonksiyon olup, 𝑀 üzerinde bir 1-form olarak adlandırılır 

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.5.   Reel sayılar cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı 𝑉 ve 𝑉∗ , 𝑉 nin duali olsun. 

 

𝐿(V𝑟 , V∗𝑠: 𝑅) = {𝑓 ⎸𝑓: 𝑉𝑟 × 𝑉∗𝑠
(𝑟+𝑠)𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟
→        𝐼𝑅} 

 

cümlesinde iç ve dış işlemler sırasıyla 
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(𝑓⨁𝑔)(𝛼1, . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, … , 𝛽𝑠) = 𝑓(𝛼1, . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, … , 𝛽𝑠) + 𝑔(𝛼1, . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, … , 𝛽𝑠) 

ve 

(𝜆𝑓)(𝛼1, . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, … , 𝛽𝑠) = 𝜆𝑓(𝛼1, . . , 𝛼𝑟 , 𝛽1, … , 𝛽𝑠) 

 

şeklinde tanımlanırlar. Bu uzaya 𝑟. mertebeden kovaryant ve 𝑠. mertebeden kontravaryant 

tensör uzayı denir. Bu uzayın elemanlarına da (𝑟, 𝑠) mertebeli tensör adı verilir (Boothby, 

1986). 

 

Tanım 2.6.  𝑀 diferansiyellenebilir bir manifold ve 𝑀 üzerindeki diferansiyellenebilir 

fonksiyonların cümlesi 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) olsun. 

 

𝑉1: 𝐶
∞(𝑀, 𝐼𝑅) → 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) dönüşümü 

 

  i )  𝑉1(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑉1(𝑓) + 𝑏𝑉1(𝑔)     ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅),  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝑅 

 
 ii )  𝑉1(𝑓. 𝑔) = 𝑉1(𝑓)𝑔 + 𝑓𝑉1(𝑔) 

 
özelliklerini sağlıyorsa 𝑉1 e 𝑀 üzerinde bir vektör alan denir. 𝑀 üzerinde  vektör alanların 

cümlesi 𝜒(𝑀) şeklinde gösterilir (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.7.   𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑀 üzerindeki vektör alanları cümlesi 

𝜒(𝑀) olmak üzere 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝜒(𝑀) için  

 

[, ]  :  𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

                                                                      (𝑉1, 𝑉2) → [𝑉1, 𝑉2] 

 

dönüşümü  ∀ 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) fonksiyonu için 

 

[𝑉1, 𝑉2]𝑓 = 𝑉1(𝑉2(𝑓)) − 𝑉2(𝑉1(𝑓)) 

 

şeklinde tanımlansın. [, ], 𝜒(𝑀) üzerinde bir Lie operatörüdür. Burada 𝑉1(𝑓), 𝑓 

fonksiyonunun 𝑉1 vektör alanına göre yöne göre türevidir. 
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𝑀 bir diferansiyellenebilir manifold, ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) 

fonksiyonları ve 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 için Lie operatörü 

 

i)     [𝑉1, 𝑉2](𝑓 + 𝑔) = [𝑉1, 𝑉2](𝑓) + [𝑉1, 𝑉2](𝑔) 

 
ii)    [𝑉1, 𝑉2](𝜆𝑓) = 𝜆[𝑉1, 𝑉2]𝑓 

 
iii)   [𝑉1, 𝑉2](𝑓𝑔) = 𝑔[𝑉1, 𝑉2](𝑓) + 𝑓[𝑉1, 𝑉2](𝑔)   

 

özelliklerini sağlar (Yano ve Kon, 1984). 

 

Tanım 2.8.   𝑀 ve 𝑀̅  𝑚 ve 𝑛 boyutlu diferansiyellenebilir manifoldlar ve 𝑓:𝑀 → 𝑀̅ 

fonksiyonu 𝑝 noktasında diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere, 

 

𝑓∗: 𝑇𝑀(𝑃) → 𝑇𝑀̅(𝑓(𝑝)) 

𝑉𝑃 → 𝑓∗│𝑝(𝑉𝑃) = (𝑉̅𝑃[𝑓1]│𝑓(𝑝), … , 𝑉̅𝑃[𝑓𝑛]│𝑓(𝑝)) 

 

ile tanımlı 𝑓∗ dönüşümüne 𝑓 nin türev dönüşümü denir. Eğer 𝑔 ∈ 𝐶(𝑀̅, 𝐼𝑅), 𝑓(𝑝) nin 

komşuluğunda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise 

 

(𝑓∗(𝑉𝑃))𝑔 = 𝑉𝑃(𝑔𝑜𝑓) 

dır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.9.   𝑀 bir diferensiyelenebilir manifold  𝑀 üzerindeki 𝐶∞ vektör alanlarının cümlesi 

𝜒(𝑀) ve 𝑀 den 𝐼𝑅 ye 𝐶∞ fonksiyonlarının cümlesi de 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) olsun. ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 ∈

𝜒(𝑀) ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝑅 için 

      𝑔: 𝜒(𝑀) ×  𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅)  dönüşümü 

𝑖)   Simetrik, yani            𝑔(𝑉1, 𝑉2) = 𝑔(𝑉2, 𝑉1) 

 
𝑖𝑖)  Pozitif tanımlılık,      𝑉1 ≠ 0 için   𝑔(𝑉1, 𝑉1) ≥ 0  𝑣𝑒 𝑔(𝑉1, 𝑉1) = 0 ⇔ 𝑉1 = 0 
 

𝑖𝑖𝑖) Bilineerlik,                𝑔(𝑎𝑉1 + 𝑏𝑉2, 𝑉3) = 𝑎𝑔(𝑉1, 𝑉3) + 𝑏𝑔(𝑉2, 𝑉3) 

                                        𝑔(𝑉1, 𝑎𝑉2 + 𝑏𝑉3) = 𝑎𝑔(𝑉1, 𝑉2) + 𝑏𝑔(𝑉1, 𝑉3) 
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şartlarını sağlıyorsa 𝑔 ye 𝑀 üzerinde bir Riemann metriği veya (2,0) mertebeli metrik tensör 

ve (𝑀, 𝑔) ikilisine de bir Riemann manifoldu adı verilir (O’Neill, 1983).  

 
𝑀 üzerinde {𝑥1, … , 𝑥𝑛} lokal koordinat sistemi olmak üzere,  𝑔 metriğinin bu koordinat 

sistemi için bileşenleri, 

 

𝑔𝑖𝑗 = (
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕

𝜕𝑥𝑗
) 

 

ile verilir. Burada   𝜕
𝜕𝑥𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑇𝑝(𝑀) nin bir bazıdır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.10.   𝑀 diferansiyellenebilir manifoldu üzerindeki 𝐶∞ vektör alanlarının cümlesi 

𝜒(𝑀) olmak üzere; 

               ∇: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀)
  2−𝑙𝑖𝑛𝑒𝑒𝑟
→       𝜒(𝑀) 

                                  (𝑉1, 𝑉2)
………………..
→       ∇(𝑉1, 𝑉2) = ∇𝑉1𝑉2 

 

dönüşümü ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) , ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3  ∈  𝜒(𝑀) için, 

 

𝑖) ∇𝑉1(𝑉2 + 𝑉3) = ∇𝑉1𝑉2 + ∇𝑉1𝑉3, 

 
𝑖𝑖) ∇𝑓𝑉1+𝑔𝑉2𝑉3 = 𝑓∇𝑉1𝑉3 + 𝑔∇𝑉2𝑉3, 

 
𝑖𝑖𝑖) ∇𝑉1(𝑓𝑉2) = 𝑓∇𝑉1𝑉2 + 𝑉1(𝑓)𝑉2  

 

özelliklerini sağlarsa , ∇  ya 𝑀 üzerinde bir afin konneksiyon denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.11.   (𝑀, 𝑔)  Riemann manifoldu üzerinde tanımlanan bir afin konneksiyon ∇ olmak 

üzere ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3  ∈  𝜒(𝑀) için ∇ dönüşümü aşağıdaki önermeleri sağlarsa ∇ ya 𝑀 

manifoldu üzerinde tanımlı bir sıfır torsiyonlu Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita 

konneksiyonu denir.  

 

𝑖) 𝛻𝑉1𝑉2 − 𝛻𝑉2𝑉1 = [𝑉1, 𝑉2] (konneksiyonun sıfır torsiyon özelliği) 
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𝑖𝑖) 𝑉1𝑔(𝑉2, 𝑉3) = 𝑔(∇𝑉1𝑉2 , 𝑉3) + 𝑔(𝑉2, ∇𝑉1𝑉3) (metrikle bağdaşma özelliği)  )  (O’Neill, 

1983). 

 

Tanım 2.12.   (𝑀, 𝑔)  Riemann manifoldu üzerinde tanımlanan Riemann konnneksiyonu  𝛻 

olmak üzere, ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑅: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝛻𝑉1𝛻𝑉2𝑉3 − 𝛻𝑉2𝛻𝑉1𝑉3 − 𝛻[𝑉1,𝑉2]𝑉3 

 

ile  tanımlanan 𝑅 fonksiyonu  (3,1) mertebeli bir tensör alanıdır. Bu tensöre 𝑀 nin Riemann 

eğrilik tensörü adı verilir (O’Neill, 1983). 

 

Ayrıca ∀ 𝑉4 ∈ 𝜒(𝑀) için  

𝐾(𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4) = 𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉4) 

 

tensörüne de 𝑀 nin Riemann-Christofel eğrilik tensörü adı verilir (O’Neill, 1983). 

 

Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki özelliklere sahiptir. ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 , 𝑉4, 𝑉5  ∈  𝜒(𝑀) 

olmak üzere,  

 

𝑖) 𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = −𝑅(𝑉2, 𝑉1)𝑉3, 

 
𝑖𝑖) 𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉4, 𝑉5) = −𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉5, 𝑉4), 

 
𝑖𝑖𝑖) 𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 + 𝑅(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 + 𝑅(𝑉3, 𝑉1)𝑉2 = 0, 

 
𝑖𝑣) 𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉4, 𝑉5) = 𝑔(𝑅(𝑉4, 𝑉5)𝑉1, 𝑉2). 

  

Tanım 2.13.   (𝑀, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑇𝑃(𝑀) tanjant uzayın iki boyutlu alt 

uzayı П olmak üzere 𝑉1, 𝑉2 ∈ П tanjant vektörleri için 

 

𝑔(𝑉1, 𝑉1)𝑔(𝑉2, 𝑉2) − 𝑔(𝑉1, 𝑉2)
2 ≠ 0 

olmak üzere 
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𝐾(𝑉1 ∧ 𝑉2) =
𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉2, 𝑉1)

𝑔(𝑉1, 𝑉1)𝑔(𝑉2, 𝑉2) − 𝑔(𝑉1, 𝑉2)2
 

 

ile tanımlı 𝐾(𝑉1 ∧ 𝑉2) ye П düzleminin kesit eğriliği denir ve 𝐾(П) ile gösterilir. Buradan 

kolayca görülebilir ki kesit eğriliği 𝑇𝑃(𝑀) tanjant uzayın iki boyutlu alt uzayı П den seçilen 

bazlardan bağımsızdır (Yano ve Kon,1984). 

 

Tanım 2.14.   Bir 𝑛-boyutlu Riemann manifoldu (𝑀, 𝑔), 𝑀 üzerinde Riemann eğrilik tensörü 

𝑅 ve 𝜒(𝑀) nin bir ortonormal bazı {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} olmak üzere, 

 

𝑄: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

 

𝑉1 → 𝑄𝑉1 =∑𝑅(𝑉1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖

𝑛

İ=1

 

 

şeklinde tanımlanan 𝑄 operatörüne Ricci operatörü denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.15.   (𝑀, 𝑔) bir 𝑛 −boyutlu Riemann manifoldu ve bu manifoldun Riemann eğrilik 

tensörü  𝑅 olsun.  {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} cümlesi 𝜒(𝑀) nin ortonormal vektör alanları olmak üzere 

∀ 𝑉1 , 𝑉2, 𝑉3  ∈  𝜒(𝑀) için 

𝑆: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶∞(𝑀, 𝐼𝑅) 

                                    (𝑉1, 𝑉2) → 𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝑖𝑧𝑅(. , 𝑉1)𝑉2 

 

dönüşümü ile tanımlı (0,2) −mertebeli 

𝑆(𝑉1, 𝑉2) =∑𝑔(𝑅(𝑒𝑖, 𝑉1)𝑉2, 𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

 

tensör alanına (𝑀, 𝑔) manifoldunun Ricci tensörü adı verilir (O’Neill, 1983). 

 

Teorem 2.1.   𝑀 manifoldunun eğrilik tensörü ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3  ∈  𝜒(𝑀) için, 

 

𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝑐{𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2} 

 



10 
 

olmak üzere, 𝑀 manifoldunun kesit eğriliği 𝑐 sabitine eşit ise, 𝑀 manifolduna bir  reel uzay 

form denir ve 𝑀(𝑐)  şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 2.16.   (𝑀, 𝑔), 𝑛 −boyutlu bir Riemann manifoldu 𝑆 ise manifoldun  Ricci tensörü 

olmak üzere ∀ 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝑎𝑔(𝑉1, 𝑉2) + 𝑏𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉2) 

 

eşitliği sağlanıyor ise 𝑀 ye 𝜂-Einstein manifoldu denir. Buradaki 𝑎 ve 𝑏, 𝑀 manifoldu 

üzerinde fonksiyonlar ve η-da bir 1-formdur (Boothby, 1986). 

 

Tanım 2.17.   (𝑀, 𝑔), 𝑛-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere ∀ 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝜆𝑔(𝑉1, 𝑉2) 

 

şeklinde 𝑀 üzerinde bir 𝜆 fonksiyonu var ise yani Ricci tensörü 𝑆, metrik tensör 𝑔 nin bir 

katı ise bu durumda 𝑀 manifolduna bir  Einstein manifoldu denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 2.18.   (𝑀, 𝑔), 𝑛-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {𝑒1, … 𝑒𝑛} lokal ortonormal 

vektör alanları olmak üzere 

𝑟 =∑𝑆(𝑒𝑖, 𝑒𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

ifadesinin değerine 𝑀 nin skaler eğriliği adı verilir (O’Neill,1983). 
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3. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRİK MANİFOLDLAR 
 

Bu bölümde, bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve  bir normal parakontak metrik 

manifoldun tanımları verilmiştir. Ayrıca bir normal parakontak metrik manifoldun 

concircular eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörünün 

tanımları verilerek ve bu tensörlere ilişkin ileride kullanacağımız bazı temel sonuçlar elde 

edilmiştir.  

 

𝑛-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olan  𝑀 üzerindeki her bir 𝑉1, 𝑉2 vektör alanları 

için, 𝜉 bir kovaryant vektör alanı, 𝜂 bir 1 − 𝑓𝑜𝑟𝑚 ve (1,1) −tipinden bir tensör 𝜙 olmak 

üzere 

 
 𝜙2 𝑉1 = 𝑉1 − 𝜂(𝑉1)𝜉,           𝜙𝜉 = 0,          𝜂(𝜙𝑉1) = 0,           𝜂(𝜉) = 1                             (3.1) 

 
ve 

 
 𝑔(𝜙𝑉1 , 𝜙𝑉2) = 𝑔(𝑉1, 𝑉2) − 𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉2),           𝜂(𝑉1) = 𝑔(𝑉1, 𝜉),                                        (3.2) 

 
şartlarını sağlayan (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına bir hemen hemen parakontak metrik manifold adı 

verilir (Kaneyuki ve Williams, 1985).  

 

Bir hemen hemen parakontak metrik manifoldu 

 

(∇𝑉1𝜙)𝑉2 = −𝑔(𝑉1, 𝑉2)𝜉 − 𝜂(𝑉2)𝑉1 + 2𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉2)𝜉                                                           (3.3) 

ve 

𝜙𝑉1 = ∇𝑉1𝜉                                                                                                                                       (3.4) 

 

eşitliklerini sağlıyorsa bu durumda manifolda normal parakontak metrik manifold adı verilir 

(Kaneyuki ve Williams, 1985). 

 

Ayrıca bir normal parakontak metrik manifoldun Riemann eğrilik tensörü 𝑅,  𝑐 –sabit kesit 

eğriliğine  sahipse o zaman manifoldun Riemann eğrilik tensörü,  ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 ∈  𝜒(𝑀) olmak 

üzere,                         
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𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 
𝑐 + 3

4
{𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2} 

+ 
𝑐 − 1

4
{𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉3)𝑉2 − 𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉3)𝑉1 + 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝜂(𝑉2)𝜉             

                    −𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜂(𝑉1)𝜉 + 𝑔(𝜙𝑉2, 𝑉3)𝜙𝑉1 − 𝑔(𝜙𝑉1, 𝑉3)𝜙𝑉2 

                    −2𝑔(𝜙𝑉1 , 𝑉2)𝜙𝑉3}                                                                                                   (3.5) 

 

şeklindedir (Kaneyuki ve Williams, 1985).     

 

𝑛-boyutlu (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldunda concircular, projektif  ve quasi-konformal eğrilik 

tensörleri, sırasıyla ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 ∈ 𝜒(𝑀) için 

 

𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
[𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2],                                       (3.6) 

𝑃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 −
1

𝑛−1
[𝑆(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑆(𝑉1, 𝑉3)𝑉2],                                             (3.7) 

ve 

𝐶̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝑎𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 + 𝑏[𝑆(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑆(𝑉1, 𝑉3)𝑉2 + 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑄𝑉1 

 
                     −𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑄𝑉2] −

𝑟

𝑛
[
𝑎

𝑛−1
+ 2𝑏][𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2]                            (3.8) 

 

biçiminde tanımlıdır. Burada 𝑎 ve 𝑏 birer sabit, 𝑄, Ricci operatörü ve 𝑆, Ricci tensörü, 𝑟 ise 

manifoldun skaler eğriliğidir (Yano, 1940).  

 
Şimdi daha sonra kullanacağımız bazı eşitlikler bulacağız. 

 
𝑀, 𝑛-boyutlu bir normal parakontak metrik manifoldu ve 𝑀 nin Riemann eğrilik tensörü 𝑅 

olmak üzere, (3.5) denkleminde 𝑉1 = 𝜉 seçtiğimizde, 

 

𝑅( 𝜉, 𝑉2)𝑉3 = 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2,                                                                                          (3.9) 

 

benzer şekilde (3.5) de 𝑉3 = 𝜉 seçtiğimizde 

 

𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝜉 = 𝜂(𝑉2)𝑉1 − 𝜂(𝑉1)𝑉2,                                                                                             (3.10) 

 

eşitlikleri elde edilir. Yine (3.10) de 𝑉2 = 𝜉  için 
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𝑅(𝑉1, 𝜉)𝜉 = 𝑉1 − 𝜂(𝑉1)𝜉                                                                                                             (3.11) 

 

bulunur. Ayrıca (3.5) denkleminde eşitliğin her iki yanına 𝜉 ∈ 𝜒(𝑀) uyguladığımızdaysa 

 

𝜂(𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3) = 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜂(𝑉1) − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝜂(𝑉2)                                                             (3.12) 

 

olarak hesaplanır. 

 

Benzer şekilde, (3.6), (3.7) ve (3.8) eşitliklerinden  

 

𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 −  𝜂(𝑉3)𝑉2],                                                             (3.13) 

 
𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝜉 = [1 −

𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [ 𝜂(𝑉2)𝜉 − 𝑉2],                                                                                (3.14) 

 
𝑃(𝜉, 𝑉2)𝑉3 = 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 −

1

𝑛−1
[𝑆(𝑉2, 𝑉3)𝜉 + 𝜂(𝑉3)𝑉2],                                                      (3.15) 

 

𝑃(𝜉, 𝑉2)𝜉 =
1

𝑛−1
[𝜂(𝑉2)𝜉 − 𝑉2],                                                                                                 (3.16) 

 
 

𝐶̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3 = [
4𝑎 + 𝑏[𝑐(𝑛 − 6) + 7𝑛 − 6]

4
−
𝑟

𝑛
[
𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] 

 
                    ⨂[𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2],                                                                                       (3.17) 

 

𝐶̃(𝜉, 𝑉2)𝜉 = [
4𝑎 + 𝑏[𝑐(𝑛 − 6) + 7𝑛 − 6]

4
−
𝑟

𝑛
[
𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] 

 
                   ⨂[𝜂(𝑉2)𝜉 − 𝑉2]                                                                                                          (3.18) 

 

elde edilir.  

 

Ayrıca burada 𝑀  nin {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛−1, 𝜉} bazı için 
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𝑆(𝑉1, 𝑉2) = 𝑔(𝑅(𝑉1, 𝑒𝑖)𝑒𝑖, 𝑉2) + 𝑔(𝑅(𝑉1, 𝜉)𝜉, 𝑉2) 

 

eşitliği yardımıyla Ricci tensörü ve Ricci operatörü sırasıyla, 

 

𝑆(𝑉1,𝑉2) = (
𝑐(𝑛−6)+3𝑛+2

4
)𝑔(𝑉1,𝑉2) + (

𝑐(6−𝑛)+𝑛−10

4
)𝜂(𝑉1)𝜂(𝑉2)                                           (3.19) 

ve 

𝑄𝑉1 = (
𝑐(𝑛−6)+3𝑛+2

4
) 𝑉1 + (

𝑐(6−𝑛)+𝑛−10

4
) 𝜂(𝑉1)𝜉                                                              (3.20) 

 

olarak elde edilir. Buradan aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 

 

Sonuç 3.1. Her normal sabit kesit eğrilikli parakontak metrik manifold 𝜂- Einstein 

manifoldudur. 

 

Ayrıca (3.19) denkleminde 𝑉1 = 𝜉 seçtiğimizde 

 

𝑆(𝑉1, 𝜉) = (𝑛 − 2)𝜂(𝑉1)                                                                                                             (3.21) 

 

benzer şekilde 

 

𝑄𝜉 = (𝑛 − 2)𝜉                                                                                                                              (3.22) 

 

olarak bulunur. Diğer yandan 𝑀  nin skaler eğriliği 

 

𝑟 =
(𝑛−1)[𝑐(𝑛−6)+3𝑛+4]−4

4
                                                                                                           (3.23) 

 

dir. 
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4. BİR NORMAL PARAKONTAK METRİK MANİFOLDUN 

CONCİRCULAR EĞRİLİK TENSÖRÜ 
 

Bu bölümde ise 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑅 = 0,   𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑃 = 0,   𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑆 = 0,  𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑍̃ = 0  ve 

𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝐶̃ = 0 şartları altında ortaya çıkan sonuçlar ve bu sonuçlara göre bir normal 

parakontak metrik manifold için bazı karakterizasyonlar verilmiştir. 

 

Teorem 4.1.  𝑛 − boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik 

manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑅 = 0 şartının sağlanması için gerek ve yeter şart ya manifold 𝑀(1) 

–şeklinde bir reel uzay forma indirgenir ya da manifoldun skaler eğriliği 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. 

 

İspat:  Kabul edelim ki 𝑛 –boyutlu bir normal parakontak metrik manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑅 =

0 olsun. Burada ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 , 𝑉4, 𝑉5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) = 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                             − 𝑅(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4 

                                             = 0                                                                                                         (4.1) 

 

olduğunu biliyoruz. (4.1) de 𝑉1 = 𝜉 seçtiğimizde bu denklem 

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑅)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) = 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                           − 𝑅(𝑉3, 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉4 

                                           = 0                                                                                                           (4.2) 

 

halini alır. 

 

(𝑍̃(𝜉,𝑉2)𝑅)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 ]  

−[1 −
𝑟

𝑛(𝑛− 1)
]  𝑅 (𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2, 𝑉5)𝑉4                                           

                                                − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
]  𝑅 (𝑉3, 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 − 𝜂(𝑉5)𝑉2)𝑉4 

                                                − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
]  𝑅 (𝑉3, 𝑉5) (𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉2) 
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                                            = 0                                                                                                          (4.3) 

  

elde edilir. Buradan, 

 

(𝑍̃(𝜉,𝑉2)𝑅)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2  

                                           −𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑅(𝜉, 𝑉5)𝑉4 + 𝜂(𝑉3)𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

                                           −𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑅(𝑉3, 𝜉)𝑉4 + 𝜂(𝑉5)𝑅(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

                                           −𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝜉 + 𝜂(𝑉4)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉2]                                   (4.4)     

         

bulunur. Burada (3.9) ve (3.10) kullanıldığında, 

 

(𝑍̃(𝜉,𝑉2)𝑅)(𝑉3, 𝑉5) 𝑉4) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2  

                                             −𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝜂(𝑉3) 𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

                                             +𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝜉 − 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉4)𝑉3 + 𝜂(𝑉5)𝑅(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

                                            −𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉5)𝑉3 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉3)𝑉5 + 𝜂(𝑉4)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉2]      

                                                            (4.5) 

elde edilir. (4.5) denkleminde 𝑉3 = 𝜉 aldığımızda, 

 

(𝑍̃(𝜉,𝑉2)𝑅)(𝜉,𝑉5) 𝑉4) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑅(𝜉, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑅(𝜉, 𝑉5)𝑉4)𝑉2  

                   −𝑔(𝑉2, 𝜉)𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝜉) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝜂(𝜉) 𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

 +𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑔(𝜉, 𝑉4)𝜉 − 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑉5)𝑅(𝜉, 𝑉2)𝑉4 

               −𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉5)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝜉)𝑉5 + 𝜂(𝑉4)𝑅(𝜉, 𝑉5)𝑉2]  

                                     = 0                                                                                               (4.6) 

elde edilir. 

 

(4.6) denkleminde,  (3.1) , (3.2) ve (3.9) kullanıldığında, 

 

(𝑍̃(𝜉,𝑉2)𝑅)(𝜉,𝑉5) 𝑉4) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −  𝜂(𝑉4)𝑉5)𝜉 

                                         − 𝜂 (𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉5)𝑉2 
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                                         − 𝜂(𝑉2) 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +  𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

                                         +𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 − 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑉5) 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 

          −𝜂(𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝑉2 − 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

                                          +𝜂(𝑉4) 𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −  𝜂(𝑉4) 𝜂(𝑉2)𝑉5]                                              (4.7) 

 

elde edilir.  

 

Buradan da, gerekli işlemler ve kısaltmalar yapıldığında, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 − 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5] = 0                                               (4.8) 

 

elde edilir. Bu ifadeden, 

 

Ya  [1 − 𝑟

𝑛(𝑛−1)
] = 0 olup buradan 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) bulunur. Ya da 

 

𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 = 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 − 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

 

olup 𝑀 manifoldu 𝑐 = 1 sabit kesit eğrilikli Reel uzay formdur. 

 

Tersine, 𝑀 sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik manifoldu 𝑐 = 1  sabit kesit 
eğrilikli Reel uzay form olsun.  

 

O zaman  𝑅(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 = 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2       eşitliği 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 = 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2) 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                        −𝑅(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4                              (4.9)     

              

eşitliğinde kullanılırsa; 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 = 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2) (𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉3 − 𝑔((𝑉3, 𝑉4)𝑉5) 



18 
 

                                        −𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 + 𝑔(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉4)𝑉5 

−𝑔(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5, 𝑉4)𝑉3 + 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5 

                                       −𝑔(𝑉5, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4)𝑉3 + 𝑔(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4)𝑉5                             (4.10) 

 

elde edilir. Buradan, 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 = 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 − 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5 

−𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 + 𝑔(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉4)𝑉5 

−𝑔(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5, 𝑉4)𝑉3 + 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5  

                                       −𝑔(𝑉5, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4)𝑉3 + 𝑔(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4)𝑉5                              (4.11) 

 

𝑀 manifoldu  𝑐 = 1  sabit eğrilikli olduğundan (3.6) denkleminden 

 

𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3 =  [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2 ] 

 
dir. Bu ifadede (4.11) denkleminde kullanıldığında, 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 − 𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2 

−𝑔(𝑉3, 𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑉1 + 𝑔(𝑉3, 𝑉4) 𝑔(𝑉1, 𝑉5)𝑉2 

−𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 + 𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑉2 

−𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑔(𝑉1, 𝑉4)𝑉5 − 𝑔(𝑉1, 𝑉3)𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

−𝑔( 𝑉2, 𝑉5)𝑔(𝑉1, 𝑉4)𝑉3 + 𝑔(𝑉1, 𝑉5)𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 

+𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑉1 − 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝑔(𝑉1, 𝑉5)𝑉2 

−𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑔(𝑉5, 𝑉1)𝑉3 + 𝑔(𝑉1, 𝑉4)𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑉3 

+𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑔(𝑉3, 𝑉1)𝑉5 − 𝑔(𝑉1, 𝑉4)𝑔(𝑉3, 𝑉2)𝑉5] 

 

𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑅 (𝑉3, 𝑉5)𝑉4 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉3, 𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑉1 

                                       −𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉1 ]                                                                    (4.12) 
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bulunur. Buradan  𝑉2 = 𝑉4 = 𝜉  için 

 
𝑍̃(𝑉1, 𝜉)𝑅(𝑉3, 𝑉5)𝜉 = [1 −

𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [  𝜂(𝑉3)𝜂(𝑉5)𝑉1 −  𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉3)𝑉1 ]                            (4.13) 

 

elde edilir. Bu da 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝜉) 𝑅) (𝑉3, 𝑉5) = 0 

 
demektir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2. 𝑛 − boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik 

manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑃 = 0 şartının sağlanması için gerek ve yeter şart ya 𝑀 bir Einstein 

manifolduna indirgenir ya da manifoldun skaler eğriliği 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. 

 

İspat:  Kabul edelim ki 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑃 = 0 olsun. Bu durumda ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5 ∈ 𝜒(𝑀) olmak 

üzere, 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑃)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) =   𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑃(  𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                              −𝑃(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4                        (4.14) 

 

dir. (4.14) denkleminde   𝑉1 = 𝜉 alınırsa, 

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑃)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) =  𝑍̃(𝜉, 𝑉2) 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑃( 𝑍(𝜉, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                           −𝑃(𝑉3, 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉4                               (4.15) 

 

elde edilir.  (4.15)  denkleminde  (3.13) kullanılırsa, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 

−𝑃(𝑔(𝑉2,𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

−𝑃(𝑉3, 𝑔(𝑉2,𝑉5)𝜉 − 𝜂(𝑉5)𝑉2)𝑉4 −𝑃(𝑉3, 𝑉5)(𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉2)]                          (4.16) 
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elde edilir. Buradan, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛− 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 

−𝑔(𝑉2,𝑉3) 𝑃(𝜉, 𝑉5)𝑉4 + 𝜂(𝑉3) 𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

−𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑃(𝑉3, 𝜉)𝑉4 + 𝜂(𝑉5) 𝑃(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

−𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝜉 + 𝜂(𝑉4)𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉2]                                                                           (4.17) 

 

dir. Ki buradan, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔𝑉2(𝑉2, 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 

−𝑔(𝑉2, 𝑉3) [𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉4)𝑉5] + 𝜂(𝑉3) 𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

−𝑔(𝑉2, 𝑉5) [−𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝜉 +
1

𝑛 − 1
  𝜂(𝑉4)𝑉3 + 

1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉3, 𝑉4)𝜉] + 𝜂(𝑉5) 𝑃(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

−𝑔(𝑉2, 𝑉4) [ 
1

𝑛−1
 𝜂(𝑉5)𝑉3 −

1

𝑛−1
 𝜂(𝑉3)𝑉5] + 𝜂(𝑉4)𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉2]                                      (4.18) 

 

bulunur. Bu denklem açıldığında, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 

−𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝑉5  

+ 𝜂(𝑉3) 𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 + 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝑉3  

−
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑆(𝑉3, 𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑉5) 𝑃(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

−
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝑉3 +

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝑉5 + 𝜂(𝑉4) 𝑃(𝑉3, 𝑉5)𝑉2] = 0       

                                                                                                                                        (4.19) 

elde edilir. (4.19) denkleminde 𝑉3 = 𝜉  aldığımızda, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑃(𝜉, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑃(𝜉, 𝑉5)𝑉4)𝑉2 
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−𝜂(𝑉2) 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +
1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉2) 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉4)𝑉5 

+𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 + 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 −

𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 

+ 𝜂(𝑉5) 𝑃(𝜉, 𝑉2)𝑉4 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑉5 + 𝜂(𝑉4) 𝑃(𝜉, 𝑉5)𝑉2] 

= 0                                                                                                                                                    (4.20) 

 

elde edilir. (4.20) denkleminde  (3.15) kullanıldığında, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉2, 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉4)𝑉5)𝜉 

−𝜂 (𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
  𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉4)𝑉5)𝑉2  

−𝜂(𝑉2) 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +
1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉2) 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

+𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 −

𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉4)𝜉 

+𝜂(𝑉5)(𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
  𝑆(𝑉2, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉4)𝑉2) 

−
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

+𝜂(𝑉4) (𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −
1

𝑛−1
 𝑆(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −

1

𝑛−1
𝜂(𝑉2)𝑉5) = 0                                               (4.21) 

 

bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar kısaltmalar yapıldığında, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜂(𝑉2)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜂(𝑌)𝜉 −

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉4)𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 

−𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 +
1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 +

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝑉2 

− 𝜂(𝑉2)𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +
1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2) 𝑆(𝑉5, 𝑉4)𝜉 +

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝑃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

+(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 −

𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉4)𝜉 

+𝜂(𝑉5)𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉5) 𝑆(𝑉2, 𝑉4)𝜉 −

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉4)𝑉2 
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−
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉5)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

+𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜂(𝑉4)𝜉 −
1

𝑛−1
 𝑆(𝑉5, 𝑉2)𝜂(𝑉4)𝜉 −

1

𝑛−1
𝜂(𝑉4)𝜂(𝑉2)𝑉5] = 0                               (4.22) 

 

(4.22) de 𝑉4 = 𝜉 alınırsa, 

  

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉2)𝜉 −

𝑛 − 2

𝑛 − 1
𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉2)𝜉 −

1

𝑛 − 1
𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 

−𝜂(𝑉5)𝑉2 +
𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉5)𝑉2 +

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉5)𝑉2 

−𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉5)𝜉 +
𝑛 − 2

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉5)𝜉 +

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉2)𝑉5 +

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉5)𝑉2 −

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2)𝑉5 

+𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 −

𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 

+𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉2)𝜉 −
𝑛 − 2

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉2)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉5)𝑉2 

−
1

𝑛 − 1
 𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉5)𝜉 +

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2)𝑉5 

+𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −

1

𝑛 − 1
𝜂(𝑉2)𝑉5] = 0 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉2)𝜉 −

1

𝑛 − 1
 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 − 𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉5)𝜉 

+𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −
1

𝑛 − 1
 𝑆(𝑉5, 𝑉2)𝜉] = 0 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [(

𝑛−2

𝑛−1
) 𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −

1

𝑛−1
 𝑆(𝑉5, 𝑉2)𝜉] = 0                                                    (4.23) 

 

bulunur. (4.23) denkleminin her iki tarafı 𝜉 ∈  𝜒(𝑀)  ile çarptığımızda, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [

1

𝑛 − 1
(−𝑆(𝑉5, 𝑉2) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑉5, 𝑉2))] = 0 

 

Ya 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. Ya da, 

𝑆(𝑉5, 𝑉2) = (𝑛 − 2) 𝑔(𝑉5, 𝑉2) olup, manifold bir Einstein manifoldudur. 
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Teoremin tersi açıktır.  

 

Teorem 4.3.  𝑛 − boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik 

manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑆 = 0 şartının sağlanması için gerek ve yeter şart ya 𝑀 bir Einstein 

manifolduna indirgenir ya da manifoldun skaler eğriliği 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. 

 

İspat:  Kabul edelim ki 𝑛 − boyutlu bir 𝑀 parakontak metrik manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑆 = 0 

şartı sağlansın. O zaman ∀ 𝑉1, 𝑉2 , 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5 ∈ 𝜒(𝑀) üzere 

 

𝑆(𝑍(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉4) + 𝑆(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4) = 0                                        dir.                         (4.24) 

 

(4.24) denkleminde 𝑉1 = 𝜉 seçilirse 

 

𝑆 ( 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3, 𝑉4 ) + 𝑆 (𝑉3, 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉4 ) = 0                                                                              (4.25) 

 

elde edilir. Burada, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [ 𝑆(𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2, 𝑉4) + 𝑆(𝑉3, 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉2)] 

                           = 0                                                                                                                         (4.26) 

 

bulunur. Buradan 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑆(𝜉, 𝑉4) − 𝑆(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉3) + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑆(𝑉3, 𝜉) − 𝑆(𝑉3, 𝑉2)𝜂(𝑉4)] 

                           = 0                                                                                                                        (4.27) 

 

bulunur. (4.27) denkleminde (3.21) kullanıldığında, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [(𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜂(𝑉4) − 𝑆(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉3) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉3)

− 𝑆(𝑉3, 𝑉2)𝜂(𝑉4)] 

                           = 0                                                                                                                      (4.28) 
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bulunur. (4.28) denkleminde  𝑉3 = 𝜉 seçtiğimizde 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [(𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝜉)𝜂(𝑉4) − 𝑆(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝜉) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝜉)

− 𝑆(𝜉, 𝑉2)𝜂(𝑉4)] 

                            = 0                                                                                                              (4.29) 

 

dir. (4.29) denkleminde (3.2) ve (3.21) kullanıldığında, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [(𝑛 − 2)𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉4) − 𝑆(𝑉2, 𝑉4) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉4)

− (𝑛 − 2)𝜂(𝑉2)𝜂(𝑉4)] 

                           = 0                                                                                                                       (4.30) 

 

bulunur. Buradan da, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [−𝑆(𝑉2, 𝑉4) + (𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉4)] = 0                                                                (4.31) 

 

bulunur. Buradan ya 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. Ya da 

𝑆 = (𝑉2, 𝑉4) = (𝑛 − 2)𝑔(𝑉2, 𝑉4)  olup, manifold bir Einstein manifolduna indirgenir. 

Teoremin tersi açıktır. 

 

Teorem 4.4.   𝑛 boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik manifoldunda 

  𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑍̃ = 0 şartının sağlanması için gerek ve yeter şart ya 𝑀 nin skaler eğriliği                 

𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) ya da 𝑀,  𝑐 = 1 + 𝑟

𝑛(𝑛−1)
 sabit kesit eğrilikli bir reel uzay formdur. 

 

İspat: Kabul edelim ki 𝑀 normal parakontak metrik manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝑍̃ = 0 şartı 

sağlansın. Burada ∀ 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5  ∈ 𝜒(𝑀) için, 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑍̃)(𝑉3, 𝑉5, 𝑉4) = 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑍̃(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                       −𝑍̃(𝑉3, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5) 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4 
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olduğunu biliyoruz. Hipotezden, 

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5 , 𝑉4) = 𝑍̃(𝜉, 𝑉2) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4 − 𝑍̃(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3, 𝑉5)𝑉4 

                                     −𝑍̃(𝑉3, 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉5)𝑉4 − 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5) 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉4             

                                     = 0                                                                                                      (4.32) 

dir. (4.32) denkleminde (3.13)  kullanılırsa, 

 

                            0 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔 (𝑉2, 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂( 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2] 

                   − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑍̃(𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉2, 𝑉5)𝑉4]        

                                          − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑍̃(𝑉3, 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 − 𝜂(𝑉5)𝑉2)𝑉4] 

                                     −[1 − 𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)(𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉2)]                    (4.33) 

 

elde edilir. (4.33) denkleminde gerekli işlemler yapıldığında, 

 

0 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔 (𝑉2, 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂( 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2] 

   −𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝑍̃(𝜉, 𝑉5)𝑉4 + 𝜂(𝑉3) 𝑍̃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4   

   −𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑍̃(𝑉3, 𝜉)𝑉4 + 𝜂(𝑉5) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉2)𝑉4   

   −𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝜉 + 𝜂(𝑉4) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉2]                                                               (4.34) 

 

bulunur. (4.34) eşitliğinden, 

 

0 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔 (𝑉2, 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝜉 − 𝜂( 𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉4)𝑉2] 

    − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 − 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝑉5]  +  𝜂(𝑉3) 𝑍̃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4       

    − [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑉5)  𝜂(𝑉4)𝑉3 − 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑔(𝑉3, 𝑉4)𝜉] + 𝜂(𝑉5) 𝑍̃(𝑉3, 𝑉2)𝑉4 

   −[1 − 𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝑉3 − 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝑉5 ] + 𝜂(𝑉4)𝑍̃(𝑉3, 𝑉5)𝑉2             (4.35) 
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elde edilir. (4.35) eşitliğinde,  𝑉3 = 𝜉 alındığında, 

 

0 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
]
2

[𝑔(𝑉2, 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉4)𝑉5)𝜉 − 𝜂(𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 −  𝜂(𝑉4)𝑉5)𝑉2 

   −𝜂(𝑉2) 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝑍(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

   −𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 

   +𝜂(𝑉5) 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝑉2 

   −𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 

    + 𝜂(𝑉4) 𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −  𝜂(𝑉4)𝜂(𝑉2)𝑉5]                                                                         (4.36) 

 

elde edilir. Buradan, 

 

 0 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
]
2

[𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝜂(𝑉2)𝜉 −  𝜂(𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜉 − 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2   

     +𝜂(𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝑉2 − 𝑔(𝑉5, 𝑉4) 𝜂(𝑉2)𝜉 + 𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝑍̃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 

     −𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑉5) 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 − 𝜂(𝑉5)𝜂(𝑉4)𝑉2 

     −𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉5)𝜉 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5  +  𝜂(𝑉4) 𝑔(𝑉5, 𝑉2)𝜉 −  𝜂(𝑉4)𝜂(𝑉2)𝑉5] 

         

dir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
]
2
[𝑍̃(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 + 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5 − 𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2] = 0                                         (4.37) 

 

bulunur. (4.37) de   (3.6) denklemi kullanıldığında, 

 

= [1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
]
2

[𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 − [1 +
𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 − 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5]] = 0               (4.38) 

 

bulunur. Böylece ya    

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛−1)
]
2

= 0     olup  𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. Ya da 
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𝑅(𝑉2, 𝑉5)𝑉4 = [1 + 𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝑔(𝑉5, 𝑉4)𝑉2 − 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝑉5]    olup,   𝑀, 

 

𝑐 = [1 +
𝑟

𝑛(𝑛−1)
]  sabit kesit eğrilikli Reel uzay formdur. 

 

Teoremin tersi açıktır.  

 

Teorem 4.5. 𝑛 − boyutlu bir 𝑀(𝑐) sabit kesit eğrilikli normal parakontak metrik 

manifoldunda 𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝐶̃ = 0 şartının sağlanması için gerek ve yeter şart ya manifoldun  

𝑀(
4𝑎−𝑏𝑐(𝑛−6)+𝑏(𝑛−10)

4𝑎
)  sabit kesit eğrilikli bir reel uzay form olmasıdır ya da 𝑀 nin skaler 

eğriliği 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir.   

 

İspat:  Kabul edelim ki 𝑀 parakontak metrik manifoldunda   𝑍̃(𝜉, 𝑉1)𝐶̃ = 0 olsun. Daha 
önceki teoremlerdekine benzer olarak 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝐶̃)  (𝑉5, 𝑉4, 𝑉3) = 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2) 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3 − 𝐶̃(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉5, 𝑉4)𝑉3 

      −𝐶̃(𝑉5, 𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉4)𝑉3 − 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝑉3                     (4.39) 

 

olduğunu biliyoruz. (4.39) denkleminde    𝑉1 = 𝜉  seçtiğimizde hipotezden, 

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝐶̃) (𝑉5, 𝑉4, 𝑉3) = 𝑍̃(𝜉, 𝑉2) 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3 − 𝐶̃(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉5, 𝑉4)𝑉3 

   −𝐶̃(𝑉5, 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉4)𝑉3 − 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4) 𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3  

   = 0                                                                                           (4.40) 

 

elde edilir. (4.40) denkleminde  (3.13)  eşitliği kullanıldığında, 

 

(𝑍̃(𝑉1, 𝑉2)𝐶̃) (𝑉5, 𝑉4, 𝑉3) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔 (𝑉2, 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3)𝑉2  

     −𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝐶̃(𝜉, 𝑉4)𝑉3 +  𝜂(𝑉5) 𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 

     −𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝐶̃(𝑉5, 𝜉)𝑉3 +  𝜂(𝑉4) 𝐶̃(𝑉5, 𝑉2)𝑉3 

     −𝑔(𝑉2, 𝑉3)  𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝜉 + 𝜂(𝑍)𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉2]      
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     =0                                                                                           (4.41) 

elde edilir. 

 

(3.17) denkleminde kısaltma yapmak için,  

 

𝐴 = [
4𝑎 + 𝑏[𝑐(𝑛 − 6) + 7𝑛 − 6]

4
−
𝑟

𝑛
[
𝑎

𝑛 − 1
+ 2𝑏]] 

 

olarak alınırsa, 

 

𝐶̃(𝜉, 𝑉4)𝑉3 = 𝐴. [𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝜉 − 𝜂(𝑉3)𝑉4] 

𝐶̃(𝑉5, 𝜉)𝑉3 = 𝐴. [−𝑔(𝑉5, 𝑉3)𝜉 + 𝜂(𝑉3)𝑉5] 

𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝜉 = 𝐴. [𝜂(𝑉4)𝑉5 − 𝜂(𝑉5)𝑉4] 

 

olduğundan ve bu eşitlikler (4.41) de kullanıldığında  

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝐶̃)(𝑉5, 𝑉4, 𝑉3) = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3)𝜉 −  𝜂(𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉3)𝑉2 

                                       −𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉5) 𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝜉 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉5)𝜂(𝑉3)𝑉4 + 𝜂(𝑉5) 𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 

                                        +𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑔(𝑉5, 𝑉3)𝜉 − 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜂(𝑉3)𝑉5 + 𝜂(𝑉4) 𝐶̃(𝑉5, 𝑉2)𝑉3 

                                       −𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝑉5 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜂(𝑉5)𝑉4 +  𝜂(𝑉3) 𝐶̃(𝑉5, 𝑉4)𝑉2]   

                                      = 0                                           (4.42)   

elde edilir. 

 

(4.42) eşitliğinde   𝑉5 = 𝜉   seçilirse, 

 

(𝑍̃(𝜉, 𝑉2)𝐶̃) (𝜉, 𝑉4)𝑉3 = [1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝑔(𝑉2, 𝐶̃(𝜉, 𝑉4)𝑉3)𝜉 −  𝜂(𝐶̃(𝜉, 𝑉4)𝑉3)𝑉2 

                                    −𝐴 𝑔(𝑉2, 𝜉) 𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝜉 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝜉) 𝜂(𝑉3)𝑉4 + 𝜂(𝜉) 𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 

                                    +𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝑔(𝜉, 𝑉3)𝜉 − 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝜉 + 𝜂(𝑉4) 𝐶̃(𝜉, 𝑉2)𝑉3 

                                    −𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝜉)𝑉4 +  𝜂(𝑉3) 𝐶̃(𝜉, 𝑉4)𝑉2]   

                                    = 0                                                                                              (4.43)   
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dir. (4.43) eşitliğinde (3.1) ve (3.17) eşitlikleri kullanıldığında, 

 

                                   = [1 − 𝑟

𝑛(𝑛−1)
] [𝐴 𝑔(𝑉4, 𝑉3) 𝜂(𝑉2)𝜉 − 𝐴 𝜂(𝑉3) 𝑔(𝑉2, 𝑉4)𝜉 

  −𝐴 𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝑉2 + 𝐴 𝜂(𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝑉2 

  −𝐴 𝜂(𝑉2) 𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝜉 + 𝐴 𝜂(𝑉2) 𝜂(𝑉3)𝑉4 + 𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 

  +𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝜉 − 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝜉 + 𝐴 𝜂(𝑉4) 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝜉   

  −𝐴 𝜂(𝑉4) 𝜂(𝑉3)𝑉2 − 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3) 𝜂(𝑉4)𝜉 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉4 

  +𝐴 𝜂(𝑉3) 𝑔(𝑉4, 𝑉2)𝜉 − 𝐴 𝜂(𝑉3) 𝜂(𝑉2)𝑉4] 

  = 0                                                                                                (4.44) 

 

elde edilir. (4.44) eşitliğinden, 

 

[1 −
𝑟

𝑛(𝑛 − 1)
] [𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 − 𝐴 𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝑉2 + 𝐴 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉4] = 0 

 
bulunur. Burada ya 𝑟 = 𝑛(𝑛 − 1) dir. Ya da 

 

𝐶̃(𝑉2, 𝑉4)𝑉3 = 𝐴. [𝑔(𝑉4, 𝑉3)𝑉2 − 𝑔(𝑉2, 𝑉3)𝑉4]                                                                (4.45)  

 

dir. (4.45) eşitliğinde     𝑉2 → ∅𝑉2      𝑣𝑒    𝑉4 → ∅𝑉4 alındığında ve (3.8)  kullanıldığında, 

 

𝑅(∅𝑉2 , ∅𝑉4)𝑉3 = [
4𝑎 − 𝑏𝑐(𝑛 − 6) + 𝑏(𝑛 − 10)

4𝑎
] [𝑔(∅𝑉4 , 𝑉3)∅𝑉2 − 𝑔(∅𝑉2, 𝑉3)∅𝑉4] 

 

bulunur. Burada ∅ tensörü tüm manifoldu taradığından, 𝑀 sabit kesit eğrilikli bir reel uzay 

formdur. Böylece ispat tamamlanır.  
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5. SONUÇ VE TARTIŞMA 
 

Bu çalışma, bir normal parakontak metrik manifoldun concircular eğrilik tensörü üzerine 

daha detaylı çalışmalar yapılabilmesine katkıda bulunmak için hazırlanmıştır. Birinci ve 

ikinci bölümde konunun daha iyi anlaşılabilmesi için gerekli  temel tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. Üçüncü ve dördüncü bölümde ise bir normal parakontak metrik manifoldun 

concircular eğrilik tensörünün, Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, 

concircular eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörleri üzerindeki 

etkileri araştırılmıştır. Elde edilen sonuçlara göre normal parakontak metrik manifoldların 

belirli şartlar altında indirgendiği durumlar incelenerek yeni sonuçlar verilmiştir. 

 

Sonuç olarak bu tez çalışması bir normal parakontak metrik manifoldun concircular eğrilik 

tensörü üzerine çalışmalar yapacak olan her matematikçinin yararlanabileceği bir Türkçe 

kaynak olarak literatüre sunulmuştur. 
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