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OZET

Bi-PERIYODIK FIBONACCI MATRIS DIZILERI
Elif TUYSUZ

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danigman: Doc. Dr. Giirsel YESILOT

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir.

Ik boliimde Fibonacci sayilar1 hakkinda bazi temel bilgiler verilmistir. Leonardo
Fibonacci ve tavsan probleminden bahsedilmistir  Sonrasinda literatiir Ozeti
verilmistir. Son olarak tezin amaci ve hipotez verilmistir.

ikinci béliimde tez icinde kullanilacak olan Binet formiilii, Catalan 6zdesligi ve Cassini
0zdegsliklerinin tanimlar1 yapilmistir. Ayrica Q-matrisin tanimina yer verilmistir.
Uciincii boliimde bi-periyodik Fibonacci dizilerinin tamimi yapilmustir.Bi-periyodik
Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonu ifade edilmistir ve bu fonksiyonunun
bulunmasi ispatlanmistir. Bi-periyodik Fibonacci dizileri icin Binet formiilii verilmis
ve ispat1 yapilmistir. Catalan 6zdesligi verilmis ve ispat1 Binet formdiilii ile yapilmistir.
Cassini 0zdesligi verilmistir. d’Ocagne 6zdesligi verilmis ve ispati Binet formiilii
kullanilarak yapilmistir. Son olarak Binom katsayilarini iceren toplamlar verilmis, bu
toplamlarin ispat1 Binet formiilii kullanilarak yapilmistir.

Dordiincii boliimde bi-periyodik Fibonacci matris dizisi tamimlanmistir. Bu dizinin
n. genel terimi verilmis ve bulunusu tiimevarim ile ispati yapilmistir. Genel terimin
determinant ile verilip ispat1 tiimevarim kullanilarak yapilmistir. Bu iki teoreme gore
bir sonug verilmis ve ispat1 yapilmistir. Bi-periyodik Fibonacci matris dizisinin {ireteg
fonksiyonu verilmis ve ispati yapilmistir. Bi-periyodik Fibonacci matris dizisi icin
Binet formiiliine yer verilmistir. Son olarak bi-periyodik Fibonacci matris dizilerinin
genel toplamlar1 verilmistir  Bu genel toplam bulunurken Binet formiiliinden
yararlanilmistir.

Besinci boliim olan son béliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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ABSTRACT

BI-PERIODIC FIBONACCI MATRIX SEQUENCES
Elif TUYSUZ

Department of Mathematics
Master of Science Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Giirsel YESILOT

This thesis consists of 5 chapters.

The first chapter, some basic information about Fibonacci numbers is given. Leonardo
Fibonacci and the rabbit problem are mentioned. Afterwards, a literature review is
given. Finally, the objective of the thesis and the hypothesis are given.

In the second chapter, the definitions of the Binet formula, Catalan identity and Cassini
identity, which will be used in the thesis, are given. Also, the definition of Q-matrix is
given.

In the third chapter, the definition of bi-periodic Fibonacci sequences is given. The
generating function of bi-periodic Fibonacci sequences is expressed and the finding
of this function is proved. Binet formula for bi-periodic Fibonacci sequences is given
and its proof is done. The Catalan identity is given and its proof is made with the
Binet formula. Cassini identity is given. The d’Ocagne identity is given and its proof
is made using the Binet formula. Finally, the sums involving the binomial coefficients
are given, and the proof of these sums is made using the Binet formula.

In the fourth chapter, bi-periodic Fibonacci matrix sequence is defined. The general
term n. of this sequence is given and its discovery is proved by induction. The general
term is given with a determinant and its proof is done using induction. According
to these two theorems, a result has been given and its proof has been made. The
generator function of the bi-periodic Fibonacci matrix sequence is given and its proof
is made. Binet’s formula is given for the bi-periodic Fibonacci matrix sequence. Finally,
the general sum of bi-periodic Fibonacci matrix sequences are given. While calculating
this general sum, Binet’s formula was used.

In the last chapter of thesis, conclusion and suggestions are included.



Keywords: Bi-periodic Fibonacci numbers, Bi-periodic Fibonacci matrix sequences,

Binet’s formula, Catalan identity, Cassini identity
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Sayilar teorisi matematigin en eski caglardan beri calisilan konularinin basinda
gelmektedir. Bu nedenle insanlar her zaman sayilarin Ozelliklerini arastirmak

istemislerdir. [1]
Bu kisimda Fibonacci sayilari ve onlara ait bazi 6zellikler ele alinmastir.

Orta cagin en onemli matematikcilerinden Fibonacci veya gercek ismiyle Leonardo
Pisano (Leonardo Bigollo) 1170-1240 yillar1 arasinda Italya’da yasamistir. [2]]

Matematige merakli varlikli bir tiiccar olan Fibonacci, sik stk Misir’a, Suriye’ye,
Yunanistan’a, Fransa’ya ve o zamanki ismi Constantinople olan Istanbul’a seyahat
etmekte ve tanistig1 bilim insanlariyla ettigi sohbetlerde yeni bilgi ve yontemleri
ogrenmistir. 1200 yilinda, 30 yasindayken Italya’ya geri donmiistii. ~ Hala
kullanilmakta olan Roman rakamlarinin ne kadar kullanissiz oldugunu hatirlamis ve
1202 yilinda Arap-Hint rakamarini ve hesap sistemini bati1 diinyasina tanitan "Liber
Abaci" adli eserini yayinlamistir. 15 boliimliik bu eserde Fibonacci, bat1 diinyasina
basta Harezmi ve Ebu Kamil olmak tizere bircok Arap, Fars ve Tiirk matematik¢isinin
sayllar teorisi ve aritmetikle ilgili cok sayida modern yontem ve algoritmasini
aktarmuistir. O, bu kitabiyla birlikte Orta Gag'n biiyiikk Italyan matematikcileri
arasinda yer almaktadir. Liber Abaci 2 asir boyunca Avrupa’da temel referans olarak
kullanilmistir. Kitabin orijinali ortada yoktur. Giiniimiizde elimizde bulunan ikinci

basim olan 1228 basimu kitaptir.
Fibonacci Liber Abaci kitabina su sozlerle baslamistir:

"Dokuz Hint rakami 9,8,7,6,5,4,3,2 ve 1 seklindedir. Bu dokuz rakam ve (0) isaretiyle
herhangi bir sayt kolayca yazilabilir." [3]]

Kitabin yedi boliimiinde sayilarin gosterimi ele alinmaktadir. Rakamlarin bulunduklar:



yerlere gore basamak degeri aldigini ve bu iliski 6zellikle agiklanmistir.  Cilinki
rakamlarin bulunduklar yere gore deger almasi Hintlilerde ve Mayalarda vardir.
Diger iilkelerin matematiklerinde bu iliski yoktur. Bu nedenle matematikleri ilerleyip

evrensel boyutlara gelmemistir. [3]]

Fibonacci, aritmetik islemlerinde Hintlilerin bu rakamlarinin nasil kullanilacagini
gostermis, daha sonra bu teknik yontemleri kar marji, para bozma, mal degisimi,
aligveris, ortaklik, faiz hesabi, agirliklarin ve olciilerin birbirine cevrilmesi gibi pratik
ve uygulamali ticaret problemlerine uygulamistir. Eserin biiyiik bir kismi sayilara
ait ozellikleri iceren matematik problemleridir. Bununla birlikte son kisimda biraz

geometri ve cebir bulunmaktadir. [3]]

Fibonacci’'yi bu denli {inlii yapan Liber Abaci kitabinda yer alan ve bir arkadasi

tarafindan soruldugu iddia edilen tavsan problemidir. Problem su sekildedir:

Kabul edilsin ki yeni dogmus iki tavsanin biri disi digeri de erkek olsun. Bunlar
belirli bir alana koyulsun. Tavsanlar bir aylik olduklari zaman iireyebilecek hale
gelmektedirler. Uretken hale gelen her disi tavsanin, her ay biri erkek biri disi olan
yeni bir c¢ift tavsan dogurdugu kabul edilsin. Tavsanlarin yil boyunca hi¢ 6lmedigi
ve disilerin ikinci aydan baslayarak her ay bir disi bir erkek tavsan dogurdugu kabul
edilsin. Bu durumda yil sonunda kac cift tavsan olacaktir?

Bu sorunun cevabi asagida adim adim verilmistir.

1. Bir ¢ift tavsan belirli bir odaya koyulsun. Birinci ay bittiginde tavsanlar ciftlesir
ve birinci ayin bitiminde tekrardan elimizde bir cift tavsan bulunmaktadir.

2. Ikinci aym bitiminde disi tavsan yeni bir cift tavsan dogurur, bu sekilde belli
alanda iki ¢ift tavsan bulunur.

3. Uciincii ay bittiginde asil disi tavsan ikinci bir cift tavsan dogurur. Bu sekilde
bulunan alanda {ic ¢ift tavsan olur.

4. Dérdiincii ay bittiginde asil disi tavsan yeni bir cift tavsan daha dogurur. iki ay
once dogan disi tavsan kendisinin ilk cift tavsanini dogurur. Bu sekilde alanda
bes tavsan bulunur. [4]

Toplam kisminda goriilen 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ... sayilarina Fibonacci
sayillar1 denmektedir. Bu sayilara Fibonacci sayilari isminin verilmesi icin uzun
zaman gerekmistir. 1876 yilinda Fransiz matematikci Francois Edouard Anatole Lucas
(1842-1891) o zamana kadar farkli isimlerle anilan bu sayilara Fibonacci sayilari

ismini vermistir. [[1]]



Tablo 1.1 Ay sonundaki tavsan cifti sayisi

AYLAR | Yetiskin Cift | Yavru Cift | Toplam
1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34

10 34 31 55
11 55 34 89
12 89 55 144

Fibonacci sayilarinin ilk iki tanesi 1’dir ve sonraki her bir say1 kendisinden o6nce
gelen iki sayinin toplamidir. n. Fibonacci sayisi F,, ile gosterilsin. O halde Fibonacci
sayilarinin sembolik ifadesi

F,=F,=1 (1.1)

ve n > 3 i¢in
F, =F,_,+F, , (1.2)

seklinde verilebilir.

Bu calisma bi-periyodik Fibonacci matris dizileri izerine kurulmustur.

Asagida bu Fibonacci dizileriyle ilgili baz1 caligmalar verilmistir.
* Edson ve Yayenie [5] c¢alismalarinda bi-periodik Fibonacci dizilerini
tanimlamislardir. Bununla birlikte bu dizilerin iirete¢ fonksiyonunu vermislerdir.

* Coskun ve Taskara [6]] calismalarinda bi-periyodik Fibonacci matris dizilerini

tanimlamis ve onlara ait baz1 6zellikleri vermislerdir.

* Koshy [7] kitabinda Fibonacci sayilar1 ve onlarin 6zellikleri ele alinmistir. Ayrica

Binet formiilii, Catalan ve Cassini 6zdesliklerine yer verilmistir.

* Coskun, Yilmaz ve Tasgkara [|8] calismalarinda genellestirilmis Fibonacci matris

dizilerinin bazi 6zelliklerini vermislerdir.

* Leung [9] calismasinda genellestirilmis bi-periyodik Fibonacci dizilerine dair

bazi 6zellikler vermistir.

* Bilgici [10] calismasinda Fibonacci dizilerine ait iiretici fonksiyonu elde etmis

ve Binet formiiliinii vermistir.



* Yilmaz, Coskun ve Tagkara [11] calismalarinda bi-periyodik Fibonacci

polinomlarini tanimlamis ve onlarin bazi 6zelliklerine yer vermislerdir.

* Demirtiirk [|12]] calismasinda matrisler ve Fibonacci sayilari arasinda bazi

arastirmalara yer vermistir.

* Gwang-Yeon Lee ve Sang-Gu Lee []13]] calismalarinda Fibonacci sayilari ve

bunlarla iliskili matrisler {izerine calisma gerceklestirmislerdir.

* Keskin ve Demirtiirk [[14]] calismalarinda 6zel bir matris tizerinden bu matrisin

Fibonacci sayilari ile arasindaki bazi iliskilere yer vermislerdir.

* Cangiil, [1] kitabinda Fibonacci sayilarina ve Fibonacci sayilarina ait bazi

ozelliklere yer vermistir.

* Akdeniz, [4] kitabinda, tavsan probleminden ve Fibonacci sayilarinin kullanim

alanlarindan bahsetmistir.

* Yesilot, [2] kitabinda Fibonacci dizilerine ve bu dizilere ait bazi 6zelliklere yer

vermistir.

* Choo, [15] calismasinda, bi-periyodik Fibonacci dizilerinin bazi 6zelliklerine yer

vermistir.

* Basbiik ve Yazlik [16]] calismalarinda bi-periyodik Fibonacci sayilarinin

terslerinden tiretilen toplamlar: ele almislardir.

* Choo, [17]] galismasinda bi-periyodik Fibonacci ve Lucas dizileri arasindaki

iligkiyi ele almistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calisma bi-periyodik Fibonacci dizileri iizerine yayinlanmis makaleleri detayli bir
bicimde irdeleyerek bu dizilerin 6zelliklerini genis bir bicimde ortaya koymak tiizere
hazirlanmisti. Bunu yaparken mevcut sonuclarin ispatlari olabildigince genis bir

sekilde ele alinmis, calismalarda goriilen eksikliklerede yer verilmeye calisilmistir.

1.3 Hipotez
Bi-periyodik Fibonacci dizileri icin Binet formiilii, Catalan Ozdesligi, Cassini Ozdesligi

ve d’Ocagne Ozdesligi asagidaki gibidir.



rs+4/ r2s2+4rs y= rs—4/ r2s2+4rs
2 > 7T 2

Binet Formiilii: u = ve £(z) =z —2[ 3] iken

_ ( rl—e(z) )‘LLZ —9F
=T\ eoE ) u—v

yazilabilir[|5]].
Catalan Ozdesligi: Negatif olmayan herhangi iki n ve p (n > p) sayilar icin

rs(n—p)sl—s(n—p)q _ re‘(n)ss(n)qZ — ra(p)sl—e(p)(_l)n+l—pq2
n n

—pqn+p P

6zdesligi yazilabilir[/5]].

Cassini Ozdesligi: Herhangi negatif olmayan n tamsayisi icin
rl—a(n)ss(n)qn_lqn+1 _ rs(n)sl—a(n)q?l — T'(—]_)n

yazilabilir [|5].
d’Ocagne Ozdesligi: Negatif olmayan herhangi z ve t z > t tamsayilari icin
rs(z+tz)se(t+tz)

q:9¢+1 — rg(z+2t)5€(t+tZ)Qz+1qt — (_1)tr€(z_t)qz—t

esitligi yazilabilir [|5]].

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Bi-periyodik Fibonacci matris dizisi: n € N ve r,s € R bi-periyodik Fibonacci matris

dizisi F,(r,s)

(=)

Il
~
O =
= O
N—
e

I
N
_ »
O e
N—

baslangic kosullari ile birlikte

F(rs)= rF,_,(r,s) + F,_,(r,s),n ciftse
T s, (r,8) + F_y(r,s), n tekse

seklinde tanimlanir [6].

(1.7)

(1.8)

Bu calismada yukaridaki 6zdeslikler kullanilarak bi-periyodik Fibonacci matris dizileri

icin asagidaki ozelliklerin var olacagi ongoriilmektedir.

Bi-periyodik Fibonacci matris dizisinin n. genel terimi: Herhangi n > 0 tamsayisi icin

e(n) =n—2| 3] iken

F, = ((?)E(H)qn+1 0 )
" qn (%)E " qn—l

(1.9)



olarak tanimlanir. [|6]

Genel terimin determinanti:

—\ ¢
det(F,(r,5)) = (—5) (1.10)

r

esitligi tiim pozitif tamsayilar i¢in saglanir.[[6]

Binet formiilii: Her n dogal sayisinda, bi-periyodik Fibonacci matris dizisi icin Binet

formiiliinii asagidaki gibi yazabiliriz.

F,(r,s) =Ry (n)(u" — v") + S, (n) (ul 212 — y?21+2) (1.11)
Burada
e(n) 1—¢(n)
[F(r,5) =sFo(r,8) ] [rFy(r,5) = Fo(r,8) = rsFo(r;s) ]
Rl(n) = n ) (1'12)
(rs)tzl(u—v)
s(n)F
S1(n) = —— ol:) (1.13)
(s} (u—)
22 _ 22
“:rs+\/rs +4rs’v:rs Vs +4rs,s(n):n—2LEJ (1.14)
2 2 2
seklindedir.[|6]



2

TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 (Binet Formiilii). u, x?> —x — 1 = 0 kuadratik denkleminin pozitif kokii v

de negatif kokii olmak tizere, n > 1 i¢in

F,= 2.1)

seklindedir [|7].
Tanmim 2.2 (Cassini Ozdesligi). n > 1 iken
F, ,F,—F>=(-1)" (2.2)
seklindedir [|7]].
Tamim 2.3 (Catalan Ozdesligi). t pozitif tamsay1 olsun. O halde n icin
Fpy Fo —F2 = (=1)"""'F? (2.3)

seklindedir [|7].

Tanim 2.4 (Q-Matris).

Q_11 (2.4)
11 0 '

matrisini ele alalim. Bu matris Charles H. King’in 1960 yilindaki yiiksek lisans

calismasinda Q-Matris olarak isimlendirilmistir. Burada |Q| = —1 olup ek olarak
Qz_'l 1|[1 1] [2 1] 2.5
“[1 of[1 of [1 1] '
Qg_'1 1|[2 1] _[3 2] 2.6
1 oof[1 1] [2 1] '




Benzer sekilde

. |53
=[5 3] o

oldugu goriliir.

Burada ortaya ¢ikan model neticesinde asagidaki sonug yazilabilir [|7]].

Teorem 2.1. n > 1 olsun. O zaman

Fn+1 Fn
"= (2.8)
Q |: Fn Fn—li|
yazilabilir [|7].
Ispat. Tiimevarim uygulayalim. n = 1 icin
F, F 11
1 2 1
= pl=li o) <
esitlik dogrudur. Herhangi ¢ sayisi icin dogru olsun.
F F
Qc — c+1 c (210)
Fc Fc—l
O halde
QC+1 — QCQl — FC+1 FC F2 Fl
| Fc Fc—l Fl FO
_ -Fc+1+Fc Fc+1
B _Fc + Fc—l Fc
— Fc+2 Fc+1 (2 11)
_Fc+1 Fc
bulunur.
Boylece ispat tamamlanmis olur. |



3

Bi-PERIYODIK FIBONACCI DiZiSi

Tamim 3.1. Sifirdan farkli herhangi iki r ve s reel sayilar icin {FTS“)} "

genellestirilmis Fibonacci dizisi asagidaki gibi tanimlanmuistir.

(r,8) (r,s) .

rF>>7 + F 7 n ciftse
F{ =0,F") =1,F") = { iy S > 2) (3.1)

sF.”7 +F "5 n tekse

Fr(lr’s) ifadesini g, ile tanimlayalim. O halde
=) T"qn— + qn—2 M giftse
=0,q, =1, { n=2 (3.2)
1o T T $q,_1 +q,_ n tekse ( )

yazilabilir [|5].

Tablo 3.1 Birtakim bi-periyodik Fibonacci sayis1 6rnekleri

n|{0 1 2 3 4 5 6
g, |0 1 r rs+1 r’+2r r??+3rs+1 r’s>+4r’s+3r

Teorem 3.1. {q,} tarafindan verilen genellestirilmis Fibonacci dizisi i¢in iirete¢ fonksiy-

onu ( 2)
x(1+rx—x
F = 3.3
(x) 1—(rs+2)x2+ x4 (3.3)
seklindedir. [5|]
Ispat.
F(x)=q0+q1x+q2x2+...+tht+...=Zqzxz (3.4
z=0

(3.4) ifadesinin her tarafini sx ile carpalim.

SXF(x) =5qox +5q; x> +5q,x> + ... +sq.x" 1+ ... = Zqzxz = Z:sqz_lxZ (3.5)
z=0

z=1

9



(3-4) ifadesinin her tarafim x? ile carpalim.
X2F(x) = qox?*+ q; x> + @ x* + ..+ x4+ ... =sx Z q,x*t? = Z q,_,x* (3.6)
z=0 z=2

Q2e+1 = bqy + Qo1 Ve @y = q; = 1 oldugunu biliyoruz. Buradan

(1—sx—x*F(x) = i q,x* — i:sxZ - i q, X"

z=0 z=1 2=2
oo oo oo
= 0+x+ZquZ—stZ—ZqZ_2xZ
z=2 z=2 z=2
oo
= x-+-Z:(qz—s—qz_2)xZ (3.7)
z=2

Buray1 acarsak

x (@2 =56 — qo)x® + (g5 — 54, — 41)x° + (qs — G5 — g )x* + .. |
= x +(qs—591 —qo)x* + (sq2 + q1 — G — q1)x> + (g4 — G5 — @) x* + ...
= x +(q—5q —qo)x*+(qs—sq5 — g )x* + ... (3.8)

seklinde tek dereceden olan terimlerin gittigi goraliir.
O halde (3.8) toplamini diizenlersek

(1—sx—x*)F(x)=x+ Z(qzz — 52,1 — Q2s—2)X" (3.9)

z=1

elde edilir.
Q¢ = ' Q9r—1 + q5¢—5 oldugunu biliyoruz.
(3.9) ifadesini agalim.

x +(rq; +qo—sq1 —qo)x* + (rqs + g5 —sqs — g)x* + ...
= x +(rq;—sq)x*+(rq; —sqy)x* + ... (3.10)

Buradan

(1—sx—x*)F(x) = x+(r—s)qx*+(r—s)gx*+...

o0
= x+ Z(r —5)qg, 1 X%
z=1

= x+(r—s)x. Z Qop 1 X271 (3.11)
z=1

10



bulunur.

flx)= Z%z—lxzz_l (3.12)
z=1
olsun.
Qorv1 = S92t T ]2

= s(rqae— +qa—2) + qae

= IS$qy 1+ Tqy o

= (rs+1)qs—1 + q2r—1 — Q23

= (rs+2)q5-1— g3 (3.13)
oldugundan

(1—(rs+2)x*+x%)f (x)

oo oo o0
_ 2z—1 2 2z2—1 4 2z—1
= E :Q2z—1x —(rs+2)x E :Q2z—1x +Xx E :Q2z—1x
z=1 z=1 z=1

= X+ GxP+ Y Qo1 X% — (s + 2)x%(gyx) — (s + 2)x*(gsx°)
z=3

o oo
— (rs+2)x? Z Qoz1 X2+ x%qyx + x%qax® + x* Z Qop 1 X1
z=3 2=3

= x+q5x° —x(rs+2)q —x°(rs +2)q; + Z:qZZ_lxz""'_1
z=3

oo oo
— (rs+ 2)2Q2z—1xzz+l +x°q; +x7qy + Z%z—1xzz+3

z=3 z=3
oo oo
= x+qsx°—(rs+2) Z o3 x ™ + Z‘hz—sxzz_l
z=3 z=3
oo
— X°(rs+2)q; + ZQ22—1XZZ_1
z=3

= X+ q3x3 - q1x3(rs +2)+ Z(%z—l —(rs+2)qy, 3+ Q2z—5)x22_1 (3.14)

z=3

X + q3x® —q,x3(rs + 2) ifadesini acalim.

x+q3x® —qx*(rs+2) = x+((rs+2)q, —q,)x*—q;x>(rs +2)
= x+rsx+2x3—x3—rsx®—2x3

= x—x° (3.15)

11



Yani

(1= (rs +2)x? + xM)f () = x —=x* + D (Qaey — (15 +2)q5o s + Gos5)x* ! (3.16)

z=3

olur.

Toplam sembollii ifadeyi acalim.

Z ((7‘5 +2)q0;-3 —qop5 — (rs +2)qp, 3 + Q2z—5)xzz_1 =0

2=3
olur.
Buradan
(1—(rs+2)x*+xHf(x)=x—x>
3
X—X
fo) = (1—(rs+2)x2+x%)
bulunur.

Buldugumuz sonucu (3.11) esitliginde yerine yazalim.

x—x3
1—(rs+2)x2+ x4

(1—sx—x?)F(x)=x+(r —s)x.

(r—s)x.(x—x3)
X+ 1—(rs+2)x2+x4

F(x) =

1—sx—x2
x—(rs+2)x3+ x>+ (r—s)(x?—x%)
(I—(rs+2)x2+x*)(1—sx —x2)
x—rsxd—x}—x}+x>+rx?*—rx*—sx®+sx*
(I1—(rs+2)x2+x4)(1—sx —x2)
x—sx2—x3+rx?—rsxd—rx*—x3+sx*+x°
(I—(rs+2)x24+x*)(1—sx —x2)
x(1—sx—x2)+rx?(1—sx—x2)—x3(1—sx—x3?)

(1—(rs+2)x2+ x*)(1—sx —x2)
(x +rx?—x3)(1—sx—x?)
(I—(rs+2)x2+x4)(1—sx —x2)
x(1+rx—x3?)
1—(rs+2)x2+ x4

bulunur.

12

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



Teorem 3.2. y = "XV ”2252+4rs, y= VT ”225% ve £(z) =z —2| ] iken
rl—e(z) Z__ 4P
q; = ( z )‘u (3.21)
(rs)tz)) u—v
yazilabilir[5].

Ispat. puve v x2—rsx —rs = 0 denkleminin kokleridir ve

0, z ciftse
e(z) =
1,z tekse

(3.20)’deki esitlige basit kesirlere ayirma uygulayalim.

x*—(rs+2)x*+1 = x*—(u+v+1+1)x*+1
= x*—((u+D+(v+D)x*+1
= (=(u+1)*—(v+1) (3.22)

Payda kismini yukaridaki sekilde ¢arpanlarina ayirabiliriz.
Buradan

x(1+rx—x?)  Kx+L N Mx+N
1—(rs+2)x2+x4 x2—(u+1) x2—(v+1)

(3.23)

(Kx+L)(x>2—(v+ 1)+ (Mx+N)(2—(u+1)=—x3+rx?+x
Kx?—Kxv—Kx+Lx*—Lv—L+Mx®—Mxu—Mx+Nx?—~Nu—N =—x>+rx*—x

K+M = —1 (3.24)
Kv+My = 0 (3.25)
L+N = r (3.26)
1% = _(fTT) (3.27)

([3.24) ve (3.25)’'ten Kv = —Nu yazabiliriz.

K=""uM (3.28)
y

13



(3.28)i (3.24)’te yerine yazalim.

—u

—~M+M =

v

—Mu+My =
M(v—u) =
M =

(3.29) ifadesini (3.24)’de yerine yazalim.

v
K+ =
u—"v
K(u—»)+v
u—"v
Klu—v)+v =
K(u—v») =

K =

([3.26) ve (3.27) ifadelerini ele alalim.

2

—(u+1) —7%

2| =

rs

(5]

14

v+1 » o

(3.29)

(3.30)

(3.31)



Bu ifadeyi (3.26))’da yerine yazarsak

_Ng%)z R
() -) - -

N =
(=)
S

—rv?
(u—2)(u+ )
—r(v+1).rs
(u—2)(u+ )
—r(v+1D(u+v)
(u—2)(u+ )

N = M (3_32)
u—v

(3.32) ifadesini (3.26) ifadesinde yerine yazalim.

L+ (——7;51:—:}1)) =v

_ r(u—v)+r(v+1)

L
u—"v
+1
ACER)) (3.33)
u—v
([3.29), ([3.30), (3.32) ve (3.33) ifadelerini (3.2)’de yerine yazalim.
- (u+1) — (v+1)
x(1+rx—x?) _ ﬁ"’ r;f—v N ﬁ_r_“v_v
1—(rs+2)x2+ x4 x2—(u+1) x2—(v+1)
1 rlu+1)—x r(v+1)—xv»
_ (w+1D)—xp  r( ) (3.34)
u—v| x2—(u+1) x2—(v+1)
bulunur.
A—Bz _ S —n—1_2n+1 S —n—1_2n
o = > BCTIg N ACT g (3.35)
n=0 n=0
A—Bz

—— fonksiyonunun acilimi yukarnidaki sekilde verildiginden F(x) fonksiyonu
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asagidaki sekilde ifade edilebilir.

r(,u+1)—xu_ r(v+1)—xv
x2—(u+1) x2—(v+1)

00 00
— ZM(M + 1)—z—lx22+1 _Z T'(‘LL + 1)(“ + 1)—2—1x22
z=0

z=0
(o)

— D+ DTFET L (v 1) (v + 1)

z=0 z=0

‘u(‘u + 1)—z—1 _ V(V 4 1)—2—1)x2z+1

[ . Y )x22+1
(‘LL+1)Z+1 (V+ 1)z+1

r(»+1) r(,u+1)) od
(V'i‘ 1)z+1 (‘u+1)z+1

2=0

~ N 7~ N 77 N /X

z=0

_ i (M(V'i‘ 1)z+1 _ V(,LL + 1)z+1 )x2z+1

s (V+ 1)z+1(‘u+1)z+1

(V + 1)z+1(‘u + 1)z+1

o (r(v+ D)(u+ 1 —r(u+ 1)(v+ 1) 2
+ ZO:( )x

Son olarak ikinci toplamda r’yi disar1 alirsak

B i (M(V-l— 1)z+1 _ v(,u + 1)z+1 )x2z+1
- s (V+ 1)z+1(‘u+1)z+1

N ri ((v+ D+ 1) —(u+1)(v+ 1)Z+1)x22.’

e (V‘I‘ 1)z+1(‘u+ 1)z+1
yani,
1 r(,u+1)—x,u_r(v+1)—xv_
u—v|l x2—(u+1) x2—(v+1) |

1 st +1 z+1 +1 z+1 T
F(X) — Z Au’(v ) v(lu‘ ) X2z+]_
u—v (v+ 1)+ (u+ 1)1

z=0 .

- [ee) (v+1)(u+1)z+1_(“+1)(v+ 1)z+1 ZZ—
+,u—v|:;: (v+ 1)y (u+ 1)1 *

16

r(v+D)(v+ 1) —r(u+1D(u+ 1)_‘Z_l)xZZ

(3.36)

(3.37)

(3.38)



bulunur. u ve v'ye asagidaki 6zellikleri uygulayalim.

(1)
rs+ vVr2s2+4rs rs—vr2s2+4rs
(u+1)(v+1) = 5 +1|. 2 +1
1252 —rsv/r2s2 + 4rs + 2rs + rs/r2s2 + 4rs
—4rs +2Vr2s2 +4rs+2rs —2Vr2s2 + 4rs+ 4
B 4
4
4
(u+1)(v+1) =1 (3.39)
(i)
.y rs+ V1r2s2 +4rs N rs—Vr2s2+4rs
W o, 2 2
_ s
A
u+v = rs (3.40)
(iii)
A (rs+ \/r252+4r5) (rs— Vr252+4rs)
HY = 2 ’ 2
s —rsV/r2s2 + 4rs + rsy/r2s2 + 4rs — (rs® + 4rs)
B 4
_ —4rs
4
uv = —rs (3.41)
@iv)
rs+vr2s2+4rs
u+l = 2 +1
rs+ 24 v/ r2s2+4rs
= 2 (3.42)

17



W)

(vi)

Her tarafi 2rs ile carpalim.

—v(u+1)

—v(u+1)

(rs—\/r252+4rs) (rs+2+ Vr2s2+4rs

2

r2s? + rsv/r2s2+4rs—rs

2

r2s2 +4rs

+2rs — (r%s% + 4rs) — 24/12s2 + 4rs

4

—2rs — 24/ 1r2s2 4+ 4rs

4
2(rs + Vr2s2 +4rs)

4
rs+ v/r2s2+4+4rs
2

W

18

2r?s> +4rs+2rsv/r2s2+4rs  (rs+ Vr2s2+4rs)?
4rs N 4rs
_ (rs+Vr252+4rs)2 1
N 2 rs
2
u+l = £
rs
rs—vr2s2+4rs
y+1 = > +1
_ rs+2—4/r2s2+4rs
N 2
Her tarafi 2rs ile carpalim.
2r2s® +4rs —2rsvr2s2+4rs  (rs—vr2s2+4rs)’
4rs N 4rs
4 (rs—\/r2sz+4rs)2 1
% 2 rs
2
v+l = —
rs

)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)



(vii)

a1 = (B

rs+Vr232+4rs) (rs+2—Vr252+4rs)
' 2

1252 —rsv/r2s2 + 4rs + rs/r2s2 + 4rs
+2rs — (r2s% + 4rs) + 241252 + 4rs

4
__2rs+ 24122+ 4rs
B 4
_ 2(rs— 122 +4rs)
B 4
_ rs—Vr2s2+4rs
B 2
—u(v+1) = v (3.47)
Verilen esitlikleri kullanarak (3.38)) ifadesini diizenleyelim.
[ 1 —v(u+ D+ 1F+u(v+1)(v+1)F
P = S v(u+1)(p+1) u(vz+1 )(v+1) 22+1]
| Sy (v + D +1)
p _Z r (v+D)(u+1D)(u+1Y—(u+1D)(v+1)(v+ 1)Z ]
Rercl Uit ((v+D(u+1))"
[ G
| = M —y 1Z+1
- 00 2N\2 v2\%
r 1(%) —1 (rs) ZZ]
+ D] X
Moy ‘Ll/ —y 1Z+1
(3.48)
_ |:Z Zz+1 _ V2Z+1 x22+1] N [Z r MZZ _ VZZ X2Z:|
—u—v (rs)z Hu—v (rsF
oo 1\¢ Zz+1 2z+1 S 1\? 2z A2z
_ [Z(_ xzz+1]+|:zr(_) po—v X2z:|
—I\rs I \rs u—"v
(3.49)
Bu iki toplama gore
- 1\2 gy — 7
Fix)=Y. H(z)(—) B =¥ (3.50)
s rs u—"v
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yazilabilir. Ayn1 zamanda (3.4)) esitligini de kullanarak

1—¢(2) Z__ g7
= (“ ) (3.51)
(rs)z!\ p—v
buluruz.
r=s=1,q, =& ;::Z oldugunda Fibonacci sayilari i¢in orijinal Binet formiilii elde
edilir. -

Teorem 3.3 (Catalan Ozdesligi). Negatif olmayan herhangi iki n ve p (n > p) sayilart

icin

e(n—p) . 1—e(n—p) _ &) 1—e(n) 2 _ .&(p) 1—e(p)(_q1\nt1-p,42
r s QnpQnsp —T°s q,=r""s (-1) q, (3.52)

Ozdesligi yazilabilir. [15]

Ispat. Genellestirilmis Binet formiiliinii kullanalim.

(n-p)g1—e(n—p) (epy g1ty TP ()
re(=p)gl—e(n—p)y = réln=plgl-eln—p —
qn quH-p (r‘s)l.%J (rs)[%]

un—p — P ‘un+p — pnttp
(===

r8(n—p)+1—e(n—p)+1—s(n—p)51—€(n—p) (‘un—p — yp )(‘urﬁp _ vn+p

(rs)l2 ) (rs)l 2" pu—v pu—v
B r2—€(n+p)sl—e(n—p) |:‘u2n _ ‘un—p 1)n+p _ 1)n—p‘un+p + 1)Zn ]
O (u—

)

(3.53)

Burada eger n — p ciftse n + p de cift, n — p tekse n + p de tek olacagindan &(n + p)

yerine ¢(n — p) yazabiliriz.

_ rz—e(n—p)sl—s(n—p) |:‘u2n _ (,LL v)n—p( VZp + ‘u2p) + vZn:|
(u—»)?
2n __ ( v)n—p(VZp + 2p) + V2n
_ r2—s(n—p)—n+e(n—p)s1—e(n—p)—n€(n—p)|: Y Y Y ]
(u—»)?

rn—e(n—p)gn—e(n—p)

_ rzs |:u2n_(uv)n—p(v2p +‘u2p)+ 1)Zni|

()" -y
_ [ ) PO 4 ) +
N ugwi w—) ] (3->4)
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ve

2
1
rs(n)sl—s(n)q2 — s(n) 1- e(n)|:( —w )(‘un — " )]
" (rs)tz] y

_ g(n)51 S(n)( 2 —2¢(n) )(‘u _ ZMH Y4 1)211)
(rs)2! (u— )2

B rZ—s(n)Sl—s(n) (‘U, _zun Y4 VZn)
(rs)2z! (u—»)?

_ T'ZS u2n _ zun vn + v2n
= (rs)2|_%J+g(n) (‘LL — v)Z

B - (MZH_Z(Mv)n_i_vZn)
(r5)2 5 J+e(n)—1 (H — v)z
r ( w2 —2(uv)" + vzn)
(rs)n? (u— v)?

(3.55)

Bu sebeple,

e(n).e(n) 2

rs(n—p)sl—s(n—p)qn_pqn+p -r S qn =

u — ()" P (v + p?) + vz”)

(rS)” ! (b —»)?

u2n _ Z(MV)H 4 1)Zn)

(

y w@n( (u— )2
(
(

2(uv)P — (uv)"P(u* + v* ))

(rS)" 1 (u— v)?
_ (uv)"P2(uv)P — (uv)"P(u® + v2p))
- (rS)” ! (u—v)?
_ np [ 2(uV)P — (U + v*P)
- e ()
_ — p U — 2uP yP + v?P
o e ()
P2
(3.41) numarali 6zdesligi kullanalim.
(WP =)
= oo ()
— __1\n—p+l r (‘up — vp)Z
- p(myA((u—wZ) (3:57)
B r1=¢(p) uP — P
= (rs)LgJ( u—v )
. r2—2¢(p) uP — yP 2
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oldugundan

ro (rs)ds

_ (_1 )n—p+1 r1—2+2£(p)(rs)2[%J+l—rq3

— (_1)n—p+1

_ (_1)n—p+1r2€(p)—1(rs)1—e(p)qf
— (_1)n—p+1r28(p)—1(r)l—s(p)(b)l—e(p)qf
— (—1)”_p+1rE(P)(s)l_s(p)qf (3.59)

bulunur ve esitlik saglanmis olur. |

Teorem 3.4 (Cassini Ozdesligi). Herhangi negatif olmayan n tamsayzst igin
P s g1 Gy — s ] = (1) (3.60)

yazilabilir. [5]

Ispat. Cassini 6zdesligi Catalan 6zdesliginin 6zel bir durumu oldugundan, ispati icin

Catalan 6zdesligini vermek yeterli olacaktir. [ |

Teorem 3.5 (d’Ocagne Ozdesligi). Negatif olmayan herhangi z ve t (z > t) tamsayilart
icin
rs(z+tz)ss(t+tz)qzqt+1 _ I"E(Z+Zt)56(t+tz)qz+1qt — (_1)tre(z—t)qz . (361)

esitligi yazlabilir. [5]

Ispat. Oncelikle

e(z+1)+e(t)—2e(t+tz)=ce(z)+e(t+1)—2e(z+2t)=1—¢e(z—t)
(3.62)

ve
e(z—t)=¢e(tz—t)+e(tz+1t) (3.63)

esitlikleri saglanir.

Genisletilmis Binet formiiliinii kullanalim.

rs(z+tz)se(t+tz)

qzqt+1

22



ve

rs(z+tz)se(t+tz)( rl—e(z) )(‘uv — 97 )( rl—s(t+1) )(‘ut+1 _ Vt+1 )
(r)zt X p—v J\ (rs)l'%] u—v
r8(z+tz)+1—€(z)+1—£(t+1)s£(t+tz) (‘u’z—t+1 _ MZ vH—l _ vzut+1 _ vz—t+1)

(rs)ll(rs) 5] (u—)?
rs(z+tz)+1—s(z)+1—£(t+1)+s(z+tz)—a(z+tz)ss(t+tz)

(rs)3i(rs)ls
(‘uz—t-i-l _ (MV)t(VMZ_t + ,U;Vz_t) + ,Vz—t+1)
(b—7)?

r—(1—s(z—t)+2—5(z+tz)ss(z—t)—e(z+tz)

(rs) 3 (rs)l%!
(‘uz—t-rl _ (,uv)t(v,uz_t 4 ‘U,Vz_t) 4 vz—t+1)

(u—»)?
r.re(z—t)—e(z+tz)se(z—t)—e(z+tz)
(rs)a)(rs) =
(‘uz—t+1 _ (,U, V)S(V‘U,Z_t L ‘uvz—t) + 1)z—t+1 )
(u—7)?

r(rs)e(z—t)—e(z+tz) (Mz—t+1 _ (‘u V)t(v‘uz—t + Mvz—t) + vz—t+1)
(rs)3i(rs) 5 (u—v)>2

r(rs)e(z—t)—e(z+tz) (‘uz—H-l _d (‘u v)t(v‘uz—t + ,uvz_t) + vz—t+1)

(rs)z—t+1—s(zz)—€(f+1) ' (M — ,,)2
r(rs) Ze(zft)725(z+tz)fzzft71+8(z)+s(t+l) -(‘uz—t+1 _ (‘u v)t( vuz—t +u Vz—t) 4 gt )
(u—»)?
F(rs) SF (u — () (T pr ) + )
(u—»)?

r (‘uz—t+1 — (uV) (vt + ) + Vz—t+1)

(rs) == (=)
r (‘uz—wl — (uY) (VuE 4 ) + vz—H—l)

(rs)f(rs):%(z_t)' (u—)?

—t z—t+1 __ t z—t —t —t+1
r(rs) (u (uv) (v + pr ) + 07 ) (3.64)

(rs)= 52 (u—)?

rs(z+tz)sa(t+tz)

qz+1qt
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Boylece,

rde@sdﬁfﬂ(rL{@+D)(ﬁf+l_“w+1)(rL%h))(“t_1})
(rs)tz ! u—v (rs)ts! —y

re(t+tz)+1—6(z+1)+1—€(t)sg(z+tz) (‘uz—t+1 _“z+1 t vz+1‘u + 5 t+1)

(rs)tzl(rs) 5 (u—)?
r.s(t+tz)+1—s(t+1)+1—5(s)+s(t+tz)—s(t+tz)ss(z+tz)
z—t+1—e(t)—e(z+1)
(rs)=— =2
‘uz—t+1 _“z+1 t vz+1‘u + vz—t+1
( (u—»)? )
r2—(1—£(z—t)—s(t+tz))ss(z+tz)
z—t+1—e(t)—e(r+1)
(rs)=— =2
:U’Z t+1 _“z+1 t vz+1‘u + vz—t+1
( (u—»)? )
r.1+s(z—t)—s(t+tz)ss(z—t)—s(t+tz)
z—t+1—e(t)—e(z+1)
(rs)=— =2
Mz—t+1 _‘uz+1 t vz+1‘u + vz—t+1
( (u—»)? )

r(rs)a(z—t)—s(t+tz)

(rs)
(Mz t+1 _‘uz+1 (i Vz+1‘U, + vz—t+1)
(u—7)?

2¢e(z—t)—2e(t+tz)—z—t—1+e(t)+e(z+1)
9]

Z—t1=i s(t) £(z+1)

r(rs)
‘uz—t+1 _ .U'Z+1 t VZ+1‘U, Y- t+1
(— )

ZE(zft)Jrlfs(zft)fzftfl

r(rs
‘uz—t+1 _“z+1 t vz+1‘u + VZ t+1
( (u—v)?
set)et ‘uz—tﬂ _‘uz+1 t 1}z+1‘u 4 gt

( (u— vy )
r Mz—t+1_uz+1 t VZ+1,U + VZ—t+1
e ( (n— )2 )

r ‘uz—t+1_‘uz+1 t VZ+1‘U, + P t+1
(rs)t(rs) =22 ( (u— )2 )
r(I‘S) t (‘uz t+1 (Mv)t(‘uz—t+1 + 1)z—t+1) + vz—t-i—l)
(rs)=52 (u—v)?

r(rs)” =

(rs)=="

(3.65)

re(z+tz)58(t+tz) e(z+tz)se(t+tz)

q:9¢+1—T 9:+19;
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_ _rls)” ((W) (w4 — u“—uvz‘f)
(rs)z—t e(z—t) (M . ,‘))2
__rs)y” ((W’) (W (=) + v (v— M))
(rs)z t— £(z t) (M_ »V)Z
R i (U i TE0)
(rs)z t— e(z t) (M_ v)z
__r(s)y” ((W) (u=" f))
(rs)z t— E(Z t)
__rs)y” (u — f)
(rs)z t— e(z t) ‘u,
r( 1)t MZ t ,VZ t
= (rS)Z t— E(Z [)( M v ) (3'66)
(1)
; _ rl—s(z—t) (‘uz—t _ail vz—t)
2 (rs) = u—v
—t _ gt 3
e e (3.67)
(i)
e(z—t)=z—t—2 Et
z—t g—t—e(z—t)
= 3.68
| 5 | 2 ( )
([3.67) ve (3.68)’den
r(=1)' (.U'Z_t_ vz_t) _ r(=1)" q, (rs)Lz%tJ
(rs)=5—\ u—v» ()7 it
— r1—1+e(z—t)(_1)tqz_t
= (-1)rCg, (3.69)
bulunur. [ |

Teorem 3.6 (Binom Katsayilarini iceren Toplamlar). Negatif olmayan herhangi n tam-

sayist igin

n

n t
(t)r“”(m)mqt — g, (3.70)

t=0
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ve

n
n t+
(t)re(tﬂ)(r‘s)LTlJQtH =Tq2n+1 (3.71)

t=0

ifadeleri yazilabilir. [5|]

Ispat. Oncelikle herhangi negatif olmayan t tamsayisi icin asagidaki islemi yapalim.

0 = rl—s(t) (‘ut_ Vt)
)\ p—

ut— "' _ qt(rS)L%J (3.72)
M_ LY - rl—&‘(t) :
Her tarafi r ile carpalim.
t ot .
r(‘u 4 ) =q,(rs)tzirs® (3.73)
u—"v
Boylece
I n t__ At
(e = A
t=0 o \ w=v
r < (n
= (b ="'
20
r S (n (1
- _v[ (t)“t_z(t)Vt] (3.74)
w t=0 t=0
D
(n),ut = (n)ln,uo + (n)ln_l,ul +..+ (n)lou“ =(1+uw" (3.75
=\t 0 1 n
(i)
(n) Vo= (")1"1)0 + (n)r—l Vot (n)1°vn —(1+»"  (3.76)
—\t 0 1 n
yazabiliriz.
u n t r n n
(t)rs(t)(rs)tzth = Tv((l +u)"—(1+v) ) (3.77)
=0 s
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(3.43) ve (3.45) ozelliklerini kullanalim.
=R
— u—vl\rs rs
G
 ou—v (rs)n

2n 2n
r ut =
= 3.78
(rs)n[( ) )] B78)
rl e(2n) MZn_ 1)211
= ()
2 (rs)lzI\ u—v
2n 2n
ro(ut—vw
= 3.79
(rS)"( u—v ) (3.79)
oldugundan
S AWE 1515 — 8
i (rs)2'q, = qap (3.80)
t=0
bulunur.
Ayrica

di+1 =

rl—e(t+1) (,ut“ _ vt+1)

(rs)l5) u—v
‘ut+1 _ il B qtﬂ(rs)[% (3.81)
‘LL_ LY - rl_E(t+1) :
Her tarafi r ile carpalim.
t+1 _ 41 n
r(%) = quyq (rs)l T Lpeler) (3.82)
Buradan
~(n . 41 S\ [t — "
(t)r (Hl)(rS)L 2 JQt+1 = Z(t)( — )
t=0 =0 p=v
ro~ )
= (up' —»v*
u—v ; t
= A ZAREY
p=v t=0 t t=0 t
- _T [u (“)Mf —> (”) vf] (3.83)
u—rvL S\t —o \



(iv) ve (v) ozelliklerini kullanalim.

= L[u(u + 1) —v(v+1)"]
u—"v

= () ()

r |:‘u2n+1 _ 1}2n+1 :|
v

u— (rs)n
B r1—5(2n+1) (‘u2n+1 _ 1)2n+1)
q2n+1 - (I”S)LZ”ZHJ U— »

r (M2n+1 _ 1)2n+1 )
(rs)n u—v

oldugundan

n

n ol
(t)rg(tﬂ)(rs)L 2 JClt+1 = Tq2n+1

t=0

bulunur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4

Bi-PERIYODIK FIBONACCI DIZILERININ MATRIS
FORMU

Tanim 4.1. n € Nve r,s € R icin bi-periyodik Fibonacci matris dizisi F,(r,s)

1 0 S
FOZ(O 1)’F1:(1 o) “-D

baslangic kosullari ile birlikte

N | @

F.(r,s) = {an_l(r,S) + F,_,(r,s), n ciftse 2

sF,_,(r,s)+ F,_5(r,s),n tekse
seklinde tanimlanir. [6]]

Teorem 4.1. Herhangi n > 0 tamsayist i¢in £(n) = n— 2| 5| iken
()" 4
n=— ( ' " s sr(n)n ) (4.3)
dn (F) dn—1
olarak tamimlanir. [6|]

Ispat. ¢, =rq, +q,=1,9; =q_; = 1,q, = 0 oldugunu biliyoruz.
O zaman

51¢(0) s
FO — ((r) qo+1 s Er(g)o ) _ (ql 0 ) _ (1 O) 4.4)
do (?) o1 0 q, 01
s\e() s s s s s s
F, = ((?) d1+1 S sr(?)l ) _ (qu gfh) _ (rr r'1) _ (s r) “45)
01 (?) 11 q1 79 1 0 10
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n=c € Z" i¢in ifade dogru olsun. n = ¢ + 1 icin ifadenin dogru oldugunu gosterelim.

FC+1(r7S) = rE(C)Sl_g(C)Fc(rJS) + Fc+l(rys)
e(c) g(c—1)
_ g(c) .1—¢(c) (%) et %qc (%) qc %qc—l
= r%%% N0 + s1e(c=1)
qc(F) qc—1 qc—1 (F) qc—2

(4.6)

c’yi cift ve tek olarak ayr1 ayr ele alalim.
Cift ise e(c) =0,e(c—1) =1 olur.

— rosl—o ((%)Oschl %qS)_i_((%)lqc s%qlc—l )
qc(?) qc— qc— (F) qc—

_ (qc+1 %qc ) ( %qc %qc—l)
= s i s
q. qc— dc— Fqc—Z
— (ch+1 + %qc S%qc + %qc—l )
ch + qc—l ch—l + %qc—Z

— (%(rqc+1 + qc) %(sqc + qc—l) )

ch + qc—l %(rqc—l + qc—2
— (Fqc+2 quc+1) (47)
qc+1 Fqc
c tek olsun. O zaman ¢(c) =1 e(c—1) =0 olur

S 1 S S 0 S
_ 1-1 ((;) Qe+1 ;qc) ((;) 4 79— )
= rs s3\1 + <10

qc(?) dc— qc— (F) qc—
- Fqc+1 quc + q. Fqc—l

q. 7dc—1 -1 Ge—2

r'%qc+1 + qs r%qc + %qc—l
rqc + qc—l r%qc—l + qc—2

— (qc+2 %(rqc + qc—l))
qc+1 Sqc—1 + qc—2

qc+2 Fqc+1) (48)
qc+1 qc
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Buradan

(FqHz F?CH) c cift ise

— qc+1 4.
(qc+2 Fqc+1) ¢ tek ise
qc+1 q.

Bu iki fonksiyon birlestirilirse

e(c+1)
F _ (%) qc+2 %qc+1
c+1 — i)E(c+1)q
c

qc+1 (r

bulunur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2. F,(r,s) Teorem [.1fdeki gibi olsun.

det(Fn(r,s)) = (_Ts)e(n)

esitligi tiim pogzitif tamsayilar i¢in saglanr.[6|]

Ispat. Teorem e timevarim uygulayalim.

s\e(1) s s s
Fi(rs) = ((F) d1+1 +q1 ) _ (;qz F%)
e q: (%)E(l)‘h—l a1 340

det (Fl(r,s)) =Z@¢="= (—s)sm olup n =1 icin denklem saglanir.

r r

n = f icin ifadeyi dogru kabul edelim.

s\e(f) s
o0 v )
(3)" a5

dy

2
r E(f) S
deth(r,s) = ((;) ) qf+197-1— ;q?
f iftise det F(r,s) = g 1qp1 — 747 =1

f tekise detF;(r,s) = $qp1q5—1 — %q}% ==
seklindedir.

n = f + 2 icin bakalim.

f cift ise
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detFy,,(r,s)

saglanir.
f +2tekise

detF;,,(r,s)

esitligi de saglanir.
Buradan

(i)g(f+2)q iq
Ff+2:( ' PN s ) (4.14)

qs+2 (%)e(f+2)qf+1

s
dfy39f+1 — ;(Qf +2)?
s
(842t qp41)dp1 — ;(T”Qfﬂ +q;)°
s
(s(rqps +45) + 10541 — ;(rzqﬁ+1 +2rqs,1qp +q5)
rsq?, +5q;qrq +q2,, —1Sq>,, —2r5qs,1q —iq2
f+1 fHaf+1 f+1 f+1 f+14f rif
—Sqpdy + 2, — 24
79
s
Qp1(=5q5 +q541) — =G}

S o
A +195-1~ 795 (4.15)

% s

_) CIf+SQf+1_;(Qf +2)
s 2
~qf 439541 — (@f42)

(rqf+2 + C1f+1)qf+1 - (sz)z)

S|y S |lwe S

(r(SCIfH +qp)+ CIf+1)CIf+1 —(sqp1 + Qf)z)

e Yo Y Y N

$2(qf 4y +505Qp41 a7 — 505, — 25054195 — qﬁ)
(—5qpnar +42,,—47)
(q5+1(=595 +q1)—q7)

qf+195-1— )

Sl 3| I |vw S |vw /N

S

S o
;Qf+1CIf—1 - ;qf (4.16)

= n tek ise
detF,(r,s) =1 ' o 4.17)
1, n cift ise
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yazilabilir. Yani

—s\¢m
detF,(r,s) = (—)
r

yazilir.

Ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1. ve 4.2 teoremleri kullanilarak

s 2¢e(n) S —s (n)
- dn+19n-1— 29, = | —
r r r

yazabiliriz.

Baylece
rl—s(n)se(n)qn+1qn_1 _ re(n)sl—s(n)qrzl — T'(—l)n

yazilabilir. [6]

Ispat. Ifadeyi (g)g(n) ile carpalim.

RN
Sg(n)r_zg(n)%ﬂqn—l —sr_lqi - (7)
(n) (n)
e(n)..—e(n) _ l—e(n).e(n)-1,.2 __ —_S o i o
S r qn+1qn—1 S r qn -
r r
r ile carpalim.
rl—e(n)se(n)qn+1qn_1 _Sl—e(n)re(n)qi — (_1)€(n)'r
rl—e(n)ss(n)qn+1qn_1 _Sl—s(n)re(n)qi — (—1)“.1”
Ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.3. Bi-periyodik Fibonacci matris dizisi i¢cin
() 2 S 2 S .3
ZFk(rs)xkz 1 1+sx—x X +SsxT— X
— ’ r—(rs+2)x2+x* \x+rx?2—x® 1—(rs+1)x?+sx3

esitligi yazilabilir. [6]

Ispat. G(x), {F,}cy ile iiretilen bir fonksiyon olsun.
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O halde,
G(x) = ZFk(r,s)xk = Fy(r,s) + F,(r,s)x + ZFk(r,s)xk (4.24)
k=0 k=2

her tarafi —sx ile carpalim.

o0 o0
—sxG(x) = —stFk(r,s)xk = —sxFO(r,s)—sszl(r,s)—sZFk(r,s)xk“
k=0 =2
= —sxFO(r,s)—sZFk_l(r,s)xk (4.25)
k=2

ve her tarafi —x? ile carpalim.
—x2G(x) = —XZZFk(r,s)xk
k=0
= —Z:Fk(r,s)xk+2
k=0
- —ZFk_Z(r,s)xk (4.26)
k=2

Buradan

(1—sx—x*)G(x) = G(x)—sxG(x)—x2G(x)

oo
= Fy(r,s)+ xFy(r,s)+ Z F(r,s)x* —sxFy(r,s)
k=2

- SZFk—l(r’S)Xk _ZFk_Z(T',S)Xk
k=2 k=2

= Fy(r,s)+ x(Fl(r,s) —sFO(r,s))

+ D (Fur,s) = sFi 1 (1,s) — Fry(r,8))x* (4.27)
k=2
F2k+1(rls) :SFZk(r:S)+F2k—l(r:S) (428)
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oldugundan (4.27) esitligindeki toplam sembollii ifadeyi acarsak

= F,(r,s)x*—sF,(r,s)x?— F,(r,s)x* + F5(r,s)x>

— sFy(r,s)x®—F,(r,s)x*+ ...

= F,(r,s)x*—sF,(r,s)x*—Fy(r,s)x? + sF,(r,s)x> + F,(r,s)x>
— sFy(r,8)x®—F,(r,s)x®+ ...

= F,(r,s)x*—sF,(r,s)x*—Fy(r,s)x*+ ...

seklinde tek dereceden terimlerin gittigi goriiliir.

O halde su sekilde yazalim.

olsun.

ve

(1—sx —x*)G(x) = Fy(r,s)+ X(Fl(r,s) —sFO(r,s)) + Z Fo (1, 5)x%
k=1

oo
FZk—l(rJS)XZk B Z FZk—Z(rJS)XZk
k=1

I
G

—_

(rFZk—l(r)S))XZk + ZFZk—Z(rJS)XZk
k=1

o0
FZk—l(sz)XZk - ZFZk—Z(sz)XZk
k=1

| Il

iy

(oe)
(erk—l(raS))XZk_l —S$ Z sz(r,S)XZk

k=1

= x(r—s) Z (172k_1(r,s))x2k_1
k=1

I
M8 =

x'
Il
-

glx)= Z Foa (T, 5) 2kt
k=1

F2k+1(rxs) = SFZk(r:S)-l_FZk—l(ras)
= S(FZk—l(r)S)-l_FZk—Z(rzs))+F2k—1(r)s)
(rs + 1)Fy_1(1,5) + sFy_5(1,5)

F2k—1(ras) = SFZk—Z(r’S) + FZk—B(r:s)
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yazabiliriz. sF,;_, yerine Fy_,(r,s) — Fo_5(r,s) yazalim. Buradan

Foi1(r,s) = (rs+1)Fy_y(1,8) + Fy_1(r,s) — Fy_3(r,5)
= (7’5+2)F2k—1(r,5)_F2k—3(7’;5)

(1 —(rs +2)x*+ x4)(g(x)) = g(x)—(rs+2)x*g(x)+ x*g(x)

oo

= Z (FZk—1(’3 5))X2k_1

k=1
[es)

— (rs+2)x? Z (sz_l(r,s))xm‘_1

k=1

oo
+ x4Z Fo_q(r,8))x* 2
k=1

(4.34)

(o)
= F,(r,8)x + F5(r,s)x’ + Z (Fyy(ry8)) %

k=3
— (rs+2)x*F,(r,5)x
— (rs+2)x*F5(r,s)x>
oo
— (rs+2)x? Z (Fy(r,8))x* 1
k=3

+ x*F(r,8)x + x*F,(r,s)x>

oo
+ X4 Z (FZk—l(r5 s))XZk_l
k=3

= F,(r,8)x + F3(r,s)x® — (rs + 2)x3F,(r,s)

+ > (Faa (59))x% 7 = (rs +2) D (Fypa(r,8))x%
k=3 k=3

+ (FZk—s(rzs))XZk_l
k=3

Sonug olarak

= F,(r,8)x + F5(r,s)x® — (rs + 2)F,(r,s)x>

+ Z (Forea(1,8) = (s + 2)F gy _5(1,5) + o5 (1, 5) )
k=3

bulunur.

sz—1(’”:5) =(rs+ 2)F2k—3(’35) —F2k—5(733)
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ifadesini yerine yazarsak

D> (Faer(1,5) = (s + 2)Fypa(1,5) + Fop_s(1,5))x %!
k=3

((rs +2)Fy_5(r,s) — Fy_s(1,8) — (rs + 2)Fy_s(1,8) + Fy_s(r,5) )x !

Il
M8

3

I
°T

(4.39)

olur. Buradan

Fi(r,s)x + Fy(r,s)x> — (rs + 2)F,(r,s)x>
1—(rs+2)x2+ x4
Fy(r,8)x + x3(F5(r,s) — (rs + 2)Fy(1,5))
1—(rs+2)x2+ x4
Fi(r,s)x + x?’(st(r,s) + Fy(r,s) —rsFy(r,s)— 2F1(r,s))
1—(rs+2)x2+ x4
Fy(r,8)x + x3(s(rF,(r,s) + Fo(1,5)) + Fy(r,5) — rsF, (r,s) — 2F,(1,5))
1—(rs+2)x2+ x4
Fy(r,s)x + x3(sFy(r,s) — F1(1,5))

y 4.40
1—(rs+2)x2+x* (4.40)

gx) =

Sonuc olarak

Fo(r,s)+ xF,(r,s) + xz(rFl(r,s) —Fy(r,s)— rsFo(r,s))

+x%(Fy(r,8) — Fy(r,s)
G(x) = 1—(rs+2)x2+ x4 (4.41)

bulunur. [ |

miiliinii asagidaki gibi yazabiliriz.

F,(r,s) = Ry(n)(u" — v") + S, (n)(p? 2142 — 22 1+2) (4.42)
Burada
PP G Rt G0 L2 GO GO e G0
(rs)tzl(u—v)
e(n)
5,(n) = —Fols) (4.44)

(rs)2 1 (p— )
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2.2 — /722
M:r5+1/rs —I—4r5,v:rs Vris +4r8,8(n)=n—2LEJ (4.45)
2 2 2
seklindedir. [6]]

Teorem 4.5. £(n) = n— 2| 5] iken n > 1 icin asagidaki ifade dogrudur.

resi=¢ME (1 )+ ri=¢WseMWE  (7,5)

n—1 —rFl(T',S) + TSFO(T',S) _SFO(r’S)
ZFt(rjs) _ (4.46)
- rs

[6]
Ispat. n cift olsun.

F.(r,s) = Fy(r,s)+F(r,s)+..+F,(rs)

= Fy(r,s)+ Fy(r,s)+ ...+ F,_,(r,s)
+ F,(r,s)+F5(r,s)+...+F,_(r,s)

n=2 n=2
D Fp(rs) + D Fy(1s) (4.47)
t=0 t=0

teoremini kullanalim. 2t ¢ift yani £(2t) = 0 oldugundan

n—1 112;2 2t 2t
rF,(r,s)—F,(r,s)—rsF,(r,s) —
SR = > oD ohd) B (4.48)
t=0 t=0 (rs) p—=v
n—2
Y Fo(r,s) ( 2% J+2 2L&J+z)
b0y 0 g p0lh 4.49
2=y (49
T Fy(r,s) —sFy(r,s) p2t+l—p2ct
+ > oy — (4.50)
t=0
n—2
< SFO(T' 5) | 2t1 2t+1
b S Shlns) (e VZLTM) 451
; (rs)*+1(u—») ( @0
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(4.48))’i diizenleyelim.

rFy(r,s) — Fo(r,s) —rsFy(r,s) u° —»°

(rs)0 u—v
N rFi(r,s)—Fy(r,s) —rsFy(r,s) u*>— v
(rs)t u—v
N rFi(r,s)—Fy(r,s) —rsFy(r,s) u*— »* N
(rs)? u—v
N rFi(r,s)—Fy(r,s) —rsFy(r,s) u" 2 — y"2
(rs)'z u—="v
_ 1Fy(r,s)— Fy(r,5) —rsFy(r,s)
— p—
WO 2y gty 2 2
o o e e [t

(4.52) ifadesinin carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

n n n

(o — vo)(rs)rl + (u?— vZ)(rs)z_z + (ut— v4)(rs)7_3 + ot (U2 —m2)

(rs)z
,uo(rs)%_ +u3(rs)” "+ ,u“(rs)%_3 + ..+ ut?
N (rs)z
vo(rs)%_l + vz(rs)g_2 + 94 (rs)? 4. 2
- (rs)s

pA(rs)? ™ = (rs)? + p*(rs)? 2 — u*(rs)=

+ub(rs)2 3 —ut(rs)2 2 + ... 4+ ut — rsu >
(rs)z=1(u2—rs)

Y2(rs)2t —(rs)2 + vH(rs) 22 — v3(rs)2 !

+19(rs)2 73 — Vi (rs) 2 4 ..+ V' —rspu 2
(rs)z=1(v2 —rs)

u'—(rs)? V' —(rs)?

_ _ 53
) —19) ) (2 —19) %53)
Buradan (4.48)) ifadesi
__rﬂMQ—%&Q—M%MQ[ Wt v =) ]
= e LG —rs)  (9)F (2 —rs)
(4.54)

bulunur.
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(4.49)i diizenleyelim.

Fo(r,s)p—»*  Fo(ns)p—v' Fns)p®—v" —  Fo(rs) p'—»"

(rs)! u—v (rs)? u—v (rs)® u—v (rs)'=+1 u—v

F 2 __ 42 4__ .4 6 __ .6 n__ .n

O(r’s)[“ LA Mk A S A ] (4.55)
u—v L (rs)? (rs)z (rs)3 (rs)z

ifadesinin carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

n

(2= v2)(rs) 7+ (uf =) (rs) 2 4 (S = v8)(rs) T o (un = )

(rs):
_ u2(rs)2 U+ ut(rs) 2 2 + pb(rs) 2 + ..+ Ut
- (rs)?
Y2(rs)2 L+ 14 (rs) i 2 + v0(rs)2 3 + ...+ V"
Y (rs)?

ph(rs)? ™ — uP(rs)2 + pb(rs)s 2 — ui(rs)> ™!
+ub(rs)? 2 —ub(rs) 2 + ...+ u™2 —rsu”
(rs)2(uz—rs)

Y(rs)2 = v2(rs)? + 10(rs)2 2 — v} (rs) 1!
+18(rs)2 73 — 90(rs) 2 4 ...+ V2 — st
(rs)z(v2—rs)

U2 — p2(rs)} ~ Y2 32(r)3

= - - (4.56)
(rs)z(uz—rs)  (rs)2(v*—rs)
Buradan ifadesi
n+2 __ ,,2 5 n+2 __ .2 z
_ Fo(r,s)[,u n us(rs) v n v4(rs) ] 4.57)
u—v L(rs)z(uz—rs) (rs)2(v>—rs)

bulunur.
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(4.50)’yi diizenleyelim.

Fi(r,s)—rFy(r,s) ut — »!

(rs)O u—v
N Fy(r,s) —sFy(r,s) u* —»°
(rs)t u—v
N Fi(r,s)—sFy(r,s) u>—»° N
(rs)? p—v
L R =sFylng) pt =
(rs)zt u—v
— F](T,S)—SFO(T',S)
u—v
1_ .1 3_ .3 5_ .5 n—1 _ ~n—1
u—=v ur—=v u—w utt—vy
+ + +.t+t— 4.58
[ (rs)o (rs)t (rs)? (rs)z1 ] ( )

(4.58) ifadesinin carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

n

(= )(rs) 7 (0% = ) (rs) 2 (05— 5)(r5) 7 o (= v Y)

(rs)zt
B ,ul(rs)%_ +,u3(rs)%_ +,u5(rs)%_ + .oty
B (rs)z1

vl(rs)%_1 + vs(rs)% V- 1/5(rs)%_3 + .+
(rs)z~?

pP(rs)= ™ —p(rs)? +p(rs)s 2 — p(rs)= !

+u7(rs)a 2 —pd(rs) 2 2+ .+ ut — st
(rs)2"Y(u2 —rs)

W(rs)2 = w(rs)z + v (rs)2 =2 — 13 (rs)2 !

+17(rs)2 3 — 97 (rs) 2 4 ...+ V' —rsy*]
(rs)z=1(v2 —rs)

‘un+1_‘u(rs)§ ptl v(rs)g

n 7 4.59
(rs)2"Y(u2—rs) (rs)271(v2—rs) (459
Buradan ifadesi
Fi(r,s)—sFy(r,s) [ u— u(rs)? = w(rs)? ]
u—v L(rs)i Y (u2—rs)  (rs)iY(v2—rs)
(4.60)

bulunur.
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(4.51)) ifadesini diizenleyelim.

sFo(rs) u? =v? | Fo(r,s) p*—v* | Fo(r,s) p®— "
(rs)t u—v  (rs)* u—v  (rs)* u—v
sF 2 A2 4_ L4 6__ A0 n__ Ao
o(r,s)[u LA Nl A el S Ui ]
u—v L (rs)t (rs)? (rs)3 (rs)z

(4.61) ifadesinin carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

n n n

Fo(r,s) u™—»"
(rs)z u—v

(4.61)

(2 - vz)(rs)rl + (u*— v4)(rs)§_2 (e v6)(rs)7_3 +o+ (Ut =)

(rs)?
o pArs) T pf(rs)2 2+ pb(rs) T T L+
N (rs)?
Y2(rs)T L+ 14 (rs)I 2 + v0(rs)2 3 + ...+ V"
B (rs)z

ph(rs)> ™ — uP(rs)? + pb(rs)s 2 — ui(rs)> ™!
+ub(rs)a 2 —pb(rs) 22 + ... + U2 — rsu”
(rs)2(u?—rs)

Yi(rs)2 = v2(rs)? 4+ 10(rs)2 =2 — v} (rs) !
+18(rs)2 73 — 99(rs) 2 4 ...+ V2 — st
(rs)z(v2—rs)

U2 — g2(rs)t ~ Y2 32(rs)3

(rs)z(u2—rs)  (rs)2(v2—rs)

Buradan (4.51)) ifadesi

sFy(r,s) [,u"” — uA(rs)? B Y+2 — 92(rs)2
u—v L(rs)2(uz—rs) (rs)z(v2—rs)

bulunur.
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(4.62)

] (4.63)



Buldugumuz bu dort toplami birlestirerek

n—1
ZFt(raS) _ SFi(18) = Fo(r,s) — rsFy(r5)
t=0

U— v
p"— (rs)? B V' —(rs)?
[(rs)g_l(,u2 —rs) (rs)z7(»v2— rs)] (4.64)
_ Fo(’”,s)[linﬁ—uz(rs)% - Vz(rs)%] (4.65)
u—v L(rs)z(uz—rs)  (rs)2(»2—rs) .
_ Fy(r,8) —sFy(r,s)
= -
“n+1 _‘u(rs)% il v(rs)g
[(rs)%_l(,u2 —rs)  (rs)ii(v2— rs)] (4.66)
sFO(r,s)[u“”—,uz(rs)% B y+2 vz(rs)g] (4.67)
p—v L(rs)a(uz—rs) (rs)z(v2—rs) .

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi daha da diizenleyelim.

(4.64) ifadesinin carpimdan sonraki kismini ele alalim.

w2 —rspt — (rs)2 v2 + (rs)2 ™ — (V2 —rsv" — (rs)2p? + (rs)?*?)
(rs)2 Y (u2—rs)(v2—rs)
_ BT =y —rs(u — )+ (rs)i W = v) (4.68)
(rs)27Y(u2 —rs)(v2—rs)

(u? —rs)(v* —rs) ifadesinde (3.40) ve ([3.41)’i yerlerine yerlestirelim.

(W =rs)(V¥* —rs) = (U2 +uv)(v*+uv)
= ulu+»)(u+»)
= uv(u+v)?
= uv(uv)’
= ()’ (4.69)
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Buradan

p v (p 2 — ) — rs(u" — v") + (rs)2 (u* — v?)
(rs)z~1(uv)?

wAW =y rs(ut =) (rs)2(u*— )

(rs)z = (uv)? (rs)e Y (uv)?  (rs)i (uv)?
2 — 2 B ut— " . U2 — 2
(rs)z(uv)  (rs)22(uv)?  (rs)L(uv)®
Y2 — 2 B ut— o .\ 2 — 2
(rs)z=1(—rs) (rs)a=%(—rs)®  (rs)}(—rs)?

T T o R NPV B SV

- (rs)z " (rs)zt!  (rs)? (4.70)

(4.65) ifadesinin carpimdan sonraki kismini ele alalim.

U2y — syt — 2 vz(rs)g + ,uz(rs)gﬂ
—(V"+2u2 —rsyt2 — MZ VZ(TS)% + vz(rs)g“)
(rs)z(u2 —rs)(v2 —rs)
‘uz Vz(.U«n _ 4 vn) _ T‘S(,UJHZ r 1)n+2) + (rs)gﬂ(‘uz _ 1)2)

= s 4.71
()= r9) (R — 1) @70
(4.69)’y1 yerine yazarsak
2112 n_ gyt — n+2 _ ,n+2 + 51,2 A2
_ ur(u )—rs(u — )+ (rs)2" (u”—»*) 4.72)
(rs)z(uv)?
olur.
Buradan
B uzvz(,u”—v”)_rs(u”*z—v””) (T‘S)%-H(MZ—VZ)
(rs)2(uv)? (rs)z(uv)3 (rs)z(uv)?
Mn_vn Mn+2_vn+2 HZ_VZ
= n - n +
(rs)2(uv)  (rs)2"'(uv)®  (rs)"*(u»)?
n__ an n+2 __ ,n+2 2 __ a2
(rs)2(=rs) (rs)="(=rs)® (rs)'(—rs)3
n_ pn n+2 __ ,n+2 2 __ a2
S L S 4.73)
(rs)z*! (rs)z*+2 (rs)?
bulunur.
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(4.66) ifadesinin carpimdan sonraki kismini ele alalim.

‘u/n+1 2 — rs,u”“ —,uvz(rs)g + ,LL(T‘S)%H
—(v it —rsy — p2y(rs)? + v(rs)2*?)
(rs)2"Y(u2 —rs)(v>—rs)
p (Tt — ) — rs(u — V) + u(rs)2 (u— v) + (rs) 2 (w— )
(rs)2=Y(u2 —rs)(v2 —rs)

(4.74)

(4.69)’i yerine yazarsak

pP (= ) — rs(utt — V") + u(rs)2 (u— v) + (rs) 2 (u— v)
(rs)z Y (uv)3

(4.75)
olur.
Buradan
_ e - st =yt (u v)(rs)?(uv + rs)
(rs)z"'(uv)3 (rs)27H(uv)? (rs)2H(uv)?
_ AT =) rs(utt = L =)y —pv)
(rs)2H(uv)? (rs)2=1(uv)? (rs)2~1(uv)?
_ ‘un—l _all vn—l Mn+1 i vn+1
(rs)27H(uv)  (rs)22(uv)?
Mn—l _ vn—l Mn+l _ vn+l
T (rs)i(=rs)  (rs)iE(—rs)®
n—1__ ,n—1 n+l _ ,n+l
S S (4.76)
(rs)2 (rs)z*!
(4.67) ifadesinin carpimdan sonraki kismini ele alalim.
,U,n+2 y2— rs‘un+2 _ ‘uz VZ(rs)g + ,U,Z(T'S)'ZE-H
—(v””,uz —rsyt2 — Mz VZ(TS)% + VZ(I”S)%+1)
- (rs)? (w2 —rs)(v* —rs)
B Mz VZ(Mn _ 1)n) _ T‘S(,LL"+2 _ vn+2) + (TS)%H(‘LLZ _ 1)2) @77
(rs)2(u2—rs)(v>—rs) '
(4.69)’y1 yerine yazarsak
2112 n_ ) —rs n+2_vn+2 +(rs 5+1 2—1)2
_ R =) s D)

(rs)z (uv)?

olur.
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Buradan

‘uz 1)Z(Mn _ Vn) B T'S(Mn+2 _ Vn+2) (T‘S)%+1(M2 _ VZ)

(rs)2(uvy (rs)2(uvy (rs)2(uvy
n__ an n+2 __ ,n+2 2 __ a2
e A it A : v :
(rs)z(uv)  (rs)z"Y(uv)>  (rs)*(uv)
n__ ,n n+2 __ ,nt2 2 __ A2
(rs)2(=rs)  (rs)z7'(—rs)*  (rs)~'(=rs)?
Mn_vn Mn+2_vn+2 MZ_VZ
CE T (e)E? (rs)?

Bu dort ifadeyi birlestirirsek

nz_let(r,s) _ rFy(r,s)— Fy(r,s)—rsFy(r,s)
t=0 =
[_Mn—z_ 12 N W u2— Vz]
(rs)2 (rs)e*t  (rs)?
Fo(r,s)[_ un— N 2yt ~ u?— 1)2]
p—vL (rs)2t (rs)z+2 (rs)?
Fl(r,s) —SFO(T,S) Mn—l _ vn—l ‘un+1 _ vn+1
U—v [_ (rs)2 (rs)z+! ]
sFO(r,s)[_ P . (2 - 2 — vz]
u—v (rs)z*1 (rs)z+2 (rs)?

Yukaridaki ifadeyi diizenleyelim.

rFy(r,s) = Fo(r,s) —rsFo(r,s) u" 2 —v"2  Fo(r,s) " —»"

u—v (rs)? u—v (rs)zt
N rF,(r,s)—Fy(r,s) —rsFy(r,s) u™ — v N Fo(r,s) u™—»"
u—v (rs)zt1  u—» (rs)z+2

Fi(r,s)—sFy(r,s) u" 1 — v 1 sF,(r,s) u"— »"
B u—v (rs):  p—v (rs)it!
N Fi(r,s)—sFy(r,s) u™tt — vyt sF,(r,s) u"*? — y"t2

w—v (rs)z*1 pu—v (rs)z+?

u? — v? rFy(r,s) —rsF,(r,s) + sFy(r,s)

sy p—v

n—2 icin ["2;2 = 5 —1 olacagindan ve

_ rF,(r,s) —Fo(r,s) —rsFy(r,s) pr— 2 n Fo(r,s) u" — "

F._ o n
2 u—v (rs)z71 u—v (rs)z
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(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)



oldugundan (4.81) ifadesi 2 plyr,

rs

_ 1rFy(r,8) —Fy(r,s) —rsFy(r,s) u" — »" N Fo(r,s) u"t2 — ynt2

F, m - (4.87)
u—v (rs)f | p—v  (rs)it
oldugundan (4.82) ifadesi 1:—5 olur.
F —sF n—1__ ,;n—1 F n__ .0
P = 1(n9) =sko(ns) w™ — v | sko(ns)p'—v (4.88)
u—v (rs)z7t u—v (rs)2
oldugundan (4.83) ifadesi _P;’jl olur.
F,(r,s)—sFy(r,s) u™ — v sF,(r,s) u"t> — y+2
Fop= 1(1,s) o(rs) u ! o(rs) i (4.89)
u—v (rs)E gy (rs)in
oldugundan (4.84) ifadesi F’;—:l olur.
(4.85)) ifadesi icin ise
(u—v)(u+ v) rF;(r,s) — rsFo(r,s) + sFy(r,s)
(rs)? u—v
(u—v)(rs) rFy(r,s) —rsFy(r,s) +sFy(r,s)
(rs)? u—v
rF,(r,s)—rsFy(r,s) +sF,(r,s
_ PR(18) = rsFo(r,s) + sFo(rs) 4.50)
rs
yazabiliriz.
O halde
Fn+1(ras) + Fn(r7s) _Fn—l(r:s)
= _Fn—Z(sz)_rFl(r)S)+rSFO(r:s)_SFO(r;S)
ZFt(r,s) = (4.91)
rs
t=0
n cift oldugundan
sF (r,s)+F,_(r,s)+rF,_(r,s)+F,_,(rs)
_Fn—l(r7s) - Fn—Z(r)S) - rFl(r,s) + T'SFO(T',S) _SFO(sz)
N rs
sF.(r,s)+rF,_(r,s)—rF(r,s)+rsFy(r,s)—sFy(r,s
_ sF(rs) 1(1,8) ;i ) o(1,8) —sFy(r,s) (4.92)

yazabiliriz.
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n tek olsun.

n—1
ZFt(r,s) = Fy(r,s)+ F(r,s)+...+F,_(1,s)
t=0

= Fy(r,s)+Fy(r,s)+ ...+ F,_4(r,s)
+ F(r,s)+F5(r,s)+...+F,_,(r,s)

n—1 n—3
7 T
Z Fy.(r,s)+ Z F,,(r,s)
t=0 t=0

[4.4] teoremini kullanalim.

3
|
—-

= < rFy(1,5) — Fo(r,s) — rsFy(r,s) 2t —v*
Fi(rs) = Z (rs)t T
(=0 =0 rs p—=v

n—1
=
Fo(T’,S) ( 2642 2t +2
+ Z— P22 g2t
() (u—v)
n—3
2 F r,s —SF, r,s 2t+1_v2t+1
4 Z 1(1,5) —sFo( )'M
i (rs)f pw—v
n=3
i . sFo(r,5) 21242 |42 9| 242 |40
sy i(u—n'\" ’
t=0 - 4

(4.94) ifadesini diizenleyelim.

rFl(sz) _FO(r,S)_ T'SFO(T',S) Au’o - v()

(rs)° u—v
N rFy(r,s)—Fy(r,s) — rsFy(r,s) u? — v
(rs)t u—v
N rFi(r,s)— Fy(r,s) —rsFy(r,s) u*—»* N
(rs)? u—v
LIRS = For) = rsFy(r,s) i — v
(rs)= p—v
_ TFy(r,5) = Fy(r,s) —rsFy(r,s)
— =
|:MO_,V0 +‘u,2_v2 +‘u,4_v4 +“'+‘un 1_nj)ln 1]
(rs)o (rs)? (rs)* (rs)'=
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(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)



(4.98) ifadesinin carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

n

(u°— vo)(rs)rl +(u?— 1)2)(1‘5)%3 + (ut— v4)(rs)nz;5 +o+ (ut =)

(rs)'7
,uo(rs)nz;1 + ,uz(rs)nz;3 + u“(rs)nz;s + . utt
- (rs)'=
vo(rs)nT_1 + vz(rs)% + v“(rs)nz;5 +o !
- (rs)*F

pA(rs)T —(rs)> +pi(rs)T —p(rs)”

Fub(rs) T — put(rs) T + .o+t — rspt
(rs)7 (u2—rs)

Y2(rs)'T —(rs)'T + v} (rs)'T — vX(rs)'T

$15(rs)'T — v4(rs)" T + ... + ¥ — psutl
(rs)z Y (v2—rs)

n+1

Moz _(rs)% i (rs)'T

= 1 5 i (4.99)
(rs)=z (u2—rs) (rs)= (v>—rs)
Buradan (4.94)) ifadesi
y rFl(r,s)—Fo(r,s)—rsFo(r,s)[u/““—(rs)”zﬂ v"“—(rs)%]
u—v '(rs)"T_l(uz—rs) (rs)'= (v2—rs)
(4.100)
bulunur.
(4.95) ifadesini diizenleyelim.
Fo(r,s) u? —v* | Fo(r,s) u*— vt Fo(r,s) u®—v*
+ +
(rs) u—v  (rs)2 p—v  (rs)® u—v
F n+l __ ,n+l
o
(rs)z= u—v
F 2 2 4_ .4 6__ A6 n+l _ ontl
O(r’s)[“ LA Nl AR St AR ] 4.101)
p—v LGt T s T (s (rs)F
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(4.101) ifadesinin ¢carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

(u? - 1)2)(1‘5)%1 + (ut— v“)(rs)nz;3 + (,u6 — v6)(rs)nz;5 + ot (U — )

(rs)'z
_ p2(rs)'T + ut(rs)T + ub(rs)' T +...+ !
- (rs)'=
B Y(rs) T + v4(rs)'T +15(rs)'T +... + vt
(rs)=

uirs) T —pi(rs) T + po(rs) T —pi(rs)T
FuB(rs)'T — ub(rs)'T + ...+ Uttt — rspuntl
(rs)z (u2—rs)

v (rs)T — v2(rs)'T + 15(rs)'E — vi(rs)'T
F18(rs) T — Vo(rs)'T + ...+ V3 — syt
(rs) = (v2—rs)

A

Qs — uz(rs)"—gl Y8 52(rs)" T

= o v (4.102)
(rs)= (u2—rs) (rs)= (v2—rs)
Buradan (4.95)) ifadesi
= FO(r’s)[“mn: BT vmn: vz(rs)%l] (4.103)
p=vL(rs)z (uz—rs) (rs)=z (v2—rs)
bulunur.
(4.96) ifadesini diizenleyelim.
_ Fi(r,s)=rFy(r,s) u' — '
- (rs)O p—v
N Fi(r,s)—sFy(r,s) u*>—»*
(rs)? u—v
F —sF 5__ A5
. BO=sRrp =
(rs)? u—v
L Fans)=sF(ns) pr?— v
(rs)= p—v
_ F](T,S)—SFO(T,S)
— =
1 1 3 3 5 5 n—2 n—2
ut—vt =y w—w Ut —y
+ +.+— 4.104
| P st (rsp ()= GRS
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(4.104) ifadesinin ¢carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

(,ul — vl)(rs)nz;3 + (,w°’ — v3)(rs)nz;5 + (,us — 1/5)(1”s)nz;7 +..+ (,u”_2 — v”_z)

(rs)7
,ul(rs)nz;3 + ,u3(rs)nz;5 + ,us(rs)r%7 + .+ ut?
N (rs)=
vl(rs)nT_3 + v3(rs)% + v5(rs)n%7 S
B (rs)

Wi(rs)T —u(rs) T +p(rs) 7 2 —pi(rs) 7 !
7 (rs) T — pB(rs) T + oo+ Ut — rsp2
(rs)'7 (u2—rs)

Y(rs)T — v(rs)'T +v°(rs)T — 3 (rs)'T
F97(rs)'T — v5(rs)'T + ... + Y1 —rsy2
(rs)'=(v2—rs)

pr—p(rs)T v —w(rs)'T

- (4.105)
(rs) = (u2—rs) (rs)z (v2—rs)
Buradan (4.96)) ifadesi
_ Fl(r,S)—sFo(r,S)[ u— p(rs)’= _ V' —(rs)'T ]
u—v ' (rs)nT_s(,uZ—rs) (rs)'= (v2—rs)
bulunur.
(4.97) ifadesini diizenleyelim.
B SFo(r,S)Mz—vz+Fo(r,5)u“—v4+Fo(r",8)u6—v+ N
s p—v o (rs)2 p—v  (rs)P u—v
+ FO(r’S) Au‘n_l — vn_l
(rs)n_E1 u—v
F 2 .2 4_ .4 6__ 16 n—1__ .n—1
3 O(r’s)[“ LA Nl A A A S ] (4.106)
u—v L (rs)! (rs)? (rs)? (rs)z
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(4.106) ifadesinin ¢carpimdan sonraki kismini diizenleyelim.

(,u2 — 1)2)(1‘5)%3 + (,u“ — v4)(rs)nz;5 + (,u6 — v6)(rs)nz;7 +...+ (,u”_l — v”_l)

(rs)7
_ p2(rs)'z 4+ ut(rs) T + ub(rs)' T +...+ !
- (rs)?
B Y(rs)T + v4(rs)'T +15(rs)'T + ... + v
(rs)=

uirs) T —pi(rs) T +po(rs) T —pi(rs) T
+uB(rs)' T —ub(rs) T + ...+ uttt — rspnl
(rs)z (u2—rs)

Y (rs)T — v2(rs)'T +15(rs)'T — vi(rs)'T
+98(rs)" T — v0(rs)'T + ... + VL — psynl
(rs) = (v2—rs)

‘un+1 _ ,qu(rs)n_El 1l vz(rs)nz;l

= = 1 (4.107)
(rs)z(u2—rs)  (rs)z (v2—rs)
Buradan (4.97) ifadesi
» SFO(r’S)[“n+1n_1 G vz(rs)nz;l] (4.108)
p—=v L(rs)=z (u2—rs) (rs)=z (v2—rs)
bulunur.
Buldugumuz bu dort toplam birlestirerek
nz_llFt(r,S) _ rF,(r,s)—Fy(r,s)—rsFy(r,s)
t=0 p—=v
n+l __ ”%1 n+1l _ ”Zi
[ il (O R i G) ] (4.109)
(rs)T(u2—rs)  (rs)¥(+2—rs)
[ O D
u=v L(rs)=z (u2—rs) (rs)=z (v2—rs)
_ Fl(r)s)_SFO(r:S)
= s
(e P rs)
[ u H.U(T‘S) v Hv(rs) 2 ] 4111)
(rs)= (u2—rs) (rs)=z (v2—rs)
sFy(r,s) [,u"”n— u?(rs)? B v””n— 2 (rs)? ] (4.112)
u—v L(rs)2(u2—rs) (rs)z2(v2—rs)

seklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi daha da diizenleyelim.

52



(4.109) ifadesinin ¢arpimdan sonraki kismini ele alalim.

w2 — pspmtl— (15)" 92 4 (rs) T
—(vHp? —rsymt — (rs)'T u2 + (rs)#)

(rs)% (uz—rs)(v2—rs)

B i S et G R ki Tt N
(rs)T(‘u,z — T'S)(Vz - T'S)

(4.69) ifadesini yerine yazalim.

Buradan

‘uz 1)Z(Mn—l _ Vn_l) _ rs(,u”” _ Vn+1) + (rs)n_;l(‘qu _ 1)2)
(rs)= (uv)?
MZVZ(Mn—l _ vn—l) B rs(‘un+1 _ vn-ﬁ-l) . (rs)%(,uz _ vz)
(rs)™= (uv)? (rs)= (uv)*  (rs)™ (uv)®
‘un—l _ 1}n—l ‘un+1 4 1)n+1 N MZ r v2
(rs) = (uv) (rs)=(uv)3 (rs)1(uv)?
un—l _ vn—l ‘un+1 _ vn+1 N ‘u2 _ 1)2
(rs) = (—=rs) (rs)=(—=rs)3 (rs)7(=rs)?
Mn—l il vn—l Mn+1 _ vn+1 y ;U’Z . VZ

(rs)? (rs)% (rs)?

(4.114)

(4.110) ifadesinin ¢arpimdan sonraki kismini ele alalim.

‘un+3 1)2 _ rs,u”+3 _‘uz VZ(T‘S)H_;] 4 ,UJZ(T'S)HTH

—(v 32 — rsy™ts — Y(rs)T + vz(rs)"_f)

(rs)" s (u2 —rs)(v2 —rs)

_ ‘LLZ VZ(MH+1 _ Vn+1) :+TS(MH+3 _ Vn+3) + (rs)n_f(‘ujz — VZ) (4115)
(rs) = (U2 — rs)(v* — rs)

(4.69)’y1 yerine yazarsak

_ u2yA(untt — prtly — rs(,u’:lg — ")+ (T‘S)n_;s(.ulz —?) (4.116)
(rs) = (uv)?

olur.
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Buradan

‘uz 1)2(Mn+1 _ Vn+1) B TS(,LLH+3 _ Vn+3) N (T‘S)%(Mz _ vz)

(rs)™= (uv)? (rs)= (uv)? (rs)*= (uv)?
_ Mn+1 _ vn+1 Mn+3 _ vn+3 N ‘u2 _ 'V2
(rs) = (uv) (rs)= (uv)® (rs)~1(uv)
_ Mn+1 _ ,Vn+1 ,U,n+3 _ vn+3 MZ _ 'V2
(rs)5 (=rs) (rs)7 (—rs)y  (rs)(=rs)?
n+1 __ vn+1 n+3 __ vn+3 2 _ VZ
= _‘u, n+3 + ‘LL n+5 - ‘u, 2 (4'117)
(rs)= (rs)= (rs)

bulunur.

(4.111) ifadesinin carpimdan sonraki kismini ele alalim.

Wiy — rspt — ur(rs)'T + u(rs) T
—(v" 2 —rsvt—u? w(rs)'T + v(rs)%)
(rs)2 (w2 —rs)(v?—rs)
W2 = V) = rs(u" = v") + pv(rs)T (U= ) + (rs)F (u—)
(rs)'z (U2 —rs)(v2 —rs)

(4.118)
(4.69)’y1 yerine yazarsak
p2v? (" — ") = rs(u" — V") + pv(rs) T (u—v) + (rs)'F (u— )
(rs)'T (uv)?
(4.119)
olur.
Buradan
_ v st =) | (= )(rs) T (v rs)
(rs)7 (uv)? (rs)'7 (uv)? (rs)'7 (uv)?
_ ) s =) | (= n)0s) (wy—p)
(rs) 7 (uv)*  (rs)7 (uv)? (rs) 7 (uv)?
B Mn—z _ vn—z B ‘un — Y
(rs)= (uv)  (rs)= (uv)3
B Mn—Z _ vn—2 B ‘un —
(rs)7 (=rs)  (rs)7 (—rs)3
n—2 __ ,n—2 n__ an
S Sk A (4.120)
(rs) = (rs)z
bulunur.
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(4.112) ifadesinin ¢arpimdan sonraki kismini ele alalim.

Mn+1 2 rsun +1_ sz(rs)n_gl+u2(rs)n7+l

—(vHip? —rsymtl — u2v2(rs)n2;1+v2(rs)%)

(rs)2 (> = rs)(v2 —1s)
B e e (e 0 e G Kl (Ve ) NS
(r)3 (w2 = rs)(»2 = rs)

(4.69)’y1 yerine yazarsak

_ w2 (ut — ) — rs(uttt — ) + (rs)%(‘uz —) (4.122)

(rs)= (uv)?

olur.

Buradan

n+l __ vn+1)

2P =" rs(u (rs) (u — %)
(rs)™= (uv)? (rs)= (uv)? (rs)™= (uv)?
n—1 n—1 n+1 n+1

pr v et ey u? — 12
(rs)%l(,uv) (rs)"T_l(,uv)3 (rs)"1(uv)?

Mn—l il ,Vn—l B Mn+1 _ vn+ ‘u b V
(rs)'= (—rs) (rs)"_?(—rs)3 (rs)"1(—rs)?
n—1 __ vn—l n+1 vn+1 _ 1)
= _‘u, n+1 + M n+3 - ‘u, (4.123)
(rs) = (rs)= *2 (rs)?

Yukaridaki ifadeyi diizenleyelim.

M_ v (rs)n+1

F n+l __ n+1
_ Flns)p (4.124)

n+3

p—v  (rs)z
rF,(r,s) —Fy(r,s) — rsFy(r,s) "+t — y**1 . Fy(r,s) p™*® — y+

n+3

u—v (rs)= p—v  (rs)z
_ Fy(r,5) —sFo(r,s) "> _:ln—z . sFy(r,s) ™! _nﬂn_l (4.126)
u—v (rs)= u—v  (rs)z
Fi(r,s)—sFy(r,s) u"— »" N sFy(r,s) umtt — it
w—v (rs)=  U—=v (rs5)%
u?—v? rF (r,s) —rsFy(r,s) + sF,(r,s)

(rs)? u—v

(4.125)

n+5

(4.127)

n+3

(4.128)
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n—1icin |5} ] =% — 1 olacagindan ve

_ rF(1,8) — Fo(r,8) —rsFo(r,s) u" ' —v'! N Fo(r,s) u™+t — !

F,_ — - (4.129)
! u—v (rs)z—2 p—v (rs)z+;
oldugundan (4.124) ifadesi _i’;‘l olur.
Fn+1 — rF](T',S) B FO(r’S) _ rsFo(r,s) “n+1 : vn:1 + FO(T',S) Au'n+3 _n V;H_S (4130)
u—v (rs)z + 5 u—v (rs)z2*2
oldugundan (4.125) ifadesi F;f olur.
F_,= Fy(r,s) = sFo(r,s) "> _n V:_Z n sFy(r,s) ™! : an_l (4.131)
u—"v (rs)z—2 u—v (rs)z—;
oldugundan (4.126)) ifadesi —1?;2 olur.
Fi(r,s)—SsFy(r,s) u*—v*  sF,(r,s) u"t —yt!
F,= 1(1,s) o(r,s) u 4 o(1,8) u il (4.132)
u—v (rs)2—35 U=V (rs)i*2
oldugundan (4.127) ifadesi % olur.
(4.128) ifadesi i¢in ise
(u—»)(u+ v) rFi(r,s) —rsFy(r,s) +sFy(r,s)
(rs)? u—v
(uw—v)(rs) rFy(r,s) —rsFy(r,s) +sFy(r,s)
(rs)? u—v
F,(r,s)—rsFy(r,s)+sE,(r,
T \(r,8) —rsFy(r,s)+sFy(r,s) (4.133)
rs
yazabiliriz.
O halde
— n—1(r:s) + Fn+1(r:5) + FH(T,S)
<! _Fn—Z(r"S)_rFl(r)S)+rSFO(rJS)_SFO(r;S)
D> F(rs)= (4.134)
rs
t=0
n tek oldugundan
_Fn—l(rﬁs) + an(r)S) + Fn—l(rfs) +5Fn—1(rys) + Fn—Z(ras)
B —F,_,(r,s)—rF,(r,s)+rsFy(r,s) —sFy(r,s)
B rs
_ rF, (r,s)+sF,_,(r,s)—rFy(r,s) +rsFy(r,s) —sFy(r,s) (4.135)
rs
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yazabiliriz.

Sonug olarak

re@sl=¢ME (5 )+ ri=¢WseME _ (7,s)

n-l —rF,(r,s)+ rsFy(r,s) —sFy(r,s)
ZFt(r,s) = (4.136)
e rs

yazabiliriz.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [ |
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)

SONUC VE ONERILER

Bu calismada bi-periyodik Fibonacci matris dizisi icin determinant esitligi, bu dizinin
Binet formiilii ile yeniden ifadesi gibi bircok denklem ve 06zdesligin saglandig
goriilmiistiir.
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