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1. GĠRĠġ 

Ünivalent fonksiyonları en önemli kılan nedenlerin baĢında verilen bir fonksiyonun 

geometrisi ile analitikliği arasındaki bağı kurmasıdır. Buna en güzel örnek hiç Ģüphesiz 

Riemann dönüĢüm teoremidir. Bu teorem basit bağlantılı bir bölgenin 

 : 1U z z      birim diskine ünivalent olarak denk olmasıyla ilgilidir. Bu 

teoremden sonra ünivalent fonksiyonlar üzerine yapılan çalıĢmalar U  birim diskinde 

(0) 0f   ve (0) 1f    normalleĢtirme koĢullarını sağlayan analitik ve birebir 

fonksiyonlarının oluĢturduğu S  sınıfı üzerine olmuĢtur. NormalleĢtirme koĢulları 

altında fonksiyonlar 2

2( ) ...f z z a z    biçiminde olur. U  birim diskinin bu sınıfa ait 

fonksiyonlar altında görüntüsünün alanını bulmak ki bu literatürde Alan teoremleri 

olarak bilinir bu sınıf üzerine yapılan ilk çalıĢma özelliğini taĢımaktadır. 

Daha sonra alan teoremi S  sınıfına ait bir fonksiyonun ikinci katsayısının kesin üst 

sınırını belirlemek için önemli bir araç rolü üstlenmiĢtir. Bununla ünivalent 

fonksiyonların katsayıları hakkında bilgi edinmek bir temel problem haline gelmiĢtir. 

Problem ile ilgili ilk adım 1916 yılında L. Bieberbach [20] tarafından atılmıĢtır. 

Bieberbach, Alan teoremini kullanarak 2 2a   olduğunu ispatlamıĢ ve 2,3,4,...n   

değerleri için  na n  katsayı tahminini ortaya koymuĢtur. Bu tahmin üzerine birçok 

ünlü matematikçi çalıĢmıĢ ve önemli sonuçlar elde etmiĢlerdir.  Nihayet bu tahmin 1984 

yılında L. De Branges [20] tarafından tüm 2,3,4,...n   değerleri için ispatlanmıĢtır. 

Tabiiki bir taraftan bu problem üzerine çalıĢılırken diğer taraftan S sınıfı ve onun 

altsınıfları (yıldızıl, konveks, konvekse-yakın, v.s) için büyüme ve geniĢleme 

teoremleri, gerek ve yeter Ģart problemleri, yarıçap ve ekstremum özellikleri, komĢuluk 

ve kısmi toplamları, kesirsel mertebeden türev ve integral problemleri, subordinasyon 

gibi günümüzde de güncel olarak çalıĢılan problemler üzerine gidilmiĢtir. 

Ünivalent fonksiyonların genel bir versiyonu gibi görünen fonksiyonlara p değerli 

(Multivalent) fonksiyonlar denir. Bu fonksiyonlar f   geniĢletilmiĢ kompleks 

düzlemdeki herhangi bir bölgede kompleks değiĢkenli analitik bir fonksiyon olmak 

üzere bu bölgedeki her değeri en fazla p  ve en az bir değeri kesin p  defa alıyordur. 
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1p   olması durumunda f  fonksiyonu ünivalenttir. Dolayısıyla p değerli 

fonksiyonlar ünivalent fonksiyonların doğal bir genellemesidir.  

Bir yüzyılı aĢkındır ünivalent fonksiyonlar için yukarıda bahsettiğimiz problemler        

p değerli fonksiyonlar için de çalıĢılmıĢtır. p değerli fonksiyonların yeni alt 

sınıflarını tanımlamak ve bu sınıfların analitik ve geometrik özelliklerinin incelenmesi 

üzerine önemli çalıĢmalar yapılmıĢtır. Bu alt sınıflardan birini Çekin [20] tez 

çalıĢmasında tanımlamıĢ ve bu sınıfa ait fonsiyonlar için katsayı problemini, 

fonksiyonun ve türevlerinin alt ve üst sınırlarını, yıldızıllık ve konvekslik yarıçaplarını 

ve kesirsel türev integralin uygulamalarını çalıĢmıĢtır. Ayrıca bu problemler üzerine 

geçmiĢ yıllarda p değerli fonksiyonların farklı altsınıfları için Goodman [28], Ali ve 

arkadaĢları [10], Ramachandran ve arkadaĢları [49], Shanmugam ve arkadaĢları [57], 

Srivastava ve Aouf [62] ve Deniz ve Orhan [21, 22], Acu ve arkadaĢları [1], Owa [42, 

43, 44], AltıntaĢ [11, 12], Aouf [5, 6, 7], Liu ve arkadaĢları [37] ve özellikle son yıllarda 

[2, 3, 4, 8, 9,18, 19, 25, 34, 46, 47, 53, 55, 56, 60, 64, 65, 66, 67]  önemli sonuçlar 

bulmuĢlardır. 

p değerli fonksiyonlar teorisinde pek çok araĢtırmacı tarafından ele alınan önemli 

problemlerden bir diğeri de bu fonksiyonlar için yeni komĢuluk tanımları verilerek bu 

komĢulukların incelenmesidir. Ünivalent fonksiyonlarının komĢuluklarıyla ilgili ilk 

çalıĢma 1957 yılında Goodman [29] tarafından yapılmıĢtır. Ruscheweyh [50], Goodman 

tarafından verilen komĢuluk tanımını daha genel hale getirerek fonksiyonlarının  

komĢuluğu kavramını tanıtmıĢtır. 1985 yılında Brown [15], Ruscheweyh tarafından elde 

edilen sonuçları genelleĢtirmiĢtir. 1990 yılında Walker [68] pozitif reel kısma sahip 

analitik fonksiyonların komĢuluklarını ele almıĢ ve Walker tarafından verilen sonuçlar 

1993 yılında Owa ve arkadaĢları [45] tarafından geniĢletilmiĢtir. 1996 yılında, negatif 

katsayılı fonksiyonlarının  ,n  komĢuluğu AltıntaĢ and Owa [13] tarafından 

verilmiĢtir. Son yıllarda ise AltıntaĢ ve arkadaĢları [14], Orhan ve Kadıoğlu [39], Orhan 

ve Kamali [40], Srivastava ve Patel [61], AltıntaĢ [12], Srivastava ve Orhan [63], Orhan 

[41], CataĢ [17], Deniz ve Orhan [21, 22], Sağsöz ve Kamali [51] ve Aljarah ve 

arkadaĢları [4] analitik fonksiyonların belli alt sınıflarının komĢuluğu problemi üzerine 

önemli sonuçlar elde etmiĢlerdir. 
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Ünivalent fonksiyonlar teorisinde ilginç olan durumlardan biri Ģudur; ünivalent bir  

fonksiyonun kısmi toplamlarının ünivalent olmaması ki buna en güzel örnek Koebe 

fonksiyonudur. Durum böyle olunca ünivalent dolayısıyla p değerli fonksiyonların 

kısmi toplamları üzerine çalıĢmak ayrı bir inceleme gerektirir. Silverman [59] ilk defa 

 mertebeden yıldızıl ve  mertebeden konveks fonksiyonlar ve bunların kısmi 

toplamları arasındaki oranın reel kısmı için kesin sınırlar elde etmiĢtir. Son yıllarda ise 

p değerli fonksiyonların belli alt sınıflarının kısmi toplamları üzerine Liu [35] ve 

Deniz ve Orhan [21, 22] önemli çalıĢmalar yapmıĢtır. 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. GiriĢ bölümünden sonra, Kuramsal Temeller adını 

alan ikinci bölümde, ilk olarak çalıĢmamızda kullandığımız temel tanım ve teoremlere 

yer verilmiĢtir. Aynı bölümde p değerli fonksiyon kavramı tanıtılarak bu 

fonksiyonların katsayı sınırları ve distorsiyon eĢitsizlikleri üzerine yapılan önemli bazı 

çalıĢmalara değinilmiĢtir.(Orhan and Kadıoğlu 2004; Orhan and Kamali 2005) 

Üçüncü bölümde tezin temel kısmının oluĢturulmasında kullanılan bazı önemli tanım ve 

lemmaların verilmesinin yanı sıra tarihsel geliĢim içerisinde p değerli fonksiyonların 

türev operatörü ve  önemli bazı alt sınıfları ile ilgili bilgi verilmiĢtir. 

Dördüncü bölümde, p değerli fonksiyonların ( , ; , , )mS A B p n    ve ( , ; , , )mST A B p n    

gibi iki yeni alt sınıfları tanıtılmıĢ ve bu sınıflara ait fonksiyonların katsayı eĢitsizlikleri, 

yeni komĢuluk tanımları verilerek bu komĢuluklarla ilgili teoremler ve kısmi toplamları 

ile ilgili problemler çözülmüĢtür. Son olarak, bu sınıflardaki fonksiyonların Hadamard 

çarpımı ele alınmıĢtır. 

BeĢinci bölümde ise, çalıĢmamızda elde ettiğimiz sonuçların bir özeti verilmiĢtir. 
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1.1 Kuramsal Temeller  

Bu bölümde Ponnusamy ve Silverman’ın [48]  kitabından yararlanılarak genel tanımlara 

yer verilmiĢtir.  

Tanım 1.1.1: (KomĢuluk) 0z    ve  , 0r r    olsun.  0 0( , ) :U z r z z z r      

kümesine merkezi 0z  yarıçapı r  olan açık disk veya 0z  noktasının r  komĢuluğu denir.  

0( , )U z r  diskinin kapanıĢı 
0( , ),U z r   sınırı 0( , )U z r   ve  (0, 0) merkezli r  yarıçaplı 

disk (0, ) rU r U  ile gösterilecektir.  

Özel olarak orijin merkezli açık birim disk  : 1,U z z z    ile gösterilecektir.  

Tanım 1.1.2: (Ġç nokta) H   verilsin. 0z H   noktası için  0 ,U z r H  koĢulunu 

sağlayan 0r   sayısı varsa 0z   noktasına H  kümesinin bir iç noktası denir. 

Tanım 1.1.3: (Açık küme) H    kümesinin her noktası aynı zamanda bir iç nokta ise 

H  kümesine açık küme denir. 

Tanım 1.1.4: (Kapalı küme) H    kümesinin tümleyeni açık ise H  kümesine kapalı 

küme denir.  

Tanım 1.1.5: (Bağlantılı küme) 1 2 ,H H H  1 2 ,H H H  1 ,H H    

2 ,H H   1 2H H H    koĢullarını sağlayacak 1H  ve  2H  gibi boĢ olmayan 

iki açık ve ayrık küme yoksa H   kümesine bağlantılı küme denir.  

Bağlantılı olmayan kümeye bağlantısız küme denir. 

Tanım 1.1.6: (Bölge) Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir.  

Tanım 1.1.7: (Süreklilik) H  , :f H    fonksiyonu ve 0z H    olsun. 0    

için 0z z    iken 0( ) ( )f z f z    olacak Ģekilde  0 , 0z     sayısı 

bulunuyorsa f fonksiyonuna 0z  noktasında sürekli fonksiyon denir.  
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Tanım 1.1.8: (Eğri)  ,x y     olsun.  : ,x y     sürekli fonksiyonuna ’de bir 

eğri (yol) denir.  

Eğrinin baĢlangıç ve bitiĢ noktaları sırasıyla ( )x     ve ( )y   noktalarıdır.  

Tanım 1.1.9: (Kapalı eğri)  : ,x y   eğrisi için ( ) ( )x y   (baĢlangıç ve bitiĢ 

noktaları aynı) ise    eğrisine kapalı eğri denir.  

Tanım 1.1.10: (Basit eğri) Uç noktalarının kesiĢmesi hariç kendi kendini kesmeyen 

eğrilere basit eğri denir. 

Bir eğri hem kapalı hem de basit ise basit kapalı eğri veya Jordan eğrisi olarak 

adlandırılır. Bu eğri düzlemi iki bölgeye ayırır: Eğrinin iç bölgesi ve eğrinin dıĢ bölgesi. 

Ġç bölgeye Jordan bölgesi denir.  

  eğrisi  ,x y aralığında türevlenebilir,     sürekli ve 0    ise bu eğriye düzgün eğri 

denir. x ’ten y ’e artan  k  için ( )x  değerlerinin ( )x  ten ( )y  e doğru olan sıranması 

verilen eğrinin yönünü belirtir. Kapalı bir eğride pozitif ve negatif olmak üzere iki yön 

vardır. Eğri kapalı bir eğri ise yönü baĢlangıç noktasından bitiĢ noktasına doğru bir 

sıralama ile oluĢur. 

1.2 Ünivalent ve p Değerli Fonksiyonlar 

1.2.1 Analitik ve Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu bölümde analitik ve ünivalent fonksiyonlar için oldukça önemli olan temel tanım ve 

teoremlere yer verilmiĢtir (bkz. [48]). 

Tanım 1.2.1.1: (Diferensiyellenebilme) A  bir bölge olmak üzere :f A  ye bir 

fonksiyon ve 0z A   olsun. Eğer  

0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z




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sonlu limiti varsa ( )f z  fonksiyonu 0z A  noktasında diferansiyellenebilirdir 

(türevlenebilirdir) denir. Bu limit değeri 0( )f z   ile gösterilir  ve 0z z    noktasında 

( )f z  fonksiyonunun türevi olarak adlandırılır. 

Tanım 1.2.1.2: (Analitiklik) Bir f  kompleks fonksiyonu bir 0z   noktasında ve bu 

noktanın belli bir  0 ,U z    komĢuluğundaki bütün noktalarında 

diferansiyellenebiliyorsa f  ye 0z  noktasında analitiktir denir. Eğer bu f  kompleks 

fonksiyonu bir S    kümesinin her noktasında analitikse f  ye S  kümesinde analitik 

denir. Tüm kompleks düzlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. 

Örneğin;  1 0( ) 0n

n np z a z a z a a      kompleks polinomu tam fonksiyondur. 

Tanım 1.2.1.3: (Singüler nokta) Bir ( )w f z   fonksiyonu 0z  noktasının bir  

   0 0,U z r z delinmiĢ komĢuluğunda analitik fakat 0z  noktasında analitik değilse f  

fonksiyonu için 0z  bir singüler noktadır denir. 

Teorem 1.2.1.4: (Cauchy Riemann denklemleri) z u iv   olmak üzere 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y   kompleks fonksiyonu analitik ise u  ve v ’nin kısmi türevleri  

( , ) ( , )
u v

x y x y
x y

 


 
   ve   ( , ) ( , )

u v
x y x y

y x

 
 

 
  

olarak ifade edilen Cauchy Riemann denklemlerini sağlar. 

Teorem 1.2.1.5: (Cauchy türev formülü) f  pozitif yönlü basit kapalı   eğrisi içinde ve 

üzerinde analitik bir fonksiyon ve 0z   bu eğrinin içinde bir nokta ise 0, 1, 2, ...n    için 

 
 

( )

0 1

0

! ( )

2

n

n

n f z
f z dz

i z z
 




  

dır. 

Bu teoremden çıkarılabilecek en önemli sonuç Ģudur: f  fonksiyonu herhangi bir 

bölgede analitik ise bu bölgede her mertebeden türevinin var olduğunu söyleyebiliriz. 
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Ayrıca fonksiyonun türevleri de o bölgede analitiktir. Bu durumda f  analitik 

fonksiyonu 0z  noktasında  

( )

0 0

0

( ) ( ) , ( ) !n n

n n

n

f z a z z a f z n




    

Ģeklinde bir Taylor açılımına sahiptir. 

Teorem 1.2.1.6: (Laurent Teoremi) 
0,f r z z R    Ģeklinde verilen H  halka bölgesi 

içinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f  fonksiyonu H  halka bölgesinde 

0

0 1 0

( ) ( )
( )

n n
n n

n n

b
f z a z z

z z

 

 

  


   

açılımı ile temsil edilir. Buna ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasının delinmiĢ bir 

komĢuluğundaki Laurent serisi (açılımı) denir. 

Tanım 1.2.1.7: (Kutup noktası) 0z  ( )f z  fonksiyonun bir singüler noktası olsun. Laurent 

açılımındaki  nb  katsayılarından sadece sonlu tanesi sıfırdan farklı ise 0z  noktasına 

( )f z  fonksiyonunun kutup noktası denir. 

Teorem 1.2.1.8: (Maksimum Modül Prensibi)  Eğer ( )f z  fonksiyonu kompleks 

düzlemin bir H  bölgesinde analitik ise bu durumda ( )f z  sabit olmadıkça ( )f z  

maksimum değerini H  bölgesinde alamaz. 

Bu teoremden çıkan en önemli sonuç Ģudur; ( )f z  fonksiyonu sınırlı bir H  bölgesinde 

analitik ve bu bölgenin kapanıĢında sürekli ise  ( )f z  maksimum değerini H  

bölgesinin sınırında alır. 

Maksimum modül prensibinin en önemli sonuçlarından bir diğeri Schwarz lemmasıdır. 
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Lemma 1.2.1.9: (Schwarz lemması) f fonksiyonu U  birim diskinde analitik ve  

(0) 0f   olsun. Eğer U  birim diskinde ( ) 1f z    ise bu durumda (0) 1f     ve 

( )f z z    dır. EĢitlik sadece    olmak üzere ( ) if z e z   fonksiyonu ile sağlanır. 

Teorem 1.2.1.10: (Minimum Prensibi) ( )f z  fonksiyonu kompleks düzlemin bir H  

bölgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z H   için ( ) 0f z   olsun. Bu durumda 

( )f z , H  bölgesinde minimum değer alamaz. 

Bu teoremden çıkan en önemli sonuç Ģudur; H  kompleks düzlemde sınırlı bir bölge, 

( )f z  sabit olmayan bir fonksiyon ve her z H  için ( ) 0f z   olsun. Ayrıca ( )f z  

fonksiyonunun H   bölgesinin içinde analitik, sınırında sürekli olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda ( )f z   minimum değerini H  bölgesinin sınırında alır. 

Tanım 1.2.1.11: (Ünivalent fonksiyon) ,f  H   bölgesinde tanımlı bir fonksiyon 

olsun. Her 1 2,z z H   için 1 2( ) ( )f z f z   olması sadece 1 2z z   olmasını 

gerektiriyorsa (veya  1 2z z olduğunda 1 2( ) ( )f z f z   gerçekleĢiyorsa) f  

fonksiyonuna H  bölgesinde ünivalent (yalınkat veya schlicht) fonksiyon denir. Eğer 

,f  0z  noktasının bir komĢuluğunda ünivalent ise f  ye yerel ünivalent fonksiyon denir. 

Eğer ,f  H  bölgesinde analitik ve ünivalent ise bu durumda bu bölgede 0( ) 0f z      

olduğunu biliyoruz. 

 Diğer taraftan 0 0( ) 0f z z    komĢuluğunda f  yerel ünivalenttir.  

Eğer f  bir B  bölgesinde ünivalent ise yerel ünivalenttir. Fakat tersi doğru değildir. 

Örneğin,  / 0H    ve  2( )f z z z H    olsun. Tüm 0z H    için 

 0 02 0f z z       olduğundan 
2( )f z z    fonksiyonu H  kümesinde yerel ünivalenttir. 

Ancak tüm z H    için      f z f z   olduğundan ,f  H  bölgesinde ünivalent 

değildir. 
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Tanım 1.2.1.12: (Konform DönüĢüm) Eğer bir dönüĢüm, belli bir noktadan geçen iki 

düzgün eğri arasındaki açının büyüklüğünü ve yönünü koruyorsa, bu dönüĢüme bu 

noktada konform dönüĢüm denir. Eğer bir  fonksiyonu, bir H   bölgesinin tüm 

noktalarında konform ise ,f  fonksiyonu H  bölgesinde konformdur denir. 

Teorem 1.2.1.13: ( )f z  fonksiyonunun analitik olduğu her z  noktasında ( ) 0f z    

koĢulu sağlanıyorsa konformdur. 

Örneğin, kompleks değiĢkenli ve , , ,a b c d  kompleks sayıları için bir lineer dönüĢüm 

olan (Möbiüs dönüĢümü) 

  , 0
az b

w f z ad bc
cz d


   


 

bir konform dönüĢümdür. 

Teorem 1.2.1.14: (Riemann DönüĢüm Teoremi) Kompleks düzlemin her 

( )   basit bağlantılı bölgesi konform olarak U  birim diski üzerine 

resmedilir. Ayrıca, 0z    olmak üzere 0( ) 0f z    ve 0( ) 0f z    koĢullarını sağlayan 

ve ’yi U birim diski üzerine resmeden bir tek konform dönüĢüm vardır [26, 30, 32]. 

1.2.2 Normalize EdilmiĢ Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu bölümde fonksiyonlar teorisinin alt konularından olan ünivalent fonksiyonların 

detaylı anlatımı verilecektir. Analitik olarak düĢünüldüğünde ünivalent fonksiyonun 

türevi sıfıra eĢit değilken, geometrik olarak düĢünüldüğünde basit eğrileri basit eğrilere 

dönüĢtürür. Fonksiyon hem analitik hem de ünivalent olduğunda basit bağlantılı olan 

bölgeleri yine basit bağlantılı bölgelere dönüĢtürür. Riemann dönüĢüm teoreminden 

yararlanılarak keyfi basit bağlantılı bir bölgede tanımlanan ünivalent ,f  fonksiyonu 

yerine açık birim diskte tanımlı ünivalent f  fonksiyonu kullanılabilir. Seçilen f  

fonksiyonu için (0) 0,f  (0) 1f    normalize Ģartları dikkate alınarak seri                                       

 
2

( ) n

n

n

f z z a z z U




             
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analitik fonksiyonuna dönüĢür. 

A  ile normalize edilmiĢ analitik fonksiyonların kümesini gösterelim. Böylece  

2

: için ( ) n

n

n

A f z U f z z a z




 
     
 

  

yazılır. 

Tanım 1.2.2.1: ( S Sınıfı) U   birim diskinde ünivalent olan f A  fonksiyonların 

oluĢturduğu sınıfa S  sınıfı denir ve kısaca  

 : için  ünivalentS f A z U f      

Ģeklinde  gösterilir [26, 30, 32]. 

AĢağıda S  sınıfına ait fonksiyonlardan bazı örnekler verilmiĢtir. 

i. 1( ) (1 )w f z z z     fonksiyonu U  birim diskini Re( ) 1 2w    sağ yarı 

düzlemine resmeder. 

ii. 2 1( ) (1 )f z z z   fonksiyonu U  birim diskini     , 1 2 1 2,      bölgesi 

üzerine resmeder. 

iii.  
2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu U  birim diskini  , 1 4    bölgesi 

üzerine resmeder. 

S  sınıfı bir çok özelliği sağladığı gibi bazı özellikleri de sağlamıyor. Örneğin; S  sınıfı 

toplama iĢlemine göre kapalı değildir. Bunun için  1
1

z
f z

z



  ve  2

1

z
f z

iz



  

fonksiyonları  S  sınıfına ait fonksiyonlardır. Bu iki fonksiyonun toplamının da S  

sınıfına ait olup olmadığını kontrol edelim. Bunun için 
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 1 2(1 )

z
f z

z
 


 ve   2 2(1 )

z
f z

iz
 


türevlerinden    

   
1 2 2 2

2 2(1 )

1 1

i z
f z f z

z iz

   
 

   

yazılır ve 
1

2

i
z U


   alınırsa    1 2 0f z f z     olduğu görülür. Sonuç olarak S  

sınıfına ait iki fonksiyonun toplamının S  sınıfına ait olmadığı görülür. 

AĢağıda S  sınıfına ait birçok özelliğin korunduğu dönüĢümler verilmiĢtir. 

Teorem 1.2.2.2:  f S  fonksiyonu için aĢağıda verilen ifadeler doğrudur. 

i. EĢlenik alma: 2

2( ) ( ) ...g z f z z a z     ise g S  olur. 

ii. Rotasyon ( Döndürme):    olmak koĢuluyla  

   ( 1)

2

( ) i i i n n

n

n

h z e f e z z a e z z U  


 



     

fonksiyonu  S  sınıfına aittir.  

iii. GeniĢleme: 0 1r   olma koĢuluyla  

   1 1

2

( ) n n

n

n

k z r f rz z a r z z U


 



     

fonksiyonu S  sınıfına aittir. 

 

iv. Disk Otomorfizmi ( Koebe veya Biebarch DönüĢümü): 0z U  olmak koĢuluyla 

 

 

   
 

0
0

0

2

0 0

1

1

z z
f f z

z z
l z z U

z f z

 
 

  


   

fonksiyonu S  sınıfına aittir. 

v. Değer bölgesi dönüĢümü :  0 0    ve (0) 1    Ģartlarını sağlayan ve ( )f U    

da ünivalent olan bir   foksiyonu için f S   dir. 

vi. ÇıkarılmıĢ değer dönüĢümü: ( )w f U   olsun. Bu durumda 

 
( )

( )
1 ( )

f z
p z z U

f z w
 


 

       fonksiyonu S  sınıfına aittir. 

v. .n  kök dönüĢümü: Eğer 2,3,...n    ise, bu durumda 
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1 2 2 12
3 22

1
( ) (2 ( 1) ) ...,

2

n n nn
a

f z z z na n a z
n n

        

fonksiyonu S  sınıfına aittir [26, 30, 32]. 

Tanım 1.2.2.3: ( P Sınıfı) U birim diskinde (0) 1p    ve Re ( ) 0p z    koĢullarını 

sağlayan   
1

( ) 1 n

n

n

p z c z




   biçimindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa P  sınıfı 

denir. Bu sınıftaki fonksiyonlar  Caratheodory fonksiyonları olarak adlandırılır [26, 30, 

31, 32]. 

P  sınıfına ait bir fonksiyon ünivalent olmak zorunda değildir. Örnek olarak  

( ) 1 nf z z   fonksiyonu P  sınıfına ait bir fonksiyondur fakat 0 , 2n n    için 

ünivalent değildir.  

Tanım 1.2.2.4: (W  Sınıfı ) U birim diskinde  0 0    ve   1z     koĢullarını 

sağlayan analitik fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa Schwarz fonksiyonların sınıfı denir 

ve W  ile gösterilir [26, 30, 31, 32]. 

Ayrıca P  sınıfı ile W  sınıfı arasındaki önemli bağ aĢağıda verilmiĢtir: 

 
1 ( )

( ) ( ) ( ) .
1 ( )

z
p z P p z z W

z







   


 

Tanım 1.2.2.5: ( *S  Sınıfı) H    kümesi verilsin. H  kümesindeki 0y  sabit noktasını 

y H   noktası ile birleĢtiren doğru parçasının tümü bu kümede kalıyorsa H  kümesine 

0y  noktasına göre yıldızıl kümedir denir. 0y  noktası özel olarak orjin seçilirse kümeye 

kısaca yıldızıl küme de denilir. 0y  noktasına göre U  birim diskini yıldızıl bir kümeye 

dönüĢtüren f  fonksiyonuna 0y  noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Özel olarak U  

birim diskini yıldızıl bir kümeye dönüĢtüren f  fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir. 

f A  yıldızıl fonksiyonlarının sınıfı *S  ile gösterilir [26, 30, 31, 32]. 
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Teorem 1.2.2.6 : f S  verilsin. Bu durumda 
*f S  olması için yeter ve gerek Ģart 

( )
Re 0

( )

zf z

f z

 
 

 
 

olmasıdır. Ayrıca *

2

( ) n

n n

n

f z z a z S a n




        dir [26, 30, 31, 32]. 

Yıldızıl fonksiyonlar kümesi 

 
* ( )

: için Re 0
zf z

S f S z U
f z

   
       
   

 

Ģeklinde yazılır. Örneğin 
2( ) (1 )f z z z    Koebe fonksiyonu yıldızıldır. Çünkü Teorem 

1.2.2.6’ da iz re    ve  0 1,0 2r       alınırsa 

2

2

( ) 1 1
Re Re Re

( ) 1 1

1 1
0

1 2 cos 1

i

i

zf z z re

f z z re

r r

r r r







      
      

     

 
  

  

 

elde edilir.  

Tanım 1.2.2.7: (C Sınıfı) H   kümesi verilsin. 1 2,y y C    için 1y  noktasını 2y   

noktasına birleĢtiren doğru parçası tamamen H  içinde kalıyorsa H ’ye konveks küme 

denir. U  birim diskini konveks kümeye dönüĢtüren f  fonksiyonuna konveks 

fonksiyon denir. f A  konveks fonksiyonların sınıfı C  ile gösterilir [26, 30, 31, 32]. 

Teorem 1.2.2.8: f S verilsin. Bu durumda f C  olması için yeter ve gerek Ģart 

( )
Re 1 0

( )

zf z

f z

 
  

 
 

olmasıdır. Ayrıca 
2

( ) 1n

n n

n

f z z a z C a




       dir [26, 30, 31, 32]. 
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Teorem 1.2.2.9: (Alexander Teoremi) ( )f z C  olması için yeter ve gerek Ģart   

*( )zf z S   olmasıdır [26, 30, 31, 32]. 

Tanım  1.2.2.10: (Hadamard Çarpımı) ,f g A   fonksiyonları verilsin.  

2

( ) n

n

n

f z z a z




  ve 
2

( ) n

n

n

g z z b z




   

Ģeklindeki fonksiyonların Hadamard çarpımı (Konvülasyon)    

2

( )( ) n

n n

n

f g z z a b z




    

Ģeklinde tanımlanır [26, 30, 31, 32]. 

Tanım 1.2.2.11: (Subordinasyon) f  ve g  fonksiyonları U  birim diskinde tanımlı iki 

analitik fonksiyon olsun. U  birim diskinde ( ) ( ( ))f z g z   olacak Ģekilde bir W  

fonksiyonu varsa, f  fonksiyonu U  da g  fonksiyonuna subordinedir denir ve f g  

ile gösterilir [26, 30, 31, 32]. 

Örneğin; 1 1 2z z   dir. Eğer g  ünivalent ise (0) (0)f g f g    ve  

( ) ( )f U g U  gerektirmesi doğrudur. 

Teorem 1.2.2.12: (Lindelöf prensibi) f  fonksiyonu U  birim diskinde analitik ve 

ünivalent, g  fonksiyonu da U  birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. Eğer 

(0) (0)g f  ve ( ) ( )g U f U  ise, bu durumda rU  diskinde her 1r   için  

(0) (0)g f   ve ( ) ( )r rg U f U   dir [26, 30, 31, 32]. 

Subordinasyonun katsayılar üzerinde önemli bir katkısı vardır. ġöyle ki; 
0

( ) n

n

n

g z b z




  

ve 
0

( ) n

n

n

G z B z




 fonksiyonlarının birim diskte analitik olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda eğer  ( )g z G z    ise n nb B    dir (bkz [38]). 
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Tanım 1.2.2.13: (  *S  Sınıfı) ( )f z A  ve 0 1     verilsin. Bu durumda 

( )
Re

( )

zf z

f z


 
 

 
 

koĢulunu sağlayan f  fonksiyonuna  mertebeden yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da  mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı denir 

ve bu sınıf   *S   ile gösterilir [31, 32]. 

Tanım 1.2.2.14: (  C  Sınıfı)  ( )f z A  ve 0 1   verilsin. Bu durumda 

( )
Re 1

( )

zf z

f z


 
  

 
 

koĢulunu sağlayan f  fonksiyonuna  mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa da  mertebeden konveks fonksiyonların sınıfı denir 

ve  C   ile gösterilir [31, 32]. 

Subordinasyon özelliği kullanılarak  C   ve  *S   sınıflarını aĢağıdaki gibi 

yazabiliriz: 

 * ( ) 1 (1 2 )
: ,0 1

( ) 1

zf z z
S f A

f z z


 

  
    

 
 

 
( ) 1 (1 2 )

:1 ,0 1 .
( ) 1

zf z z
C f A

f z z


 

  
     

  
 

Ayrıca  * *0S S  ve (0)C C  olur. Diğer taraftan  * *S S  ve ( )C C  dır. 

Tanım 1.2.2.15: (  K  Sınıfı): ( )f z A  ve 0 1   verilsin. Bu durumda 

 
Re

( )

zf z

g z


 
 

 
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Ģartını sağlayan 
*g S  fonksiyonu varsa f  fonksiyonuna  mertebeden konvekse 

yakın fonksiyon, bu fonksiyonların sınıfına da   mertebeden konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfı denir ve  K    ile gösterilir [31, 32]. 

Ayrıca konvekse yakın fonksiyonlar sınıfı (0)K K    ile gösterilir ve bu sınıfa ait olan 

fonksiyonlar konvekse yakın fonksiyon olarak adlandırılır.  

Son olarak bahsi geçen sınıflar arasında aĢağıda verilen bağıntı vardır: 

* .C S K S A     

Tanım 1.2.2.16:  (0) 0, (0) 0    ve Re (z) 0    koĢulları altında U  birim diskini 

reel eksene göre simetrik ve  1 e göre yıldızıl bir bölgeye resmeden   analitik 

fonksiyonların sınıfına     sınıfındandır denilir [38]. 

Tanım 1.2.2.17: f A  ve    fonksiyonları verilsin. Her z U  çin 

 

 
(z)

zf z

f z



 

subordinasyon Ģartını sağlayan f  fonksiyonuna U  kümesinde Ma-Minda yıldızıl 

fonksiyon denir [38]. 

Ma-Minda yıldızıl fonksiyonların sınıfı  *S    ile gösterilir ve bu sınıf 

 
 

 
* : ( ),S f

zf
A z

z

f z
  

  
  






 

Ģeklinde yazılır. 

Özel durumda  

* *1

1

z
S S

z

 
 





  ve 

* *1 (1 2 )
( ), (0 1)

1

z
S

z
S


 

  


   


 

dır. 
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Tanım 1.2.2.18: f A  ve   fonksiyonları verilsin. Her z U  için 

 

 
(z1 )

zf z

f z






 

subordinasyon Ģartını sağlayan f  fonksiyonuna U  diskinde Ma-Minda konveks 

fonksiyon denir [38]. 

Ma-Minda konveks fonksiyonların sınıfı  C   ile gösterilir ve bu sınıf 

 
 

 
:1 ( ),

zf z
C f A z

f z
 

  
    
 



 
 

Ģeklinde yazılır. 

Özel durumda 

1

1
C

z
C

z

 
 
 




  ve (
1 (1 2 )

, (0 1
1

) )C C
z

z


 

 
 




 

 
 

dır. 

1.2.3 p Değerli Fonksiyonlar 

Tanım 1.2.3.1:  f  fonksiyonu  D       bölgesinde analitik ve w D    için  

( )f z w  denkleminin D  bölgesindeki köklerinin sayısı ( )n w  olsun. Bu durumda p  

pozitif bir tam sayı olmak üzere her w D  için  n w p  ise f  fonksiyonuna D  

bölgesinde p değerli (veya .p  mertebeden multivalent) fonksiyon denir. 1p    için 

f  ünivalenttir [33]. 

U  birim diskinde analitik olan ve normalize edilmiĢ p değerli fonksiyonlar 

 
1

( ) p k

k

k p

f z z a z z U


 

                                                 (1.1) 
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Ģeklinde yazılır. Bu fonksiyonların sınıfı  

1

( ) : için ( ) p k

k

k p

A p f z U f z z a z


 

 
     
 

  

Ģeklinde gösterilir. Özel durumda (1)A A  olur. 

p değerli fonksiyonlar ünivalent fonksiyonlarınkine benzer pek çok özelliğe sahiptir. 

Bu nedenle katsayı tahmini, distorsiyon teoremleri, kısmi toplamlar, komĢuluk, yarıçap 

gibi ünivalent fonksiyonlar teorisinde klasikleĢmiĢ bazı sonuçlar p değerli 

fonksiyonlar içinde çalıĢılmıĢtır. 

Teorem 1.2.3.2:  Eğer  
1

( ) ( )p k

kk p
f z z a z A p



 
    ise bu durumda 

1 2pa p   

olur. Ayrıca,    0 1z r r     için, 

 
 

 
2 2

 ,
1 1

p p

p p

r r
f z

r r
 

 
 

 
 

 
 

 

 

1

2 1

1 1

1 1

p

p

p r pr r
f z f z

r r r






 
 

 
 

eĢitsizlikleri doğrudur [33].  

 .p  dereceden polinomlar düzlemde p değerlidir. Bu nedenle f  fonksiyonu U  birim 

diskinde p değerli olduğunda önceki katsayılara bağlı olarak   pa   için sınır elde 

etmenin zor bir problem olduğu düĢünülebilir. Ancak böyle fonksiyonlar için pa ’den 

sonraki katsayıların pa ’den na ’ye kadar olan katsayılara bağlı olarak 

sınırlandırılabileceği 1935 yılında Cartwright [16] tarafından gösterilmiĢtir. 1948 

yılında ise Goodman [28] tarafından aĢağıdaki tahmin verilmiĢtir.  

p  pozitif bir tam sayı ve  
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 
1

n

n

n

f z b z




  

fonksiyonu U birim diskinde p değerli olsun. Buna göre  n p  için 

          
 

       2 2
1

2 !

! ! 1 !

p

n k

k

k n p
b b

p k p k n p n k




    
  

olur.  

Bu tahmin, .n  katsayının ilk p  tane katsayının belli bir lineer kombinasyonu ile 

sınırlandırılabileceğini söyler. 1p   olması durumunda ünivalent fonksiyonlar için 

verilen De-Branges Teoremi elde edilir [33]. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölüme ilk olarak tezin temel kısmının oluĢturulmasında kullanılan fonksiyon 

sınıflarını tanıtılacak ve akabinde bazı önemli tanım ve lemmalar verilecektir. 

U  açık birim diskinde analitik ve p değerli olan 

        , , ,, 1 2p k

k

k n p

f z z a z n p


 

                          (2.1) 

Ģeklindeki fonksiyonların sınıfı da ( , )A p n   ile gösterilir. 

Özel durumda ( ,1) ( )A p A p  ve (1,1)A A  olur. 

( , )A p n  sınıfında   

        , , ,, 1 2p k

k

k n p

f z z a z n p


 

                         (2.2) 

biçimindeki negatif  katsayılı fonksiyonlardan oluĢan alt sınıfı ( , )T p n   ile gösterilecek. 

Özel durumda ( ,1) ( )T p T p  ve (1,1)T T  olur. 

2.1 Türev Operatörler 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinde hiç Ģüphesiz ilgi çeken konulardan biri türev ve 

integral operatörlerdir. Bunlardan bazıları birçoğuna öncülük etmektedir. AĢağıda 

tanımlanan Sălăgean türev operatörü bunlardan biridir. 

Teorem 2.1.1 (Sălăgean Türev Operatörü): f A  fonksiyonu için Sălăgean türev 

operatörü 0m  olmak üzere :mD A A          

               0D f z f z  

     1D f z Df z zf z    
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      1 ,   m mD f z D D f z z U   

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca mD  için rekürans formülü 

    1m mD f z z D f z 
  

biçiminde yazılabilir [52]. 

Böylece  

 
2

k

k

k

f z z a z




   

fonksiyonuna Sălăgean türev operatörü uygulanırsa 

 
2

     m m k

k

k

D f z z k a z




   

elde edilir. Benzer Ģekilde  ,f A p n  fonksiyonu için Sălăgean türev operatörü 

          p

mD f z f z  

      1 0  p p p

p k

k

k n p

z k
D f z D f z D f z z a z

p p



 


      

   

    
m

1         m m p k

p p p k

k n p

k
D f z D D f z z a z

p




 

 
    

 
  

Ģeklinde tanımlanır [58]. 
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Ayrıca  ,T p n   sınıfına ait fonksiyonlar için 

   0      pD f z f z  

      1 0

p p p

p k

k

k n p

z k
D f z D f z D f z z a z

p p



 


      

   

    
m

1           m m p k

p p p k

k n p

k
D f z D D f z z a z

p




 

 
    

 
  

yazılır. 

Sălăgean türev operatöründeki mantık ile yola çıkıldığında Deniz ve Özkan [23], 2014 

yılında Sălăgean türev operatörünün bir tür genellemesini yapmıĢtır.  

Tanım 2.1.2 (Deniz-Özkan Türev Operatörü): f A  fonksiyonu için 0  , z U  ve 

 0 0m    olmak üzere Deniz-Özkan türev operatörü :mD A A  ,  

0 ( ) ( )D f z f z   

 1 3 2( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )D f z D f z z f z z f z zf z           

 1( ) ( )m mD f z D D f z  

  

Ģeklinde tanımlanır [23]. 

2

( ) k

k

k

f z z a z




  olmak üzere f  fonksiyonun mD   türev operatörü 

  2

2

( ) 1 1
mm m k

k

k

D f z z k k a z 




     

Ģeklindedir. Aynı zamanda ( )mD f z A   dır.  
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( )mD f z  operatörünün özel durumu Sălăgean türev operatörüne indirgenir. Bu iki 

operatör arasında 

2

0 ( ) ( )m mD f z D f z  

ve 

3

1 ( ) ( )m mD f z D f z  

Ģeklinde iliĢkiler vardır. 

Bu tez çalıĢmasında kullanılacak olan ve yukarıda bahsedilen türev operatörlerin geneli 

Deniz-Çekin türev operatörü aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmıĢtır. 

Tanım 2.1.3 (Deniz-Çekin Türev Operatörü): ( ) ( , )f z A p n  fonksiyonu için 0,   

z U  ve  0 0m    olmak üzere Deniz ve Çekin türev operatörü 

, : ( , ) ( , )m

pD A p n A p n  ,  

0

, ( ) ( )pD f z f z 

    1 3 2

, , 2

1
( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) 1 ( 1) ( )p pD f z D f z z f z z f z p p zf z

p
              

 

 1

, , ,( ) ( )m m

p p pD f z D D f z  

  

Ģeklinde tanımlanır [20]. 

( ) p k

k

k n p

f z z a z


 

    olmak üzere f fonksiyonun ,

m

pD  türev operatörü 

  
, 2

( 1)
( )

m

m p k

p k

k n p

k k p k p k
D f z z a z

p




 

    
   

  
  

Ģeklindedir.  
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Tezin bundan sonraki kısımlarında kısaltma olarak  

  
2

( 1)
( , , , )

m

k k p k p k
k m p

p




    
   

  

 

kullanılacaktır. 

Ayrıca  
,

m

pD operatörünün mD  ve m

pD  operatörleri ile 
,1

m mD D    ve 2

0,

m m

p pD D   iliĢkisi 

vardır. 

,

m

pD  operatörü bazı operatörlerin genelleĢtirilmiĢidir. 1n   için 
,

m

pD   operatörünün 

özel durumları aĢağıdaki gibidir: 

1. 
,1 , ( 0)m mD D     Deniz-Özkan türev operatörü [23, 24] 

2. 2

0,1 1

m mD D Sălăgean operatörü [48] 

3. 2

0,

m m

p pD D  Shenan, Salim ve Mousa operatörü [58] 

2.2 p Değerli Fonksiyonların Bazı Özel Alt Sınıfları  

Bu baĢlık altında p değerli fonksiyonlar konusunda önemli bir yere sahip olan özel alt 

sınıflar tanıtılarak bu sınıflara ait bazı katsayı eĢitsizlikleri verilecektir. 

Tanım 2.2.1:   ,f A p n  fonksiyonu verilsin. z U   için 

( )
Re 0

( )

zf z

f z

 
 

 
 

eĢitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna U ’da p değerli yıldızıl fonksiyon denir [33]. 

p değerli yıldızıl fonksiyonların sınıfı  * ,S p n  ile gösterilir. 
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Tanım 2.2.2:  ,f A p n fonksiyonu verilsin. z U   için 

( )
Re 1 0

( )

zf z

f z

 
  

 
 

eĢitsizliğini sağlayan fonksiyona p değerli konveks fonksiyon denir [33]. 

p değerli konveks fonksiyonların sınıfı  ,C p n  ile gösterilir. 

Tanım 2.2.3:  ,f A p n  ve 0 p   olmak üzere z U   için 

 

 
Re

zf z

f z


 
  







 

eĢitsizliğini sağlayan fonksiyona  mertebeden p değerli yıldızıldır denir [14]. 

  mertebeden  p değerli yıldızıl fonksiyonların sınıfı  * , ,S p n   ile gösterilir.   

Tanım 2.2.4:  ,f A p n  ve 0 p  olmak üzere z U   için 

( )
Re 1

( )

zf z

f z


 
  

 
 

eĢitsizliğini sağlayan fonksiyona   mertebeden p değerli konvekstir denir [14]. 

  mertebeden p değerli konveks fonksiyonların sınıfı  , ,C p n   ile gösterilir. 

Yukarıdaki sınıflar arasında aĢağıdaki durumlar yazılır: 

* * * * * * * *( , , ) ( , ), ( , ,0) ( , ), (1,1, ) ( ), (1,1,0)

( , , ) ( , ), ( , ,0) ( , ), (1,1, ) ( ), (1,1,0)

S p n S p n S p n S p n S S S S

C p n C p n C p n C p n C C C C

  

  

   

   
 

Negatif katsayılı  mertebeden p değerli yıldızıl ve negatif katsayılı  mertebeden 

p değerli konveks fonksiyonlar sınıfı 0 p   olmak üzere  her z U  için sırasıyla, 
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          

          

* * *, , , , , : ,     , , ,

, , , , , : ,     , ,

TS p n S p n T p n f f T p n ve f S p n

T p n C p n T p n f f T p n ve f C p n

  

  

    

    
 

Ģeklinde tanımlanır. Diğer taraftan 

           * *, , ,   , ,TS p S p T p T p C p T p        

fonksiyon sınıflarına ait katsayı ile ilgili sonuçlar aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir. 

Teorem 2.2.5:  f A p  fonksiyonu verilsin. Böylece  * ,f TS p   olması için gerek 

ve yeter Ģart 

                                          
1

p k

k

p k a p 






     

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. Bu sonuç kesindir [43]. 

Teorem 2.2.6:  f A p  fonksiyonu verilsin. Böylece  ,f TC p   olması için gerek 

ve yeter Ģart 

                                      
1

p k

k

p k p k a p p 






       

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. Bu sonuç kesindir [43]. 

Teorem 2.2.5 ve Teorem 2.2.6’dan sırasıyla kolaylıkla görülebilir ki;  

                                                 1
1

p

p
a

p









 
 

ve 

                                             
 

  
1

1 1
p

p p
a

p p









  
 

yazılır.  
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 * ,TS p   ve  ,T p    sınıflarının genel versiyonları subordinasyon kullanarak 

aĢağıda tanımlanmıĢtır. 

Tanım 2.2.7:  ,f A p n   ve     fonksiyonları verilsin. Her z U   için 

 

 
(z)

zf z

pf z



 

subordinasyon Ģartını sağlayan f   fonksiyonuna U ’da p değerli Ma-Minda yıldızıl 

fonksiyon denir [38]. 

p değerli Ma-Minda yıldızıl fonksiyonların sınıfı *

, [ ]p nS   ile gösterilir ve 

                                    *

,

( )
,  : ( ),

( )
p n

zf z
S f A p n z

pf z
  

 
   
 

 

Ģeklinde yazılır. 

Özel durumda 

*

,

1
( , )

1
p nS S

z
p n

z

  






  ve  *

,

1 (1 2 )
(0 1

1
, ),p nS p

z

z
S n 

 

 

 





 
 

dır. 

Tanım 2.2.8:  ,f A p n  ve   fonksiyonları verilsin. Her z U  için 

 

 
)

1
1 (

zf

z
z

z

p f


 
   

 

subordinasyon Ģartını sağlayan f  fonksiyonuna U ’da p değerli Ma-Minda konveks 

fonksiyon denir [38]. 
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p değerli Ma-Minda konveks fonksiyonların sınıfı  ,p nC   ile gösterilir ve 

                                  ,

1 ( )
,  : 1 ( ),

( )
p n

zf z
C f A p n z

p f z
  

  
     

  
 

Ģeklinde yazılır. 

Özel durumda  

, (
1

1
, )p n

z
C C

z
p n




 
  

  ve 
, (

1 (1 2 )
, (0 1),

1
, )p n

z
C

z
C p n 

  
 

 


  

dır. 
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3. BULGULAR 

Bu bölümde, çalıĢmamızda elde ettiğimiz özgün sonuçlara yer verilmiĢtir.  Öncelikle 

,

m

pD  türev operatörünü kullanılarak ( , )A n p  ve ( , )T n p  sınıfına ait fonksiyonların 

( , ; , , )mS A B p n    ve  ( , ; , , )mST A B p n   gibi iki yeni alt sınıfları tanımlanarak bu 

sınıflara ait katsayı eĢitsizlikleri, komĢuluk problemi, kısmi toplamları ve Hadamard 

çarpımı ile ilgili teoremler verilmiĢ ve ispatlanmıĢtır. Tekrar hatırlatmak gerekirse 
,

m

pD   

türev operatörünün katsayısı  

  
2

( 1)
( , , , )

m

k k p k p k
k m p

p




    
   

  

 

Ģeklindedir. 

3.1 ( , ; , , )mS A B p n   Sınıfı Ġçin Katsayı EĢitsizlikleri 

Bu kısımda ilk olarak ,

m

pD  türev operatörünü kullanarak p değerli fonksiyonların 

( , ; , , )mS A B p n   altsınıfı Çekin’in [20] tez çalıĢmasında aĢağıdaki Ģekilde 

tanımlanmıĢtır. Çekin çalıĢmasında bu sınıf için katsayı eĢitsizlikleri, distorsiyon 

sınırları, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapı ve kesirsel türev-integralin uygulamaları ile 

ilgili teoremleri vermiĢtir. Biz de tez çalıĢmasında bu sınıfa ait fonksiyonlar için 

komĢuluk problemi, kısmi toplamları ve Hadamard çarpım sonuçlarını ele aldık. 

Tanım 3.1.1:  ,f A p n  ve 1 1 ve 0A B p        olsun. Bu durumda 

,

,

( )1 1
( )

( ) 1

m

p

m

p

z D f z Az
z U

p D f z Bz








       
   
 

                      (3.1)          

koĢulunu sağlayan f fonksiyonuna ( , ; , , )mS A B p n    sınıfındandır denir [20]. 
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Aslında ( , ; , , )mS A B p n   sınıfı literatürde bilinen bir çok sınıfın genelleĢtirilmiĢidir.  

Mesela,    0 *0 *( 1,1 2 ;0, , ,) ( 1,1 2 ;0,1, ), 1,S n S p n Sp S        özel sınıfları 

yazılır. 

Ayrıca subordinasyonun tanımı kullanılarak (3.1) koĢulunun 

 

 
 

,

,

,

,

( )

( )
1

( )
( )( )

( )

m

p

m

p

m

p

m

p

z D f z
p

D f z

z D f z
B pB A B p

D f z


















   

                       (3.2) 

eĢitsizliğine denk olduğu kolayca görülebilir. 

Diğer taraftan  ,f nT p  olmak üzere ( , ; , , )mST A B p n   sınıfı 

 ( , ; , , ) ( , ;, , , )m mpST A B p n T A nS B pn    

olarak tanımlanır. 

Çekin [20] çalıĢmasında ( , ; , , )mS A B p n   sınıfına ait fonksiyonlar için katsayı 

eĢitsizliğini aĢağıdaki teoremde vermiĢtir. 

Teorem 3.1.2: f  fonksiyonu (2.2) deki gibi tanımlansın. Bu durumda, f  

fonksiyonunun ( , ; , , )mST A B p n   sınıfından olması için gerek ve yeter Ģart 

    1 ( )( ) ( , , , ) ( )k

k n p

k p B B A p k m p a B A p  


 

               (3.3)           

olmasıdır [20].  

Teorem 3.1.2’den görüldüğü gibi ( , ; , , )mST A B p n   sınıfı için (3.3) katsayı eĢitsizliği 

gerek ve yeter Ģart niteliğindedir. Bunun sebebi fonksiyonların negatif katsayılı 

olmasından kaynaklanır. Bu durum ( , ; , , )mS A B p n   sınıfı için her zaman doğru 
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olmayabilir.  ( , ; , , )mS A B p n   sınıfı için sadece yeter Ģart doğrudur. Bununla ilgili 

teorem aĢağıdadır. 

Teorem 3.1.3: f  fonksiyonu (2.1)’deki gibi verilsin. Bu durumda, eğer f  fonksiyonu  

( , ; , , )mS A B p n   sınıfından ise 

    1 ( )( ) ( , , , ) ( )k

k n p

k p B B A p k m p a B A p  


 

            

eĢitsizliği sağlanır [20].  

Sonuç 3.1.4: f  fonksiyonu (2.1)’deki gibi verilsin. Bu durumda, eğer f fonksiyonu 

( , ; , , )mS A B p n   sınıfından ise 

           
  

 
( , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )
k

B A p
a k p

k p B B A p k m p



 

 
 

       
           (3.4) 

eĢitsizliği sağlanır. EĢitlik ancak 

  

 
( ) ( , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

p k
B A p

f z z z k p
k p B B A p k m p



 

 
  

       
 

fonksiyonu için doğrudur [20]. 

3.2.
 

( , ; , , )mST A B p n   Sınıfı Ġçin KomĢuluk Problemi 

A  sınıfına ait fonksiyonların komĢuluklarıyla ilgili ilk çalıĢma 1957 de Goodman [29] 

tarafından yapılmıĢtır. Goodman tarafından yapılan bu çalıĢmada yer alan aĢağıda 

verilen teorem komĢuluk kavramının geliĢtirilmesi için temel oluĢturmuĢtur. 

Teorem 3.2.1:  

2

( ) n

n

n

f z z a z A




    

olsun. Bu durumda, 
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2

1n

n

n a




  

ise f  fonksiyonu U  birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi yıldızıl bir bölgeye 

resmeder. Eğer, 

2

2

1n

n

n a




  

se f  fonksiyonu U birim diskinde ünivalenttir ve bu bölgeyi konveks bir bölgeye 

resmeder [29]. 

1981 yılında Ruscheweyh [50], Goodman tarafından verilen komĢuluk kavramını 

genelleĢtirerek A  sınıfına ait f  fonksiyonlarının  komĢuluğunu aĢağıdaki gibi 

tanımlamıĢtır. 

Tanım 3.2.2:   
2

n

n

n

f z z a z A




    ve 0   olsun. Bu durumda 

2 2

: ( )) ,  (  n

n n n

n n

g A g z z b z n af b 
 

 

 
      
 

   

kümesine f fonksiyonunun  komĢuluğu denir [50]. 

Buna göre, ( ) ( )f z e z z   özdeĢlik fonksiyonu için, 

2 2

{ : ( ) , }( ( )) n

n n

n n

g A g z z b z nz be 
 

 

       

olur. Ayrıca *

1( )e S  dır. 

Pozitif reel kısma sahip analitik fonksiyonların komĢuluğu 1990 yılında Walker [68] 

tarafından aĢağıdaki gibi tanımlanmıĢtır.  
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Tanım 3.2.3: p P   ve 0   için p  nin  komĢuluğu ( )p  ile gösterilir ve bu 

küme  

                        
2 2

: ( ) 1 ,)  (  n

n n n

n n

q P q z q qp z p 
 

 

 
      
 

   

Ģeklinde tanımlanır [68]. 

1996 yılında AltıntaĢ ve Owa [13] negatif katsayılı (1, )f A n  fonksiyonlarının    ,n    

komĢuluğunu aĢağıdaki gibi vermiĢtir.  

Tanım 3.2.4:  (1, )f T n  ve 0   olmak üzere, 

                 
,

1 1

(1, ) : ( )) ,    ( k

n k k k

k n k n

g T n g z z b z k a bf 
 

   

 
      
 

    

kümesine f  fonksiyonunun    ,n   komĢuluğu denir [13]. 

2004 yılında AltıntaĢ ve arkadaĢları [14] Tanım 3.2.4’te verilen    ,n   komĢuluk 

kavramını negatif katsayılı p değerli fonksiyonlar sınıfına geniĢlettiler. 

Tanım 3.2.5: ( , ) ( )f T p n p   ve 0   olmak üzere, 

, ; ( , ) : (( ) ) ,p k

n k k k

k n p k n p

f p g T p n g z z b z k a b 
 

   

  
      
  

   

kümesine ( , )f T p n  fonksiyonunun    ,n   komĢuluğu denir [14]. 

Özel olarak ( ) ph z z  alınırsa 

,  ( , ) : ( )( ; ) ,p k

n k k

k n p k n p

kh g T p n g z z zp b b 
 

   

  
     
  

   

olur [14]. 
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Ayrıca son yıllarda  A   sınıfına ait fonksiyonların belli altsınıfları için komĢuluk 

problemi Owa ve arkadaĢları [45], Orhan ve Kadıoğlu [39], Orhan ve Kamali [40], 

CataĢ [17] ve Deniz ve Orhan [21] çalıĢmıĢken, ( , )A n p sınıfına ait fonksiyonların belli 

altsınıfları için de Srivastava and Patel [61], AltıntaĢ [12], Srivastava and Orhan [63], 

Orhan [41], Deniz ve Orhan [22] ve Sağsöz ve Kamali [51] tarafından çalıĢılmıĢtır. 

Bu bölümde öncelikle ( , ; , , )mS A B p n   sınıfı için komĢuluk kavramını tanımlayıp daha 

sonra bu sınıfın komĢuluğuna ait bir içerme bağıntısı vereceğiz. Daha sonra aynı iĢlemi 

( , ; , , )mST A B p n   sınıfı için yapacağız. 

Tanım 3.2.6:  0    ve genel terimi 

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( )k

k p B B A p k m p
s k

B A p

 



       
 

 
 

olan 
1S { } ,k ks 

   negatif olmayan bir dizi olsun. (3.1) Ģeklinde tanımlanan 

( ) ( , )f z A n p  fonsiyonunun    ,n   komĢuluğu 

, ( ) : : ( ) ( , )  ( 0)p k

n p k k k k

k n p k n p

f g g z z a z A n p se bv a  
 

   

 
       
 

        

Ģeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.2.6’da ks k   alınırsa Ruscheweyh’in   komĢuluğu elde edilir. ġimdi   

, ( )n p f  komĢuluğu için aĢağıdaki teoremi verelim. 

Teorem 3.2.7:  ( ) ( , ; , , )mf z S A B p n  fonksiyonu verilsin. Eğer f  fonksiyonu için 

  
1

( ) 1 ( , ; , , )p mf z z S A B p n  


     ; ; 0 ,       

ise, bu durumda 

, ( ) ( , ; , , )m

n p f S A B p n

   

dır. 
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Ġspat: ( , ; , , )mS A B p n   sınıfının tanımından    ve 1   olacak Ģekilde 

 

 
 

 

,

,

,

,

( )

( )

( )
( )( )

( )

m

p

m

p

m

p

m

p

z

U

D f z
p

D f z
z

z D f z
B pB A B p

D f z

















 


   

 

yazılır. Bu eĢitsizlik 

   
 

  

( 1) ( )( ) ( , , , )
( ) p k p k

k

k n p k n p

k kB B A p k m p
h z z c z z z

B A p

  

 

 

   

       
   

 
        (3.5) 

olmak üzere 

( )( ) 0 ( ),pf h z z Uz                             (3.6) 

eĢitsizliğine denktir. (3.5) ifadesinden 

                         

 

  

 

  

( 1) ( )( ) ( , , , )

( 1) ( )( ) ( , , , )
( )

k

k kB B A p k m p
c

B A p

k kB B A p k m p
k

B A p

  

 

  



       
 

       
 

 

   (3.7) 

olduğu kolayca görülür. Ayrıca, teoremin hipotezinden (3.6) ifadesine 

 1( ( ) )(1 ) ( )
0 ( )

p

p
U

f z z h z
z

z

    
   

ve  

( ) ( )
( ),

p

f z h z
z

z
U


   

denk olarak  

( ) ( )
( ; 0)

p

f z h z
z

z
U 


                 (3.8) 

yazılır. 

 Eğer 
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,( ) : ( ),p k

k n p

k n p

g z z b z f


 

    

alınırsa bu durumda 

 

 

  

( ) ( ) ( )
( )

( 1) ( )( ) ( , , , )

k p

k k kp
k n p

k p

k k

k n p

f z g z h z
a b c z

z

k kB B A p k m p
a b z

B A p

  


 




 




 

 
 

       
  

 





 

elde edilir. Böylece, 1  olacak Ģekilde her kompleks   sayısı için ( )( ) 0pg h z z   

yazılır. Bu da ( , ; , , )mg S A B p n   demektir. Bununla teorem ispatlanmıĢ olur. 

ġimdi bir ( ) ( , )f z T n p  fonksiyonunun ( , )n   komĢuluğunu tanımlayalım. 

Tanım 3.2.8: 0   için, ( ) ( , )f z T n p  fonksiyonunun ( , )n   komĢuluğunu 

, ( ) : ( ) ( , )p k
n p k

k n p

f g g z z a z T n p




 


   




 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( 0)k k

k n p

k p B B A p k m p
b a

B A p

 
 





 

            
  

   (3.9) 

Ģeklinde tanımlanır.     

Teorem 3.2.9: 1( ) ( , ; , , )mf z ST A B p n   olsun. Bu durumda 

, ( ) ( , ; , , )m
n p f ST A B p n


   

sağlanır. Burada 

2

1
( )[ ( 2 1) ]

p

n p n n p n p



 

    
 

dır.  

 

Ġspat: 1( ) ( , ; , , )mf z ST A B p n   olsun. Bu durumda Teorem 3.1.2’den 
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 

  
2

(1 ) ( )( ) ( , , , )

( )[ ( 2 1) ]

k

k n p

k p B B A p k m p
a

B A p

p

n p n n p n p

 







 

       

 


    


            (3.10) 

yazılır. Benzer Ģekilde 

2

,( ) ( ), 1
( )[ ( 2 1) ]

p k
n pk

k n p

p
g z z b z f

n p n n p n p








 

 
     

     
        (3.11) 

alalım. Böylece (3.9)’dan 

 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( 0)k k

k n p

k p B B A p k m p
b a

B A p

 
 





 

       
  

 
      (3.12) 

bulunur. Ayrıca (3.10), (3.11) ve (3.12) kullanılarak 

 

  

 

  

 

  
2

(1 ) ( )( ) ( , , , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

1
( )[ ( 2 1) ]

k

k n p

k

k n p

k k

k n p

k p B B A p k m p
b

B A p

k p B B A p k m p
a

B A p

k p B B A p k m p
b a

B A p

p

n p n n p n p

 



 



 








 



 



 

       

 

       
 

        
 

  
    







 

elde edilir. Böylece Teorem 3.1.2’den  ( ) ( , ; , , )mg z ST A B p n   bulunur. 

Teorem 3.2.9’da kesinliği göstermek için, ( )f z  ve ( )g z   fonksiyonlarını sırasıyla 

   olmak üzere 

 
1( )( )

( ) ( , ; , , )
(1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p mB A p
f z z z ST A B p n

n B B A p n p m p





 

 
  

   
      

 

ve 
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 

 

( )( )

(1 ) ( )( ) ( , , , )
( )

( )( )

(1 ) ( )( ) ( , , , )

p n p

B A p

n B B A p n p m p
g z z z

B A p

n B B A p n p m p



 




 





  
      
  
  
 

        

olarak alalım. Açık olarak, ( )g z  fonksiyonu , ( )n p f
 

 kümesine aittir. Diğer taraftan, 

Teorem 3.1.2’den ( ) ( , ; , , )mg z ST A B p n    bulunur. Böylece teoremin ispatı 

tamamdır. 

3.3. ( , ; , , )mST A B p n   Sınıfına Ait Fonksiyonların Kısmi Toplamları 

1997 yılında Silverman [59], 
2

( ) k

k

k

f z z a z




   Ģeklindeki fonksiyonların 0 1   

olmak üzere  

2

( ) (1 )k

k

k a 




      ya da    
2

( ) (1 )k

k

k k a 




    

Ģartlarını sağlayan fonksiyonları gözönüne almıĢtır. Bu katsayı koĢulu f  

fonksiyonunun  mertebeden yıldızıl yada  mertebeden konveks olması için 

yeterlidir. Eğer f fonksiyonu yukarıdaki eĢitsizliklerin her ikisini sağlıyorsa, 

2

( )
n

k

n k

k

f z z a z


     kısmi toplamları da aynı eĢitsizlikleri sağlar. Silverman bu 

çalıĢmasında, yukarıdaki eĢitsizliklerden birini yada ikisini sağlayan f  fonksiyonları 

için  Re ( ) / ,( )nf z f z  Re ( ) ,( )/nf zz f   )Re ( ) / (nf z zf   ve  )Re ( ) / (nf z zf   

değerleri için kesin alt sınırlar elde etti. Son yıllarda ise p değerli fonksiyonların belli 

altsınıflarının kısmi toplamları üzerine Liu [36] ve Deniz ve Orhan [21, 22]  önemli 

çalıĢmalar yapmıĢtır. 

( , )f T n p   fonksiyonun kısmi toplamı 

, 1,2,..., 1;

( ) ( ; , )
, , 1,....

p

m
m p k

k

k n p

z m n p

z k n p n p
z a z m n p n p



 

   


   
    




      (3.13) 
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Ģeklinde tanımlanır.  

Bu bölümde önce ( , )f T n p  fonksiyonu için  Re ( ) ( )mf z z  ve  Re ( ) ( )m z f z   

oranları için kesin alt sınırlar vereceğiz. 

Teorem 3.3.1: ( , )f T n p  ve ( )m z  sırasıyla (2.2) ve (3.13) Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

farzedelim ki 

  1k k

k n p

a


 

 ,   
 

  

(1 ) ( )( ) ( , , , )
k

k p B B A p k m p

B A p

 



         
   

 (3.14) 

olsun. Bu durumda m k p   için 

           
1

( ) 1
Re 1

( )m m

f z

z 

 
  

 
                                      (3.15) 

ve 

1

1

( )
Re

( ) 1

m m

m

z

f z

 



 
 

 
                                      (3.16) 

dır. Sonuçlar  

1

1

1
( ) p m

m

f z z z 



                                                 (3.17) 

fonksiyonu için kesindir. 

Ġspat: Teoremin hipotezi altında,  

1 1 ( )k k k n p      

yazılır. Böylece (3.14) hipotezini kullanarak 

1

1

1
m

k m k k k

k n p k m k n p

a a a
 



     

                 (3.18) 

elde edilir. ġimdi ( )z   fonksiyonunu 
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1

1
1

1

( ) 1
( ) 1 1

( )
1

k p

m k

k m
m m

k pm m
k

k n p

a z
f z

z
z

a z









 




 

  
      

   




               (3.19)                  

Ģeklinde tanımlayalım. (3.15) eĢitsizliğini göstermek için  Re ( ) 0z   olduğunu 

göstermek yeterlidir. Diğer taraftan  

 
( ) 1

Re ( ) 0 1
( ) 1

z
z

z







  


 

olduğundan (3.18) ve (3.19) ifadelerinden 

1

1

1

1

1

1

1

1

( ) 1

( ) 1
2 2

1

2 2

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

a z
z

z
a z a z

a z

a z a z










 


 



   






 


 



   







 

 

 



 



 

                  (3.20) 

bulunur. Bu da  Re ( ) 0z    olması demektir. Böylece (3.15) ispatlanmıĢ olur.  

(3.17) ile verilen f  fonsiyonu için sonucun kesin olduğunu göstermek için 1z    

alındığında 

1

1 1

( ) 1 1
1 1 ,

( )

m p

m m m

f z
z

z

 

 

     

olur. Buda (3.15) deki sınırın kesin olduğunu gösterir. 

Benzer Ģekilde, eğer 

                 
1

1 1
1

1

(1 )
( )

( ) (1 ) 1
( ) 1

1

k p

m k

m m k m
m

k pm
k

k n p

a z
z

z
f z

a z









  
 



 


 

     
  




           (3.21) 

alınırsa ve tekrar (3.18) kullanılırsa 
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1

1

1

1

1

1

1

1

(1 )
( ) 1

( ) 1
2 2 ( 1)

(1 )

1

2 2 ( 1)

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

k p

m k

k m

m
k p k p

k m k

k n p k m

a z
z

z
a z a z

a z

a z a z










 


 



   






 


 



   







  



 

  



 



 

                   (3.22) 

elde edilir. (3.17) ile verilen f  fonsiyonu için sonuç kesindir. Böylece (3.16) 

ispatlanmıĢ olur.  

Teorem 3.5.2: ( , )f T n p  ve ( )m z  sırasıyla (2.2) ve (3.13) Ģeklinde verilsin. Ayrıca 

(3.14) eĢitsizliği sağlansın. Bu durumda 2k  için,  

1

( ) 1
Re 1

( ) mm

f z m

z 

  
   
 
 

                                                    (3.23)  

ve 

1

1

( )
e

( ) 1

m m

m

z
R

f z m

 



 
 

   
                                                 (3.24)  

eĢitsizlikleri doğrudur. Sonuçlar (3.17) fonksiyonu için kesindir. 

Ġspat: Teoremin hipotezinden 1 1 ( )k k k n p      yazılabilir. Yine hipotezden 

dolayı  

 1

1

1
1

( 1) ( 1)

m
m k

k k k

k n p k m k n p

k a k a k a
p p m p m

 


     

  
 

               (3.25) 

yazılır. Diğer taraftan ( )w z ’yi  

      

1

1 1

1

( ) 1 1
( ) 1 1

1 ( )

k pm
k

m k m

m
k pm m

k

k n p

k a z
f z m m

w z
m z

p k a z





  



 

    
      

    




                     (3.26) 
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Ģeklinde tanımlayalım.  

Sonuç olarak (3.23) eĢitsizliğini göstermek için  Re ( ) 0z    olduğunu göstermek 

yeterlidir. Diğer taraftan  
( ) 1

Re ( ) 0 1
( ) 1

w z
w z

w z


  


  olduğundan (3.25) ve (3.26) 

ifadelerinden  

1

1

1

1

1

1

1

1

( ) 1 1

( ) 1
2 2

1

1
1

2 2
1

k pm
k

k m

m
k p k pm

k k

k n p k m

m
k

k m

m
m

k k

k n p k m

k a z
w z m

w z
p k a z k a z

m

k a
m

p k a k a
m




 


 

   




 




   


 




 



 

 




 



 

 

elde edilir. Buda  Re ( ) 0z    olması demektir. Böylece (3.23)’ün ispatı tamamlanmıĢ 

oldu. 

(3.17) ile verilen f  fonksiyonu için sonucun kesin olduğunu göstermek için 1z    

alındığında  

1

1 1

( ) 1 1
1 1

( )

m p

m m m

f z
z

z

 

 

     

olur. Bu ise (3.23) deki sınırın kesin olduğunu gösterir. Benzer Ģekilde 

1 ( )
( ) 1 1 1

1 ( )

m m z
z

m f z


 

  
         

 

alındığında  

1

1

1

1

1
( ) 1 1

1
( ) 1

2 2 1
1

m
k

k m

m
m

k k

k n p k m

k a
z m

z
p k a k a

m








 




   

 
    

  
   

 



 
 

elde edilir. Böylece (3.24) de ispatlanmıĢ olur. Dolayısıyla da teoremin ispatı 

tamamlanmıĢ olur. 
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3.4. ( , ; , , )mST A B p n   Sınıfına Ait Fonksiyonların Hadamard Çapımları 

Bu bölümde ( , ; , , )mST A B p n   sınıfına ait iki fonksiyonun Hadamard çarpımının yine 

bu sınıftan olması için gerekli koĢular elde edilmiĢtir. Bu problem üzerine p değerli 

fonksiyonların bazı alt sınıfları için son yıllarda [22, 27] çalıĢmaları önem taĢımaktadır. 

Tanım 3.4.1 (Modifiye-Hadamard Çarpımı): Negatif katsayılı ,( ) p k

v k v

k n p

f z z a z


 

     

( 1,2)v   fonksiyonları için 1( )f z   ve 2 ( )f z   fonksiyonlarının  1 2( )f f z  Modifiye-

Hadamard çarpımı  

               1 2 ,1 ,2 2 1( )( ) ( )( ).p k

k k

k n p

f f z z a a z f f z


 

                             (3.27) 

Ģeklinde tanımlanır. 

Modifiye-Hadamard çarpımını kullanarak aĢağıdaki teoremleri elde ederiz. 

Teorem 3.4.2: (2.2) ile tanımlanan ( ) ( 1,2)vf z v   fonksiyonları ( , ; , , )mST A B p n    

sınıfından olsun. Bu durumda 

2

2 2 2

(1 )( )( )

[(1 ) ( )( )] ( , , , ) ( ) ( )

B B A p n
p

B n B A p p n m p B A p




  

  
 

        
         (3.28)   

olmak üzere 
1 2( )( ) ( , ; , , )mf f z ST A B p n   ’dır. Bu sonuç  

 
( )( )

( ) 1,2
[(1 ) ( )( )] ( , , , )

p n p

v

B A p
f z z z v

B n A B p k m p



 

 
  

    
  (3.29) 

fonksiyonu için kesindir. 

Ġspat: Daha önce Schild ve Silverman [54] tarafından kullanılan tekniği uygulayarak,  

,1 ,2

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )
1

( )( )
k k

k n p

B k p B A p k m p
a a

B A p

 





 

     


 
             (3.30) 
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( ( ) ( , ; , , ); 1,2)m

vf z ST A B p n v    

eĢitsizliğini sağlayan en büyük  ’yı bulmamız gerekiyor. 

Öncelikle ( ) ( , ; , , ); ( 1,2)m

vf z ST A B p n v    olduğundan 

,

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )
1 ( 1,2)

( )( )
k v

k n p

B k p B A p k m p
a v

B A p

 





 

     
 

 
       (3.31) 

yazılır. Dolayısıyla Cauchy–Schwarz eĢitsizliğinden 

,1 ,2

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )
1

( )( )
k k

k n p

B k p B A p k m p
a a

B A p

 





 

     


 
   (3.32) 

elde edilir. ġimdi (3.30) ve (3.32) eĢitsizliklerinden  

,1 ,2

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )

( )( )
k k

B k p B A p k m p
a a

B A p

 



     

 
 

,1 ,2

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )

( )( )
k k

B k p B A p k m p
a a

B A p

 



     


 
  (3.33) 

ya da, denk olan 

 
 ,1 ,2

(1 )( ) ( )( ) ( )

(1 )( ) ( )( ) ( )
k k

B k p B A p p
a a

B k p B A p p

 

 

     


     
   (3.34) 

olduğunu göstermek yeterlidir. Böylece (3.32) eĢitsizliğinden  

 
( )( )

(1 )( ) ( )( ) ( , , , )

B A p

B k p B A p k m p



 

 

     
 

        
 
 

(1 )( ) ( )( ) ( )
, ( )

(1 )( ) ( )( ) ( )

B k p B A p p
k n p

B k p B A p p

 

 

     
  

     
  (3.35) 

ispatlanması yeterli olur. 
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Dolayısıyla (3.35) eĢitsizliğinden 

2

2 2 2

(1 )( )( )( )

[(1 )( ) ( )( )] ( , , , ) ( ) ( )

B B A k p p
p

B k p B A p k m p B A p




  

   
 

        
 

elde edilir. ġimdi, ( )G k  fonksiyonunu 

2

2 2 2

(1 )( )( )( )
( )

[(1 )( ) ( )( )] ( , , , ) ( ) ( )

B B A k p p
G k p

B k p B A p k m p B A p



  

   
 

        
 

ile tanımlayalım. 

Kolayca görebiliriz ki, ( )G k ( )k p n  artan fonksiyondur. Bu sebeple 

2

2 2 2

(1 )( )( )
( )

[(1 ) ( )( )] ( , , , ) ( ) ( )

B B A p n
G p n p

B n B A p p n m p B A p




  

  
   

        
 

dır. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

( , ; , , )mST A B p n   sınıfındaki parametrelerin özel değerlerinde aĢağıdaki sonuçları 

yazabiliriz. 

Sonuç 3.4.3: (2.2) ile tanımlanan ( ) ( 1,2)vf z v    fonksiyonları 0( 1,1; , , )ST p n   

sınıfından olsun. Bu durumda 

                      

2( )

2( )

p
p

p n







 

 
                         

olmak üzere 0

1 2( )( ) ( 1,1; , , )f f z ST p n   
 
dır. Sonuç kesindir. 

Sonuç 3.4.4: (2.2) ile tanımlanan ( ) ( 1,2)vf z v    fonksiyonları 0( 1,1; , ,1)ST p   

sınıfından olsun. Bu durumda 

2( )

2( ) 1

p
p

p







 

 
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olmak üzere 0

1 2( )( ) ( 1,1; , ,1)f f z ST p   
 
dır. Sonuç kesindir. 

Teorem 3.4.5: Kabul edelim ki (2.2) ile tanımlanan 1( )f z  ve 2 ( )f z  fonksiyonları 

sırasıyla ( , ; , , )mST A B p n   ve ( , ; , , )mST A B p n   sınıfınlarından olsun. Bu durumda 

2

(1 )( )( )

[(1 ) ( )( )][(1 ) ( )( )] ( , , , ) ( ) ( )( )

B B A p n
p

B n B A p B n B A p p n m p A B p p




    

  
 

             
 

olmak üzere 
1 2( )( ) ( , ; , , )mf f z ST A B p n    dır. Sonuç 

1

( )( )]
( )

[(1 ) ( )( )] ( , , , )

p p nB A p
f z z z

B n A B p p n m p



 

 
 

     
 

ve 

2

( )( )]
( )

[(1 ) ( )( )] ( , , , )

p p nB A p
f z z z

B n A B p p n m p



 

 
 

     
 

fonksiyonları için kesindir. 

Ġspat: Teoremin ispatı Teorem 3.4.2 deki ile aynıdır. 

Teorem 3.4.6: (2.2) ile tanımlanan ( ) ( 1,2)vf z v   fonksiyonları ( , ; , , )mST A B p n   

sınıfından olsun. Bu durumda 

 2 2

,1 ,2( ) p k

k k

k p n

h z z a a z


 

    

fonksiyonu, 

2

2 2 2

2 (1 )( )( )

[(1 ) ( )( )] ( , , , ) 2( ) ( )

n B B A p
p

B n B A p p n m p B A p




  

  
 

        
 

olmak üzere ( , ; , , )mST A B p n   sınıfına aittir. Sonuç, (3.29) ile tanımlanan 

( ) ( 1,2)vf z v    fonksiyonları için kesindir.  

Ġspat: Teoremin ispatı Teorem 3.4.2 deki ile aynıdır. 
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4. TARTIġMA VE SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında p değerli analitik fonksiyonların ( , ; , , )mS A B p n    ve  

( , ; , , )mST A B p n   alt sınıflarına ait fonksiyonlar için komĢuluk problemi, kısmi 

toplamları ve Hadamard çarpım ile ilgili teoremler ve sonuçlar verilmiĢ ve 

ispatlanmıĢtır. ÇalıĢmada bulunan sonuçlar özgün niteliğindedir.  

Bu konu üzerine çalıĢma yapacak araĢtırmacılar 
,

m

pD  operatörü yardımıyla p değerli 

analitik fonksiyonların yeni alt sınıflarını tanımlayarak bu sınıflar için tez boyunca bahsi 

geçen problemleri ele alabilirler. 
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