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1. GIRIS

Univalent fonksiyonlar1 en énemli kilan nedenlerin basinda verilen bir fonksiyonun
geometrisi ile analitikligi arasindaki bagi kurmasidir. Buna en giizel 6rnek hig siiphesiz

Riemann donisim teoremidir. Bu teorem basit baglantili  bir bdlgenin

U ={ZEC:|Z|<1} birim diskine iinivalent olarak denk olmasiyla ilgilidir. Bu

teoremden sonra {inivalent fonksiyonlar iizerine yapilan ¢aligmalar U birim diskinde
f(0)=0 ve f'(0)=1 normallestirme kosullarin1 saglayan analitik ve birebir
fonksiyonlarmm olusturdugu S sinifi tizerine olmustur. Normallestirme kosullari
altinda fonksiyonlar f(z)=2z+a,z*+... bigiminde olur. U birim diskinin bu sinifa ait

fonksiyonlar altinda goriintiistiniin alanini bulmak ki bu literatiirde Alan teoremleri

olarak bilinir bu smif iizerine yapilan ilk ¢alisma 6zelligini tasimaktadir.

Daha sonra alan teoremi S smifina ait bir fonksiyonun ikinci katsayisinin kesin st
smirin1  belirlemek i¢in 6nemli bir ara¢ rolii Ustlenmistir. Bununla tinivalent
fonksiyonlarin katsayilar1 hakkinda bilgi edinmek bir temel problem haline gelmistir.

Problem ile ilgili ilk adim 1916 yilinda L. Bieberbach [20] tarafindan atilmistir.

Bieberbach, Alan teoremini kullanarak |a,|<2 oldugunu ispatlamis ve n=2,34,...

degerleri i¢in |an| <n katsay1 tahminini ortaya koymustur. Bu tahmin {izerine birgok

iinlii matematikg¢i caligmis ve dnemli sonuglar elde etmiglerdir. Nihayet bu tahmin 1984
yilinda L. De Branges [20] tarafindan tim n=2,3,4,... degerleri i¢cin ispatlanmistir.
Tabiiki bir taraftan bu problem iizerine c¢alisilirken diger taraftan S sinifi ve onun
altsmiflar1 (yildizil, konveks, konvekse-yakin, v.s) i¢in biiyime ve genisleme
teoremleri, gerek ve yeter sart problemleri, yarigap ve ekstremum 6zellikleri, komsuluk
ve kismi toplamlari, kesirsel mertebeden tiirev ve integral problemleri, subordinasyon

gibi giinlimiizde de giincel olarak ¢aligilan problemler tizerine gidilmistir.

Univalent fonksiyonlarm genel bir versiyonu gibi gériinen fonksiyonlara p—degerli
(Multivalent) fonksiyonlar denir. Bu fonksiyonlar f genisgletilmis kompleks

diizlemdeki herhangi bir bolgede kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon olmak

tizere bu bdlgedeki her degeri en fazla p ve en az bir degeri kesin p defa aliyordur.



p=1 olmasi durumunda f fonksiyonu {inivalenttir. Dolayisiyla p—degerli

fonksiyonlar tinivalent fonksiyonlarm dogal bir genellemesidir.

Bir yiizyili askindir iinivalent fonksiyonlar i¢in yukarida bahsettigimiz problemler
p—degerli fonksiyonlar icin de calisilmistir. p-—degerli fonksiyonlarm yeni alt

smiflarini tanimlamak ve bu smiflarin analitik ve geometrik 6zelliklerinin incelenmesi
tizerine Onemli caligmalar yapilmistir. Bu alt siniflardan birini Cekin [20] tez
calismasinda tanimlamis ve bu smifa ait fonsiyonlar i¢in katsayr problemini,
fonksiyonun ve tiirevlerinin alt ve iist sinirlarini, yildizillik ve konvekslik yaricaplarini
ve kesirsel tiirev integralin uygulamalarimi ¢alismistir. Ayrica bu problemler iizerine

gecmis yillarda p—degerli fonksiyonlarin farkl altsiniflar1 icin Goodman [28], Ali ve

arkadaslar1 [10], Ramachandran ve arkadaslar1 [49], Shanmugam ve arkadaslar1 [57],
Srivastava ve Aouf [62] ve Deniz ve Orhan [21, 22], Acu ve arkadaslar1 [1], Owa [42,
43, 44], Altintas [11, 12], Aouf [5, 6, 7], Liu ve arkadaslar1 [37] ve 6zellikle son yillarda
[2, 3, 4, 8, 9,18, 19, 25, 34, 46, 47, 53, 55, 56, 60, 64, 65, 66, 67] Onemli sonuglar

bulmuslardir.

p —degerli fonksiyonlar teorisinde pek cok arastirmaci tarafindan ele alman Snemli

problemlerden bir digeri de bu fonksiyonlar i¢in yeni komsuluk tanimlar1 verilerek bu
komsuluklarin incelenmesidir. Univalent fonksiyonlarinmn komsuluklariyla ilgili ilk
calisma 1957 yilinda Goodman [29] tarafindan yapilmistir. Ruscheweyh [50], Goodman
tarafindan verilen komsuluk tanimini daha genel hale getirerek fonksiyonlarmin & —
komsulugu kavramini tanitmistir. 1985 yilinda Brown [15], Ruscheweyh tarafindan elde
edilen sonuglar1 genellestirmistir. 1990 yilinda Walker [68] pozitif reel kisma sahip
analitik fonksiyonlarm komsuluklarmi ele almig ve Walker tarafindan verilen sonuglar

1993 yilinda Owa ve arkadaglar1 [45] tarafindan genigletilmistir. 1996 yilinda, negatif

katsayili fonksiyonlarinin (n, o )—komsulugu Altintas and Owa [13] tarafindan

verilmistir. Son yillarda ise Altintas ve arkadaslar1 [14], Orhan ve Kadioglu [39], Orhan
ve Kamali [40], Srivastava ve Patel [61], Altintas [12], Srivastava ve Orhan [63], Orhan
[41], Catas [17], Deniz ve Orhan [21, 22], Sags6z ve Kamali [51] ve Aljarah ve
arkadaglar1 [4] analitik fonksiyonlarin belli alt siniflarinin komsulugu problemi iizerine

onemli sonuglar elde etmislerdir.



Univalent fonksiyonlar teorisinde ilging olan durumlardan biri sudur; {inivalent bir
fonksiyonun kismi toplamlarmin iinivalent olmamasi ki buna en giizel 6rnek Koebe
fonksiyonudur. Durum bdyle olunca iinivalent dolayisiyla p—degerli fonksiyonlarin
kismi toplamlar1 tizerine ¢alismak ayr1 bir inceleme gerektirir. Silverman [59] ilk defa
o —mertebeden yildizil ve o —mertebeden konveks fonksiyonlar ve bunlarin kismi
toplamlar1 arasindaki oranin reel kismi igin kesin smirlar elde etmistir. Son yillarda ise

p —degerli fonksiyonlarm belli alt smniflarmin kismi toplamlar1 tizerine Liu [35] ve

Deniz ve Orhan [21, 22] 6nemli ¢aligmalar yapmustir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra, Kuramsal Temeller adini
alan ikinci boliimde, ilk olarak ¢alismamizda kullandigimiz temel tanim ve teoremlere
yer verilmistir. Ayn1 bolimde p-—degerli fonksiyon kavrami tanitilarak bu
fonksiyonlarm katsay1 smirlar1 ve distorsiyon esitsizlikleri lizerine yapilan 6nemli bazi

calismalara deginilmistir.

Uciincii bdliimde tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilan bazi 6nemli tanim ve

lemmalarin verilmesinin yani sira tarihsel gelisim icerisinde p—degerli fonksiyonlarin

tiirev operatdrii ve onemli bazi alt smiflar ile ilgili bilgi verilmistir.

Dérdiincii boliimde, p —degerli fonksiyonlarm S7'(A, B;o, p,n) ve ST,"(AB;o, p,n)

gibi iKi yeni alt siniflar1 tanitilmis ve bu siniflara ait fonksiyonlarin katsayi esitsizlikleri,
yeni komsuluk tanimlar1 verilerek bu komsuluklarla ilgili teoremler ve kismi toplamlar1
ile ilgili problemler ¢oziilmiistiir. Son olarak, bu smiflardaki fonksiyonlarin Hadamard

carpimi ele alinmistir.

Besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz sonuglarin bir 6zeti verilmistir.



1.1 Kuramsal Temeller

Bu boliimde Ponnusamy ve Silverman’in [48] kitabindan yararlanilarak genel tanimlara

yer verilmistir.

Tanim 1.1.1: (Komsuluk) z,€eC ve reR, r>0 olsun. U(Zo,r):{ZeC:|Z—ZO|<I’}

kiimesine merkezi z, yarigap1 r olan agik disk veya z, noktasmm I komsulugu denir.

U(z,,r) diskinin kapanisi U(Zo,r), siirt 0U(z,,r) ve (0, 0) merkezli r yaricapl

disk U(0,r)=U, ile gosterilecektir.
Ozel olarak orijin merkezli agik birim disk U = {Z : |Z| <lze C} ile gosterilecektir.

Tamm 1.1.2: (I¢ nokta) H = C verilsin. z,eH noktast igin U (ZO, r)c H kosulunu

saglayan I >0 sayisi varsa Z; noktasina H kiimesinin bir i¢ noktasi denir.

Tanim 1.1.3: (A¢ik kiime) H < C kiimesinin her noktasi ayn1 zamanda bir i¢ nokta ise

H kiimesine a¢ik kiime denir.

Tanim 1.1.4: (Kapali kiime) H < C kiimesinin tiimleyeni acik ise H kiimesine kapali

kiime denir.

Tanim  1.1.5: (Baglantih  kiime) HcH,UH, HcH UH, HnH,#J,

HNH,=J, HAH, nH, =9 kosullarin1 saglayacak H, ve H, gibi bos olmayan

iki acik ve ayrik kiime yoksa H — C kiimesine baglantili kiime denir.
Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir.
Tanim 1.1.6: (Bolge) Agik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Tanim 1.1.7: (Sireklilik) H<C, f:H —C fonksiyonu ve z,eH olsun. Ve>0
icin |Z—ZO|<5 iken |f(Z)— f(ZO)|<.9 olacak sekilde 5:5(20,5)>0 sayist

bulunuyorsa f fonksiyonuna z, noktasinda siirekli fonksiyon denir.



Tamm 1.1.8: (Egri) [x,y]=R olsun. y:[x,y]—>C siirekli fonksiyonuna C de bir

egri (yol) denir.

Egrinin baslangi¢ ve bitis noktalar1 sirastyla y(X) ve y(y) noktalaridir.

Tamm 1.1.9: (Kapah egri) y:[x,y]—>C egrisi i¢in y(x)=y(y) (baslangic ve bitis

noktalar1 ayni) ise y egrisine kapali egri denir.

Tanim 1.1.10: (Basit egri) Ug noktalarinin kesismesi hari¢ kendi kendini kesmeyen

egrilere basit egri denir.

Bir egri hem kapali hem de basit ise basit kapali egri veya Jordan egrisi olarak
adlandirilir. Bu egri diizlemi iki bolgeye ayirir: Egrinin i¢ bolgesi ve egrinin dis bolgesi.

I¢ bolgeye Jordan bolgesi denir.

y egrisi [X, y]arahgmda tirevlenebilir, y' siirekli ve ' #0 ise bu egriye diizgiin egri
denir. X’ten Y’eartan k i¢in y(X) degerlerinin y(x) ten (y) e dogru olan siranmasi
verilen egrinin yoniini belirtir. Kapali bir egride pozitif ve negatif olmak iizere iki yon
vardir. Egri kapali bir egri ise yonii baslangic noktasindan bitis noktasina dogru bir

siralama ile olusur.

1.2 Univalent ve p — Degerli Fonksiyonlar

1.2.1 Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde analitik ve iinivalent fonksiyonlar i¢in olduk¢a 6nemli olan temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir (bkz. [48]).

Tanim 1.2.1.1: (Diferensiyellenebilme) A< C bir bolge olmak lizere f:A— C ye bir

fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

lim f (Z)_ f (ZO)

-7, Z-1,



sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu 2z, A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z=2z;, noktasinda

f (z) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.

Tanmim 1.2.1.2: (Analitiklik) Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu

noktanm  belli  bir  U(z,,¢) komsulugundaki  biitiin  noktalarinda

diferansiyellenebiliyorsa f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks
fonksiyonu bir S = C kiimesinin her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik

denir. Tiim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.
Ornegin; p(z)=a,z"+---a,z+2a, (a,=0) kompleks polinomu tam fonksiyondur.

Tanim 1.2.1.3: (Singiiler nokta) Bir w=f(z) fonksiyonu z, noktasmm bir

U (z,,r)—{2,} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in z, bir singiiler noktadir denir.

Teorem 1.2.1.4: (Cauchy Riemann denklemleri) z=u+iv olmak {izere

f(z) =u(x, y)+iv(x,y) kompleks fonksiyonu analitik ise u ve v ’nin kismi tiirevleri

au _v ve U __ v
o (x,y) Y (x,y) o (xy) pw (x,y)

olarak ifade edilen Cauchy Riemann denklemlerini saglar.

Teorem 1.2.1.5: (Cauchy tiirev formiilii) f pozitif yonlii basit kapalt J egrisi icinde ve

tizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir noktaise n=0,1, 2, ... i¢in

drr.

Bu teoremden g¢ikarilabilecek en onemli sonug¢ sudur: f fonksiyonu herhangi bir

bolgede analitik ise bu bolgede her mertebeden tiirevinin var oldugunu sdyleyebiliriz.



Ayrica fonksiyonun tiirevleri de o bolgede analitiktir. Bu durumda f analitik

fonksiyonu z, noktasinda

f()=Ya(z-2)" a,=1(z)/n

seklinde bir Taylor a¢ilimina sahiptir.

Teorem 1.2.1.6: (Laurent Teoremi) f, r <|z—z,|<R seklinde verilen H halka bolgesi

i¢inde analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu H halka bolgesinde

['e] bn
n=1 (Z - Zo)n

f@)=) a,2-2)"+
n=0
agtlhmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasmm delinmis bir
komsulugundaki Laurent serisi (a¢ilimi1) denir.

Tanim 1.2.1.7: (Kutup noktast) z, f(z) fonksiyonun bir singiiler noktas: olsun. Laurent

acilimmdaki Db, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkl ise z;, noktasima

f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Teorem 1.2.1.8: (Maksimum Modiil Prensibi) Eger f(z) fonksiyonu kompleks

diizlemin bir H bolgesinde analitik ise bu durumda f(z) sabit olmadikca |f(Z)|

maksimum degerini H bdlgesinde alamaz.

Bu teoremden ¢ikan en 6nemli sonu¢ sudur; f(z) fonksiyonu sinirli bir H bdlgesinde
analitik ve bu bdlgenin kapamisinda siirekli ise |f(Z)| maksimum degerini H

bdlgesinin sinirinda alir.

Maksimum modiil prensibinin en dnemli sonuglarindan bir digeri Schwarz lemmasidir.



Lemma 1.2.1.9: (Schwarz lemmasi) f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|<1 ise bu durumda

fo)<1 ve

|f(z)|<|z| dur. Esitlik sadece # € RR olmak iizere f(z)=e"z fonksiyonu ile saglanir.

Teorem 1.2.1.10: (Minimum Prensibi) f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir H

bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze H i¢in f(z) =0 olsun. Bu durumda

| f (Z)| , H bolgesinde minimum deger alamaz.

Bu teoremden ¢ikan en 6nemli sonu¢ sudur; H kompleks diizlemde sinirli bir bolge,
f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her zeH icin f(z)#0 olsun. Ayrica f(z)
fonksiyonunun H bdélgesinin i¢inde analitik, sinirinda siirekli oldugunu kabul edelim.

Bu durumda | f (Z)| minimum degerini H bdlgesinin smirinda alir.

Tamim 1.2.1.11: (Univalent fonksiyon) f, H cC bolgesinde tanimli bir fonksiyon

olsun. Her z,z,eH icin f(z)=1f(z,) olmast sadece z =z, olmasim
gerektiriyorsa (veya z, #2,0ldugunda f(z) = f(z,) gerceklesiyorsa)  f
fonksiyonuna H bolgesinde tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir. Eger

f, z, noktasmimn bir komsulugunda tinivalent ise f ye yerel {inivalent fonksiyon denir.

Eger f, H bolgesinde analitik ve tinivalent ise bu durumda bu bolgede f'(z,)#0

oldugunu biliyoruz.
Diger taraftan f'(z,)#0 < z, komsulugunda f yerel iinivalenttir.

Eger f bir B bolgesinde iinivalent ise yerel iinivalenttir. Fakat tersi dogru degildir.
Ornegin, H = C/{O} ve f(2)=12° (Z € H) olsun. Tim z,eH icin
f'(ZO) =22,#0 oldugundan f(z)=2z*> fonksiyonu H kiimesinde yerel iinivalenttir.

Ancak tim zeH  igin f(Z)= f (—Z) oldugundan f, H bolgesinde iinivalent

degildir.



Tanim 1.2.1.12: (Konform Ddniisiim) Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki

diizgiin egri arasindaki agmnin bilyiikliigiini ve yoniinii koruyorsa, bu doniisiime bu
noktada konform doniisiim denir. Eger bir fonksiyonu, bir H —C bdlgesinin tiim

noktalarmda konformise f, fonksiyonu H bélgesinde konformdur denir.

Teorem 1.2.1.13: f(z) fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)=0

kosulu saglaniyorsa konformdur.

Ornegin, kompleks degiskenli ve a, b, ¢, d kompleks sayilar1 i¢in bir lineer doniisiim

olan (Mobiiis dontisiimii)

w=f(z)=?zz+g, ad —bc=0
+

bir konform doniistimdiir.

Teorem 1.2.1.14: (Riemann Doniisim Teoremi) Kompleks diizlemin her
DcC(D#C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski iizerine
resmedilir. Ayrica, z, € D olmak tizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 kosullarini saglayan

ve D yi U birim diski tizerine resmeden bir tek konform doniisiim vardir [26, 30, 32].

1.2.2 Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boéliimde fonksiyonlar teorisinin alt konularindan olan iinivalent fonksiyonlarin
detayli anlatimi verilecektir. Analitik olarak diisiiniildiigiinde iinivalent fonksiyonun
tiirevi sifira esit degilken, geometrik olarak diisiiniildiiglinde basit egrileri basit egrilere
doniistiiriir. Fonksiyon hem analitik hem de iinivalent oldugunda basit baglantili olan
bolgeleri yine basit baglantili bdlgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden

yararlanilarak keyfi basit baglantili bir bolgede tanimlanan tinivalent f, fonksiyonu
yerine agik birim diskte tanimli {inivalent f fonksiyonu kullanilabilir. Secilen f

fonksiyonu i¢in f(0) =0, f'(0) =1 normalize sartlar1 dikkate alinarak seri

f(z):z+ianzn (zeU)



analitik fonksiyonuna dondisiir.

A ile normalize edilmis analitik fonksiyonlarin kiimesini gosterelim. Boylece

A:{f :Vz eUicin f(z):z+ianz”}

n=2
yazilir.

Tanim 1.2.2.1: (S Smifi) U Dbirim diskinde tnivalent olan f € A fonksiyonlarin

olusturdugu smifa S smifi denir ve kisaca
S={f eA:vzeU icin f —univalent}

seklinde gosterilir [26, 30, 32].

Asagida S smifina ait fonksiyonlardan bazi 6rnekler verilmistir.

i. w=f(z)=zQ-2)" fonksiyonu U birim diskini Re(w)>-1/2 sag yari
diizlemine resmeder.

ii. f(z)=z(-2%)"fonksiyonu U birim diskini C—{(—o0,~1/2](1/2,0]} bolgesi
iizerine resmeder.

iii. f(z)=z(1-z)” Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(—o,~1/4] bdlgesi

uzerine resmeder.

S smufi bir ¢ok dzelligi sagladig: gibi baz1 6zellikleri de saglamiyor. Ornegin; S smifi

toplama iglemine gore kapal degildir. Bunun i¢in f,(z)= 1L ve f,(z)= 1i
—Z +1z

fonksiyonlar1 S smifina ait fonksiyonlardir. Bu iki fonksiyonun toplammin da S

smifina ait olup olmadigini kontrol edelim. Bunun i¢in
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z

fl’(z):W ve fz'(z)=ﬁ 2-2(1-i)z

tirevlerinden f(z)+f, (z) = (27 (1 i)

yazilir ve 2 :1% eU almisa f(z)+f, (z)=0 oldugu goriiliir. Sonug olarak S

smifina ait iki fonksiyonun toplammin S sinifina ait olmadigi goriiliir.
Asagida S sinifina ait birgok 6zelligin korundugu doniistimler verilmistir.

Teorem 1.2.2.2: f €S fonksiyonu i¢in asagida verilen ifadeler dogrudur.

i.  Eslenik alma: g(z)=f(z)=z+a,2*+... ise geS olur.
ii.  Rotasyon ( Dondiirme): & € R olmak kosuluyla
h(z)=e"f(e“z)=2+) ae"z" (zeU)
n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.

iii.  Genisleme: 0<r <1 olma kosuluyla

k(z)=r"f(rz)=z +ianr"*lzn (zeU)

n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

iv.  Disk Otomorfizmi ( Koebe veya Biebarch Doniisiimil): z, €U olmak kosuluyla

(12l (20)

1(z)=

(ZEU)

fonksiyonu S sinifina aittir.
V. Deger bdlgesi doniisiimii : (0)=0 ve y'(0)=1 sartlarmi saglayan ve f(U)
da tinivalent olan bir y foksiyonu i¢in o f €S dir.

vi.  Cikarilmis deger doniistimii: we f(U) olsun. Bu durumda

__f@ .
P& =1 om (2<Y)

fonksiyonu S sinifina aittir.

V. n. kok doniisiimii: Eger n=2,3,... ise, bu durumda

11



Vi@ =z +% z" +%(2na3 —(n-Daf)z*""* +...,

fonksiyonu S sinifina aittir [26, 30, 32].

Tanim 1.2.2.3: (P Smufi) U birim diskinde p(0)=1 ve Rep(z)>0 kosullarini

saglayan  p(z) :1+ch2” bicimindeki fonksiyonlarin olusturdugu smifa P sinifi
n=1

denir. Bu siniftaki fonksiyonlar Caratheodory fonksiyonlari olarak adlandirilir [26, 30,

31, 32].

P siifina ait bir fonksiyon iinivalent olmak zorunda degildir. Ornek olarak

f(z)=1+12" fonksiyonu P sinifina ait bir fonksiyondur fakat neN,, n>2 i¢in

tinivalent degildir.
Tanim 1.2.2.4: (W Smufi ) U birim diskinde ¢(O) =0 wve ‘¢(Z)‘ <1  kosullarini
saglayan analitik fonksiyonlarm olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarin sinifi denir

ve W ile gosterilir [26, 30, 31, 32].

Ayrica P smifiile W smifi arasindaki 6nemli bag asagida verilmistir:

1+¢(2)
1-¢(2)

Tanim 1.2.2.5: (S” Smifi) H cC kiimesi verilsin. H kiimesindeki Y, sabit noktasmi

p(z2)eP < p(2) = (p(z) eW).

Vy € H noktasi ile birlestiren dogru pargasiin tiimii bu kiimede kaliyorsa H kiimesine
Y, noktasma gore yildizil kiimedir denir. Y, noktas: 6zel olarak orjin se¢ilirse kiimeye
kisaca yildizil kiime de denilir. Y, noktasmna gore U birim diskini yildizil bir kiimeye
doniistiiren f fonksiyonuna y, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak U
birim diskini yildizil bir kiimeye doniistiiren f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

f € A yildizil fonksiyonlarinm smifi S™ ile gdsterilir [26, 30, 31, 32].

12



Teorem 1.2.2.6 : f €S verilsin. Budurumda f €S™ olmast igin yeter ve gerek sart
Re 2 (2) >0
f(z)

olmasidir. Ayrica f(z)=z+) a,z"eS =|a|<n dir[26, 30, 31, 32].
n=2

Yildizil fonksiyonlar kiimesi

)t es vreUic zf'(2)
S _{f S:VvzeUigin Re(f(z)j>0}

seklinde yazilir. Ornegin f(z) = z(1-z) Koebe fonksiyonu yildizildir. Ciinkii Teorem

1.2.26’da z=re’” ve (0<r<1,0<6<2r) alnirsa

rel 2@ —Re(“—z)—Re 1+re"
f(z) ) \1-z) (1-re"

B 1-r? JL+r
1+r>-2rcos@ 1-r

>0

elde edilir.

Tanim 1.2.2.7: (C Smifi) H cC kiimesi verilsin. Vy,,y, €C igin Yy, noktasin Y,

noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen H i¢inde kaliyorsa H ’ye konveks kiime

denir. U birim diskini konveks kiimeye doniistiren f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir. f € A konveks fonksiyonlar smifi C ile gosterilir [26, 30, 31, 32].

Teorem 1.2.2.8: f € S verilsin. Bu durumda f € C olmasi i¢in yeter ve gerek sart

Re£1+ m) >0
f'(z)

olmasidir. Ayrica f(z)=z +Zan2” eC=|a,|<1 dir[26, 30, 31, 32].
n=2

13



Teorem 1.2.2.9: (Alexander Teoremi) f(z)eC olmast i¢in yeter ve gerek sart

7f'(z) € S” olmasidir [26, 30, 31, 32].

Tanim 1.2.2.10: (Hadamard Carpimi) f,g e A fonksiyonlari verilsin.

f(z)=z+) a,2"ve g(z)=2+) b,z"
n=2 n=2
seklindeki fonksiyonlarin Hadamard carpimi (Konviilasyon) (*)

(Fxg)@)=2+Y ab"
n=2

seklinde tanimlanir [26, 30, 31, 32].

Tanmim 1.2.2.11: (Subordinasyon) f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki
analitik fonksiyon olsun. U birim diskinde f(z)=g(w(z)) olacak sekilde bir & e W
fonksiyonu varsa, f fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f <g

ile gosterilir [26, 30, 31, 32].

Ornegin; 1+z<1+2z dir. Eger g iinivalent ise f<g< f(0)=g(0) ve

f(U)<cg(U) gerektirmesi dogrudur.

Teorem 1.2.2.12: (Lindelof prensibi) f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve

tinivalent, g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger
g(0)=f@0) ve gU)cfU) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 igin

g'(0)|<

£'(0)| ve g(U,) = f(U,) dir [26, 30, 31, 32].

Subordinasyonun katsayilar tizerinde 6nemli bir katkis1 vardir. Soyle ki; g(z) = anzn
n=0

ve G(z) :ZBnZ” fonksiyonlarmin birim diskte analitik oldugunu kabul edelim. Bu
n=0

durumda eger g(z)<G(z) ise |b,|<|B,| dir (bkz [38]).
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Tamim 1.2.2.13: (S” () Smifi) f(z)e A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda

Re[@j >a
f(2)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna o —mertebeden yildizil fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin olusturdugu smifa da o —mertebeden yildizil fonksiyonlarm smnifi denir

ve bu smif S () ile gdsterilir [31, 32].

Tamim 1.2.2.14: (C () Smufi) f(z)e A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda

Re 1+M >a
f'(z)
kosulunu saglayan f fonksiyonuna o —mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarm olusturdugu sinifa da a —mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir

ve C (a) ile gosterilir [31, 32].

Subordinasyon &6zelligi kullanilarak C () ve S”(«) smuflarmi asagidaki gibi

yazabiliriz:

S (a)= fea @ 1+d=2a)z 4 4
Cf(2) 1-z

zf"(2) . 1+(1-20)z
f'(2) 1-2

C(a):{feA:l+ ,O£a<l}.

Ayrica S” (0) =S" ve C(0)=C olur. Diger taraftan S (a) S ve C(a) cCdrr.

Tanim 1.2.2.15: (K (o) Smufi): f(z) € A ve 0<a <1 verilsin. Bu durumda

Re(zf ,(Z)j >
9(2)

15



sartm1 saglayan ge S~ fonksiyonu varsa f fonksiyonuna o —mertebeden konvekse
yakin fonksiyon, bu fonksiyonlarin smifina da  «—mertebeden konvekse yakin

fonksiyonlarin smifi denir ve K (o) ile gosterilir [31, 32].

Ayrica konvekse yakin fonksiyonlar smifi K(0) =K ile gosterilir ve bu sinifa ait olan

fonksiyonlar konvekse yakin fonksiyon olarak adlandirilir.

Son olarak bahsi gecen siniflar arasinda asagida verilen bagmti vardir:

CcS cKcScA

Tanim 1.2.2.16: ¢(0)= 0¢' (0} ve Ree(z) >0 kosullari altinda U birim diskini

reel eksene gore simetrik ve 1 e gore yildizil bir bdlgeye resmeden ¢ analitik

fonksiyonlarm sinifina Q sinifindandir denilir [38].

Tanim 1.2.2.17: f € A ve ¢ € Q) fonksiyonlar1 verilsin. Her zeU ¢in

zf'(z)
() < p(2)

subordinasyon sartini saglayan f fonksiyonuna U kiimesinde Ma-Minda yildizil

fonksiyon denir [38].

Ma-Minda yildizil fonksiyonlarin smifi ™[] ile gosterilir ve bu smif

S*[go]:{f e A: ZI '((ZZ)) < 0(2), (er}

seklinde yazilir.

Ozel durumda

s{“—z} ~S" ve S[M} _S"(a), (0<a <)
1-z 1

drr.
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Tanim 1.2.2.18: f € A ve ¢ € Q fonksiyonlar1 verilsin. Her zeU igin

f'(2)

1+ < @(2)

subordinasyon sartmi saglayan f fonksiyonuna U diskinde Ma-Minda konveks

fonksiyon denir [38].

Ma-Minda konveks fonksiyonlarin smifi C [(p] ile gosterilir ve bu smif

C[(p]:{f eA:l+ Zf”(z)<(p(z),¢e§2}

(2)
seklinde yazilir.

Ozel durumda

cﬁf—j:c ve c{“(i‘—za)z}:qa), O<a<l)

dir.

1.2.3 p—Degerli Fonksiyonlar

Tanim 1.2.3.1: f fonksiyonu D<= C_ =Cu{eo} bolgesinde analitik ve we D igin
f(z) =w denkleminin D bolgesindeki koklerinin sayisi n(w) olsun. Bu durumda p
pozitif bir tam say1r olmak iizere her we D igin n(W)S p ise f fonksiyonuna D

bolgesinde p—degerli (veya p. mertebeden multivalent) fonksiyon denir. p=1 i¢in

f tUnivalenttir [33].

U birim diskinde analitik olan ve normalize edilmis p—degerli fonksiyonlar

f(z):zp+iakzk (zeU) (1.1)

k=p+1
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seklinde yazilir. Bu fonksiyonlarin sinifi

A(p):{f :VzeUicinf(z)=2"+ i akzk}

k=p+1
seklinde gosterilir. Ozel durumda A(1) = A olur.

p —degerli fonksiyonlar iinivalent fonksiyonlarinkine benzer pek cok ozellige sahiptir.

Bu nedenle katsay1 tahmini, distorsiyon teoremleri, kismi toplamlar, komsuluk, yaricap

gibi inivalent fonksiyonlar teorisinde klasiklesmis bazi sonuglar p-—degerli

fonksiyonlar i¢inde ¢alisilmugtir.

Teorem 1.2.3.2: Eger f(z)=2z" +Z:’:p+lakz" e A(p) ise bu durumda

la,.,|<2p
olur. Ayrica, |z|=r (0<r<1) igin,
rf rf
<|f(z) < ,
(1+r)2p | ()| (1—r)2p
, p(1+r) pri7t(1+r)
f < f
(Z)| I’(l—l’)| (Z)| (1_r)2p+1

esitsizlikleri dogrudur [33].
p. dereceden polinomlar diizlemde p—degerlidir. Bu nedenle f fonksiyonu U birim
diskinde p-—degerli oldugunda 6nceki katsayilara bagl olarak ‘ap‘ icin smir elde

etmenin zor bir problem oldugu diisiiniilebilir. Ancak bdyle fonksiyonlar igin a,’den

sonraki katsayilarm  a,’den @, ’ye kadar olan katsayilara bagh olarak

siirlandirilabilecegi 1935 yilinda Cartwright [16] tarafindan gosterilmistir. 1948

yilinda ise Goodman [28] tarafindan agagidaki tahmin verilmistir.

p pozitif bir tam say1 ve

18



f(z)=>h1"
n=1
fonksiyonu U birim diskinde p—degerli olsun. Buna gére n> p i¢in

P 2k(n+p)!
& (p+K)!(p—k)i(n—p-1)(n*—Kk?)

[bu] < b

olur.

Bu tahmin, n. katsayinin ilk p tane katsaymm belli bir lineer kombinasyonu ile
simirlandirilabilecegini sdyler. p=1 olmasi durumunda {inivalent fonksiyonlar icin

verilen De-Branges Teoremi elde edilir [33].
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2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolime ilk olarak tezin temel kismmin olusturulmasinda kullanilan fonksiyon

smiflarini tanitilacak ve akabinde bazi onemli tanim ve lemmalar verilecektir.

U acik birim diskinde analitik ve p —degerli olan

f(z)=z"+ iakzk, (npeN={12..1}) (2.1)

k=n+p
seklindeki fonksiyonlarin sinifida A(p,n) ile gosterilir.
Ozel durumda A(p,1) = A(p) ve A1) = A olur.

A(p,n) smifinda

f(z)=2"- Zw: la|Z", (n,peN:{l,Z,...}) (2.2)

k=n+p

bi¢imindeki negatif katsayili fonksiyonlardan olusan alt smift T(p,n) ile gosterilecek.

Ozel durumda T(p,) =T(p) ve T(L1D) =T olur.

2.1 Tiirev Operatorler

Univalent fonksiyonlar teorisinde hi¢ siiphesiz ilgi ¢eken konulardan biri tiirev ve
integral operatdrlerdir. Bunlardan bazilar1 bir¢oguna Onciiliik etmektedir. Asagida

tanimlanan Saldgean tiirev operatorii bunlardan biridir.

Teorem 2.1.1 (Salagean Tiirev Operatorii): f € A fonksiyonu i¢in Salagean tiirev

operatori m e N olmak tizere D™ : A— A

D°f(z)=f(2)

D'f (z)=Df (z)=zf'(z)
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D"f(z)=D(D"*f(z)), (z€U)

seklinde tanimlanir. Ayrica D™ igin rekiirans formiili
D" (z)=2(D"f (2))

bigiminde yazilabilir [52].

Boylece

fonksiyonuna Salagean tiirev operatorii uygulanirsa
D" f (z)=z +ik”‘akzk
k=2
elde edilir. Benzer sekilde f e A( p, n) fonksiyonu i¢in Salagean tiirev operatorii
Dy f(z)="f(z)

z ' I
D f(z)=D,f (Z):B(Dgf (z)) ="+ > Eakzk
k=n+p

07 1(2)-0,(05" 1 (2) 2"+ 3 (4] a2

k=n+p p

seklinde tanimlanir [58].

21



Ayrica T ( p, n) sinifina ait fonksiyonlar i¢in

Dy f(z)=1(z)

0

D} 1(2)=D,1 (1)=5(B3 (2)) =2~ 3 “fae

k=n+p p

07 1(1)-0, (0 1(2) 2" 3 (£

k=n+p p
yazilir.

Siligean tiirev operatoriindeki mantik ile yola ¢ikildiginda Deniz ve Ozkan [23], 2014

yilinda Salagean tiirev operatoriiniin bir tiir genellemesini yapmistir.

Tamim 2.1.2 (Deniz-Ozkan Tiirev Operatorii): f « A fonksiyonu i¢in 1>0, zeU ve

me N, =NU{0} olmak iizere Deniz-Ozkan tiirev operatérii D} : A— A,
D°f (2) = f (2)
D;f(z)=D,f(z) =A2°t"(z) +(24+1) 2*f"(2) + zf '(2)
DI'f(2)=D,(D,"*f(2))
seklinde tanimlanir [23].

f(z)=z+ Zakzk olmak tizere f fonksiyonun D] tiirev operatorii
k=2

DI f(2) =2+ Y K (A(k-1)+1)" 82"

k=2

seklindedir. Ayn1 zamanda D f (z) € A dur.
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D} f(z) operatoriiniin 6zel durumu Salagean tiirev operatdriine indirgenir. Bu iki

operatOr arasinda

D' f(z)=D""f(2)
ve

D" f(z)=D>"f(2)
seklinde iliskiler vardir.

Bu tez ¢alismasinda kullanilacak olan ve yukarida bahsedilen tiirev operatérlerin geneli

Deniz-Cekin tiirev operatorii agagidaki sekilde tanimlanmustur.
Tanim 2.1.3 (Deniz-Cekin Tiirev Operatorii): f(z) € A(p,n) fonksiyonu i¢in A >0,
zeU ve meN;=Nu {0} olmak iizere Deniz ve Cekin tiirev operatorii

D7, - A(p,n) = A(p,n),

D, f(2)=1(2)
S

2

Dipf(z) = Di,pf(z) = p

{22°1"(2)+(22+1) 2*1"(2) +(1- Ap(p-1)) 2f '(2)

D}, f(2)=D,, (P}, 1(2))

seklinde tanimlanir [20].

f(z2)=2"+ z a,2" olmak iizere f fonksiyonun D, tiirev operatdrii
k=n+p

D;jpf(z)=zp+i k(z(k—p)(k2+p_1)+k) o

k=n+p p

seklindedir.
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Tezin bundan sonraki kisimlarinda kisaltma olarak

k(2(k-p)k+p-D+k) |

p

Y(k,m,p, 1) =

kullanilacaktir.

Ayrica D] operatdriiniin D] ve D7 operatorleri ile D}, =D} ve D', =D" iliskisi

vardrr.

D;', operatdrii bazi operatdrlerin genellestirilmisidir. n=1 i¢in D, operatdriiniin

0zel durumlar1 asagidaki gibidir:

1. D}, =D}, (120) Deniz-Ozkan tiirev operatdrii [23, 24]
2. Dy, = D" Salagean operatorii [48]

3. Dy, =D;" Shenan, Salim ve Mousa operatérii [58]

2.2 p—Degerli Fonksiyonlarin Baz1 Ozel Alt Siniflari

Bu baglik altinda p —degerli fonksiyonlar konusunda 6nemli bir yere sahip olan 6zel alt

smiflar tanitilarak bu siniflara ait bazi katsayi esitsizlikleri verilecektir.

Tanim 2.2.1: f € A(p,n) fonksiyonu verilsin. vz eU igin

Re( Al ’(Z)j >0
f(2)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna U ’da p—degerli yildizil fonksiyon denir [33].

p —degerli y1ldizil fonksiyonlarin smifi S~ ( p, n) ile gosterilir.
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Tanim 2.2.2: f € A( p,n)fonksiyonu verilsin. vz eU igin

Re(l+ m) >0
f'(2)

esitsizligini saglayan fonksiyona p—degerli konveks fonksiyon denir [33].

p —degerli konveks fonksiyonlarn smifi C( p,n) ile gosterilir.

Tanim 2.2.3: f e A( p, n) ve 0<a < p olmak iizere VzeU i¢in
zf'(z
Re —() >a
f(2)
esitsizligini saglayan fonksiyona « —mertebeden p—degerli yildizildir denir [14].

o mertebeden p —degerli yildizil fonksiyonlarm smifi S”™(p,n, ) ile gosterilir.

Tanim 2.2.4: f € A(p,n) ve 0<a < polmak iizere VzeU igin

Re(l+ o ”(Z)] >a
f'(2)

esitsizligini saglayan fonksiyona « mertebeden p—degerli konvekstir denir [14].

o mertebeden p —degerli konveks fonksiyonlarin sinifi C( p,n,a) ile gosterilir.

Yukaridaki smiflar arasinda asagidaki durumlar yazilir:

S"(p,n,a) =S (p,n), S°(p,n,0)=S"(p,n), SSALLa)=S(a), S (110)=S"
C(p,n,a) cC(p,n), C(p,n,0)=C(p,n), CLLa)=C(a), C110)=C

Negatif katsayili « —mertebeden p —degerli yildizil ve negatif katsayili & —mertebeden

p —degerli konveks fonksiyonlar sinifi O <o < p olmak lizere her z €U igin sirasiyla,

25



TS (p.na)=S"(p.na) T (p,n)={f:feT(pn)vef S (p,na),
TC(p.na)=C(p.na)nT(p,n)={f:feT(p,n)vefeC(p,na)

seklinde tanimlanir. Diger taraftan
TS (p,a)=S"(p,a)NT(p), TC(p.a)=C(p,a)"T(p)
fonksiyon siniflarina ait katsayz ile ilgili sonuglar asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.5: f e A(p) fonksiyonu verilsin. Boylece f eTS™(p,«) olmasi igin gerek

ve yeter sart

p—o

> (p+k+a) ‘amk
k=1

esitsizliginin saglanmasidir. Bu sonug kesindir [43].

Teorem 2.2.6: f € A(p) fonksiyonu verilsin. Béylece f e TC(p,a) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

[e'e]

;(p+k)(p+k—a)\amk

<p(p-a)

esitsizliginin saglanmasidir. Bu sonug kesindir [43].

Teorem 2.2.5 ve Teorem 2.2.6’dan sirasiyla kolaylikla goriilebilir ki,

-l < pilaa
ve
| p(p-a)
" (p+1)(p+l-a)
yazlir.
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TS (p,a) ve TC(p,«) smiflarmin genel versiyonlar1 subordinasyon kullanarak

asagida tanimlanmustir.

Tamm 2.2.7: f e A(p,n) ve @eQ fonksiyonlar: verilsin. Her zeU igin

zf'(2)

pf (2)

< 9(2)

subordinasyon sartini saglayan f fonksiyonuna U ’da p—degerli Ma-Minda yildizil

fonksiyon denir [38].

p —degerli Ma-Minda yildizil fonksiyonlarin simnifi S;'n[(o] ile gosterilir ve

S;’n[q)]:{f e A(p,n) :%-«p(z), ¢EQ}

seklinde yazilir.

Ozel durumda

S;{T—ﬂzs*(p,n) ve S;{H(i_—za)z}:s*(p,n,a) (0<a<l)
e ’ -z

dir.

Tanim 2.2.8: f e A( p, n) ve @ € Q fonksiyonlar1 verilsin. Her zeU i¢in

i{l-FL(Z)J < ¢(z)

Pl f'(2)

subordinasyon sartin1 saglayan f fonksiyonuna U ’da p—degerli Ma-Minda konveks

fonksiyon denir [38].
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p —degerli Ma-Minda konveks fonksiyonlarmn smifi C, [qo] ile gosterilir ve

Con [g)]:{f e A(p.n) :%(1+Z:7—((ZZ))]<¢(Z), ger}

seklinde yazilir.

Ozel durumda

Con Ei—z}c(p,n) ve C,, {“%_—ZW}:C(p,n,a), 0<a<l)

dir.
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3. BULGULAR

Bu béliimde, calismamizda elde ettigimiz &zgiin sonuglara yer verilmistir. Oncelikle

D}, tiirev operatdriinii kullanilarak A(n,p) ve T(n,p) smifina ait fonksiyonlarin
ST(AB;o,p,n) ve ST"(AB;o,p,n) gibi iki yeni alt smiflar1 tanimlanarak bu
smiflara ait katsayi esitsizlikleri, komsuluk problemi, kismi toplamlar1 ve Hadamard
carpimi ile ilgili teoremler verilmis ve ispatlanmistir. Tekrar hatirlatmak gerekirse D))

tiirev operatdriiniin katsayisi
k(2(k-p)(k+p-D+k) |

2

Y

Y(k,m, p,A)=
seklindedir.

3.1 ST(A B;o, p,n) Smfi I¢in Katsay: Esitsizlikleri

Bu kisimda ilk olarak D;' = tiirev operatriinii kullanarak p—degerli fonksiyonlarin
ST(AB;o,p,n) altsmifi Cekin’in [20] tez ¢aligmasinda asagidaki sekilde

tamimlanmistir. Cekin c¢alismasinda bu smif i¢in katsayr esitsizlikleri, distorsiyon
smirlari, yildizillik ve konvekslik yarigap1 ve kesirsel tiirev-integralin uygulamalari ile
ilgili teoremleri vermistir. Biz de tez calismasinda bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in

komsuluk problemi, kismi toplamlar1 ve Hadamard ¢arpim sonuglarini ele aldik.
Tanim 3.1.1: f e A(p,n) ve -1<A<B<1lve0<o<p olsun. Budurumda

1 | z[Drf@)] |1

p-o| DI, f(2) 1+ Bz (2eW) &1

kosulunu saglayan f fonksiyonuna S} (A, B;o, p,n) smifindandir denir [20].
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Aslinda S7'(A,B;o, p,n) smifi literatiirde bilinen bir ¢ok smifin genellestirilmisidir.

Mesela, S?(-11-2¢;0,p,n)=S"(p.n ), S;(-11-2¢;0,L1)=S"(x) 6zel smiflari

yazilir.

Ayrica subordinasyonun tanimi kullanilarak (3.1) kosulunun
z(D}, f(2)) )
D}, f(2)

. 2(D7, 1 (2))
D] (2)

1 (3.2)

—[pB+(A-B)(p-0)]

esitsizligine denk oldugu kolayca goriilebilir.

Diger taraftan f €T (p,n) olmak iizere ST,"(A,B;o, p,n) smifi
ST,"(A,B;o, p,n) =T (p,n)nS} (A B;o, p,n)

olarak tanimlanr.

Cekin [20] calismasinda S}'(A B;o, p,n) smifina ait fonksiyonlar igin katsayi

esitsizligini asagidaki teoremde vermistir.

Teorem 3.1.2: f fonksiyonu (2.2) deki gibi tamimlansm. Bu durumda, f

fonksiyonunun ST;"(A, B; o, p,n) smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S [(k=p)(1+B)-(B-A)p-0) [¥(k.m, p. )| <(B-A)(p-0) (33)

k=n+p
olmasidir [20].

Teorem 3.1.2°den goriildiigii gibi ST,"(A, B;o, p,n) smifi igin (3.3) katsay1 esitsizligi
gerek ve yeter sart niteligindedir. Bunun sebebi fonksiyonlarin negatif katsayili

olmasindan kaynaklanir. Bu durum S} (A,B;o, p,n) smifi i¢in her zaman dogru
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olmayabilir. ST (A B;o, p,n) smifl icin sadece yeter sart dogrudur. Bununla ilgili

teorem asagidadir.

Teorem 3.1.3: f fonksiyonu (2.1)’deki gibi verilsin. Bu durumda, eger f fonksiyonu

ST(A B;o, p,n) smifindan ise

o0

> [(k=p)(1+B)-(B-A)(p-0) [¥(k,m, p,A)|a|<(B-A)(p-0o)

k=n+p
esitsizligi saglanir [20].

Sonug 3.1.4: f fonksiyonu (2.1)’deki gibi verilsin. Bu durumda, eger f fonksiyonu

ST(A B;o, p,n) smifindan ise

(B-A)(p-09)
2. < [(k—p)@+B)—(B-A)(p-0) |¥(k,m,p,2) (k. peh) (34)
esitsizligi saglanir. Esitlik ancak
f(2)=2"- (B=A)(p-0) 2 (k,peN)

[(k—p)@+B)—(B-A)(p-0) |¥(K,m,p, 1)

fonksiyonu i¢in dogrudur [20].

3.2. ST"(A B;o, p,n) Smifi I¢in Komsuluk Problemi

A smifina ait fonksiyonlarin komsuluklariyla ilgili ilk ¢alisma 1957 de Goodman [29]
tarafindan yapilmistir. Goodman tarafindan yapilan bu calijmada yer alan asagida

verilen teorem komsuluk kavramiin gelistirilmesi i¢in temel olusturmustur.

Teorem 3.2.1:
f(z)=z+>az"cA

n=2

olsun. Bu durumda,
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in|an|§1
n=2

ise f fonksiyonu U birim diskinde tnivalenttir ve bu bolgeyi yildizil bir bdlgeye

resmeder. Eger,

in2|an|sl
n=2

se f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir ve bu bolgeyi konveks bir bolgeye

resmeder [29].

1981 yilinda Ruscheweyh [50], Goodman tarafindan verilen komsuluk kavramini

genellestirerek A sinifina ait f fonksiyonlarinin 7 —komsulugunu asagidaki gibi

tanimlamistir.

Tamim 3.2.2: f(z)=z+)a,z" €A ve >0 olsun. Bu durumda
n=2

Nr(f):{g eA: g(z):z+ibnz”, in|an —b|<7 }
n=2 n=2

kiimesine f fonksiyonunun 7 —komsulugu denir [50].

Buna gore, f(z)=e(z) =2z 6zdeslik fonksiyonu igin,
N, (@) ={geA:9(z)=2+D D", D n|o|<7}
n=2 n=2

olur. Ayrica N (e) =S dir.

Pozitif reel kisma sahip analitik fonksiyonlarm komsulugu 1990 yilinda Walker [68]

tarafindan asagidaki gibi tanimlanmuigtir.
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Tamim 3.2.3: peP ve >0 i¢in p nin r—komsulugu N_(p) ile gosterilir ve bu

kiime

Nf(p)z{q eP:q(z)=1+310,2". |p, ~ | <7 }

n=2 n=2
seklinde tanimlanir [68].

1996 yilinda Altintag ve Owa [13] negatif katsayili f e A(1,n) fonksiyonlarmm (n, r) —

komsulugunu asagidaki gibi vermistir.

Tanim 3.2.4: f eT(Ln) ve >0 olmak iizere,

Nm(f):{g eT@Ln):g(2)=z- ibkzk, ik|ak—bk|£r }

k=n+1 k=n+1

kiimesine f fonksiyonunun (n,7)—komsulugu denir [13].

2004 yilinda Altintas ve arkadaslari [14] Tamm 3.2.4°te verilen (n,z)-komsuluk

kavramini negatif katsayili p —degerli fonksiyonlar sinifina genislettiler.

Tanim 3.2.5: f €T(p,n) (peN) ve >0 olmak iizere,

N, (f; p)={g eT(p,n):g(z2)=2"- ibkz", i k|ak—bk|£r}

k=n+p k=n+p
kiimesine f eT(p,n) fonksiyonunun (n,r)—komsulugu denir [14].

Ozel olarak h(z) =z" alinrsa

N, (; p)={geT(p,n):g(z)=zp— ibkzk, §k|bk|sf}

k=n+p k=n+p

olur [14].
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Ayrica son yillarda A smifina ait fonksiyonlarin belli altsiniflart igin komsuluk
problemi Owa ve arkadaslar1 [45], Orhan ve Kadioglu [39], Orhan ve Kamali [40],
Catag [17] ve Deniz ve Orhan [21] ¢alismisken, A(n, p) sinifina ait fonksiyonlarm belli

altsmiflar1 igin de Srivastava and Patel [61], Altintas [12], Srivastava and Orhan [63],
Orhan [41], Deniz ve Orhan [22] ve Sagstz ve Kamali [51] tarafindan ¢aligilmustir.

Bu béliimde oncelikle S7'(A, B;o, p,n) smnifi i¢in komsuluk kavramni tanimlayip daha
sonra bu sinifin komsuluguna ait bir icerme bagintis1 verecegiz. Daha sonra ayni islemi

ST,"(A,B;o, p,n) sinifi i¢in yapacagiz.
Tanim 3.2.6: 7 >0 ve genel terimi

[(k=p)@+B)~(B-A)(p—-0)]¥(k,m, p,2)

(B-A)(p-0) =

olan S={s,},,, negatif olmayan bir dizi olsun. (3.1) seklinde tanimlanan

f(z) € A(n, p) fonsiyonunun (n,7)-komsulugu

N;p(f)::{g:g(z)zz’w i a.z" € A(n, p) ve ZOO: sk|bk—ak|£r(r>0)}

k=n+p k=n+p
seklinde tanimlanir.

Tamim 3.2.6’da s, =k alinirsa Ruscheweyh’in A, —komsulugu elde edilir. Simdi

N, (f) komsulugu igin asagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.2.7: f(z) € S](A B;o, p,n) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu i¢in
(f@)+ez2°)(1+¢) " €S](AB;o,p.n) (£€Cile|<7;7>0),

ise, bu durumda
N, ()= ST (A B; o, p,n)

drr.
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Ispat: S]'(A, B;o, p,n) smifinin tanimindan @ € C Ve |@|=1 olacak sekilde
z(D}, (2)) )
D7, (2)
o 2(D}, f(2))
D;fp f(2)

2w (zeU)

—[pB+(A-B)(p-0)]

yazilir. Bu esitsizlik

[(k-D)-(kB-(B-A)(p-0))m |¥(k,m, p,A) -

h(z)=zp+k;pckzk=z"+kzzn+:p 2(B-A)(p-0) (3.5)
olmak iizere
(f xh)(2)/z° #0 (zeU), (3.6)
esitsizligine denktir. (3.5) ifadesinden
= [ (k-1)—(kB—(B—A)(p—0))a |¥(k,m, p,1)
o(8-A)(p-0) o
. [k —1)—(kB—((BB—_Ai()?:()T))w]\P(k, m, p, 1) (eN)
oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, teoremin hipotezinden (3.6) ifadesine
((f(z)+gzp)z(i+g)1)*h(z)¢0 (22U
ve
1D, (o)
denk olarak
WZr (zeU;7>0) (3.8)
yazilir.
Eger
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0(2)=2"+ 3 bz e N7 (),

k=n+p

alinirsa bu durumda

(f@-9(2)*h@)|_

Zp

z (ak _bk)ckzkip

z, | (k-1)—(kB-(B-A)(p-o0))w |¥(k,m p, 1) kp
: 5, A0 O DD et

elde edilir. Boylece, |@|=1olacak sekilde her kompleks @ sayisi igin (g *h)(z) /27 #0

yazilir. Buda g € S}'(A B; o, p,n) demektir. Bununla teorem ispatlanmis olur.
Simdi bir f (z) eT(n, p) fonksiyonunun (n,z)—komsulugunu tanimlayalim.

Tanim 3.2.8: 7 >0 igin, f(z) eT(n, p) fonksiyonunun (n,z)—komsulugunu

N;,p(f):{g:g(z):zp— i la |z €T (n, p)

k=n+p

5 [(k—p)@+B)—(B-A)(p—0) |¥(k,m, p, 2)

o (B=A)(p-0) [ ~[a]| <= (r>0)} (39)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.9: f(z) e ST"*(A, B;o, p,n) olsun. Bu durumda

N (f)=STM(AB;o, p,n)

saglanir. Burada

2

1- p
(n+ p)[An(n+2p-1)+n+ p]

dir.

Ispat: f(z) e ST,"*(A B;o, p,n) olsun. Bu durumda Teorem 3.1.2°den
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5 [(k-p)@+B)—(B-A)(p-0o) | ¥(k,m, p,2)
k=n+p (B—A)(p—o‘)

2

< p
(n+p)An(n+2p-1)+n+p]

||

yazilir. Benzer sekilde

e Bk . p’
9(2)=12 k;p|bk|z € N (), (T ! (n+p)[/1n(n+2p—l)+n+p]J

alalim. Boylece (3.9)’dan

(k—p)@+B)—(B—A)(p—0o) |¥(k,m,p, 1)

L
2z, (B-A)(p—o)

Ib|-la <7 (z>0)

bulunur. Ayrica (3.10), (3.11) ve (3.12) kullanilarak

Z[k p)(L+B)—(B—A)(p- a)]‘l’(kmpﬂ)| n
k=n+p ( )(p O-) k
Z[k p)(1+B)—(B-A)(p-o) |¥(k,m, p, 1)
_kn+p ( )(p G)
[(k=p)(@+B)—(B-A)(p-0o) |¥(k,m,p,1)
+
2 (B-A)(p—0)

2

< p
—(n+p)An(n+2p-1)+n+ p]

&
Hb |_|ak”

+7=1

elde edilir. Boylece Teorem 3.1.2°den g(z) € ST," (A, B; o, p,n) bulunur.

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Teorem 3.2.9’da kesinligi gostermek icin, f(z) ve g(z) fonksiyonlarmni sirasiyla

" > r olmak lizere

f(z)=2"- (B-Ap—o) z"P e ST™(A,B;o, p,n)

[n(@+B)—(B-A)(p—o)|¥(n+p,m,p, 1)

ve

37



(B—A)(p-o)
[n@+B)-(B-A)(p—0o)]¥(n+p,m,p,1)

9(z)=2"~ (B-A)(p-0) s

+ T
[n@+B)-(B-A)(p-0o)]¥(n+p,m,p,1)

n+p

olarak alalim. Acik olarak, g(z) fonksiyonu A/ ,T:p(f) kiimesine aittir. Diger taraftan,
Teorem 3.1.2°den g(z) ¢ ST,"(A B;o, p,n) bulunur. Bdylece teoremin ispati

tamamdir.

3.3. ST,"(A B; o, p,n) Sinifina Ait Fonksiyonlarin Kismi Toplamlar

1997 yilinda Silverman [59], f(z)=z+ Z:akzk seklindeki fonksiyonlarin 0<a <1
k=2

olmak tuzere
Z(k—a)|ak|s(1—a) ya da Zk(k—a)|ak|£(l—a)
k=2 k=2

sartlarmi1  saglayan fonksiyonlar1 g6zoniine almistr. Bu katsayr kosulu f

fonksiyonunun o —mertebeden yildizil yada «—mertebeden konveks olmasi igin

yeterlidir. Eger f fonksiyonu yukaridaki esitsizliklerin  her ikisini sagliyorsa,
n

fn(z):Z+Zakzk kismi toplamlar1 da ayni esitsizlikleri saglar. Silverman bu
k=2

caligmasinda, yukaridaki esitsizliklerden birini yada ikisini saglayan f fonksiyonlar1
icin Re{f(2)/ f,(2)}, Re{f,(2)/ f(2)}, Re{f'(2)/f/(z)} ve Re{f/(z)/f'(2)}
degerleri i¢in kesin alt smirlar elde etti. Son yillarda ise p —degerli fonksiyonlarin belli
altsmiflarinin kismi toplamlari tizerine Liu [36] ve Deniz ve Orhan [21, 22] O6nemli

calismalar yapmustir.

f €T(n,p) fonksiyonun kismi toplami

z°, m=12,..,n+p-1

= m k> n, N 3.13
“n(2) 2= > |a]z", m=n+pn+p+l,.. (kzn+pinpel) (313

k=n+p

38



seklinde tanimlanir.

Bu bolimde énce f eT(n, p) fonksiyonu i¢in Re{f(z)/x,(z)} ve Re{x,(z)/f(z)}

oranlar1 i¢in kesin alt siirlar verecegiz.

Teorem 3.3.1: f €T(n,p) ve «x,(z) srastyla (2.2) ve (3.13) seklinde verilsin. Ayrica

farzedelim ki

_[(k=p)(@+B)-(B-A)(p—0) |¥(k,m, p,2)

> kla<1,

e (xk_ (B-A)(p-0)

olsun. Bu durumda m>k + p igin

Re( (@) J>1— 3
K, (2) i

m+1

ve

Re Km(z) > xmﬂ
f(z) ) 1+%,,

dir. Sonuglar

f(z):zp—x1 z™t

m+1
fonksiyonu icin kesindir.

Ispat: Teoremin hipotezi altinda,
Kea>Ah >1 (k=n+p)

yazilir. Boylece (3.14) hipotezini kullanarak

Z |ak|+xm+1 Z |ak|S Z xk |ak|Sl

k=n+p k=m-+1 k=n+p

elde edilir. Simdi w(z) fonksiyonunu
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J (3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



m+1

R i la |z
w(2) =%, , {ﬂ_[l_iﬂ =1 kema (3.19)
Ky (2) i 1— Z |ak|zk*p

k=n+p
seklinde tammlayalim. (3.15) esitsizligini gostermek igin Re(w(z))>0 oldugunu
gostermek yeterlidir. Diger taraftan

w(z)-1
w(2)+1

Re(a)(z))>0@‘ <1

oldugundan (3.18) ve (3.19) ifadelerinden

k=m+1

a)(Z)+1| 2_9 Zm: |ak|zk—p R i |6[k|Zk_p

k=n+p k=m+1

Rt D |ak||z|kip

k=m+1 < l

<
- m 00
2-23 [l %, X a2

k=n+p k=m+1

_ N k=p
CO(Z)—1|_ xm+1 Z |ak|z ‘

(3.20)

bulunur. Bu da Re((z))>0 olmas1 demektir. Boylece (3.15) ispatlanmus olur.

(3.17) ile verilen f fonsiyonu igin sonucun kesin oldugunu géstermek i¢in z —1

almdiginda

(@ _; 1 ,eps, 1

Km(z) xm+1 m+1

olur. Buda (3.15) deki sinirin kesin oldugunu gdsterir.

Benzer sekilde, eger

A+%,.0) i |ak|zk_p
w(z)=(1+xm+1){’fm(z) S }=1+ (3.21)
f(Z) 1+7§‘m+1 1— Z |ak|zk*p
k=n+p

alinirsa ve tekrar (3.18) kullanilirsa
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(1+Km+1) i |a‘k|zk_p ‘

l//(Z) —1| _ k=m-+1
R AP NREN AP INES
k=n+p ) k=m+1 (322)
A+ 70) 3 falf2
< _ K=m+1 _ <1
2-2 3 @]l - (o0 3 a2
B =m+

elde edilir. (3.17) ile verilen f fonsiyonu igin sonug¢ kesindir. Boylece (3.16)

ispatlanmuis olur.

Teorem 3.5.2: f €T(n,p) ve x,(z) srasiyla (2.2) ve (3.13) seklinde verilsin. Ayrica

(3.14) esitsizligi saglansin. Bu durumda k > 2 igin,

Re f,(z) >1-M+l (3.23)
K. (2) R
ve
Re Km(z) > xm+1 (324)
f'(2) m+1+%, .

esitsizlikleri dogrudur. Sonuglar (3.17) fonksiyonu i¢in kesindir.

Ispat: Teoremin hipotezinden X, ,>Z, >1 (k>n+p) yazilabilir. Yine hipotezden

dolay1
1 & K < < K
= > kl|a|+—=2 kla | < “ —kla|<1 3.25
pk—nZer |k| p(m+1)k—zm+l |k| k—zm:p p(m+1) |k| ( )
yazilir. Diger taraftan w(z)’yi
Ko i ke
, Zml N ka2
w(z) = Pt [ () _[1_ m+1ﬂ:1_ m+1, 4 (3.26)
m+1 Km(z) xm+l p— Z k|ak|zk”’
k=n+p
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seklinde tanimlayalim.

Sonug olarak (3.23) esitsizligini gostermek igin Re(w(z))>0 oldugunu gdstermek

w(z)-1

yeterlidir. Diger taraftan Re(w(z))>0<:>‘ " <1 oldugundan (3.25) ve (3.26)

ifadelerinden

m+1 z k|ak|zk p ‘

|W(Z)_1|_ m+1k m+1
|W(Z)+l|_ PR k-p _ Ama k-p
2p 2k;pk|ak|z m+1kzm:+lk|ak|z
m+1
m+lk;1k|ak|
2p ZZ klakl—%“Zklakl
k=n+p k m+1

elde edilir. Buda Re(@(z))>0 olmasi demektir. Bdylece (3.23)’iin ispat1 tamamlanmig

oldu.
(3.17) ile verilen f fonksiyonu i¢in sonucun kesin oldugunu géstermek igin z —1"

almdiginda

(@ | 1 s, 1
K. (2) 9 K

m+1 m+1

olur. Bu ise (3.23) deki smirm kesin oldugunu gosterir. Benzer sekilde

— xm+1 Kr'n (Z) _
#(2) _(1+ m+l){ 2) l}+1

alindiginda
K
1 m+1 k a
61| _ (+m+1jk§l a .
b0+, 5% k|a|_(_ m+1]zk|ak|
k=n+p k=m+1

elde edilir. Boylece (3.24) de ispatlanmis olur. Dolayisiyla da teoremin ispati

tamamlanmis olur.
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3.4. ST"(A B;o, p,n) Sinifina Ait Fonksiyonlarin Hadamard Capimlan

Bu bolimde ST;"(A, B;o, p,n) smifina ait iki fonksiyonun Hadamard ¢arpimmin yine
bu smiftan olmasi i¢in gerekli kosular elde edilmistir. Bu problem iizerine p—degerli

fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 i¢in son yillarda [22, 27] ¢aligmalar1 dnem tagimaktadir.

Zk

Tamim 3.4.1 (Modifiye-Hadamard Carpimi): Negatif katsayih f,(z) =2" - Z ‘ak’V

k=n+p

(v=12) fonksiyonlar1 igin f,(z) ve f,(z) fonksiyonlarmm (f, *f,)(z) Modifiye-

Hadamard ¢arpimi

(hx 0@ =2~ Y Jafa|2* = (1, * £)(2). (3.27)

k=n+p
seklinde tanimlanir.
Modifiye-Hadamard ¢arpimini kullanarak asagidaki teoremleri elde ederiz.

Teorem 3.4.2: (2.2) ile tanimlanan f,(z) (v=1,2) fonksiyonlar1 ST,"(A B;o, p,n)

smifindan olsun. Bu durumda

(1+B)(B-A)(p-0o)’n

y=p- 2 2 2 (3'28)
[A+B)n—(B-A)(p-o)"¥(p+n,m,p,4)-(B-A)(p-0)
olmak tizere (f,* f,)(z) € ST,"(A B;y, p,n) ’dir. Bu sonug
f(2)=2"- (B=A)(p-0) 2" (v=12) (3.29)

[@+B)n—(A-B)(p—0o)]¥(k,m, p, 1)
fonksiyonu i¢in kesindir.

Ispat: Daha 6nce Schild ve Silverman [54] tarafindan kullanilan teknigi uygulayarak,

3 (LB)K = p)~(B=Ap—y)¥(,m. p. 1) aala.| <2

(B-A)p-7) (3:30)
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(f,(2) eST"(A/B;o, p,n); v=12)
esitsizligini saglayan en biiylik y ’y1 bulmamiz gerekiyor.

Oncelikle f, (z) € ST"(A,B; o, p,n); (v=1,2) oldugundan

$ @BIK-D)-B-A-)¥ M PA, | g (1)
k=n+p (B—A)(p—G)

yazilir. Dolayisiyla Cauchy—Schwarz esitsizliginden
> (1+B)k—p)-(B-A)(p-o)¥(k,m, p, 1
Z(+ )k—p)-(B-A)(p-o)¥(km,p,41) 8[| <1

k=n+p (B—A)(p—O')
elde edilir. Simdi (3.30) ve (3.32) esitsizliklerinden

(@+B)(k=p)-(B=A)(p-n)¥(k m p,4)
(B-A)(p-7)

e

L @+B)k-p)-(B-A)(p-0o)¥(k,m p, 1)
(B-A)(p-o)

[2caaxa

ya da, denk olan

o] < [ BE- P -B-A(p-)](p-7)

[@+B)(k—p)-(B-A)(p-7)](p-0)

oldugunu géstermek yeterlidir. Boylece (3.32) esitsizliginden

(B-A)(p-o0)
[@+B)(k-p)-(B-A)(p-0)]¥(k.m,p,1)

|@+B)k-p)-(B-A)(p-0)|(P-7)
~ [@+B)k=p)-(B-A(p-7)](p-0)’

(k>n+p)

ispatlanmasi yeterli olur.
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(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



Dolayisiyla (3.35) esitsizliginden

_ (1+B)(B—A)k-p)(p-0)°
[(+B)(k=p)—(B-A)(p-o)"¥(k,m, p,2) - (B~ A)*(p-0)°

ysp
elde edilir. Simdi, G(k) fonksiyonunu

600~ p_ (1+B)(B- A)k-p)(p-0)’
[@+B)(k - p)-(B= A)(p-)F ¥(k,m, p, 1)~ (B~ A (p-0)’

ile tanimlayalim.

Kolayca gorebiliriz ki, G(k) (k > p+n) artan fonksiyondur. Bu sebeple

(1+B)(B-A)(p—0o)°n
[@+B)n—(B—A)(p-o)*¥(p+n,m, p,A)—(B—A)?*(p—0)’

y=G(p+n)=p-

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

ST"(A B;o, p,n) smifindaki parametrelerin 6zel degerlerinde asagidaki sonuglari

yazabiliriz.

Sonu¢ 3.4.3: (2.2) ile tammlanan f (z) (v=1,2) fonksiyonlar1 ST)(-11 o, p,n)

sinifindan olsun. Bu durumda

2
-o
2(p—o)+n
olmak iizere (f,* f,)(z) € ST (=11 y, p,n) dir. Sonug kesindir.

Sonug 3.4.4: (2.2) ile tammlanan f,(z) (v=1,2) fonksiyonlar1 ST}(-11 o, p,1)

smifindan olsun. Bu durumda

_ _(p-o)

LT
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olmak iizere (f,* f,)(z) e ST (-LLy, p,1) dir. Sonug kesindir.

Teorem 3.4.5: Kabul edelim ki (2.2) ile tanimlanan f(z) ve f,(z) fonksiyonlari

sirasiyla ST,"(A,B;o, p,n) ve ST,"(A, B;v, p,n) smifinlarmmdan olsun. Bu durumda

~ (1+B)(B—A)(p—ov)n
[@+B)n—(B—A)(p-0)I[1+B)n—(B-A)(p—v)]¥(p+n,m,p,A)—(A-B)*(p—o)(p-0)

c=p

olmak tizere (f,* f,)(z) e ST,"(A, B;Z, p,n) dir. Sonug

f(z):Zp_ (B—A)(p—J)] Zp+n
' [1+B)n—(A-B)(p—-o)]¥(p+n,m, p, 1)

ve

f (Z):Zp_ (B—A)(p—l))] Zp+n
i [@+B)n—(A—B)(p—v)]¥(p+n,m, p, 1)

fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 3.4.2 deki ile aynidir.

Teorem 3.4.6: (2.2) ile tanimlanan f,(z) (v=1,2) fonksiyonlar1 ST,"(A B;o, p,n)

smifindan olsun. Bu durumda

h(z)=2"- i (‘akll‘z +‘ak’2‘2)zk

k=p+n
fonksiyonu,

2n(1+B)(B-A)(p-o0)

° P @+ BIn—(B-A(p-o)F ¥(p+nm,p,2)~2B- AV (P—0)

olmak tiizere ST,"(A/B;&, p,n) smifina aittir. Sonug, (3.29) ile tanimlanan

f,(z) (v=12) fonksiyonlar1 i¢in kesindir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 3.4.2 deki ile aynidir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez cahigmasinda p-—degerli analitik fonksiyonlarm S} (A B;o, p,n) ve
ST"(A/B;o, p,n) alt smiflarina ait fonksiyonlar icin komsuluk problemi, kismi

toplamlar1 ve Hadamard carpim ile ilgili teoremler ve sonucglar verilmis ve

ispatlanmistir. Calismada bulunan sonuglar 6zgiin niteligindedir.

Bu konu iizerine galisma yapacak arastirmacilar D}’ operatdrii yardimiyla p —degerli

analitik fonksiyonlarin yeni alt siniflarini tanimlayarak bu simiflar i¢in tez boyunca bahsi

gecen problemleri ele alabilirler.
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