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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SONLU ZiNCiR UZERINDEKi TAM DARALMA DONUSUMLERININ BAZI ALT
YARIGRUPLARININ CEBIRSEL OZELLIKLERI

Ozlem GUNDOGAN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman : Dr. Ogr. Uyesi Kemal TOKER
Yil: 2022, Sayfa: 33

Bu tezde, sonlu zincir iizerindeki tam daralma doniigiimlerinin bazi alt yarigruplarinin kombinatorik ve
rank 6zellikleri incelenmistir. Giris béliimiinde yarigrup teorisinin kisa tarihgesi ve yarigruplarda rank
bulma probleminin 6nemi agiklanmistir. Temel kavramlar olarak yarigrup ve monoid tamimlari,
yarigrup ranki ve monoid ranki, sonlu zincir lizerindeki tam daralma déniisiimleri tanimlar1 verilmistir.
Ugiincii boliimde materyal ve metod agiklanmistir. Dérdiincii bdliimde OCT,,, ORCT,,, ODCT,
yarigruplarinin bazi cebirsel ve kombinatorik 6zellikleri incelenmis olup ayrica bu yarigruplarin bazi
0zel alt yarigruplarinin 6zellikleri incelenmistir. Besinci boliimde ise konu ile ilgili sonu¢ ve Oneri
acgiklanmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Daralma déniisiimleri, doguray kiimesi, alt yarigruplar, ideal, rank
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In this thesis, combinatorial and rank properties of some subsemigroups of full contraction
transformation semigroups are investigated. In the introduction, a brief history of semigroup theory and
the importance of finding rank problem in semigroups are explained. In basic concepts, definition of
semigroup, monoid, semigroup rank, monoid rank, contraction transformation on a finite chain are
given. In the third chapter, material and method are explained. In the fourth chapter, some algebraic and
combinatorial properties of OCT,,, ORCT,, and ODCT,, are given and also the some properties of some

special subsemigroups of these semigroups are given. In the last chapter, the results and suggestions are
explained.
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TESEKKUR

Bu c¢aligmanin gergeklestirilmesinde, yiliksek lisans egitimim boyunca calistigim tiim
hocalarima; degerli bilgilerini benimle paylasan, mesleki tecriibesini ve yardimlarini siire¢ boyunca
esirgemeyen Dr. Ogr. Uyesi Kemal TOKER e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tiim hayatim boyunca destegini, yardimlarini biiyiik bir 6zveriyle bana yasatan hissettiren,
benim bu giinlere gelmemde en biiyiik katkisi, karsiliksiz sevgi ve destegiyle arkamda olan ve olmaya
devam eden en biiyiik kahramanim canim ablam Halime IFSAT’ a ve aileme de sonsuz minnet ve
stikranlarim1 sunarim.

Ve tabiki son olarak da her konuda beni destekleyen, benim fikirlerime deger veren, bana olan
giivenini her zaman hissettigim ve bu siliregte sabirli davranan kiymetli esim Abdurrahim
GUNDOGAN’a sonsuz tesekkiirler.
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Tamsayilar kiimesi

Pozitif tamsayilar kiimesi

Takdim sembolii

1’ den n sayisina kadar olan pozitif tamsayilar kiimesi
X, kiimesi tizerindeki simetrik grup

X,, kiimesi tizerindeki doniigiimler yarigrubu
Cekirdek

Gorlintii

Tekil doniisiimlerin alt yarigrubu

x’ in a altindaki goriintiisii



1. GiRiS Ozlem GUNDOGAN

1. GIRIS

Yarigruplarin ranklari ve kombinatorik Ozelliklerini aragtirmak son yillarda
oldukca sik calisilan konulardan birisi olup yarigrup teorisinde olduk¢a 6nemli bir yeri
vardir. 2020 yilinda tam daralma doniisiimlerde sira koruyan veya sira geviren
doniistimler yarigrubunun ranklar1 ve bu yarigruplarin bazi 6zel alt yarigruplarinin
ranklar1 arastirllmistir (Bugay, 2020; Toker, 2020). Benzer sekilde tiim sira koruyan
ve sira azaltan daralma doniisiimlerinin bazi 6zel alt yarigruplarimin ranklar1 ve
kombinatorik 6zellikleri heniiz arastirilmamis olup bu durum bu tez ¢aligmasini diger

calismalardan farkli kilacaktr.

Bu tezin ikinci bolimiinde yarigruplar ile ilgili temel kavram ve teoremler
verilmistir, ayrica tam daralma sira koruyan doniisiimler yarigrubu ve sira koruyan
veya tam daralma sira ¢eviren doniisiimler yarigrubunun ranklart ve bu yarigruplarin
bazi 6zel alt yarigruplarinin ranklar1 (Toker, 2020) ile ilgili bilgiler verilmistir. Tezin
ticlincii boliimiinde ise materyal ve yontem agiklanmistir. Tezin dordiincii bolimiinde
tiim sira koruyan ve sira azaltan daralma doniistimlerinin baz1 6zel alt yarigruplarinin
ranklar1 konusu incelenmistir. Tezin besinci boliimiinde sonuglar ve Oneriler

aciklanmustir.



2. ONCEKIi CALISMALAR Ozlem GUNDOGAN

2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde tezde kullanilan temel kavram ve teoremler ile konu ile ilgili olan

daha 6nce yapilan ¢alismalar verilmistir.

2.1. Yarigrup, Homomorfizma ve ideal Kavramlar

Tanim 2.1.1. @ # Abirkiime 8: A X A — A seklinde tanimli bir fonksiyon varsa (4, 8)

ikilisine bir grupoid denir. Genellikle “6” yerine “.” yazilabilir. Yani x,y € A i¢in

(x,y)0 =x.y =xy
yazilir (Howie, 1995).

Tamm 2.1.2. (S,*) bir grupoid olsun. Va, b, c € S i¢in
(a.b).c = a.(b.c)
oluyorsa (S,") yapisina bir yarigrup denir (Howie, 1995).

Tamm 2.1.3. S bir yarigrup olsun. Eger S birim elemana sahip ise yani S birimli bir

yarigrup ise S ye bir monoid denir (Howie, 1995).

Tanim 2.1.4. S bir yarigrup ve A da S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S nin A
y1 iceren S nin en kii¢iik alt yarigrubuna A tarafindan tiretilen alt yarigrup denir. Bu
yarigrup < A >g ile gosterilir. Ayrica S =< A >5ise Aya S nin bir doguray kiimesi
denir. Sonlu bir A kiimesi i¢in S =< A >gise S ye sonlu dogurayli yarigrup denir
(Howie, 1995).

Tamm 2.1.5. S ve T iki yarigrup ve 8: S — T bir fonksiyon olsun Eger Va, b € S i¢in
(ab)0 = (ab)(bO)

ise 8 ya bir homomorfizma (yarigrup homomorfizmasi) denir. Ayrica eger 6 birebir

ise 8 ya monomorfizma, 8 orten ise € ya epimorfizma ve 6 hem 6rten hem de birebir

ise 6 ya bir izomorfizma denir.
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Tamm 2.1.6. S ve T iki yarigrup olmak iizere S ve T yarigruplari arasinda bir
izomorfizma mevcut ise S = T yazilir ve bu yarigruplara izomorfik yarigruplar denir
(Howie, 1995).

Tamm 2.1.7. S ve T iki yarigrup ve 8: S — T bir homomorfizm olsun.
Im@ = {(af):a € S}
olarak tanimlanir ve bu kiimeye 6 nin goriintii kiimesi denir.
Ayrica;
Ker0 = {(a,b) € S X S:a0 = b0}

kiimesine 6 nin ¢ekirdegi denir (Howie, 1995).

Tamim 2.1.8. S bir yarigrup olsun ve I da S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger

IS €1 ve SI < I oluyorsa ! ya S nin bir ideali denir.

2.2.Yanigrup Ranki ve Monoid Ranki

Tamim 2.2.1. S bir yarigrup olsun ve S nin bostan farkli en az bir sonlu altkiimesi X
icin < X > = S oluyorsa S ye sonlu dogurayl bir yarigrup denir. S sonlu dogurayh
bir yarigrup olmak tizere, < X >g = § 6zelligini saglayan S nin en az eleman sayisina
sahip altkiimesinin eleman sayisina S nin yarigrup ranki denir ve bu say1 rank(S) ile
gosterilir ve

rank(S) = min{|X|: < X >¢= S}

olarak tanimlidir.

Tamim 2.2.2. M bir monoid olsun ve A da M nin bir altkiimesi olsun. M nin A y1 igeren

en kiiciik altmonoidine A tarafindan iiretilen monoid denir ve < 4 >, ile gosterilir.

Tanim 2.2.3. M bir monoid olsun ve M nin en az sonlu bir altkiimesi A i¢in < A >,,=
M oluyorsa, bu durumda M ye sonlu dogurayli monoid denir. Ayrica sonlu dogurayli
bir M monoidinin monoid rank1

rank,,(M) = min{|A|: < A >y= M}

olarak tanimlanir.
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Tamim 2.2.4. X bostan farkli bir kiime olsun Ty de X iizerindeki tam doniisiimler
yarigrubu olsun. Ac¢ikca ifade etmek gerekirse Ty, X ten X e tiim fonksiyonlarin kiimesi
olup bu kiime fonksiyonlarin bileske iglemi ile bir yarigruptur. Ayrica n € Z* olmak
tizere X;, = {1,2, ....,n} sonlu bir kiime olsun. Kolaylik olmas1 agisindan Ty yerine T,

ifadesi kullanilir.

Teorem 2.2.1. Her n > 3 igin
rank(T,) = rank,(T,) = 3
olur (Howie, 1995).

Tamim 2.2.5. X,, tizerindeki sira azaltan doniisiimler D,, ile gosterilir. D, T, in bir
altyarigrubu olup
D, = {a € T;: Vx € X,, icin xa < x}

olarak tanimlanair.

2.3. Sonlu Zincir Uzerindeki Tam Daralma Doéniisiimlerinin Baz1 Alt

Yarnigruplarimin Ranklari

Pozitif tamsayilar kiimesini Z* ile gosterelim. n € Z* olmak iizere X, =
{1,2,...,n} olsun ve T,, ve S,,, sirastyla X,, lizerindeki tam doniistimler yarigrubu ve
simetrik grup olsun. Ayrica X, lzerindeki tiim sira koruyan tam doniisiimlerin
yarigrubu O,, ile gosterilir ve

Op={a€T,:Vx,yEX,icinx <y = xa <ya}
olarak tamimlanir. Herhangi bir a € T,, igin, eger tim x,y € X, i¢i |xa — ya| <
|x — y| oluyor ise a, X, lizerinde tam daralma doniisiimii olarak adlandirilir. X,
tizerindeki tlim tam daralma doniistimlerinin kiimesi CT,, ile gosterilir ve

CT, ={a €T, :Vx,y € X, icin |xa — ya| < |x — y|}
olarak tanimlanir. X, iizerindeki tiim sira koruyan tam daralma doniistimlerinin kiimesi
OCT, ile gosterilir ve OCT,, = O, N CT,, olarak tanimlanir, bu yarigruplar agik¢a T,
nin alt yarigruplaridir. X, iizerindeki tiim sira koruyan veya sirayi tersine ceviren

dontisiimlerin yarigrubu OR,, ile gosterilir
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OR, ={a€T,:Vx,yEX,icinx <y = xa <ya}U{a €T, :VxyEX,icin
x<y =xa=ya }

olarak tanimlanir ve ORCT,, = OR, N CT, olarak tanimlanir, yine bu yarigruplarda
acikga T, nin bir alt yarigruplaridir. Adeshola ve Umar 2018 yilinda OCT,, ve ORCT,

tizerindeki baz1 cebirsel ve kombinatorik 6zellikleri arastirmislardir.

Bir yarigrubun cesitli doguray kiimeleri ve ranklari {izerinde bir¢ok ¢alismalar
vardir. Simdi bazi1 c¢alismalardan Ornekler verelim. Tim tekil doniisiimlerin

altyarigrubu Sing,, = T,,\S,, olarak tanimlanir ve rank(Sing,,) = “*=2 olur (Gomes

2

ve Howie, 1987). Her n > 2 igin rank,,( 0,) = n olur (Gomes and Howie, 1992).
Herhangi @ # Y C X,, i¢in

Tix,v) ={a €ET:Ya =Y}
olarak tammlanirsa agik¢a Ty yy yapisi Ty, nin bir alt yarigrubu olur. Ayrica T,y =
{a €T, : Xpa = Xy} olarak tanimlanirsa Ty vy = Ty, ) OlUr ve

2, eger (n,m) = (2,1) veya (3,2)
rank(Tom) =43, eger (n,m) = (3,1)veyad <nvem=n-—1
4, eger4 <nvel<m<n-2

olur (Toker ve Ayik, 2018). Va, f € T, igin Ker(a) € Ker(af) ve Im(aB) € Im(B)
oldugu bilinmektedir (Ganyushkin ve Mazorchuk, 2009). Simdi OCT,, ve ORCT,

yarigruplarini inceleyecegiz.

Tamim 2.3.1. A bostan farkli X,, in bir alt kiimesi olsun. Eger Vx,y € A igin x < z <

y = z € A oluyorsa A kiimesine X,, in konveks alt kiimesi ad1 verilir.

Eger a € T, bir daralma doniistimii ise Im(a) X, in bir konveks alt kiimesidir (Garba
ve ark., 2017). Dolayisiyla eger a € OCT,, veya a € ORCT,, ise 0 zaman Im(a)
kiimesi X,, nin konveks bir alt kiimesi olup 1 < k <m < n igin Im(a) = {k, k +
1, ...,m} bicimindedir. Eger a € OCT,, ise a sira korudugundan her bir Ker(a)
denklik sinifi da X, in konveks bir alt kiimesi oldugu agiktir ve eger « € ORCT,, ise a
sira koruyan ya da sira ¢eviren doniisiim olup bu durumda her bir Ker(a) denklik

smifi da yine X, in bir konveks alt kiimesi oldugu kolayca goriiliir.
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Green ve yildizli Green denklik bagintilar: ile ilgili tanimlara ilgili kaynaktan
bakilabilir (Howie, 1995). CT,\S, ve OCT,\S, yarigruplarinda asagidaki teorem
ispatlanmistir (Garba ve ark., 2017).

Teorem 2.3.1. S € {CT,\S,, OCT,\S,,} ve a,f € S olsun.

(1) (a, B) € L*(S) olmast igin gerek ve yeter kosul Im(a) = Im(f) olmasidir,

(i) (a,B) € R*(S) olmasi igin gerek ve yeter kosul Ker(a) = Ker(B)
olmasidir,

(i)  (a,B) € H*(S) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul Im(a) = Im(B) ve
Ker(a) = Ker(B) olmasidir,

(iv)  (a,B) € D*(S) olmast i¢in gerek ve yeter kosul |Im(a)| = |[Im(B)|
olmasidir

(Garba ve ark., 2017).
2.3.1. OCT,, yarigrubunun ranki

Bu boéliimde, OCT,, nin minimal bir doguray kiimesini bulacagiz ve bdylece
OCT, vyarigrubunun rankim1 elde edecegiz. OCT; = {(1)} olup bdylece

rank(OCT;) = 1 oldugu agiktir, ayrica

oct=1(; V-G 2 2D

olur. Budurumda V {a, 8} € OCT, i¢in < a, § >= {a, B} olduguna dikkat edelim ve
boylece rank(OCT,) = 3 olur. Bunun i¢in bu bdliimde n = 3 durumlar g6z oniine
alinmigtir. 1 < k < n igin

Dy ={a € OCT, : |Im(a)| = k}

olarak tanimlansin, bu durumda D, = {€ = (1 % Z)} olur.

Lemma 2.3.1.1. Her bir 1 <r <n-—2 igin eger a € D; ise a €< D, ; > olur
(Toker, 2020).
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Ispat. 1 <r <n -2 i¢in @ € D} olsun. Bu durumda X,, nin bir {4;,4,, ..., A,}
parcalanis1 vardir 6yleki 1 <k <n—r + 1igin

AL A, A 5 A,
“_(k k+1 .. k—14i .. k—1+)

olur,r < n — 2oldugundanen az bir 1 < i < rigin |4;| = 2 oldugu agiktir. Genelligi
kaybetmeksizinm > 2 icin A; = {a4, ay, ..., a;n} Ve x; de A; de ki maksimum eleman

olsun. Egerk > 1ve k+r—1<nise

i = 1igin
g = (Al\{xl} {x:} A4 v Ay )
k k+1 k+2 .. k+71r/
[ =ricin
g = (A1 Ay v Apg A \{x}  {x} )
k k+1 .. k+r—-2 k+r—-1 k+r/
2<i<r-1igin
B = (A1 v Aig AN{xi}  {a} Ay o Ay )
k .. k+i—-2 k+i—-1 k+i k+i+1 .. k+r
olarak tanimlansin. Ayrica y doniisiimii 1 < i < r i¢in
k—1; 1<j<k-1
) k<j<k+i-1
V=1-1; k+i<j<k+r

k+r—-1, j>k+r,

olsun. Bu durumda S,y € D;,, ve a = Sy olur.

Egerk =1 ise
i =1i¢in

B = (A1}{X1} {;1} 1;12 fr+ 1)’
[ =7 icin

_ (A1 Az . Ao ANy} {x}
ﬁ_(ll 22 r—ll r r+1)

2<i<r-—1i¢n
g = (A1 v A AN} {0} A 0 A )
1 .. i—-1 i i+1 i+2 .. r+1/
olsun. Ayrica y doniisiimii 1 < i < r i¢in
bk j<i
jy=4{j-1; i+1<j<r+1
r+1;, r+2<j<n,
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olarak tanimlansin. Benzer sekilde 8,y € Dy, ve a = Sy olur.

Egerk+r—1=mnise

i =1igin
g = (Al\{xl} {x1} A Ar)
k-1 k k+1 .. n/
[ =rigin
B =( A Ay o A A%} {xr})
k—1 k .. n-2 n—-1 n/
2<i<r-1igin
B = ( A . A AN{x} i} Aiyr o Ar)
k-1 .. k+i—-3 k+i—2 k+i—1 k+i .. n

olarak tanimlansin. Ayrica y doniisiimii 1 < i < r i¢in

k—1;, 1<j<k-2
jy=3j+1 k—-1<j<k+i-2
i k+i—-1<j<n,

olarak tanimlansin. Bu durumda 8,y € Dy, ve a = Sy olur.
Sonug 2.3.1.1. Herbir 1 < i <n—1i¢in D; €< D,_; > olur (Toker, 2020).

1<r<n i¢in OCTy,y ={a € OCT,:|Im(a)| < r} olarak tammlanirsa OCT(, )
yapisinin OCT,, nin bir ideali oldugu agiktir. Boylece
< Dp_1 >= 0CTy -1y = OCTR\S, = OCT,\{€}

olur.

Tanimdan dolay1 eger a € D,,_; ise bu durumda Im(a) = {1,2,...,n—1} ya da
Im(a) = {2,3, ...,n} olur. Ayrica a nin ¢ekirdek siniflar1 X, nin konveks alt kiimeleri

oldugundan1 <i <n—1igin

Ker(@) = | ] G0}V 1G+1.0,Gi+ 1)

j
bigimindedir. Bu durumda, U7, {(, )}V {(i+1,0),({ i+ 1)} gosterimi yerine
Ker(a) kiimesini kolaylik olmasi amaciyla [i,i + 1] ile gosterelim, tezde bu

gosterimi kullanacagiz.
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Boylece n =3 igin |Dy_4| =2(n—1) ve rank (OCTppn-1)) < 2n —2 oldugu
Sonug 2.3.1.1 den agiktir. OCT( n—2y, 1 = 3 i¢in OCT(y, 1y nin bir ideali oldugundan,
a € D,,_; olmak ilizere @ elemani sadece D,,_,; in elemanlarmin bir ¢arpimi olarak
yazilabilir. Ayrica, n > 3 i¢in D,,_; de n—1 tane R* smiflar1 (kernel/gekirdek
smiflart) vardir bdylece rank (OCT(; 1)) = n — 1 olur.

@1 € Dp_q ile Im(a;;41) ={1,2,...,n — 1} ve Ker(al-‘l-ﬂ) = [i,i + 1] olan

elemant ifade edelim, boylece 1 < i < n — 2 igin

. =(1 o i i+1 i42 .. n )
L AN R SR | i+1 .. n—1
olur ve
(1 2 .. n-—1 n
“"‘1'"_(1 2 .. n—1 n—1)

olur. Biiv1 €Dy ile Im (Biiy1) = {2,3,...,n} ve Ker(Biiy1) =[i,i+ 1] olan

elemant ifade edelim, bu durumda

(1 2 3 .. n
31'2_(2 2 3 .. n)'
olup, 2 <i<n-—1igin
(1 2 . i i+1 .. n
'Bi’”l_(z 3 .. i+1 i+1 .. n)

olur.

Teorem 2.3.1.1. n = 3 igin rank (OCT 1)) = n — 1 olur (Toker, 2020).

Ispat. n >3 ve W = {al,z} U {ﬁi_iﬂ 12<is<n-— 1} olsun. a1 5, Fii+1 2<i <
n—1) yukarida tanimlanan elemanlardir. |[W|=n-—1 oldugu aciktir,
rank (OCTgppn—1)) Z2n—1 oldugundan dolayr rank (OCTpp-1) =n—1
oldugunu ispat igin W nin OCTy, 1) nin bir doguray kiimesi oldugunu gostermek
yeterlidir. Carpmay1 kullanarak a; 28,15 = f12 Ve Biit1Q12 = @141 2 < i <n—
1) oldugu kolayca goriiliir. Boylece Sonug 2.3.1.1 den D,;_; S< W > ve boylece <
W >= 0CTn-1) olur. Bunedenle n = 3 igin rank (OCT(; 1)) =n — 1 olur

3 n=2

Teorem 2.3.1.2. rank (OCT,) = {n, n=1 veya n>3

olur (Toker, 2020).
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Ispat. rank (OCT,) = 1 ve rank (OCT,) = 3 oldugunu hatirlayalim. n > 3 igin,
OCT, = OCT(p -1y U {€} oldugu aciktir. €, OCT, lizerindeki birim doniistimdiir.
OCT, bir monoid ve OCT, 1 sonlu dogurayl bir yarigrup ve Va, 8 € OCTp, 1)
i¢in aff # e olup n = 3 icin rank (OCT,) = rank (OCT(;,—1y) + 1 =nolur.

2.3.2. ORCT,, yarigrubunun ranki

Bu boliimde ORCT,, igin bir doguray kiimesi ve bu yarigrubun rankini bulacagiz.

ORCT; = {(1)} ve rank (ORCT;) = 1 oldugu agiktir. Ayn1 zamanda

orer:={(; .G G DG D)

ORCT, =< (1 i)(; i) >

olup ayrica ORCT, degismeli bir yarigrup olmadigindan rank (ORCT,) = 2 olur.
Simdi durumu n = 3 igin goz Oniine alalim. 1 < k < n igin
F, = {a € ORCT,: | Im (a)| = k}

olarak tanimlansin.
Lemma2321 1<r<n-2 i¢in a € F, ise a €< F,; > olur (Toker, 2020).

Ispat. 1 <7 < n— 2 olsun. Eger a € OCT,, N E, ise Sonug 2.3.1.1 den ispat agiktir.
a € ORCT,\OCT, ve a € F.olsun. Bu durumda a bir sira ¢eviren tam bir daralma
dontisimiidiir ve bu nedenle X,, de bir {44, 4,, ..., A, } parcalanis1 vardir ve dyle r <
k <n vardir ki

A Ay e A . A,
“_(k k=1 .. k—i+1 .. k—r+1)

olur. r <n—2 oldugundan en az bir 1 <i <7 i¢in |4;] =2 olur. Genelligi
kaybetmeksizin m > 2 i¢in A; = {ay,a,, ...,a,,} Ve x; de A; icindeki maksimum
eleman olsun. Eger k <nvek —r > 1ise

i =1igin

_ (A\{x1}  {x1}) A, o Ay
B_( k k-1 k-2 .. k—r)'

[ = rigin,

10
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,Bz(Al Ay . Ay Ar\{x} {xr})
k k-1 .. k—-r+2 k—-r+1 k—-1r/
2<i<r-1igin
ﬁ:(A1 Ay . A AN\{x;} ) Ajtq Ar)
k k-1 .. k—i+2 k—i+1 k—i k—i—-1 .. k—1r/
olsun. Ayrica y doniisiimii
(k—r+1; 1<j<k-r
. _{j+1; k—r+1<j<k-—-i
V=35 k—i+1<j<k
W + 1; k+1<j<n
olarak tanimlansin. Bu durumda g,y € F,.,; ve @ = Sy olur.
Eger k = nise
i = 1igin
B:(A1\{x1} {x1} A . Ar)
n n—-1 n—-2 .. n—r/
[ =7 igin
,3 — (Al AZ Ar—l Ar\{xr} {xr} )
n n—-1 .. n—-r+2 n—-r+1 n—-r/
2<i<r-—1igin
BZ(AI Ay o A AN} {xgd Aipq Ar)
n n-1 .. n—i+2 n—-i+1 n—-i n—-i—-1 .. n—r
olsun. Ayrica y donlistimii
n—r; 1<j<n-r-1

Jy=3Jj+1L n—r<j<n-—i
5 n—i+1<j<n

olarak tanimlansin, bu durumda S,y € F,,, ve @ = Sy olur.

Eger k = r ise
i =1i¢in

-
[ =ricin

_( A Ay o Ay ANG) {x)
'B_(r+1 r .. 3 2 1)

2<i<r-—1i¢in

'3:( Ay Ay .o A A\{x} {x:} Aiy1 o Ar)
r+1 r .. r—i+3 r—i+2 r—i+1 r—i .. 1

olsun. Ayrica y doniisiimii

11
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J; 1<j<r-i+1
jy=3yJ-1 r—i+2<j<r+1
r+1; r+2<j<n.

olarak tanimlansin. Bu durumda g,y € F,.,; ve @ = Sy olur.

Sonu¢ 2.3.2.1. n > 3 olmak lizere 1 <i<n-—1igin @ € F; ise « €< F,,_; > olur
(Toker, 2020).

1<r<n i¢in ORCT(,y ={a € ORCT,:|Im ()| <7} olsun. ORCTqyy,

ORCT,, nin bir ideali oldugu agiktir. Ustelik

Rete=( 5 2 D=0 22y 0D

olur ve €, ORCT,, nin birim elemanidir ve 82 = € olur, ayrica
< Fy_1 >= ORCTn—1) = ORCT,\S,, = ORCT,\{¢, 6}

olur.
Sonu¢ 2.3.2.2. n > 3 i¢in ORCT,, =< F,_; U {6} > olur (Toker, 2020).

Eger a€F,_; ise Im(a) kimesi X,nin konveks bir alt kiimesi
oldugundan Im (@) = {1,2,...,n— 1} veya Im (a) = {2,3, ...,n} olur. Ayrica F,_,
icerisinde n — 1 farkl ¢ekirdek sinifi mevcut olup herbir ¢ekirdek sinifinda 4 eleman
vardir. Boylece n > 3 i¢in |F,_;| = 4(n — 1) olur.

®;i+1 V€ Bii+q herbir 1 < i <n—1 igin daha dnce tanimlanan sira koruyan
daralma doniisiimleri olsun. Ayrica 4; ;41 € F,,_; sira ¢eviren tam daralma doniisimii
oyle ki Im (4;;4+1) = {1,2,...,n — 1} ve Ker(4) = [i,i + 1] olsun, bu durumda 1 <

i<n-—2igin

(1 .. i i+l i+2 . on
P =(,_y 7l w ation D)
ve
_ 1 2 w. n—2 n—1 n
An‘l'”_(n—l n—-2 .. 2 1 1)

olur. Ayrica, pj;41 € F—q swra cgeviren tam daralma donisimi Im(u; ;) =

{2,3,..,n} ve Ker(u; ;1) = [i,i + 1] olsun, bu durumda

12
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:(1 2 3 .. n—1 n)
M=\ n n=1 .. 3 2/
ve2<i<n-1igin
B =(1 2 .. i i1 n)
Piiti =\ n-1 o n—i+1l n—i+1 .. 2/

olur. Ayrica Fy_1 = {11, Bijiv 1 Aiirr Biiv1 |1 S T < n— 1} olur.

Lemma2.3.22.n > 3 i¢inve 1 < i < n — 1 olmak iizere,
(D) @ii410 = Hii41

(i1) Bii+160 = Aii41

(iii) 21416 = Biiva

(iV) 11416 = Qi1

olur (Toker, 2020).

Ispat. (i) (;;410)1 = yn=n—1 ve (@;;4:0)n = a;;,11 =1 olur, bdylece
Im (a;;4+10) ={1,2,..,n—1} ve agikca «;;116 swra koruyan tam daralma
dontigiimiidiir. Ayrica

(@i1410)(0) = Q41 (0 = 1) = @410 = (@3,410) (0 + 1)
olur bdylece Ker(a;;410) = [i,i + 1] olup @; ;410 = p; ;41 oldugu goriiliir.

(i), (iii) ve (iv) nin ispatlar1 benzer sekilde gosterilebilir.
Dontigiimlerin bileskesi islemi yardimiyla hepsi kolayca gosterilebilir.

Lemma2.3.23. n >3 i¢cinve 1 < i <n — 1 olmak {izere,
() 0aiivs = An—in-i+1

(i) 6Biiv1 = tn-in-i+1

(i) 04;i41 = An-in-i+1

(V) Opiiv1 = Bn-in-i+1

olur (Toker, 2020).

13
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Ispat. (i) 1(0a;;11) = na ;1 =n—1 ve n(0a;;41) = la;;41 = 1 olur, bdylece
Im(@a;;4+q1) ={12,..,n—1} ve acgikca Oa;;1; swra koruyan tam daralma
dontistimiidiir. Ayrica

(m=0Oa;i+1) = (+ a1 = i1 = (M — i+ D (0;i41)
olur boylece Ker(@ai,iﬂ) =[n—-in—i+1] olup Oa;;4+1 = Ay_;pn—i+1 oldugu
goruliir.

(it), (ii1) and (iv) nin ispatlar1 benzer sekilde gosterilebilir.

Lemma23.24 n>3icinvel <i<n-—1olmakiizere @;;41fn—1n = Bii+1 OlUr

(Toker, 2020).
Ispat. Doniisiimlerin bileskesi islemi yardimiyla kolayca gosterilebilir.

Onerme 2.3.2.1. n > 3 ve A kiimesi ORCT,, icin bir doguray kiimesi olsun. n bir tek

: - n—1 . - . . .
say1 ise A kiimesi F,,_; den en az ' d eleman icermelidir ve n ¢ift say1 ise A kiimesi

F,_, denen az g eleman icermelidir (Toker, 2020).

Ispat. n > 3 ve A kiimesi ORCT,, nin bir doguray kiimesi olsun. Bilindigi iizere F, =
{€,0} ve € da ORCT,, nin birim eleman ve 82 = € olur. Ayrica ORCT -2y kiimesi
ORCT, nin bir ideali olup F,,_; de n — 1 tane farkli ¢ekirdek smnifi vardir. @ € F,,_;
ise Ker(a) = [k, k + 1] olacak sekilde 1 <k <n—1 vardir. m € Z* olsun ve
varsayalim ki herbir 1 < i < m i¢in a; € ORCT,, olmak lizere « = a;a; ... a,, olsun.
ORCT(yn-2) kiimesi ORCT,, nin ideali oldugundan 1 < i <m i¢inVa; € F;,_; U F,
olur. Eger a, € F,,_; ise Ker(a,;) = Ker(a) oldugu agiktir. Eger a; € F, ise € birim
eleman oldugudan bu durumda a; = 8 oldugunu varsayabiliriz. Ayrica 8% =€
oldugundan a, € F,,_; oldugunu varsayabiliriz, boylece Lemma 2.3.2.3 den

Ker(a,) = [n — k,n — k + 1] olur. Boylece n bir tek say1 ise A kiimesi F,,_; de en
az nT_l eleman i¢cermelidir ve eger n bir ¢ift say1 ise A kiimesi F,,_, de en az g eleman
icermelidir.

n>3 icin F, ={¢,0} yapis1 {08} veya {0,€} tarafindan {iretilir. Ayrica
ORCT,\F, = ORCT, 1) kiimesi ORCT;, nin bir idealidir. Bu nedenle ORCT,, nin her

14
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doguray kiimesi 8 elemanin1 icermelidir. Bdylece, n bir tek say1 ise rank (ORCT,) > "T”

n+2

ve n bir gift say1 ise rank (ORCT,) = —-olur.
Teorem 2.3.2.1. n > 1 i¢in
n+1
; n teksayl
2
rank (ORCT,) = n4 2
— n cift say1

olur (Toker, 2020).

Ispat. n =1 veya n =2 ise sonuc aciktir. n >3 ve n tek say1 olsun. Bdylece

rank (ORCT,) = nTH olur, ayrica W ={0}U{a;;11:1<i< nT_l} olsun. Bu

durumda |W| = nTH oldugu agiktir. Bu nedenle W kiimesinin ORCT,, nin bir doguray

. 9 , r -1 . .
kiimesi oldugunu gostermek yeterlidir. 1 < k < nT icin @1 € W olur, ayrica
1,0 =Wy, Ve Ouip =pPn_1n olur. Ayrica bileske isleminin tanimyla
Ak k+1Pn-1n = Brre+1) Brk+10 = Akrs1 V€ Qpre+10 = Ui r+1 esitliklert elde edilir.

o -1.

Boylece 1 < k < nT ise
{ak,k+1,ﬁk,k+1»lk,k+1'#k,k+1} c<w >
. .om-1 . <
olur. Simdi nT <k<n-1vei=n-—kolsun a;;;1 € W oldugu agiktir. Ayrica
. n—1 o
Octiiv1 = An—in-i+1 = Ag+1 V€ A 410 = Brperq OlUr. i < > oldugundan 4; ;.4 €

<W > 0|Up Qli,i_l_l = an_i’n_lq_l = ak’k+1 ve ak,k+19 = ‘le'k+1 CSItllklerl elde edilir.
Boylelikle

{ak,k+1:ﬁk,k+1f’1k,k+1'ﬂk,k+1} c<w >

olur. Boylece Sonug 2.3.2.2 den W kiimesi ORCT,, nin doguray kiimesidir. Sonug
olarak n tek say1 ise rank (ORCT,) = nTH olur. n ¢ift say1 ise benzer sekilde gosterilir
KiWw={0}U{a;;+1:1<i< g} kiimesi ORCT,, nin bir doguray kiimesidir ve sonug

n+2

olarak rank (ORCT,) = — olur.

15
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2.4. Monoton Daralmalarin Belirli ideallerinin Ranklari

Bu bolimde, 1 < r < n-1i¢in OCT,, = {a € OCT,, : [Im(a)| <71} ve
ORCT,,, = {a € ORCT, : |Im (a)| < r} olarak tanimlanan yarigruplarin ranklarinin
hesaplanmas1 ile 1ilgili bilgi verilmistir. Bunlar sirasiyla OCT,, ve ORCT,

yarigruplarinin idealleridir.

a € T, olmak iizere Vx,y € X,, i¢in x <y oldugunda xa < ya oluyorsa «
doniisiimiine bir izoton eleman denir, ayrica Vx,y € X,, i¢in x < y oldugunda xa >
ya oluyorsa a doniisiimiine bir antiton eleman denir. iki tane izoton elemanin ¢arpimi
izoton olur, iki tane antiton elemanin ¢arpimi izoton olur, ayrica bir izoton ve bir

antiton elemanin ¢arpimi (sirast onemsiz olmak tizere) antiton olur.

Herhangi bir @ € T, i¢in a nin goriintii kiimesindeki eleman sayisi
h (@) = [Im (@)
olup bu sayrya a elemaninin yiiksekligi denir. Ayrica Ker(a) nin X, lizerinde bir
denklik bagintisi oldugu bilinmektedir ve bundan dolay1
Xn/ ker(a) = {ya™": y €Im (a)}
kiimesi X, in bir parcalanisi olur ve bu pargalanis kp () ile gosterilir. Boylece Va, f €
T, i¢in kp (a) = kp (B) olmasi igin gerek ve yeter kosul Ker(a) = Ker(f)

olmasidir.

P = {I,...,1,} herhangi bir 1 < p < n igin X, in bir parcalanis1 olsun. 1 <
[,j < p icin eger Vx € I; ve Vy € [; i¢in x < y oluyorsa I; < I; yazilir. Genelligi
kaybetmeden, eger P = {I; <---< I,} ise 0 zaman P ye sirali pargalams denir.
Ayrica, {ay, ..., ay} kiimesi X;, nin bir alt kiimesi olmak {izere egerher 1 < i < pi¢in
l{aq,...,ap} N I;| =1 ise {ay,...,a,} kiimesine P nin bir temsil kiimesi denir.
h(e) =p(1<p<n) ve a €O0RCT, = OR,N CT, olsun. a €0R,
oldugundan a nin ¢ekirdek siniflarinin X,, nin konveks sirali alt kiimeleri oldugu iyi
bilinmektedir (Garba, 1994), yani x4,...,x,_1 € X, vardir 6yle ki a nmn g¢ekirdek

smiflann 1 < i <p i¢in I; = {x;_; + 1,...,x;} olup burada x, = 0 ve x, = nve
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dolayisiyla @ € OR,, nin ¢ekirdek pargalanist kp (a) = P = {11 <...< Ip} olur.
Ayrica, @ € CT,, oldugundan Im (a) nin X,, in konveks bir alt kiimesi oldugu da iyi
bilinmektedir (Adeshola ve Umar, 2018), yani Im (a) ={a,a+1,...,a+p—1}=A

olacak sekilde bir a € X,, vardir. O zaman a asagidaki bi¢ime sahiptir. a izoton ise

_(h I I (P .
a = (a a+1 .. a+p-— 1) ya da kisaca a = (A) ile gosterilir, ayrica
a antiton ise
= h I v Iy (PN
“= (a+p— 1 a+p—-2 .. a>ya da kisaca a = (AR) ile gosterilir.

1 < p < n i¢in p tane alt kiimeden olusan (2:1) tane X,, in konveks siral1 pargalanisi

vardir, ayrica X, in p tane elemandan olusan n —p + 1 tane konveks alt kiimesi
mevcuttur. Bundan dolayi |OCTn_1 = ORCTn,1| =n olur ve boylece 2 <r<n-1
i¢in

n

p:})(n—p+1) ve

10CTp| = Bps

T
|ORCT, .| = n+zz (;:}) (m—p+1)
P=2

olur. Herhangi bir S yarigrubundaki bir x eleman: i¢in eger x = x ise idempotent
denir ve @ = U < S igin U kiimesindeki tiim idempotentlerin kiimesi E(U) ile
gosterilir. Ayrica, @ € E(T,,) olmast igin gerek ve yeter kosul Im(a) = fix(a) =
{x € X,;: xa = x} olmasidir. @ € E(OCT,,) olmasi igin gerek ve yeter kosul Im(a)
kiimesinin kp(a) nin bir temsil kiimesi olmasidir, ayrica @ € OCT,, olmak {iizere
kp(a) nin temsil kiimesinin Im(a) = {a,a + 1, ....,a + p — 1} (1 < p < n) olmasi
icin gerek ve yeter kosul kp (a) = {{1,...,a}, {fa + 1},....{a + p — 2},{a +

p — 1,...,n}} olmasidir.

Her bir konveks altkiime @ # A € X,, igin, X, nin bir tek konveks sirali P
pargalanisi vardir, dyle ki A, P yi temsil eden bir kiimedir ve dolayisiyla OCT,, de
Im(a) = A olacak sekilde bir tek idempotent eleman vardir. Kardinalitesi p olan X,
nin n — p + 1 tane konveks alt kiimesi oldugundan tiim idempotent elemanlar

izoton olup

17
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r

|[E(OCT,.,)| = |E(ORCT,,,)| = Z(n Cp+ 1)
p=1

dir ve boylece

c nn+1)
|E(OCT,)| = |E(ORCT)|= ) n—p+1) =—F7—

olur (Adeshola ve Umar, 2018).

OCT,,, ve ORCT, , de bazi kombinatorik sonuglar1 belirttikten sonra, simdi bu
ideallerin cebirsel yapilar1 hakkinda bazi1 dzellikler verelim. Genel olarak, herhangi bir
S yar1 grubunun cebirsel yapisiyla ilgili en yaygin konulardan bir tanesi Green denklik
bagintilarm1 yani £,R,D,H,J denklik smiflarin1 belirlemektir. Regiiler olmayan
yarigruplar i¢in ise yildizli Green bagmtilarinm1 yani £*,R*,7*,D*, H* bagintilarini
belirlemektir. Herhangi bir S yarigrubunda, yildizli Green'in esdegerligi L*(R"),
a,b €S icin aL*b(aR"*b) olmasi igin gerek ve yeter kosul S yarigrubunu igeren en
az bir yarigrup i¢in alb (aRb) olmasidir. Bu denklik bagintilar1 ayrica asagidaki
ozelliklere sahiptir,

al*h & ax = ay < bx = by; Vx,y € St

aR*bh & xa = ya < xb = yb;Vx,y € St
Ayrica H* ve D* denklikleri sirasiyla £* ve R* denkliklerinin kesisimi £* ve R*
bagintilarini igeren en kiigiik denklik bagintis1 olarak tanimlanir. Boylece H* = L* n
R* ve D* = L*VR" olup ayn1 zamanda D* =L o R* olur. 1<r<n—-1veSE€

{OCT,,,, ORCT;, ,} olsun. a, B € S olmak iizere

(i) al*B < Im(a) = Im(B),

(i) aR*B < Ker(a) = Ker(p),

(iii) aH*B < Ker(a) = Ker(B) ve Im(a) = Im(B) ve
(iv) aD*B = |[Im(a)| = [Im(B)]

olup ayrica D* = J* olur (Garba ve ark., 2017).
1<p<r<n-1igin, S yarigrubunda yiiksekligi p olan tiim elemanlarin kiimesi
Green D* denklik bagmtisindaki denklik siniflarindan biri olup bu denklik sinifini

D, ile gosteririz, yani
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D, ={a € S:|Im(a)| = p}
olur. Tanimlardan goriilecegi iizere r tane D* sinifinin oldugu agiktir ve S yarigrubu
Dy, ..., Dy kiimelerinin bir ayrik birlesimidir. Ayricaher 1 < p < r igin Dy, iginde n —
p + 1tane £L* sinifi ve (’;:i) tane R* smufivardir. « € D, i¢in Dy & (D,,4) Olur.
1<p<=n-—2i¢in a € D, olmak lizere 5,y € Dp,, vardir dyle ki a = By
olur. Bu nedenle, herhangi bir @ = U < S altkiimesi i¢in

S=(U) & D; < (U)
olur. Ayrica D, nin sadece kendi elemanlar tarafindan iretilebilecegi agiktir. Bu

nedenle S nin minimal iirete¢ kiimesi bulmak i¢in D, nin bos olmayan alt

kiimelerini incelemek yeterlidir.

Lemma2.4.1. 1 < r < n-1 olmak lizere S € {OCTn‘r, ORCTn,r} olsun, ayrica 1 <
p <n—1ve 2 < kicin S yarigrubunda ay,...,a, € D, olsun. Bu durumda, 1 <i <
k—1icinay,...,ay € Dy & a;a;11 € Dy & Im(a;) kiimesi kp(a;44) in bir temsil

kiimesidir (Bugay, 2020).

Yonlendirilmis grafiklerle ilgili bazi bilgiler verelim. Bir digraf (yonlendirilmis
grafik), I1 = (V,E) swrali bir ¢ift ile gosterilir. Burada V, elemanlar1 koseler olarak
adlandirilan bir kiimedir ve E € V X V elemanlar: oklar veya yonlendirilmis kenarlar
olarak adlandirilan sirali ikililerden olusan bir kiimedir. u,,..,u, € V (k = 2) olmak
tizere eger (Uq, Uy), (Uy, U3),.., (Ug—1,U;) € E ISR U, = U, — -+ = uy ifadesine u,
den uy, ye bir yiiriiyiis denir. Ozellikle olarak farkli kdseler uq, us, ..., uy € Vigin (k =
1) uy = uy = - > u, - u; ifadesine bir kapali yiirliylis denir. u; = u, =
«+ > U, (2 £ k) bir yiirliylis olmak {lizere u;.u, ... u; ifadesine ardigik ¢arpim adi
verilir. Daha ayrintili bilgiler i¢in “Graphs, An Introductory Approach, A First Course
in Discrete Mathematics’” isimli kitaba bakilabilir (Wilson ve Watkins, 1990).
Herhangi bir @ # U € Dy i¢in bir Dy digrafini tanimlayalim. 1 < r < n — 1 igin
S € {OCT,,, ORCT,,,} olmak tizere S de @ # U € D; olsun. O zaman Dy = (U,E)
digrafi
E={(a,p):ap € Dr}
= {(a, B): Im(a) kimesi kp (B)' nin bir temsil kiimesidir}
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olarak tanimlanir. Herhangi bir a« € ORCT,, icin kp () nin temsil kiimesinin
Im(a) = {a,a+1,..,a+r — 1} kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kp () =
{{1,...,a}{a+ 1},....{a+r—-2}{a+7—1,...,n}} olmasidur.

2.4.1. OCT,,, idealinin ranki

Teorem 24.11. 1<r<n-—1ve @ # U € D, olsun. O halde U kiimesinin
OCT,, in bir doguray kiimesi olmasi igin gerek ve yeter kosul, X, in r tane
altkiimesinden olusan her bir konveks sirali P pargalanisi ve X,, in kardinalitesi r

olan her bir konveks A alt kiimesi i¢in dyle a, § € U vardir dyle ki

() kp(a) =P

(i) Im(B) =A

(iii) @ = B ya da Dy digrafinda o dan 3 bir yiiriiylis mevcuttur
kosullariin saglanmasidir (Bugay, 2020).

Ispat. (®) 1 <r <n—1 olmak iizere X, in r tane altkiimesinden olusan bir
konveks sirali pargalanigi P ve X,, in kardinalitesi r olan bir konveks alt kiimesi A
olsun, ¢ekirdek pargalanisi P olan ve goriintii kiimesi A olan sadece bir tane izoton
daralma doniisiimii y € D;. vardir. Eger y € U ise sonug agiktir, y € D;\U olsun. @ #
U € Dy olmak tizere U kiimesi OCT,, in bir doguray kiimesi oldugundan
Qy,..., Ay € U vardir 6yle ki m = 2 igin ;... a,, = y olur. Bu durumda ker(a,) <
Ker(y), Im(y) € Im(ay,) Ve ay,..., &y, Y € Dy olur, boylece Ker(e;) = Ker(y) = P
ve Im(y) = Im(a,,) = A olur. Boylece ilk iki kosul saglanir. Lemma 2.4.1. den,
ayricaher 1 < i <m — 1 i¢in a;a;,, € D; olur ve dolayisiyla a; = -+ = a,, olacak

sekilde Dy da a; den a,, ye bir yiirliyiis vardir.

(<) y €Dy, kp(y) =P ve Im(y) = A olsun. Hipotezden dolay1, a, € U
vardir 6yle ki kp(a) = P = kp(y),Im(f) = A = Im(y) ozelliklerine sahiptir ve a =
B yada Dy digrafinda @ dan f ye bir yiiriiyiis vardir. Eger ¢ = S ise agik¢aa = § =
y € U olur, diger durumda ise D, digrafinda « dan f ya a = a; = = = a,, =

B (m = 2) olacak sekilde bir yiirliylis vardir. ¢ = a4 ...a,, olsun, bu durumda
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Ker(a) € Ker(§) ve Im(¢) € Im(B) olur. Ayrica, Dy digrafinin tanimindan ve
Lemma 2.4.1 den & € D, olur ve dolayisiyla kp(§) = kp(a) = kp(y) ve Im(§) =
Im(B) = Im(y) oldugu sonucu ¢ikar. Dolayisiyla,y = & €< U >ve D; € U olur.

Bu teoremin bir sonucunu ifade edelim. @ # U € Dy olmak iizere OCT,, =<
U > ise her bir « € D; i¢in U kiimesinde L* denklik sinifinda @ ya bagli en az bir
eleman vardir ve benzer sekilde icin U kiimesinde R* denklik sinifinda a ya bagh en

az bir eleman vardir. Bu nedenle, 2<r <n-1 i¢in rank(OCT,,;) =n ve

rank(0CT,,) = (~]) olur.

X X
Sonu¢ 2.4.1.1. OCT,, ; = { <{17§> .., ({n§> } olup OCT,, ; kendisi disinda bir doguray

kiimesi yoktur (Bugay, 2020).

Lemma24.11. 2 <r<n—1liginmm=n—1r + 1vel ..., I, kimeleri r
kardinalitesine sahip olan X,, nin tiim konveks alt kiimeleri olsun. O zaman her bir
1 <i<migin X, nin r tane alt kiimesinden olusan m tane farkli Py,..., P,
konveks sirali pargalanigi vardir dyle ki [; kiimesi P; nin bir temsil kiimesidir

(Bugay, 2020).

Ispat. Her 1<i<m icin ; ={i,i+1,..,i+r—1} ve P,={{1,...,i},{i +
1},...{i + r — 2}, {i + r — 1,...,n}} olsun. Bu durumda sonug¢ agiktir.

Lemma 2412 2<r<n—1igin m=n—r+1 ve [,.., I, kimeleri r
kardinalitesine sahip olan X,, nin tiim konveks alt kiimeleri olsun. O zaman OCT,, ,
de ay, ..., &, € Dy vardir 6yle ki
0] Eger1 <i#j<misekp(a;) # kp(a;)
(i) Her bir 1 < i < m i¢in kp(a;41)in temsil kiimesi Im(a;) = [;
(Ams1 = 1)

olur (Bugay, 2020).

21



2. ONCEKIi CALISMALAR Ozlem GUNDOGAN

Ispat. 2<r<n—-1iginm=n—-r+1vel,..,I, kimeleri r kardinalitesine
sahip olan X,, nin tim konveks alt kiimeleri olsun. O halde Lemma 2.4.1.1 den
1 <i<migin X, nin r tane alt kiimesinden olusan m tane farkli Py,..., P,
konveks sirali pargalanisi vardir dyle ki I; kiimesi P; nin bir temsil kiimesidir.
Genelligi kaybetmeden, her bir 1 < i <m igin Im(«;) = I; ve P, = P,, olmak
iizere kp(a;) = P;_; olacak sekilde izoton eleman a; € D, olarak secilirse sonug

agiktir.

2<r<n—-1 i¢in m=n—r+1 ve I;...,I, kimeleri r

kardinalitesine sahip olan X, nin tiim konveks alt kiimeleri olsun ve t = (: : i)
olmak tizere D, smifindaki tim Green R* siniflar1 R], ..., R olsun. Lemma 2.4.1.2

den OCT,, , idealinde 6yle a; , ..., a,, € Dy vardir ve

0] Egerl1 <i#j<misekp(a;) # kp(qa;)
(i)  Herbirl <i<migin kp(a;,,) in temsil kiimesi Im(a;) = I;

(Am+1 = ay)

olur. Genelligi kaybetmeden, 1 < i < m i¢in a; € R; oldugunu varsayabiliriz,
ayrica her bir 1 <j <t —m igin Ry, ;den rastgele a,,,; daralma doniisiimi
alalm. U = {aq, ..., %m,, Am41, -, &} Olsun, bu durumda U kiimesi Teorem
2.4.1.1 in kosullarin1 saglar. Ayrica, Dy digrafinda

Q= o> Ay > A
bi¢iminde bir kapali yiirliylis vardirve her 1 < j <t — migin 1 < i < m vardir
oyle ki Dy da a4 j = @; olacak sekilde bir yiiriiyiis vardir. Bu nedenle, herhangi
bir y € D;\ U igin ay, a; € U vardir 6yle ki kp (ay) = kp (y), Im(a;) = Im(y)
olup Dy da ai dan a; ye bir yiiriiyiis vardir. Aslinda y € D;\ U iiretmek igin, ay
dan «a; ye olan yiiriiylisteki elemanlarin ardigik ¢carpimini yazabiliriz. O zaman
Teorem 2.4.1.1 den U nun bir OCT,, ,- bir doguray kiimesi oldugu sonucu ¢ikar ve

bu nedenle asagidaki teoremi ifade ederiz.

n r=1
Teorem 2.4.1.2. rank(OCT,,) = { (n — 1)
r—1

(Bugay, 2020).
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2.4.2. ORCT,,, idealinin rank:

Agikgar = 1i¢in OCT,,; = ORCT,; olur. Bunedenle, aksi belirtilmedikge, bu
bolimde 2 <r <n-—1 durumunu ele alinmistir. Ayrica, herhangi bir @ # U C
ORCT,,, olmak lizere U kiimesinin ORCT,, , idealinin doguray kiimesi olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul D € (U ) olmasidir.

Lemma 2.4.2.1. R(D;) = {a € Dy : « antiton elemandir} olmak iizere ORCT,, =
(R(Dy)) olur (Bugay, 2020).

ispat. a € D; bir izoton daralmasi doniisimi olsun, bu durumda

(A A, . A
a_(a a+1 .. a+r—1)
bi¢imindedir.
_ A, 4, . A, .
B_(a+r—1 a+r—2 .. a)ER(Dr)
_({L,..,a} {a+ 1} v {a+r-2} f{a+r—-1,..,n} .
4 (a+r—1 a+r—-2 . a+1 a )ER(Dr)

olarak segilirse o zaman agik¢a @ = Ly olur. Boylece, Dy € < R(D;) > olup
ORCT,, = (R(D;)) olur.

Sonug olarak, @ # U € D; olmak iizere kiimesinin ORCT, , idealinin bir

doguray kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R(D,) € (U) olmasidir.

Teorem 2.4.21. 2<r<n-—1ve @ # U € D, olsun. O halde U kiimesinin
ORCT, , nin bir doguray kiimesi olmas1 igin gerek ve yeter kosul X,, in r tane
altkiimesinden olusan her bir konveks sirali P pargalanisi ve X,, in kardinalitesi r
olan her bir konveks A alt kiimesi i¢in dyle a, § € U vardir dyle ki

()  kpla)=P

@[ ImB)=A4
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(ili) a = p € R(D;y) veya Dy digrafinda a dan £ ya bir yiiriiyiis vardir dyle ki

yiiriiyiis lizerindeki antiton elemanlarin sayisi tek bir say1 olmasidir (Bugay, 2020).

Ispat. () 2 <r <n—1 olmak iizere X,, in r tane altkiimesinden olusan bir
konveks siral1 pargalanisi P ve X,, in kardinalitesi  olan bir konveks alt kiimesi A
olsun, ¢ekirdek pargalanis1 P olan ve goriintii kiimesi A olan sadece bir tane antiton
daralma dontisimii y € R(D;) vardir. Eger y € U ise sonug agiktir, y € D;\U olsun.
@ # U € Dy olmak lizere U kiimesi ORCT,,, in bir doguray kiimesi oldugundan
R(D;) €< U > olup ay,..., &, € U vardir 6yle ki m > 2 i¢in ;... a,, = y olur. Bu
durumda, durumda Ker(a;) € Ker(y), Im(y) € Im(a,,) Ve a;,...,%n,Y € D;
olur, boylece Ker(a;) = Ker(y) =P ve Im(y) = Im(a,,) = A. Boylece ilk iki
kosul saglanir. Lemma 2.4.1.2 den ayricaher 1 < i < m — 1 i¢in a;@;,, €D; olur ve
dolayisiyla a; = ... a,, olacak sekilde Dy da a; den a,, ye bir yiiriiylis vardir.
Ayrica y € R(D,) oldugundan yiiriiylis izerindeki antiton olan elemanlarin sayis1

tek bir say1 olmasi gerektigi kolayca goriiliir.

(&) vy € R(Dy), kp(y) = P ve Im(y) = A olsun. Hipotezden dolay1, a, § € U
vardir 6yle ki kp(a) = P = kp(y), Im(f) = A = Im(y) 6zelliklerine sahiptir ve a =
B € R(D;) vya da Dy digrafinda a dan S ye bir yiirliylis vardir 6yle ki yiirtiyiis
tizerindeki antiton elemanlarin sayisi tek bir sayidir. Eger a = f ise agik¢a a = § =
y € U olur, diger durumda ise D, digrafinda a dan £ ya bir yiiriiyiis vardir. Bu
yiiriiyiisteki elemanlarin ardisik ¢arpimi & olsun, bu durumda dolayisiyla kp(&) =
kp(a) = kp(y) ve Im(§) =Im(B) =Im(y) olur. Ayrica yiriyiis tizerindeki
antiton elemanlarin sayisi tek say1 oldugu i¢in & € R(D;) olur. Sonug olarak y =
& e(U)ve R(Dy) < (U) olur.

Lemma 2422 2<r<n-1igin m=n—r+1 ve [,.., I, kimeleri r
kardinalitesine sahip olan X, nin tiim konveks alt kiimeleri olsun. O zaman
ORCT,, de ay, ..., ay, € Dy vardir dyle ki

(i) Eger 1 < i #j <mise kp(a;) # kp(a;)

(i) Her bir 1 < i < m igin kp(a;44) in temsil kiimesi Im(a;) = I; (me1 = @)
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olur (Bugay, 2020).
Ispat. Lemma 2.4.1.2 deki gibi kanitlanabilir.

2<r<n—-1 i¢in m=n—r+1 ve I;...,I, kimeleri r
kardinalitesine sahip olan X, nin tiim konveks alt kiimeleri olsun ve t = (Z : i)
olmak iizere D; smifindaki tim Green R* siniflar1 R], ..., R olsun. Lemma 2.4.2.2

den ORCT,,, idealinde 6yle ay, ..., @, € Dy vardir ve

(i) Egerl<i=#j<misekp(a;) # kp(a;)
(i) Herbirl <i < migin kp(a;;q) in temsil kiimesi Im(a;) = I;
(@ms1 = 1)

olur.

Genelligi kaybetmeden a; antiton daralma doniisimii ve 2 <i<m i¢in «;
elemanini izoton daralma doniisiimii olarak segebiliriz. Ayirca 1 < i < m igin
a; € R; ve her bir 1 <j <t—m igin R;,,; denklik smifindan rastgele a,,,;
izoton daralma doniisimii alalim. U = {aq, ..., @m,, Cme1, -, e} OlSun. Bu

durumda Dy digrafinda
a1_>"‘_>am_)a1

olacak sekilde bir devir vardir. Ayrica her bir 1<j<t—mi¢cin 1 <d; <m
vardir dyle ki Im(a:m+j) = Im(aq)) olur. Eger 1 < d; < m — 1 ise Dy digrafinda
Am+j = U1 bigiminde bir yiiriiyiis vardir ve d; = m ise Dy digrafinda a,,; —
a; bigiminde bir yiirliyiis vardir. Béylece X,, in r tane altkiimesinden olusan her
bir konveks sirali P pargalanisi ve X,, in kardinalitesi r olan her bir konveks A alt
kiimesi i¢in kp(a;) = P olacak sekilde sadece bir tane a; € U ve im(a;) = A

olacak sekilde a; € {ay, ..., @y, } vardir. Boylece Teorem 2.4.2.1 in ilk iki kosulu

da saglanir. Son kosul i¢in 3 farkli durum vardir.
1. durum: @ = a; = a; ise a; € R(D;) oldugundan sonug agiktir.

2. durum: a = a; # a4 ise
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A 2 QA 22 DA A 2 q
olacak sekilde bir yiiriiylis vardir ve bu elemanlardan sadece bir tanesi antiton

elemandir. Bundan dolay1 Teorem 2.4.2.1 in {i¢ilincii kosulu saglanir.

3. durum: ay # a; ise p = 0 olmak lizere bir p sayis1 vardir ve fB,...,B, €

U\{ay, a; } vardir ve a;, dan a; ye en kisa yliriiyiis

T
olur. Eger a; € {ay, B1, ..., Bp, @} ise bu durumda Teorem 2.4.2.1 in figlinci

kosulu da saglanir. Eger a; € {ay, f1, ..., Bp, @} ise bu durumda

A > P12 Pp 2> 2 DAy DA D DA DA
ylriiyiisii mevcut olup bundan dolay1 Teorem 2.4.2.1 in iigiincii kosulu da saglanir.
Sonug olarak Teorem 2.4.2.1 den U kiimesi ORCT,, ;- idealinin bir doguray kiimesidir

ve boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

n ; r=1
Teorem 2.4.2.2. rank(ORCT,,,) = (n = 1)
r—1
(Bugay, 2020).

2.4.3. ODCT,, monoidinin ranki

0DC,, yapist ODCT,, = OCT,, N D,, olarak tanimlanir ve ODCT, yapis1 bir
monoidi olur. Bu bélimde minimal bir ODCT,, monoidi i¢in doguray kiimesinin
bulunmasi ve ODCT,, nin monoid rankinin hesaplanmasi ile ilgili bilgiler verilmistir.
ODCT; = {G)} olup bir monoid olarak bos kiime tarafindan doguruldugu agiktir ve
ODCT, = {(11 21), (11 22)} olup bu monoid (11 21 elemani tarafindan monoid olarak
tretili. n >3 ve 1 <r <n i¢in F. = {a € ODCT,: |Im(a)| = r} olsun. Burada
F,={e= 1 22 Z)} olur ve € eleman1 ODCT,, monoidinin birim elemanidir.

Lemma 2.431. n>3olsun. a €F,. ise 1<r<n-2 i¢in a €< F,,q4 > olur
(Toker, 2021).

Ispat. n > 3 olmak iizere 1 < r < n — 2 icin a € F. olsun. Bu durumda,
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bi¢imindedir ve 1 < i < r i¢in |4;| = 2 olacak sekilde en az bir i eleman1 vardir. x;

A; nin maksimum elemant olsun. § elemanini ise i > 1 igin
B = (Al v A AN} ) A o 4 )
1 .. i-1 i i+i i+2 .. r+1
vei = 1i¢in
g = (Al\{xl} {xi} 4 .. A )
1 2 3 .. r+1
olarak tanimlayalim. Bu durumda S € F,,; olur. y eclemanin1 ise

(; 1<j<i
. _{i; j=i+1
V=9 -1 i+2<j<r+1

r+1; j>r+1
olarak tanimlayalim. A¢ik¢a y € F,,,ve @ = By olur, béylece a €< F,,; > olur.

Sonu¢ 24.3.1.1<r <n-—2i¢inF. €< F,,, > olur (Toker, 2021).

Sonug¢ 2.4.3.2. F, yalnizca ODCT,, nin birim elemanina sahip bir kiime oldugundan
n = 3 i¢in < F,,_; >= ODCT, olur (Toker, 2021).

Sonug 2.4.3.3.1 < r < nigin |F| = (*;) olur (Adeshola ve Umar, 2018).

Sonu¢ 2.4.3.4. |F,_1| =n—1 oldugundan n € Z* igin rank,,(ODCT,) <n-—1
olur (Toker, 2021).

Sonu¢ 2.4.3.5.n > 1 i¢in |0DCT,| = 2™ olur (Adeshola ve Umar, 2018).
Teorem 2.4.3.1. n € Z* i¢in rank,,,(ODCT,)) = n — 1 olur (Toker, 2021).
Ispatt. n=1 ve n=2 icin sonu¢ agiktirn >3 igin Sonu¢ 2.4.3.5 ten

rank,,(ODCT,) <n—1olur.1 <r <n-—1igin

ODCT(nyy = {a@ € ODCTy: |Im(a)| < 7}
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olarak tanimlayalim, ODCT -y yapisinin ODCT;, nin ideali oldugu agiktir. Boylece
ODCT -2y yapist da ODCT, nin bir idealidir. Ayrica, F,,_; de n — 1 tane farkli
¢ekirdek simifi vardir ve F, ={€} oldugundan rank,,(ODCT,) =n—1 olur.
Boylece n € Z* i¢in rank,,(0ODCT,,)) = n — 1 olur.
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3.MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu tez hazirlanirken gerekli literatiir taramasi yapilmis olup ilgili kitap, makale
ve tez caligmalar1 incelenmistir. Konu ile alakali ¢alismalar ayrintili bir sekilde

incelenmistir.

3.2. Yontem

Bu calismada sonlu zincir lizerindeki tam daralma doniisiimlerinin bazi alt

yarigruplarinin cebirsel 6zellikleri incelenmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. ODCT ,, - Idealinin Ranki

X, Uzerindeki tim siray1 koruyan ve sira azaltan daralma doniisiimleri
ODCT,, ile gosterilir, bu cebirsel yap1 bir monoid ve ODCT,, = CT,, N C,, dir. Ayrica
n € Z* i¢in rank,,,(ODCT,) = n — 1 olur (Toker, 2021). 1 < r < n — 1 i¢in goriintii
kiimesindeki eleman sayisi r ye esit veya r den daha az olacak sekilde tiim
doniisiimlerin kiimesi ODCT, nin bir idealidir ve bu ideal ODCT,,,y ile gosterilir.
Boylece ODCT(y, bir yangruptur. Bu galismada 1 <r <n—1li¢in ODCT(,,
yarigrubunun rankini arastirdik. Tanimlardan ODCT ) = {a € ODCT,: |im(a)| <
ryolur. 1 < k < rigin F, = {a € ODCT () |[Im(a)| = k} olarak tamimlayalim. n €
Z*  igin ODCTg,ny = ODCT, olur ayrica rank,(0ODCT,) =n—1 oldugu
bilinmektedir (Toker, 2021). Bundan dolayr bu bolimde 1<r<n-—1 igin
ODCTy,,r yapisinin yarigrup ranki aragtirilmigtir.

Lemmad.ll. n>3vel<r<n-—1olsun.1 <k <r —1olmakiizere a € Fy ise

a €< Fj .4 > olur (Giindogan ve Toker, 2021).

Ispatt n>3 ve 1 <r <n—1 olsun. Ayrica, 1 <k <r — 1 olmak iizere a € F,
olsun. Bu durumda

«=(T 7 %)

bi¢iminde olur ve 1 < i < rigin |4;| = 2 olacak sekilde en az bir i eleman1 vardir. x;
A; kiimesinin maksimum elemant olsun. i > 1 i¢in § elemanin1
B = (A1 v A ANIGY ) A . Ag )

1 ... i-=-1 i i+i i+2 .. k+1
i = 1icin B elemanini

ﬁ:(l‘h\{xﬂ‘ {xi} Az .. A )

1 2 3 v k+1
olarak  tanimlayallm. Bu durumda [ € Fyy,0lur. ¥y elemam  ise
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J; 1<j<i
)G j=i+1
V=1-1; i+2<j<k+1

k+1; j>k+1

olarak tanimlayalim. O halde y € Fj,,; ve @« = Sy olup @ €< Fj,, > dir.
Sonu¢ 4.1.1. 1 < k < n — 2 i¢in F, €< Fj ;1 > olur (Glindogan ve Toker, 2021).

Sonu¢ 4.1.2. 1 <k < nigin |F| = (_;) olur (Adesholea ve Umar, 2018).

Teorem 412, n>2 ve 1<r<n-—1 igin rank(0DCTy,) = (7] olur

(Giindogan ve Toker, 2021).

Ispat.n = 2 ise rank(ODCT ;1)) = 1 olduguagiktir.n =3ve 1l <r < n — 1olsun.
Sonug 4.1.1 ve Sonug 4.1.2 den rank (ODCT ¢, ) < (Trl:i olur. Ayrica,1 <r <n-—
Ligin ODCTgr—1y yapist ODCT(n,y Nin bir idealidir ve F. de (7})tane farkl
cekirdek smift  vardir. Bundan dolay1 n>3 ve 1<r<n-1 igin
rank(ODCTg,y) = (B7]) olur. Bdylece, n=2 ve 1<r<n-—1 ign

rank(0DCT ) = (777) sonucuna ulastlir.
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda daralma doniistimlerinin ranklari ile ilgili bilgiler verilmis

olup,n =2ve 1l <r <n-—1igin ODCT,, idealinin ranki hesaplanmistir.

5.2. Oneriler

n=3 icin ODCT, yapisinin monoid takdiminin
(ay, a,, ...,an_1|al-an_1 =q(l<isn-1),qq=agq,(1<i<j<n-— 2))
oldugu bilinmektedir (Toker, 2021). Ancak heniiz OCT,, ORCT, yarigruplarinin
takdimleri bulunmamistir, eger bu takdimler bulunursa doniisiim yarigruplarinin

daralma dontistimleri sinifi ile ilgili calismalara katki saglayacaktir.

32



KAYNAKLAR

ADESHOLA, A.D. and UMAR, A., 2018. Results for certain semigroups of order-
preserving full contraction mappings of a finite chain, Journal of Combinatorial
Mathematics and Combinatorial Computing, 106, 37-49.

BUGAY, L., 2020. On the ranks of certain ideals of monotone contractions, Hacettepe
Journal of Mathematics & Statistics, 49, 6, 1988-1996.

GANYUSHKIN, O. and VOLODYMYR, M., 2009. Classical Finite
Transformation Semigroups: An Introduction, Springer, London, England,
314p.

GARBA, G.U., IBRAHIM, M.J. and IMAM, A.T., 2017. On certain semigroups of
full contraction maps of a finite chain, Turkish Journal of Mathematics, 41, 3,
500-507.

GARBA, G.U.,1994. On the idempotent ranks of certain semigroups of order-
preserving transformations, Port. Math. 51, 185-204.

GOMES, G.M.S. and HOWIE, J.M., 1987. On the ranks of certain finite semigroups
of, transformations, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 101, 3, 395-403.

GOMES, G.M.S. and HOWIE, J.M., 1992. On the ranks of certain semigroups of
order-preserving transformations, Semigroup Forum, 45 (3), 272-282.
GUNDOGAN, O. and TOKER, K., The rank of ideals of order-preserving and
order-decreasing full contraction mappings. 7. International Gap
Mathematics-Engineering-Science and Health  Sciences  Congress

Proceedings Book, 4-7.

HOWIE, J.M., 1995. Fundamentals of Semigroup Theory, Oxford University Press,
New York, USA, 351p.

TOKER, K. and AYIK, H., 2018. On the rank of transformation semigroup T, m),
Turkish Journal of Mathematics, 42, 4, 1970-1977.

TOKER, K., 2020. Ranks of some subsemigroups of full contraction mappings on
a finite chain, Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 22(2),403-
414,

TOKER,K., 2021. The monoid rank and monoid presentation of order-preserving and
order-decresing full contraction mappings, Mathematical Sciences and
Applications E-Notes, 9(4), 170-175.

WILSON, R.J. and WATKINS, J.J., 1990. Graphs, An Introductory Approach, A
First Course inDiscrete Mathematics, Jon Wiley & Sons Inc., Toronto, 340p.

33



