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OZET

URYSOHN-TIPI LINEER OLMAYAN INTEGRAL
OPERATORLER AILESININ NOKTASAL YAKINSAKLIGI
KAYABASI, Davut
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Sevgi ESEN ALMALI
Temmuz 2022, 64 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ilk boliim, tezin girisine ayrilmis olup bu
boliimde, Yaklasimlar Teoerisi’nin baslangicindan giiniimiize kadar olan gelisim
siirecine genel bir bakista bulunulmus; bu teorinin belli baghh c¢alismalarina
deginilmis ve tezimizin asil konusu olan lincer olmayan integral operatorlerle
yaklasimdan bahsedilmistir. Bu tezin amacina ve ¢alismada referans alinan
kaynaklara iliskin 6zete yine birinci boliimde yer verilmistir.

Ikinci boliimde, ¢alismada ihtiyag duyulacak temel tanim, teoerem ve lemmalar
verilmis ve Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesi ve gekirdegi
tanitilmagtir.

Ucgiincii béliimde, Sevgi ESEN ALMALI’nin “On pointwise convergence of the
family of Urysohn-type integral operators” isimli ¢alismasindaki yakinsaklik
problemleri detayli bir sekilde ele alinmis ve devaminda Urysohn-tipi lineer olmayan
integral operatdrler ailesinin Ly-uzaymndaki yakinsakligi ile ilgili bazi orijinal
sonuclar verilmistir.

Dordiincii boliimde, tezde elde edilen bulgular tartisilmis, besinci boliim ise sonug ve
Onerilere ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Urysohn-tipi integral operatorler, Hammerstein integralleri, p-
Lebesgue noktasinda yakinsaklik, Taylor serisi.



ABSTRACT

POINTWISE CONVERGENCE OF THE FAMILY OF NONLINEAR
INTEGRAL OPERATORS OF THE URYSOHN-TYPE
KAYABASI, Davut
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sevgi ESEN ALMALLI
July 2022, 64 Pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
of the thesis, and in this chapter, an overview of the development process of the
Theory of Approximation from the beginning to the present is given; the basic
studies of this theory are mentioned and some explanations are made about the
approximation with nonlinear integral operators, which is the main subject of our
thesis. The purpose of this thesis and the summary of the sources in the study are also
included in the first chapter.

In the second chapter, the basic definitions, theorems and lemmas that will be needed
in the study are given and the family and kernel of Urysohn-type nonlinear integral
operators are introduced.

In the third chapter, convergence problems in Sevgi ESEN ALMALI's study titled
“On pointwise convergence of the family of Urysohn-type integral operators” are
examined in detail and then some original results are given about the convergence of
the family of Urysohn-type nonlinear integral operators in L,,.

While the findings obtained in the thesis are discussed in the fourth section, the fifth
section is devoted to conclusions and recommendations.

Key Words: Urysohn-type integral operators, Hammerstein integrals, Convergence
at the p-Lebesgue point, Taylor series.
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1. GIRIS

Gergek hayattan bilimsel bir problemi matematiksel modeller ve formiiller
kullanmadan anlamak ve ¢Ozliime kavusturmak neredeyse imkansizdir. Bir¢ok
matematik¢i ve bilim insani, benzer matematiksel yaklagimlarla matematikte,
miithendislik bilimlerinde, temel bilimlerde ve diger alanlardaki pek ¢ok probleme
151k tutmuglar, bu problemlerin gelisen ¢agin sartlarina ve ihtiyaglarima uygun daha
kullanigli ¢oziimleri i¢in calismiglardir. 19. yiizyilin sonlarindan baglayarak
giiniimiize kadar devam eden bu ¢alismalarin neticesinde matematik diinyasi i¢in ¢ok
Oonemli bir yere sahip olan Yaklasimlar Teorisi’nin kurulmasi saglanmstir.
Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, sinyal ve goriintii isleme, ses tanima, veri
gosterimi gibi birgok farkli konuda karsilasilan problemlerin ¢éziimiinde etkin olarak
kullanilmast Yaklasimlar Teorisi’nin 6nemini giinden giine artirmistir. Etkinligini
giiniimiizde de devam ettiren Yaklagimlar Teorisi’nin amaci; ele alinan temel
fonksiyonun, nitelikleri daha 1yi bilinen ve daha kolay hesaplanabilen fonksiyonlarin
limiti seklinde bir gosterimini elde etmek ve bu yaklasimin en iyi sekilde nasil

saglanacagini aragtirmaktir.

Yaklagimlar Teorisi’nin temelini, 1885 yilinda Alman matematik¢i K. Weierstrass
tarafindan ispatlanan teoremler olusturur. Weierstrass (1885), bu teoremler ile
“Kapali bir [a,b] araliginda tanimlanan siirekli her f fonksiyonuna bu aralikta
diizgiin yakinsayan cebirsel veya trigonometrik bir polinom dizisinin karsilik
geldigini” gdstermistir. Birgok matematik¢i, Weierstrass yaklasim teoremi olarak
bilinen bu teoremlerin daha kisa ve daha kullanish bir kaniti ig¢in ¢aligmustir.
Weierstrass teoreminin agik ve etkili bir ispatt Rus matematik¢i Bernstein (1912)
tarafindan verilmistir. Bernstein bu ispati, binom dagilimini kullanarak elde ettigi ve

Bernstein Polinomlar: ad1 verilen

B, (f;x) = zn:f (g) (Z) (1—x)"k,  xe[01], neN
k=0

seklinde bir lineer pozitif yaklagim operatorii tanimlayarak yapmustir.

1



Yaklagimlar Teorisi’ne ¢ok biiyiik katkilar sunan Bernstein operatoriiniin 6nemi
1950°1i yillara kadar pek anlasilamamustir. 1952 yilina gelindiginde Bohman (1952),
Bernstein polinomlarindan yola c¢ikarak toplam bi¢imindeki lineer pozitif
operatorlerin [0,1] araliginda siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi i¢in
yalnizca ti¢ kosulu saglamasi gerektigini ifade ve ispat etmistir. Korovkin (1953) ise,
Bohman’in bu teoremini integral tipli operatorler i¢in ispatlamis ve teoriyi
genellestirerek Bohman’in  kosullarinin  bu genel halde de gecerli oldugunu
gostermistir. Literatiire “Korovkin Teoeremi” adiyla ge¢gmis olan bu teorem; kapali
sonlu aralikta tanimlanan siirekli fonksiyonlarin lineer pozitif operatorler ile
yaklastirilabilecegini ifade eder (Haciyev vd., 2002). Yaklasimlar Teorisi’ne yeni bir
boyut kazandiran Korovkin teoremi sayesinde, daha kullanish operatorler dizisi elde
etmek i¢in Baskakov operatorii, Meyer-Konig-Zeller operatorii ve Bleimann-Butzer-
Hahn operatorii gibi ¢cok sayida yeni lineer pozitif operatdr tanimlanmis ve bunlarin

yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Lineer pozitif operatdrlerin olusturulmasi ve 6zelliklerinin ¢alisilmasi lineer olmayan
operatorlere gore daha kolay oldugundan ve genelde fonksiyonlar1 yaklastiran en
basit yapilar lineer pozitif operatdrler yardimiyla tanimlanabildiginden
(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995), lineer pozitif operatorler ile ilgili ¢aligmalar
1950’11 yillardan itibaren yaklasim teorisinde ¢ok Oonemli bir yere sahip olmustur.
Literatiirde oldukg¢a genis bir yer tutan bu ¢alismalarin odaginda, daha iyi ve daha
uygun bir yaklasimda bulunma istegi yatar. Bu maksatla bircok matematik¢i ve
aragtirmact tanimlanan operatorlerin bazi modifikasyonlarin1 ele almiglar ve

yaklasim problemini ¢esitli fonksiyon uzaylarina tasimislardir.

Bir yaklasim problemi integrallenebilir fonksiyonlar uzaymda ele alindiginda, bu
uzayin bir fonksiyonuna bir integral operatorler dizisi (ailesi) ile yaklasimda
bulunmanin daha uygun oldugu gériilmiistiir (Ozalp Giiller, 2019). Bir lineer integral
operatorler ailesi; bos olmayan bir A indis kiimesi ve her A € A reel sayisi igin

K; (t, x) gekirdek ailesi géz 6niine alindiginda,

Ly(fix) = ff(t)zg(t,x)dt, xe€D, €A
D



formunda verilebilir. Bu tiirden integral operatorler iizerine yapilan galismalara
Faddeev (1936), Tandori (1954), Taberski (1962), Mamedov (1963), Gadjiev (1963,
1968), Sikkema (1983) ve Esen (2002) 6rnek gosterilebilir.

Yaklagimlar Teorisi’nin gelismesine katki saglayan bir bagka calisma konusu da
lineer olmayan operatorlerle yaklasimdir. Yaklasimlar Teorisi’ndeki ¢calismalar lineer
operatorler etrafinda yogunlagmis olsa da arastirmacilar zaman zaman lineer olmayan
operatorlerle ilgili dikkat ¢ceken galismalar ortaya koymuslar, son zamanlarda ise bu
konuyla ilgili calismalara hiz kazandirmislardir. Ciinkii bazi durumlarda sinyalleri ve
goriintiileri (fonksiyonlar1) yeniden olusturmak i¢in lineer olmayan bir siireg
kullanmak gerekir. Bu ise problemin ¢6ziimii i¢in lineer olmayan yaklasimi 6zellikle
de lineer olmayan integral operatorlerin yaklasimimni Onemli hale getirmistir
(Costarelli ve Vinti, 2013). S6z konusu ¢alismalardan bazilar1 Vainberg (1953),
Gadjiev (1966), Musielak (1983), Swiderski ve Wachnicki (2000), Bardaro ve Vinti
(2002), Bardaro, Musielak ve Vinti (2003), Karsli ve Gupta (2008), Karsli (2008,
2013), Bardaro, Vinti ve Karsli (2011), Esen Almali ve Gadjiev (2016), Esen Almali
(2017), Anar (2019), Ozalp Giiller ve Uysal (2020) ve Ozalp Giiller (2021) olarak

siralanabilir.

Lineer olmayan integral operatorlerle ilgili yakin zamanli ¢alismalardan biri yine
Esen Almali (2019) tarafindan verilmistir. Bu tez ic¢in bize esin kaynagi olan

calismasinda Esen Almali, K; (x, t, u) ¢ekirdegi ile

Ly(u,x) = jl(l(x, t,u(t))de

R

seklinde tanimlanan Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesinin genel
bir formunu ele almigtir. Esen Almali bu ¢alismasinda, ele alinan operatoriin Taylor
seri agilimina bagh gosterimi kullanmis ve K, ¢ekirdek fonksiyonunun bazi satlari
saglamas1 kosuluyla, L;(R)’deki bir fonksiyonun Lebesgue noktalarinda bu

operatdriin noktasal yakinsakligi ile ilgili teoremler ve ispatlarini vermistir.

Bu tez ¢aligmasinda ise, Esen Almali’nin s6z konusu ¢alismasi detayli bir sekilde ele
alinmis ve buradan hareketle, Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler
ailesinin, L, (R)-uzayindaki bir fonksiyonun p-Lebesgue noktasindaki yakinsaklig

tarafimizdan incelenmis ve bazi orijinal sonuglar elde edilmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin ortaya ¢ikisina kaynaklik eden temel referansimiz, Sevgi Esen Almali’nin
2019 yilinda verdigi “On Pointwise Convergence of the Family of Urysohn-Type
Integral Operators” isimli makalesidir. Bu ¢alismadan yola ¢ikilarak Urysohn-tipi
lineer olmayan integral operatorler ailesinin, L; Ve L, uzaylarindaki smirli bir
fonksiyon i¢in, sirasiyla Lebesgue ve p-Lebesgue noktasindaki yakinsakligi

incelenmistir.

Calismanin materyal ve yontem boliimiinde verilen tanim, teorem ve lemmalar i¢in
Natanson (1964)’un “Theory of Functions of a Real Veriable”, Mamedov (1967)’un
“Fonksiyonlarin Lineer Operatorlerle Yaklasmasi”, Rudin (1987)’in “Real and
Complex Analysis”, Hacisalihoglu ve Haciyev (1995)’in “Lineer Pozitif Operator
Dizilerinin Yakinsaklig1”, Balct (1999, 2009)’nin “Matematik Analiz 17 ve
“Matematik Analiz II”, Ozer ve Eser (2000)’in “Diferansiyel Denklemler (Teori ve
Uygulamalar)”, Bayraktar (2017)’1n “Fonksiyonel Analiz” ve Shalit (2017)’in “A
First Course in Functional Analysis” adli kitaplarindan yararlanilmistir. Burada
deginmedigimiz ancak yararlandigimiz diger kitap ve makaleler kaynaklar baslig

altinda siralanmustir.

Calismanin diger boliimlerinde yapilan agiklamalar ve ihtiya¢ duyulan bilgiler igin,
Esen (2002) ve Ozalp Giiller (2019)’in doktora tezlerine basvurulmustur. Ayrica,
Haciyev vd. (2002)’nin “Toplam Bi¢imindeki Dogrusal Operatorler Ailesinin
Yaklagim Ozellikleri” isimli Bilimsel Arastirma Projesi Kesin Raporu ¢alismamizda

yararlandigimiz kaynaklar arasinda yer almaktadir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu ¢alismada amacimiz; Esen Almali (2019) makalesinde incelenen

Ly(u,x) = fK,‘l(x, t,u(t))dt

R

formundaki Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesinin, L;(R)-
uzayindaki noktasal yakinsakligi ile ilgili olan teoremlerin ispatin1 ayrintili olarak

yapmak ve buradan hareketle ayni ailenin yakisakligini, L, (R)-uzaymna genisleterek



incelemektir. Bu genisletme tarafimizdan yapilmis olup makale olarak da
yayinlanmigtir. Burada A, bir yi1gilma noktasi olup say1 kiimesinde degisen pozitif bir

parametredir ve R reel ekseni gostermektedir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Calismanin bu bolimiinde, ilk olarak bilinen bazi tanim, teorem ve lemmalar
verilecek, ardindan da Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesi ve

cekirdegi tanitilacaktir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1.1. (Lineer Uzay)

X bos olmayan bir kiime ve F, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Eger,
+:X XX - X (toplama)

ve

o:FX X - X (skalerle carpma)
seklinde tanimlanan islemler icin asagidaki sartlar saglaniyorsa, X’e [F iizerinde bir
lineer uzay (vektor uzayi) denir.
(i) X, + islemine gore degismeli gruptur. Yani, her a,b € F ve x,y,z € X igin;
(Al) x +y € X dir,
(A2) x + y =y + x dir,
A (x+y)+z=x+ (y+2)dir,
(A4) x + 0 = x olacak sekilde bir 8 € X vardir,
(A5) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardur.
(if) a,b € F ve x,y € X olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
(B1) a » x € X dir,
(B2)ae(x+y)=aex+aeydir,

(B3) (a+b)ex =aex+bexdir,



(B4) (aeb)ex =ae(bex)dir,

(B5) 1 e x = x dir.
Eger F = R ise X ¢ reel lineer uzay, F = C ise X e kompleks lineer uzay adi verilir
(Bayraktar, 2017).
Tamm 2.1.2. (Operator)

X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X uzayindan alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y uzayindaki bir g fonksiyonunu karsilik getiren bir L kurali varsa, bu

L kuralia X uzayi iizerinde bir operatordiir denir ve bu operator igin,

g(x) = L(f;x)

gosterimi kullanilir.

L operatorii L: X — Y bi¢ciminde tanimlandigindan X uzayina L operatoriiniin tanim
bolgesi denir ve X = D(L) ile gosterilir. L(f; x) = g(x) fonksiyonlarinin kiimesine
ise L operatoriiniin deger kiimesi denir ve bu da R(L) ile gosterilir (Hacisalihoglu ve
Haciyev, 1995).

Tamm 2.1.3. (Lineer Operator)

X bir lineer uzay1 olsun. f ve g fonksiyonlar1 X uzayinin herhangi iki fonksiyonu ve

a ile b de keyfi iki reel say1 olmak tizere L operatdrii;
L(af + bg; x) = aL(f;x) + bL(g; x)

kosulunu gergekliyor ise, bu durumda L operatoriine lineer operator denir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995).

Tamm 2.1.4. (L,(D) Uzayn)

D kiimesi, R’nin sonlu veya sonsuz bir alt araligi1 ve f fonksiyonu da bu kiime

tizerinde taniml1 Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

flf(t)lpdt <o, 1<p<o
D

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayina L, (D) uzay1 denir (Stein ve Weiss, 1971).



Yani L, (D) uzaymin elemanlar1 olan dlgiilebilir f fonksiyonlarinin modiilleri, p-inci

mertebeden Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlardir (Hacisalihoglu ve
Haciyev, 1995).

Tamm 2.1.5. (L,(D) Uzayinda Norm)
1 < p < o olmak iizere L, (D) uzayinda norm,

1

”f”Lp(D) = (J|f(t)|pdt> < 00

olarak tanimlanir (Stein ve Weiss, 1971).

Ormegin; p = 1 ve D = Ri¢in
[1rc@nae = 1fll,e
R

olur.

Tamm 2.1.6. (Lebesgue Noktasi)

D c R olmak tizere f fonksiyonu, D kiimesi tlizerinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olsun. Bu durumda,

x0+h

1
lim > f F(O) = FG)ldt =0,  h>0

esitligini saglayan x, € D noktasina, f fonksiyonun Lebesgue noktasi denir
(Natanson, 1940).

Bu tanimda h yerine —h alinirsa, f fonksiyonunun x, Lebesgue noktasi i¢in,

Xo

1

lim f F(O) = fGe)ldE =0, h>0
xXo—h

0

esitliginin saglandig goriiliir.



Tamm 2.1.7. (p-Lebesgue Noktasi)

1<p<oovef € L,(R) olmak iizere,

1
x0+h D

lim 1f lf(t) — f(xo)IPdt | =0, h>0

h—-0
X0

esitligini saglayan x, noktasina, f fonksiyonunun p-Lebesgue noktasi denir
(Mamedov, 1967).

Tamm 2.1.8. (Taylor Serisi)

Bir f fonksiyonu, x, noktasini igeren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda,

2, £k
Z f (xO) (X _ Xo)k

k!
k=0

serisine, x, noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi denir (Balci,
2009).

Her mertebeden tiirevlenebilen bir f fonksiyonu i¢in kalan terimli Taylor formiili,

= k)
Foo =Y 0 et 00

k!
k=0

bi¢imindedir. Burada n — oo i¢in limit alindiginda, Taylor serisinin f(x) degerine

yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart lim K, (x) = 0 olmasidir (Balci, 2009).
n—->oo

Tamm 2.1.9. (Analitik Fonksiyon)

Bir f(x) fonksiyonu, eger x = x, noktasinda

(x — x)k +

(F) ' (r)
Zf (0) )k=f(x0)+f(1)!60)( %) + - +f k(. Xo)

seklinde Taylor serisine agilabiliyor ve x4 noktasini iceren bir a¢ik araliktaki biitiin x
degerleri igin bu Taylor agilimi f(x) fonksiyonuna yakinsak ise, f(x) fonksiyonuna
analitik fonksiyon denir (Ozer ve Eser, 2000).
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Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi)

Her a,b € R icin
|lal = |bl| < la + b| < |a| + |b],
esitsizlikleri gerceklenir (Balci, 1999).

Teorem 2.1.2. (Hélder’in integral Esitsizligi)

p Ve q iki pozitif reel say1 ve p’nin eslenik sayisi q, yani 1 < p, q < oo olmak iizere

%+ é = 1 olsun. Budurumda f € L,(R) ve g € Ly(R) igin,

j F(Dg(Oldt < ( j If(t)l”dt> ( j |g(t)|th>
R R R

veya
If-gllL,w < Iflle,w-gll,m)
esitsizligine Holder esitsizligi denir (Shalit, 2017).

Teorem 2.1.3. (Holder’in Sonsuz Seriler Esitsizligi)

p Ve q iki pozitif reel say1 ve p’nin eslenik sayist g olsun, yani 1 < p, q < oo olmak

. 1 1 .. PR
tizere - + pha 1 olsun. Bu durumda sonlu veya sonsuz (a,,) ve (B,) dizileri igin,

S = (S (S

n=1 n=1
esitsizligine Holder Esitsizligi denir (Shalit, 2017).

Lemma 2.1.1.

a ve b iki pozitif reel say1 olsun. Bu durumda, 1 < p < oo olmak iizere
(a + b)? < 2P(aP + bP)

esitsizligi saglanir (Rudin, 1987).
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Teorem 2.1.4.

f fonksiyonu, [a,b] € R fizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda,

F(x) = ff(t)dt, x € [a, b]

seklinde tanimlanan F (x) fonksiyonunun tiirevi [a, b] araligi tizerinde hemen hemen

her yerde f(x) fonksiyonuna esittir (Natanson, 1964).

Tamm 2.1.10. (Stieltjes Integrali)

f ve g fonksiyonlari, [a, b] aralig1 lizerinde tanimli, sinirh ve reel degerli foksiyonlar

olsun ve [a, b] araliginin bir P par¢alanmasi
Aa=xy <X << Xp1<Xp,=0b

olarak verilsin. k = 1,2, ...,n ve &, € [x;_1, x;] olmak tizere

S(F.9.P) = ) FE190a) — 90
k=1

seklinde olusturulan S(f, g, P) toplami, & noktalarinin se¢iminden ve P pargalanma

metodundan bagimsiz olarak ||P|| — 0 i¢in sonlu bir I degerine yakinsiyorsa, yani

n

> FEN90) - 9G] =1

k=1

lim S(f,g,P)= li
IIPIIIIEO (f.9.P) IIPIIIrEO

oluyorsa, bu I degerine f fonksiyonunun g fonksiyonuna gore Stieltjes integrali

denir ve

b b
) f F()dg(x) veya f fF()dg(x)

ile gosterilir (Natanson, 1964).

Bu tanimda g(x) = x alinirsa Stieltjes integralinin, 6zel bir hali olan Riemann

integraline doniistiigli gortiliir.
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Teorem 2.1.5.

f fonksiyonu, [a, b] € R aralig1 iizerinde Lebesgue integrallenebilir olsun. Eger G

fonksiyonu, [a, b] aralig1 tizerinde tanimli bir g fonksiyonunun belirsiz integrali ise,

b b
uyfﬂmg@wx=cgff@mcu)

esitligi saglanir (Hobson, 1921).

Tamm 2.1.11. (Majorant & Minorant)
X c R olmak fizere;

(i) Her x € X i¢in x < a olacak sekilde bir a € R sayis1 varsa X kiimesi istten

siirlidir denir Ve a sayisina ise bu kiimenin bir iist sinir1 (majoranti) ad1 verilir.

(if) Her x € X i¢in a < x olacak sekilde bir a € R sayist varsa X kiimesi alttan
sinirhidir denir ve a sayisina ise bu kiimenin bir alt sinir1 (minorant1) adi verilir

(Zorich, 2004).

2.2. Urysohn-Tipi Lineer Olmayan Integral Operatorler Ailesi ve
Cekirdegi

Bu tezde, lineer operatorii kapsayan Urysohn operatoriiniin noktasal yakinsaklik
problemi, bu bashk altinda yapilan agiklamalar ve notasyonlar dogrultusunda ele

alinmistir. Bu yoniiyle bu kesim ¢alismamiz i¢in ayr1 bir 6neme sahiptir.

R reel ekseni gostermek iizere,

n@m=f@@mmmm 2.1)
R

integral operatorler ailesi, Ka(x, t,g(t)) cekirdegi ile gosterilen lineer olmayan
Ursyohn integral operatoriiniin genel bir formudur (Krasnoselsky, 1964). Burada 4,
bir yigilma noktast olup sayi kiimesinde degisen pozitif bir parametredir.

Ky(x,t, g(t)) gekirdek fonksiyonu g degiskenine gore bir tam analitik fonksiyondur.

12



Ky(x,t,g(®) = Hy(x, E(t, g (1))

olmasi durumunda (2.1) operatorii, lineer olmayan Hammerstein integral operatorler
ailesini verir (Hammerstein, 1930). Gadjiev (1966), bu ailenin 0’a yakinsadigini

gostermistir.

Ki(x,t,g(0) = gOW, (x, ) (2.2)

oldugunda ise (2.1) operatorii, yaklasim teorisinde bir¢ok uygulamaya sahip W; (x, t)
cekirdekli lineer integral operatorler ailesine doniisiir (Butzer ve Nessel, 1971).
Ayrica, yaklasim teorisinde lineer integral operatorlerin W) (x, t) ¢ekirdegi, x’in tiim

degerleri igin

/{im J Wylx, t)dt =1
R

esitligini saglamaktadir (Esen Almali, 2019). Bu 6zellik géz 6niinde bulundurularak
(2.2)’deki g(t) yerine herhangi bir g(x,) sabit degeri alinirsa,

){im ‘]‘Kl(x, t,g(xo))dt = ){im fg(xO)W,l(x, t)dt = g(x,)
R R

elde edilir.

Swiderski ve Wachnicki (2000), g* fonksiyonu t’den bagimsiz olmak {izere
%imfl{,l(x, t,g)dt=g
R

oldugunu gostermistir. Bu formiiller, K;(x,t,g) ¢ekirdegini ve bunun g = g(x,)
degerindeki kismi tiirevlerini igermektedir. Bu, g, = g(x,) notasyonu ile

gosterilecektir. Burada bir notasyon da K ¢ekirdegi i¢in olacaktir.

Eger K;(x,t, g) ¢ekirdegi, g degiskenin bir tam analitik fonksiyonu ise, bu ¢ekirdek

fonksiyonunun [g(t) — g(x,)] 1 kuvvetlerine gore Taylor agilimu,

GRS

g=9g(xq)

K(xt,g®) = Z

13



seklinde olur. Buradan itibaren,

0"K;(x,t, g)

K/’En) (XJ tr gO) = agn

g

g=9(xg)

notasyonu kullanilacaktir. Bu gosterime gore K; c¢ekirdegi

o 1
K t,9(0) = D — K (6,6, g9 (O) — gGro)l”
n=0

olarak yazilabilir.

14
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Esen Almali (2019)’nin verdigi teoremler, Urysohn-tipi lineer olmayan integral
operatorler ailesinin, L;(R) wuzayindaki sinirli bir fonksiyonun Lebesgue
noktasindaki yakinsakligi iizerinedir. Tezin bu bdliimiinde bu teoremlere yer
verilecek ve ispatlar1 ayrintili bir sekilde ele alinacaktir. Bu teoremlerin
incelenmesinden sonra bu calismay1 6zgiin kilan kesime gegilecek ve bu kesimde
ayni ailenin p-Lebesgue noktasindaki yakinsakligi ile ilgili teoremler verilerek ve

ispatlar1 elde edilecektir.

Bu bolimiin hemen baginda yer alan K;(x,t,g) ¢ekirdeginin sagladigi kosullara
burada dikkat cekiyoruz. Sonraki kesimlerde de kullanilacak olan bu kosullar
calismamiz i¢in biiyilkk 6nem arzetmektedir. S6z konusu kosullar1 Esen Almali

(2019) su sekide vermistir:

3.1. K;(x,t,g) Cekirdeginin Sagladigi Kosullar

(@) Ky(x,t,g) cekirdegi, her x,t € R sabitleri igin g degiskeninin bir tam analitik

fonksiyonudur. A > 0 bir parametre ve g,, t’den bagimsiz bir deger olmak tizere,
/{im fKA(x, t,go)dt = g,
R

esitligi saglanir.

(b) Herhangi bir x = x, sabit degeri igin K;n)

g (xo0, t, go) ifadesi t’ye gore, t < x,

oldugunda monoton artan ve t > x,, oldugunda ise monoton azalandir.
(©) K/{ZJ) (x,y,90), negatif olmayan ve herhangi x, y sabitleri igin,

K)E:;)(xﬁ )7; g()) S a(l), n = 1'2'

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. Burada A — o igin a(4) — 0’dur.
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(d) Herhangi birn = 1,2, ... ve y # x, i¢in

K)E:Lg)(xo'y' 9o) < K; 4(x0, ¥, 9o)

saglanir.

(€)

fK/I(Z)(xO,t, godt=a, , n=1.2,..
R

saglanir. Burada a,,, A’dan bagimsizdir fakat x,’a bagl olabilir.

(f) Herhangi bir § > 0 sabiti igin

lim f K,{,g(xo, t,go)dt =0

A—o00
[t—xo|26

saglanir.

(9) Herhangi bir y # x, igin
)ILI_)IE) K)t,g (XOJ 32 gO) =0
saglanir.

Uyar 3.1.1: (d) kosulu, (e)’deki (a,,) dizisinin smirl oldugunu gosterir.

Esen Almali (2019) ¢alismasinda, klasik Gauss-Weierstrass ¢ekirdegine dayanan ve
yukaridaki (a)-(g) kosullarin1 saglayan bir 6rnek olarak; g fonksiyonu L,(R)-

uzayinda sinirl1 bir fonksiyon olmak iizere,

A —A2(t-x)2 _
Kl(x, t,g(t)) = \/_E [e(e A%(t [g(®) 90]) + e_AZ(t_x)ng _1

cekirdegini ele almistir.

Simdi bu cekirdegin yukarida verilen kosullar1 sagladigini gosterelim. Oncelikle
belirtelim ki, Kﬂ(x, t, g(t))’nin t’den bagimsiz olan g = g(x,) noktasindaki kismi

tiirevleri sirasiyla;
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K3 4(x,t, g0) = o~ A2 (t-x)?

—212(t—x)2
el(tx)z

> =~

K/{.’g (x,t,90) =

A

—212(t—x)2
K00 = S0

olur. Kosullara gegtigimizde;

e (a) kosuluna gore,

A A2 ey
Kl(x, t,g(t)) = \/_Elie(e A%(t—x) [g(®) go]) + e_AZ(t_x)ng 1

cekirdegi igin
A _ .
lel(xl t;go)dt 12 = _gO f e (t x) dt
Vr
R R
yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki integralde once t —x =s sonra da As =z

doniisiimii yapilirsa

lel(xl t;go)dt = e_szZ
R

1
\/Eg()
R
olur. Buradan da, fRe‘ZZ dz = /m oldugu dikkate almirsa, 1 — oo igin
/{imjKA(x, t,go)dt = g,
R

elde edilir.

e (b) kosuluna gore,

VT eA?(t—xo)?n

[KA(Z) (%o, , go)]; =

17



olarak bulunur. Bu ifade, t < x, i¢in pozitif ve t > x, i¢in negatiftir. Dolayisiyla

KA(Z) (%0, t, o), t < x, igin monoton artan ve t > x,, i¢in ise monoton azalandir.

® (c) kosuluna gore,

2
KD (x,9, 90) = \/—Ee‘“’y"‘)z" >0

olacagindan K"

g (x,v, go) negatif olmayan fonksiyondur. Ayrica,

K9 (x,y,90) = \/_EMZO’—"‘)Z" <a(d)

kalir. Burada dikkat edilirse, A = oo i¢in a(4) — 0’dr.

o (d) kosuluna gore, herhangi birn = 1,2, ... ve y # x, i¢in 4 — oo iken

1 % 1 .
(=) = (o)
eA?(y—xo) eA?(y—xo)

olacagindan

A a2f N2 A 220 )2
Klg (oY, 90) = = e 0700 < 22 e O = K (30,7, 90)

esitsizligi saglanir.

® (e) kosuluna gore,

A
(n) _ —22(t—x¢)%n
fK (x,t,g)dt—f e o)t
A9 0 0
2 2 VTT

olur. Burada dnce t — x, = s sonra da Asyn = z doniisiimii yapilirsa
K G, 6, g0t = == a, , n =12
Y A,g 0, 'gO - \/ﬁ - Yn — 1,4, ...

elde edilir.
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o (f) kosuluna gore,

A
K/{,g(xO) t; go)dt = .[- —e_lz(t—xo)zdt
Vs

|t—x0|26 |t—x0|26
Xo—08 1)
A f 2 2 /1 2 2
—_— -2 (t—xo) d . f -2 (t—xo)
e t+ e dt
V1T VTT
—00 XO+6

yazilabilir. Kj ,(xo,t, go) sift fonksiyon oldugundan bu esitlik,

1 IS
K)],,g(x0; t, go)dt =2.— ] e—lz(t—xo)zdt
‘ VTT
|t_x0|26 x0+6

seklinde gosterilebilir. Burada t — x, = s ve As = z doniisiimleri sirastyla uygulanir

ve A = oo i¢in limit alinirsa,

8

e~ t’dt =0

elde edilir. Dolayisiyla

lim f Kig(XO, t, go)dt =0

A—00

|t—x0|26
olur.
® (g) kosuluna gore, y # x; i¢in

. / i A !
)nggoKl’g(xO'y’gO) = lim \/_Ee/lz(y——xo)z

A—o0
yazilir ve L’Hospital kurali uygulanirsa,
21_1—)nolo Kﬂl.,g (xo, Y, gO) =0

sonucuna ulagilir.

Dikkat edildiginde (c) kosulu gosterir ki, K; ¢ekirdeginin siirli bir g(x) fonksiyonu

icin Taylor serisi kesinlikle diizgiin yakinsaktir, dolayisiyla s6z konusu Taylor
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serisinin kalan terimi 0’a gider. Bu ise integral ile toplamin sirasinin degistirilmesine

imkan tanir. Boylece (2.3) ifadesinde her iki tarafin integrali alinirsa,

T,(g,x) = J.Kﬂ(x, t,g(t))dt

R
> 1
= 2 oy} f KA(Z)(X, t,90)[g(®) — g(xx)]"dt  (3.1)

n=0 R

yazilabilir. Elde edilen bu ifade, (2.1)’de gosterilen K,-L(x, t, g(t)) cekirdekli
Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorlerinin, uygun kosullar altinda Taylor

seri agilimina bagh gosterimidir.

Calismanin bu kismma kadar, Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatdrler
ailesinin noktasal yakinsakliginin incelenebilmesi icin agiklamalar yapilmig ve bazi
notasyonlar belirlenmistir. Ayrica, (2.1) formundaki Urysohn-tipi lineer olmayan
integral operatorler ailesinin, ¢alismamizda kullanacagimiz (3.1) gosterimi elde
edilmistir. S6z konusu operatoriin noktasal yakinsakligi ile ilgili problemler su andan

itibaren bunlarin 15181nda incelenecektir.

3.2. Urysohn-Tipi Lineer Olmayan Integral Operatorler Ailesinin
L;(R)-Uzayinda Noktasal Yakinsakhgi

Bu kesimde, Esen Almali (2019)’nin verdigi Urysohn-tipi lineer olmayan integral
operatorler ailesinin noktasal yakinsakligina iliskin teoremler incelenecek ve ispatlari

detayl1 bir sekilde ele alinacaktir.

Teorem 3.2.1.

g fonksiyonu, L, (R)’de siirli bir fonksiyon olmak tizere K;(x,t, g) cekirdegi (a)-

(g) kosullarini saglasin. Bu durumda, g fonksiyonun her bir x, Lebesgue noktasinda
,{l—r& T2(9,x0) = g(xo)

yaklagimi gergeklenir (Esen Almali, 2019).
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Ispat: (3.1) ifadesi,
SER n
Tig.0 = [ Kt gde+ Y — f K 0ot g0)lg () = g Gl
R n=1
seklinde ve burdan da
e n
Ti(g.%0) = [ KnCo,tg)de + Y — [ KD G, 6, 90)10(0) - g )]s
R n=1 R

olarak yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafindan g(x,) ¢ikarilir ve ardindan Teorem

2.1.1 ile gosterilen liggen esitsizligi uygulanirsa,

1T,(g,x0) — g(xo)| <

f K (x0,t, go)dt — g(x0)
R

o 1
+ X R[ 190 = gGDIKS (x 1, g0)de (32)

olur. Burada bu esitlige tekrar donecegimizi not ederek, ispatin bu asamasinda ilk
olarak g € L;(R) fonksiyonunun smirliligini ve sonra da x,’in g fonksiyonunun

Lebesgue noktas1 olmasi 6zelligini ele alalim.

g fonksiyonu L; (R)’de smurli olsun. Bu durumda, her t € R i¢in |g(t)| < A olacak
sekilde bir pozitif A € R sayis1 vardir. Buna gore,

lg(t) — g(xo)I™ = (2A)™
lg(®) — gCxo)I™ < 2A)"g(®) — g(xo)l,n =12, ... (33)

esitsizlikleri yazilabilir.

X, noktasi, g € L, (R) fonksiyonunun Lebesgue noktasi olsun. Bu takdirde,

1
limy | 1900 = gGlde = 0

xo—h

ve
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x0+h

1
lim > f 19(®) — g(x)lde = 0

Xo

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla limitin tanim1 geregi, her € > 0 i¢in en az bir § > 0

sayis1 vardir, 6yle ki 0 < h < § oldugunda

X0 Xo
1
2 [ 9@ - gaoiae|<e o [ 19@ - gleolar < en
Xo—h Xo—h
ve
XO+h x0+h
1
- [ 9@ - gGwlde| <e = [ 1900 - gGolde < eh
X0 Xo

gerceklenir. Bunlarin yani sira, (3.3) ile (3.4) esitsizlikleri goz 6niine alindiginda

j 19(8) = g(xo)Imdt < (24)Dgh
—h

Xo
esitsizliginin, (3.3) ile (3.5) esitsizlikleri dikkate alindiginda da

Xo+h

[ 19 - glxoinde < @A)

Xo

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Simdi (3.2) esitsizligine geri doniiliirse, bu esitsizlik belirlenen § > 0 sayisina gore,

o 1
T(g,%0) = gC)l < ) — j 190 = gGo)I"Kyy (xo,t, go)dt

n=1 |t—x0|58

+ [ 19 - g "KL (o, . go)de

|t—x0|25
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+

f K (x0,t, go)dt — g(x0)
R

1
n.

n=1

(3.8)

f K; (x0,t, go)dt — g(x0)
R

seklinde gosterilebilir. Ispatin tamamlanmasi i¢in bu esitsizligin sag tarafinin 1 — oo

icin 0’a yakinsadigini gostermek yeterli olacaktir. Bunun igin, ilk olarak;

f Ky (x0,t, go)dt — g(xo)
R

ifadesini ele alalim. (a) kosuluna gore,
}Lim f K (xo, t, go)dt = go
R

olur. Dolayisiyla bu ifade 4 = oo igin 0’a yakinsar.

Ikinci olarak; (3.8) ifadesindeki

L= | 19 - gl KD ot gode

|t—x0|25

integralini ele alalim. Bu integral i¢in (3.3) esitsizligine ve (d) kosuluna gore

I, < 24)D) f 1908 — gCeo) K}, (xor £, go)dt

|t—x0|28

esitsizligi yazilabilir. Burada tiggen esitsizligi uygulanir ve |g(x,)] < A oldugu

dikkate alinirsa,

I, < (24)"Y f |9 (K7 g (xo, t, go)dt + 1g(xo)| f Kj g(xo,t, go)dt

24a)"
24

: (24)" ,
f |g(t)|KA,g(x0: t’ gO)dt + 2 f Kl,g(x& t; gO)dt (39)

|t—x0|28 |t—x0|28

I, <

olur. Bu esitsizlikteki ilk integral,
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x0—5

9(OIK], (o, 1, go)dt = f 19(OIKL, (o, £, go)dt

|t—x0|26 —00

+ [ 191K G0 g0 e
XO+8
olarak yazilabilir. (b) kosuluna gore Kj ,(xo,t,go) fonksiyonu, (—oo,xy — 4]
araliginda monoton artan [x, + &, ) araliginda ise monoton azalandir. Dolayisiyla
K/{’g (x0,t,90) fonksiyonu en biiyiik degerini, sirasiyla bu araliklarin st ve alt

sinirlarinda alir. Buna gore yukaridaki esitlik, normun tanimi da kullanilirsa

XO—6

|9 (O)IK; 4 (x0, t, go)dt < K; 4(xo, %0 — 8, go) f lg(®)|dt

|t—x0|25

K], (xorXo + 6, 90) j 19(®)ldt

x0+8

191K 4 (x0, 8, go)dt < K; 4 (xo, X0 = 6, go) J lg(@)]dt

|t—xo|26
K] (X0, X0 + 8, go) f 9(®ldt

K/{,g (xOer — 0, go) )

K, <
|g(t)| ﬂ,g(XOJ trgO)dt —= ”g”Ll(R) <+Ki’g(x0;x0 + 5' ,g())

|t—x0|26

seklinde esitsizlige doniisiir. Bu esitsizlik (3.9)’da yerine yazilirsa I, integrali igin,

I, <

A" K){,g(xO'xO — 8, 90) ) (2Aa)"

K; ,t, go)dt
24 ||g||L1(R) <+K)Lg(x0'x0 + 6, go) 2 )l,g(xO gO)

|t—x0|28
sonucuna ulasilir. Bu ise, (f) ve (g) kosullarina goére, A — o i¢in I, = 0 olmasi
anlamina gelir.

Son olarak; (3.8) ifadesindeki

h= | 19 - gGl KD (ot go)de

|t—x0|55

24



integralini ele alalim. Bu integral,

X0 x0+6
I = f 19(t) — gGx) "KL (xo, t, go)dt + f 19(&) — glxo) "KL (xo, £, go)dt
Xo—6 Xo
Iy =1 + 1 (3.10)

seklinde gosterilebilir. Bu durumda I; integralinin 0’a yakinsadigin1 gosterebilmek

icin I;; ve I, integrallerini ayr1 ayr1 hesaplamaliyiz.

[1k olarak;

Xo
= [ 190 = gk Gt go)de
Xo—06

0

integralini hesaplayalim. Bunun hesabi igin (3.6) esitsizliginin saglandigini goz

ontunde bulundurarak,

F(D) = j 19(s) — gCxo)[Mds

seklinde bir F(t) fonksiyonu tanimlayalim. F(t) i¢in, x, —t < & oldugunda (yani
Xo — t = h iken),

IF(t)| < A) ™ Ve(x, —t) (3.11)

esitsizligi saglanir. Ayrica F(t) fonksiyonunun diferansiyeli,
dF (t) = —|g(t) — g(xo)|"dt
olur. Bu durumda Lebesgue anlamindaki I, integrali, Teorem 2.1.5’e gore
X0 X0
b= [ 190 - gk Gt g0t = —) [ K x0,t,90)dF @
x0—6 x0—6

seklinde Stieltjes integrali olarak yazilabilir. Stieltjes integraline kismi integrasyon

ve ardindan tliggen esitsizligi uygulanirsa,
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X0

Ly = =K (o, t, g)F (D0 _5 + f F(t)dt[Kf,’;)(xo, t,go)]

x0—6

1] < K% (o, %0, 90D IF (x0)| + K3 (o, X0 — 8, 90)|F (xg — 6)

Xo
+ | IFOIde K (ot 90) |
)

X0

olur. Bu esitsizlik, (3.11) esitsizligine gore yeniden diizenlenirse,

|14] < (ZA)(”‘l)S(SKA(Z)(xO,xO -8, 90)

Xo
+(24) Ve (x0 — t)dt[K){,Z) (%0, t, 90)]
-6

Xo

olarak saglanir. Buradaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda ise,

Xo

1] < (24)™ Vg f K (o, t, go)dt

x0—8

< A" Ve f Ky Ceor t, go)dt
R

< (24)Dg J Kj 4 (xo, t, go)dt
R

= (24)" Dgq,
sonucuna ulagilir.

Ikinci olarak;

x0+5

Li; = f lg(t) — g(xO)I”Kf;)(xO, t, go)dt

Xo

integralini hesaplayalim. Bunun hesabi i¢in (3.7) esitsizligini goz onii alarak,

G(t) = j 19(2) — g(xo)[Mdz
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seklinde bir G(t) fonksiyonu tamimlayalim. G(t) i¢in, t — x, < § oldugunda (yani
t —xo = h iken),

IG(t)] < (2A) Vet — x,) (3.13)

esitsizligi saglanir. Ayrica G (t) fonksiyonunun diferansiyeli,

dG(t) = 1g(t) — g(xo)|"dt

dir. Bu durumda Lebesgue anlaminda olan I, integrali, Stieltjes integrali olarak

yazilabilir, yani

XO+8 x0+6

Iy = (L) f 19(8) — g Qo) "KL (xo, t, go)dt = () f K\ (%o, t, 90)dG (1)
X0 X0

olur. Buradaki Stieltjes integraline kismi integrasyon ve ardindan {iggen esitsizligi

uygulanirsa,
XO+6
)
I, = K)E:lq)(xo, t, go)G(t)I§§+ - f G(t)dt[[()ffg)(xoy t, go)]
X0

o] < K™ (xo, %0 + 6, 90) |G (xg + 8)| + K™ (xg, X0, 90)1G (x0)]

x0+8
+ | 16®Ide|—Kyy (xo,t, go)
t A9 X0, 6, 9o
Xo
elde edilir. (b) kosuluna gore, K;Z)(xo,t, go) fonksiyonu [x,,x, + 8] araliginda
azalandir. Dolayisiyla dc[—K,fZ)(xo: t, go)] diferansiyeli pozitif olur ki, boylece

burada (3.13) esitsizligi kullanilabilir. S6z konusu esitsizlik kullanildiginda I;,

integrali i¢in,

Lzl < AP VeSK (xo, %0 + 6, 90)
.X'()+6

+@NOe [ (6= x0)dy[ <KD o t,.90)

X0
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yazilabilir. Burada yer alan integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda ise,

X0+8
Il < @AY"Ve [ K Cro,t, go)de
Xo

< (ZA)("‘l)efK/{?g)(xO,t,go)dt
R

< (24) Vg J K3 4(x0,t, go)dt
R

= (24)"Dgq, (3.14)
sonucuna ulagilir.
O halde, (3.10)’daki I, integrali
|| < 2] + [112]
seklinde gosterilebileceginden, (3.12) ile (3.14) sonuglar1 burada yerine yazilirsa
L] < 2.(2A) ™ Deq,

elde edilir. Bu ise, yeterince kiigiik bir € i¢in, 1 — oo iken I; = 0 oldugunu gosterir

ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Esen Almali (2019), Teorem 3.2.1’in bir uygulamasi olara su 6rnegi vermistir:

Ornek 3.2.1.

®(t) <1 fonksiyonu negatif olmayan, (—oo,0] araliginda monoton olarak artan,

[0, ) araliginda monoton olarak azalan ve

fCD(t)dt =1 (3.15)

R

esitligini saglayan bir fonksiyon olmak tizere,
Ky (x,t,g(t)) = A[e*AE=0)0®-90) 4 d(A(t - x))go — 1]

¢ekirdegini ele alalim.
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d(t) <1lisen = 1,2, ... olmak lizere ®"(t) < 1 saglanir. Dolayisiyla her t € R igin
®d"(t) < ®(t) kalir. Buna gore,

= di"(t)dt < Hld)(t)dt =1

R

olur. K;(x, t, g) ¢ekirdeginin g degiskenine gore tiirevleri,

K(n)(x t,g(t)) = 2d™(A(t —x))e‘b(’l(t ) (9(©)=go)

KDt go) = A0™(A(t — %)),  n=12,.. (3.16)

dir. Ayrica K;(x,t,g) cekirdegi, g degiskeninin bir tam analitik fonksiyonu

oldugundan,

Kyt 9() = Z KD G, t, g)lg(® — gl

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin R {izerindeki integrali alinirsa

Ty(g,x) = f Ky(x,t, g(®))dt = j K“”(x t, go)[g(t) — g(xo)]" dt

R

olur. (3.16) ifadesi burada yerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda ise,

T3(g,x0) —g(x0) = 4 [g(t) g(xo)] nq)n(l(t - xo)) dt

s
2

S
1l
Juy

(L9 (xo + ) — g (o) ["@™(A0) dt

s
3| -

I
%;’ B

S
1l
=

1

A n!

s

f [g(xo + £) — gGro)I"P™ (A)dt
R

=1

S

elde edilir. Dolayisiyla (3.15)’e gore, herhangi bir § > 0 igin A — oo iken
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o [00]

/1! O (At)dt = Jl O (t)dt < l d(t)dt

ifadesinin 0’a yakinsadigi aciktir. Diger taraftan,

A

f d(t)dt > %CD(A)
A/2

olur ki, bu da %im A®(A) = 0 oldugunu gosterir.

Sonug olarak; ®(t) < 1 fonksiyonu, negatif olmayan, (—oo, 0] araliginda monoton
artan, [0, o) araliginda monoton azalan ve (3.15) kosulunu saglayan bir fonksiyon

oldugunda, g € L;(R) smirh fonksiyonunun her bir x, Lebesgue noktasi igin,

,{i_,r{.})’l j[eq>(/1(t—xo))(g(t)—g(xo)) + (At — x4))g(x0) — 1]dt = g(xo)
R

saglanir.

Simdi, Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesinin yakinsakligini,
K;(xo,t,g) ¢ekirdeginin monotonluk 6zelligi yerine bu ¢ekirdek fonksiyonunun
majoranti olan bir fonksiyon kullanarak inceleyelim.

Teorem 3.2.2.

K; (xo, t, g) ¢ekirdegi (a), (c) ve (e) sartlarini saglasin ve kabul edelim ki herhangi bir

n=12,..i¢in

Ky (ot 90) < Dan(t,%o) (3.17)

olacak sekilde mevcut olan D, ,(t,x,) majorant fonksiyonu, asagidaki kosullari

gerceklesin:

(b*) D, (t, xo) fonksiyonu, t < x, i¢in monoton artan ve t > x, i¢in ise monoton

azalandir.
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(d*)
fDA,n(t; xo)dt <b< o
R

saglanir. Burada b, 1’dan bagimsizdir.

(f*) Herhangi bir § > 0 sabiti i¢in

){im j Dy n(t,xg)dt =0

[t—xo|28
saglanir.
(g*) Herhangi bir y # x, igin

lim Dy (y, %) = 0

saglanir.

Bu durumda, g € L, (R) sinirli fonksiyonunun her bir x, Lebesgue noktasinda
tim | K (o, g(9)de = gxo)
R

yaklasimi gergeklenir (Esen Almali, 2019).

Ispat: Bu teoremin ispatinda Teorem 3.2.1’in ispatina benzer bir yol izlenecektir. Bu

dogrultuda (3.1) deki esitlik,

[ Kot ©)at = [ Kot gy

R R

o 1
+Z; | K2t g0lg@ - gGa1re

n=1

bigiminde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafindan 6nce g(x,) ¢ikarilir sonra da

licgen esitsizligi uygulanirsa,
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J Kl(xOJ t, g(t))dt - g(xo)

R

o 1
< = 190 - gk D ot go)e
R

f K3 (xo, t, go)dt — go
R
esitsizligi elde edilir. (3.17) kosuluna gore ise,

j KA(XO' t, g(t))dt - g(xo)

R

o 1
< = 190 = g Dantt x0)de
R

n=1

+ fK/l(xol t, go)dt — go (3.18)

R

olur. Burada bu esitsizlige tekrar donecegimizi not ederek, ispatin bu asamasinda
once g € L;(R) fonksiyonunun sinirliligini sonra da x,’in g fonksiyonunun

Lebesgue noktast olmas1 6zelligini ele alalim.

g fonksiyonu L;(R)’de smurli ise, her t € R i¢in |g(t)] < A olacak sekilde bir

pozitif A € R sayis1 vardir. Buna gore n = 1,2, ... olmak iizere,

lg(t) — g(xo0)| <24
lg®) — g(x)I™ < A Hg®) — glxp)l,n=12,.. (3.19)

esitsizlikleri yazilabilir.

X, noktas1 g € L, (R) fonksiyonunun Lebesgue noktasi ise, her € > 0 igin en az bir

6 > 0 sayis1 vardir, dyle ki 0 < h < § oldugunda

[ 190 - gGxo)lae < en (3.20)
xo—h
ve
xog+h
f lg(t) — g(xo)|dt < €h (3.21)
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esitsizlikleri saglanir. Bunlarin yani sira, (3.19) ve (3.20) esitsizlikleri goz Oniine

alindiginda

X0

f 19(6) — g(xo)"det < (24) " Deh (3.22)

xo—h
esitsizliginin, (3.19) ile (3.21) esitsizlikleri dikkate alindiginda ise
x0+h
f lg(t) — g(x)|™dt < (2A)Deh (3.23)

Xo

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

Simdi (3.18) esitsizligine geri doniiliirse, bu esitsizlik belirlenen § > 0 sayisina gore,

> 1
<Y [ 190 - gl Daatexo)de

n=1 |t—x0|56

f K; (%0, ¢, g(6))dt — g(x)

R

t f 19(6) — g (o) ["Dyn (2, xo)dt

|t—x0|26
+ jKA(xof t, go)dt — go
R
1
fKa(xo. t,g(®))dt — g(x)| < Zﬁﬂl + o} + fKa(xo, t,go)dt — go| (3.24)
R n=1 R

seklinde gosterilebilir. Gelinen bu noktada, mutlak i¢indeki ifade (a) kosuluna gore
A — oo igin 0’a yakinsar. Dolayisiyla ispatin tamamlanmasi i¢in (3.24)’teki J; ve J,

integrallerinin de 0’a yakinsadigin1 gostermek gerekir.

I1k olarak;

J = f 19(8) — 9 (o) ["Dan (2, xo)dt

|t—x0|26
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integralini ele alalim. Bu integralde once (3.19) esitsizligi yerine yazilir ve ardindan

da ticgen esitsizligi uygulanirsa,

J, < (2D j 19(6) — 9 (xo) | Dan (b, x0)dt

|t—x0|25
2Aa)" (A"
Ja=— 191D (t, x0)dt +— Dan(t, x0)dt  (3.25)
|t—x0|25 |t—x0|28
olur. Bu esitsizlikteki ilk integral,
Xo—08 1)
|9 () 1D, (t, x0)dt = f |9 () 1Dz, (¢, x0)dt + f |9 (1D, (t, x0)dt
It_x0|28 —0o XO+6

olarak yazilabilir. D; ., (t, xo) majorant fonksiyonu, (b*) kosuluna gére (—o0, xy — 6]
araliginda monoton artan, [x, + §, o) araliginda ise monoton azalandir. Dolayisiyla
en biiylik degerini, sirasiyla bu araliklarin iist ve alt sinirlarinda alir. Buna gore,

normun tanimi da kullanilirsa, yukaridaki esitlik

D/l,n(xO - 6' xO)
+D) 5 (xo + 8, %0)

|g (@)D (t, x0)dt < lgllL, w) <

lt—xo|28

seklinde saglanan bir esitsizlik halini alir. Bu esitsizlik (3.25)’teki yerine yazilirsa /,

integrali i¢in,

D)l,n (t, xO)dt

lt=xo|28

a)r DA,n(xo —6,x) a)r
J2 < —||g||L1(R) +
24 +Dy n(xo + 8, x0) 2

sonucuna ulagilir. Bu sonug, (f*) ve (g*) kosullarindan dolay1 J, integralinin 4 — oo

icin 0’a yakinsadigini gosterir.

Son olarak,

)i = f 19(8) — g (o) "Dy 2, x0)dt

|t—x0|S5

integralini ele alalim. Bu integral,
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x0+5

)i = f 19(8) — g Go) "Dt x0)dt + f 19(8) — 90" Dyt xo)dt

XO—S X0

Ji=J11 t/i2 (3-26)

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda, J; integralinin 0’a yakinsadigi gostermek igin
J11 Ve J1, integrallerini ayr1 ayr1 hesaplamaliy1z.

J11 integralinin hesab1 igin; (3.22) esitsizliginin saglandigini dikkate alarak,

F(t) = f 19(s) — g(xo) [ ds

seklinde bir F(t) fonksiyonu tanimlayalim. F(t) igin, x, —t < § oldugunda (yani

Xo — t = h iken)

IF(t)| < A Ve(x, —t) (3.27)

esitsizligi saglanir. Ayrica F(t) fonksiyonunun diferansiyeli,
dF (t) = —|g(t) — g(xo)|"dt

dir. Buna gore Lebesgue anlamindaki J;; integrali, Stieltjes integrali olarak

yazilabilir, yani

0

X0 X0
Jin=L) f |g(t) — g() "Dy (¢t x0)dt = —(S) .I- Dy n(t, x0)dF (1)
x0—6 xo—6
olur. Buradaki Stieltjes integrali, kismi integrasyon uygulandiktan sonra iiggen
esitsizligine ve (3.27)’ye gore yeniden diizenlenirse,
Xo
|11l < (ZA)(n_l)f‘SD/Ln(xo —8,%0) + (24) Ve (%9 — t)dt[D/Ln(t' xo)]
8

Xo—

seklinde saglanan esitsizli§e doniisiir. Burada tekrar kismi integrasyon

uygulandiginda J;; integrali i¢in,
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X0

Ul < 2A)mDg j‘Laﬂ<axoyu

x0—5

< (24)Dg f Dy (t, xo)dt
R

< (24)™Vgp (3.28)

sonucuna ulagilir.

J12 integralinin hesabi igin; (3.23) esitsizliginin saglandigini dikkate alarak,
t
6@ = [19) - gaol"dz
Xo

seklinde bir G(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda G(t) igin, t —xy < &
oldugunda (yani t — x, = h iken)

1G(D)] < 2A) ™ Ve(t — x,) (3.29)

esitsizligi saglanir. Ayrica G (t) fonksiyonunun diferansiyeli,

dG(t) = 1g(t) — g(xo)["dt

olur. Buna gore Lebesgue anlamindaki J;, integrali, Stieltjes integrali olarak

yazilabilir, yani

x0+5 x0+6

Ji2 = (L) f lg(t) = g™ Dy (t, x0)dt = (S) f Dy n (£, x0)dG(t)

olarak ifade edilebilir. Stieltjes integraline kismi integrasyon ve ardindan iiggen

esitsizligi uygulanirsa,

[J12] < Dyn(xo +6,x0)|G(x0 + 8)| + Dy (x0, x0)1G (x0) |

.X'()+6

+j|ﬂM@F%AmM

X0
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bulunur. Dy ,,(t, xo) majorant fonksiyonu, (b*) kosuluna gére [x,, xo + 6] araliginda
monoton azalan olacagindan, dt[—DA,n(t, xo)] diferansiyeli pozitif olur. Dolayistyla

bu esitsizlik (3.29) esitsizligine gore yeniden yazilirsa, J;, integrali i¢in

x0+5

12l < AT Ved Dy, (x0 + 8, %0) + (2A) Ve f (t — x0)d¢[—Dan(t, Xo)]

Xo
esitsizligi saglanir. Burada tekrar kismi integrasyon uygulandiginda ise,

x0+5

Uil < 2A)mDg f Dy (t, xo)dt

X0

< (24) Vg f Dy (t, x0)dt
R
< (24) ™ Vep (3.30)

sonucuna ulagilir.
O halde, (3.28) ve (3.30) sonuglari (3.26) esitliginde yerine yazilirsa,
1l < 2.(24)™ Veb

elde edilir. Bu ise, yeterince kiigiik bir € i¢in, A — oo iken J; = 0 oldugunu gosterir

ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Esen Almali (2019), Teorem 3.2.2’nin bir uygulamasi olarak su 6rnegi vermistir:

Ornek 3.2.2.
2
sin A(tz_x)
Pt %) = | o
2
ve
A
Ky(x,t,g®) = NoT [e¥2E0NIO-9Co 4 g, (¢, x) g (%) — 1] (3.31)

olsun.
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Bu durumda, K, (x, t, g) ¢ekirdeginin g degiskenine gore tiirevleri,

A
K;:;)(xy t; go) = E‘Pln(t, x), n = 1,2, .

olur. Buna gore, K;(x,t,g) cekirdeginin ve n. tirevinin sirasiyla (a) ve (c)

kosullarini sagladig1 agiktir.
(e) kosulundaki (a,,) dizisi igin
a —fK(n)(xtg)dt<if‘l’,1(tx)dt—1 n=12
n — Ag »HLr Y0 — ] - 1, — 1,z,...
R an

olur ki bu, (a,) dizisinin sinirli oldugunu gosterir. Ayrica, her t, x ve 1 i¢in

A

(n)
Kig (o5, g0) = VZr(1 + 22(t — x)2)n’

n=12,..

esitsizligi saglanir. Buradaki,

pl
V27(1 + 22(t — x)2)"

Dl,n(t' .X') =

fonksiyonu, (3.17)’de ifade edilen majorant fonksiyonudur. Dolayisiyla,

—2nA3(t — x)
V2m(1 + 22(t — x)2)n+1

d
a D/l,n(ti x) =

olacagindan, D, ,(t,x) majorant fonksiyonu t < x igin monoton artan ve t > x i¢in
ise monoton azalan olur, yani (b*) kosulu saglanir. Bunun yani sira agikca goriiliir ki,

D, »(t, x) majorant fonksiyonu (d*) kosulunu da saglar.

Diger taraftan,

oo

Dy n(t, xp)dt =

x0—8
A .l' dt + .]' dt
V2m (1 4+ 22(t — x0)*)" (1 4+ 22(t = x0)»)"
|t_x0|26 — x0+6

—-6A (o)

< 1 j dt N j dt
T \2m 1+1t2 1+1t2
61

— 00
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esitsizligi yazilabilir. A — oo i¢in bu esitsizligin sag tarafi 0’a yakinsar, dolayisiyla

(f*) kosulu saglanir.

Son olarak, y # x, igin

1 A
1. D — 1. =
Jim Dan(:%0) = = im A =23y

olacagindan (g*) kosulu da saglanir. Boylece, (2.1)’de verilen Urysohn-tipi lineer
olmayan integral operatorler ailesinin (3.31) ¢ekirdegi ile Teorem 3.2.2°nin tiim

kosullarini sagladig1 goriiliir.

3.3. Urysohn-Tipi Lineer Olmayan Integral Operatorler Ailesinin
L,(R)-Uzayinda Noktasal Yakinsakhig:

Bu baslik altinda, 1 < p < oo ve g € L, (R) sinirh bir fonksiyon olmak iizere

1.0 = [ Kl g)de

R

genel formuna sahip Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesinin p-
Lebesgue noktasindaki yakinsakligini ifade eden teoremler verilecek ve ispatlari elde
edilecektir. Burada, K;(x, t, g) ¢ekirdeginin 3. boliimiin ilk kesiminde verilen (a)-(g)
kosullarini sagladigini hatirlatryoruz.

Teorem 3.3.1.

g fonksiyonu, L, (R)’de siirli bir fonksiyon olmak iizere K, (x,t, g) cekirdegi (a)-

(g) sartlarin saglasin. Bu durumda, g fonksiyonun her bir x, p-Lebesgue noktasinda
,{l—r& T2(g,%0) = g(xo)

yaklagimi gergeklenir.
Ispat: (3.1)teki esitlik,

o)

1
Ti(9.5%0) = [ KaCrot.g0)de + ). — [ K G0, 1,00)0(0) — g Gl
R n=1 R
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olarak yazilabilir. Bu ifadenin her iki taraftan 6nce g(x,) ¢ikarilir sonra da iiggen

esitsizligi uygulanirsa,
N n g ()
IT(9,%0) = 9C)l < ) — [ 19(5) = o) I"K{ Cxor £, go)ee
n=1 R

+ Kl(xO' ¢, gO)dt - g(xo)

P —

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige, Teorem 2.1.2°de verilen Holder’in integral icin

olan esitsizligi uygulandiginda,
1T2(g, x0) — g (x0)

© L G
v 2 Ejlg(t) _ g(xo)|n[K)E?g)(x0’t' go)]p[KA(:lg)(xO' t, 90)]th
R

+

j K)L(xo» [ go)dt - g(xo)
R

1

1
0o 1 D q
<y 5( [19 - gt Dot go>dt> x ( | Kot goW)
n=1 R

R

+

f K; (xo,t, go)dt — g(x0)
R

olur. Bu esitsizlik, Lemma 2.1.1°e gore yeniden diizenlenirse,

1T3.(g, x0) — g(x)|P

1 p

1 1
1 np (M) b (n) !
<?2P Z E flg(t) — g(xo)l pKA,g (xO; t, go)dt X fKA,g (xo’t’ go)dt
R

n=1 R
]P

yazilabilir. Buradaki sonsuz toplama, Teorem 2.1.3’te verilen Holder’in sonsuz

+2P fK/‘l(xo' t, go)dt — g(xo)

R

seriler i¢in olan esitsizligi uygulandiginda ise,
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S
i
S

-1
IT5(g,x0) — g(xo)|P < 2P Z m(fm(t) - g(x0)|”pK)EZ)(x0,t, go)dt>
R

n=1

 ——E———

1P
19\ q
hod q
X Z fK/{fg)(xO,t,go)dt
n=1 R
14
+22 | [ Koot g0)e = 9x)
R
C (1Y np ()
IT3G9.%0) — 9GP <22 3" (=) [1g(6) = g PR Ceo g
n=1 R
p
o) E p
x <Z -]-Kl(z)(xOﬂ t!.gO)dt> +2p le(xOJ tth)dt_g(xO) (332)
n=1pR R

elde edilir. Ispatn bu asamasinda, dnce g fonksiyonunun sinirhiligini, sonra da x,’1n

g fonksiyonunun p-Lebesgue noktasi olmasi 6zelligini ele alalim.

g fonksiyonu L,(R)’de smirli ise, her t € R i¢in |g(t)| < A olacak sekilde bir

pozitif A € R sayisi vardir. Buna gore,

g () — g(xo)| <24
lg () — g(xx)|™* < (2A)" Y g(t) — glxx)|, n=1.2,...
lg(®) — g(x) ™ < A VP |g(t) — g(x)IP 1 <p <o  (3.33)

esitsizlikleri yazilabilir.

xo noktasi, 1 < p < oo i¢in g € L, (R) fonksiyonunun p-Lebesgue noktast ise,

Xo
1
. _ _ p —
tim( 5 [ 19 - glode | =o
Xo—h

0

ve
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1
X0+h 5

1
(1 Y
lim | = f 19() — gGxo)lPde | =0

Xo

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla her € > 0 i¢in, en az bir § > 0 sayis1 vardir dyle ki,

0 < h < § oldugunda
X0
f lg(®) — g(xo)|Pdt < ePh
XQ—h
ve

x0+h

j 19(6) = g(xo)[Pdt < ePh

kalir. Bunlarin yant sira, (3.33) ile (3.34) esitsizlikleri g6z 6niine alindiginda
Xo
f |g(®) — g(xo)|™dt < (2A)~VPePh
x()—h
esitsizliginin, ve (3.33) ile (3.35) esitsizlikleri dikkate alindiginda da
x0+h
f lg(t) — g(xo)|™dt < (24)~VPePh

X0

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Simdi (3.32) esitsizligine geri doniiliirse, bu esitsizlik belirlenen § > 0 sayisina gore,
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IT5(g,%0) — g(xo)|?

<2y (E) f 19() — g™ K™ (xo, 8, go)dt
n=1

|t—x0|58

+ [ 19® - gGIP KD ot gt

|t—x0|28
14
X <z JKA(:;)(-XO, trg())dt> +2p JKA(XOI t»go)dt_g(xO)
n=1R R
o0 0 2
1\P ) !
T, %0) — 9GP <22 )" (=)t + 1y < D [ Kot godde
n=1 ' n=1pR
p
2 j Ky (xo,t, go)dt — g(xo) (3.38)
R

seklinde gosterilebilir. Gelinen bu noktada, son esitsizlikteki

| Kot gorde
R

integrali, (e) sartina gore siirhdir ve

j KA(XO' L, go)dt - g(xo)
R

ifadesi ise, (a) sartindan dolayr A — oo i¢cin 0’a gider. Dolayisiyla ispatin

tamamlanmasi icin geriye (3.38)’deki I; ve I, integrallerinin incelenmesi kalir.

[1k olarak;

L= [ 190 - g™k (b g0t

|t—x0|28

integralini ele alalim. (3.33) esitsizligi bu integralde yerine yazilir ve (d) sart1 goz

Oniline alinirsa,
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L < f @A)™DP (1) — g(x)IPK} , (xo, £, go)dt

|t—x0|26

olur. Elde edilen bu esitsizlik, dnce tiggen esitsizligine sonra da Lemma 2.1.1°e gore

yeniden diizenlenirse,

I, < (24)@=Dp2p f 9O PKL, (o0 t, go)dt

|t—x0|26

; j 19Geo)PK] (o0 t, go)dt

|t—x0|25
(ZA)np I n !
g 9OIPKE oG g0t + @AY [ Kyt godde

olacak sekilde saglanir. Bu esitsizligin saginda yer alan ilk integral,

x0—8

|g(t)|pK){,g (Xo, L, gO)dt = J |g(t)|pK/1,,g(x0' L, gO)dt

[t—xo|28 —00

; f 19(OIPK], (xo,t, go)dt

X0+6

olarak yazilabilir. (b) sartina gore Kj ,(xo,t,go) fonksiyonu, (—oo,xy — 4]
araliginda monoton artan ve [x,+ §,) araliginda ise monoton azalandir.
Dolayisiyla en biiyiik degerini, sirasiyla bu araliklarin {ist ve alt sinirlarinda alir.

Buna gore esitlik, normun tanimi1 da kullanilirsa,

|g(t) |pK/{,g (XO' t, gO)dt

|t—x0|26
< K}, (X0, Xo — 6, 90) j 9(DIPdE + K, (xo, Xo + 8, G0) ] g ()Pt

= g1 gy (K7 Cro, 0 = 8, 90) + Ki g (xo, %0 + 8, 90))

seklinde esitsizlige doniisiir. Bu esitsizlik yukarida yerine yazilirsa, I, integrali i¢in
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(24)™ K3.4(X0, X0 = 6, 9o)

I <=——ligll} '
5 v ”g”Lp(]R) <+KA,g(x0’x0 + 6, 90)

>+(2A)"P f K34 (xo,t, go)dt

|t—x0|28

sonucuna ulasilir. Bu da, (f) ve (g) sartlar1 g6z oniine alindiginda A — oo igin I, = 0
olmas1 anlamina gelir.

Simdi de;

b= | 19 - gGoIPK oo t, g0t

|t—x0|55

integralini ele alalim. Bu integral,

Xo
I = f 1905 — g K (o, t, go)dt
XO—S

x0+6

+ f 1905 — gL (xo, t, go)dt

Xo

11 = 111 + 112 (3.39)

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla, I; integralinin 0°a yakinsadigi gostermek igin,

1,1 ve I, integrallerinin ayri ayr1 hesaplanmasi gerekir.

[1k olarak (3.39)’daki,

Xo
= [ 1900 = 9GRS (ot go)de
Xo—6

0

integralini hesaplayalim. Bunun hesab1 i¢in, (3.36) esitsizliginin saglandigini goz

Oniine alarak

F(t) = f 19(s) — g(xo)I™ds

seklinde bir F(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda F(t) igin, xo —t <8
oldugunda (yani x, — t = h iken),

45



IF(t)| < (QA)VPeP(x) —t) (3.40)

esitsizligi saglanir. Ayrica F(t) fonksiyonunun diferansiyeli,

dr(t) = —|g(t) — g(xp)|"Pdt

olur. Buna gore I, integrali, Lebesgue integralinin Stieltjes integraline doniisimiinii

ifade eden Teorem 2.1.5’e gore,

X0 Xo
Iy = (L) f l9(&) — gGe) ™K (xo, t, go)dt = —(S) f K\ (xo,t, go)dF (t)
Xo—6 xXo—6

0 0

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyon Ve iiggen esitsizligi sirasiyla uygulanirsa,

X0

Ll = (K2 (xo, £, g)F (D)1 — f F(6)de| K™ (xo, t, 90) |

XO—6

1] < K% (o, %0, 9D IF (x0)| + K3 (o, %0 — 8, 9o)|F (xo — 6)|

Xo
+ [ IFOIRD o t.90)
Xo—0

0

esitsizligi elde edilir. (3.40) esitsizligi géz Oniine alindiginda ise I;; integrali i¢in,

4] < (ZA)(n‘l)pep(SKA(Z)(xo,xo —8,90)

X0
+(24)Dpep f (o — ) [KW (o t, 90)|  (3.42)

x0—6

saglanir. Burada yer alan integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda,

X0

Xo
.[ (xo — t)dt[K,‘fZ,)(xo.t; go)] = —5K;§Z,)(xo,xo —8,90) + f KA(Z)(XOJ t, go)dt
x0—6

x0—8

olacagindan, bu ifade (3.41)’de yerine yazilarak esitsizlik yeniden diizenlenirse,
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X0

Il < @AYPer [ Koo t, g0t

x0—5

< @A) [ KD Gt go)de

R
< (24)(-Dpgp f K; 4 (xo,t, go)dt
R
= (24)(Vpgpq, (3.42)
sonucuna ulagilir.
Son olarak (3.39)’daki,
x0+5
he = [ 1900 = 9GRS (ot g0)de
Xo

integralini hesaplayalim. Bunun hesabi i¢in, (3.37) ’nin saglandigin1 gz 6niine alarak
t
6@ = [190) - gl
Xo

seklinde bir G(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda G(t) igin, t — x5 <&
oldugunda (yani t — x, = h iken)

IG(t)| < (2A)VPeP(t — x,) (3.43)

esitsizligi saglanir. Ayrica G (t) fonksiyonunun diferansiyeli,

dG(t) = 1g(t) — g(xo)|"Pdt

olur. Buna gore, Lebesgue anlaminda olan I;, integrali Stieltjes integrali olarak, yani

X0+6 x0+5
Iy = (L) f 19(8) — g o) I"™PK (xo, t, go)dt = () f K\ (%o, t, 90)dG (t)
X0 X0

seklinde yazilabilir. Stieltjes integralinin kismi integrasyonu,
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x0+6

ho = K G 6. 90O = [ 60K (o, 90)]

Xo
= K(")(xo,xo +6,90)G(xo +8) — K(n)(xo,xo,go)G(xo)
x0+5

+ [ 6@k ot g0)]

X0

olur. Buradan, tiggen esitsizligi uygulandiginda ise,

2] < K)E:lg)(xo'xo +6,90)1G(xo + 8)| + K(")(xo,xo,go)lG(xo)I
x0+5

+ [ 161K o t.00)

Xo

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikteki K (n)(xo,t go) ifadesi (b) kosuluna gore

azalandir, dolayisiyla dt[ —K;’ () g (o, t, go)] diferansiyeli pozitif olur. Boylece burada

(3.43) esitsizligi kullanilabilir. S6z konusu esitsizlik kullanildiginda I;, integrali i¢in,

|Lz] < 2A)PDPePSK™ (xo, %0 + 6, go)
XQ+6

+(24)(~Vpgp f (t—xo)dt[ K(" (%o, t, go)] (3.44)

Xo

saglanir. Buradaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda,

x0+8 XO+8
] (t - xo)dt[ (n)(xo, t go)] _6K(n) (XO, XO + 6 go) + ] (TL) (xo, t go)dt
Xo

olacagindan, bunun (3.44)’te yerine yazilmasiyla da,

x0+5

ol < @AOPer [ KW ot go)de

X0

< (24)-Drgp f K™ (o, t, go)dt
R
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< (24)-Dpgp f K., (xo,t, go)dt
R

= (24)VPePq, (3.45)

sonucuna ulasilir.

O halde, (3.39)’daki I, integrali
|| < |Ii2| + 11|
seklinde yazilabileceginden, (3.42) ile (3.45) sonuglar1 burada yerine koyulursa,
|| < 2.(24)~Dpgrg,
olarak bulunur. Bu ise, yeterince kiigiik € i¢in, A = oo iken I; = 0 oldugunu gosterir

ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi, Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatorler ailesinin yakinsakligini,
K;(xo,t,g) c¢ekirdek fonksiyonunun majorantt olan bir fonksiyonu kullanarak
inceleyelim.

Teorem 3.3.2.

K;(xo,t, g) ¢ekirdegi, (a), (c) ve (e) sartlarim1 saglasin ve kabul edelim ki herhangi
birn = 1,2, ... i¢in

Kﬂ;) (X0, t, o) < Dyn(t, xo) (3.46)

olacak sekilde mevcut olan D, ,(t,x,) majorant fonksiyonu, asagidaki kosullari

gerceklesin:

(b*) Dy, (t, x) fonksiyonu, t < x, i¢in monoton artan ve t > x, i¢in ise monoton

azalandir.
(d*)
fDl,n(t; Xo)dt < b < o

R

saglanir. Burada b, A’dan bagimsizdir.
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(f*) Herhangi bir & > 0 sabiti i¢in

A—>0

lim J. Dy n(t,xg)dt =0

|t—x0|26

saglanir.

(g*) Herhangi bir y # x, igin

%im D/l,n(yt xp) =0

saglanir.

Bu durumda, g € L, (R) smirli fonksiyonunun her bir x, p-Lebesgue noktasinda
tim | K (o, 9(9)de = gxo)
R

yaklagimi gerceklenir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda Teorem 3.3.1’in ispatina benzer bir yol izlenecektir. Bu

dogrultuda (3.1)’deki esitlik,

JKA(xo,t,g(t))dt = fl(;l(xo,t,go)dt

R R

o 1
D f K Cxa, t 909 (®) — 9G]t

=1

seklinde yazilabilir. Esitligin her iki tarafindan 6nce g(x,) ¢ikarilir sonra da liggen

esitsizligi uygulanirsa,

co

1
<> = 190 - g "KL o, . go)de
R

n=1

f Ky (o £, g(0))dt — g (xo)

R

+ || Ka(xo,t, go)dt — go

P ——

esitsizligi elde edili. Bu esitsizlik, (3.46)'daki K} (xo,t,go) < Dan(t, o)

kosulundan dolay1,
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] Kl(xO' ¢, g(t))dt - g(xo)

R

n!

< = 190 = g Dantt xo)de
R

n=1

+ [ | Kalxo,t, go)dt — go

%\

olarak yazilabilir. Burada Holder’in integral esitsizligi uygulanirsa,

f K)L(xo' t, g(t))dt - g(xo)

R
< ;Eﬂllg(t) — g™ [Dan (t, x0) [P [Dan (t, x0)|7dE + HJKA(XO' £ go)dt — g
< ;E < R[ g (&) — g(xo)|™ Dy (2, xo)dt>p X ( R[ Dy (t, xo)dt>q

+ jK/‘t(xo' trgo)dt — Yo

R

olur. Bu ifade, Lemma 2.1.1°¢ gore yeniden diizenlenirse,

p

f K; (%0, t, g(®))dt — g(x0)

R

1 14

) 1 P %
<2° ;EQM(@ —g(xo)I”pDz,n(t,xo)dt> X Q Dan(t, xo)dt)
‘P

saglanir. Sonsuz toplama, Teorem 2.1.3’te verilen Holder’in sonsuz seriler i¢in olan

+2P f Kj(xo,t,go)dt — go

R

esitsizligi uygulandiginda ise,

f Ky (xo £, 9(0))dt — g (xo)

R

n=1

X (i j D (¢, xo)dt>a + 2P

n=1R

o i () [19 ~ gGeD, e xo2a
R

P (347)

f Kl(xOI L, gO)dt — 90
R
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elde edilir. Burada bu esitsizlige tekrar doniilecegini not ederek, ispatin bu
asamasinda once g fonksiyonunun sinirliligini, sonra da x,’m g fonksiyonunun p-

Lebesgue noktasi olmasi 6zelligini ele alalim.

g fonksiyonu L,(R)’de smirli ise, her t € R i¢in |g(t)| < A olacak sekilde bir

pozitif A € R sayis1 vardir. Buna gore n = 1,2, ... olmak {izere,

lg () — g(xo)| < 24
lg(t) — g(x) ™ < QA VP|g(t) — g(x)IP, 1 <p <o  (3.48)

esitsizlikleri yazilabilir.

Xo noktas1, 1 < p < o igin g € L, (R) fonksiyonunun p-Lebesgue noktast ise,

Xo
1
. _ - p —
tim(5 [ 190 - gGorac | =0
Xo—h

0

ve

il

x0+h
1
. _ - p —
lim - f 19() — gGeo)IPde | =0
Xo

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla her € > 0 i¢in, en az bir § > 0 sayis1 vardir dyle ki,

0 < h < 6 oldugunda

X0
f lg(t) — g(xp)|Pdt < ePh (3.49)
Xo—h
ve
Xo+h
f lg(t) — g(xp)|Pdt < ePh (3.50)
X0

kalir. Bunlarin yani sira, (3.48) ile (3.49) esitsizlikleri goz oniine alindiginda,
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Xo

f 19(8) — g(xo)[™Pdt < (24)n~DPePh (3.51)

xO—h

esitsizliginin, (3.48) ile (3.50) esitsizlikleri dikkate alindiginda da

x0+h

| 190 - gGiae < ayr—vver (352)
Xo

esitsizliginin saglandig1 goriiliir.

Simdi (3.47) esitsizligine geri doniiliirse, bu esitsizlik belirlenen § > 0 sayisina gore,

p

f K; (%0, t, g(©))dt — g(x0)

R

_zpi(%)p | 190 = 9GPy 30t

n=1 |t—xO|S6

4 j 19(8) — gxo) " Dy (6, %)t

|t—xO|26
o : .
x (2 [ pance xo)dt> +2| [ Kyt go)de — gy
n=1R R

f Ky(x0, £, 9(0))dt — g(xo)

R

n=1

< 2”5:( ) U +/23 % (ifDAn(t xc)dt>a
1R

+2P fKA(xm t, go)dt — go

R

(3.53)

seklinde gosterilebilir. Gelinen bu noktada, son esitsizlikteki

f Dy n(t, xo)dt

R

integrali (d*) sartina gore sinirhdir.
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f K;(xo,t,go)dt — gy
R

ifadesi ise, (a) sartindan dolayr A — o i¢in 0’a gider. Dolayisiyla ispatin

tamamlanmasi i¢in geriye (3.53)’teki J; ve J, integrallerinin incelenmesi kalir.

[lk olarak;

Jp = f 19(8) — g (xo) " Dyn (2, x0)dt

|t—x0|26

integralini ele alalim. (3.48) esitsizligi bu integralde yerine yazilirsa,

J < f @A) P g(t) — g (o) [P Dyt xo)dt

|t—x0|25

olur. Bu esitsizlik, tiggen esitsizligine ve Lemma 2.1.1°e gore yeniden diizenlenirse,

24)"P
]2<( )

= AP |g(t) Ile,n(tr xo)dt + (ZA)np f Dl,n (t’ xO)dt (354)

|t—x0|25 |t—x0|25

olarak saglanir. Esitsizligin saginda yer alan ilk integral,

XO—S

19O Dy 0 (6, x0)de = f 191Dy (6, x0)de + f 19O Dyn(t, x0)dt

[t—xo|28 ) Xo+68

seklinde yazilabilir. (b*) sartina gore D, ,,(t, xo) majorant fonksiyonu, (—oo, x4 — 6]
araliginda monoton artan, [x, + §, o) araliginda ise monoton azalandir. Buna gore

yukaridaki esitlik, normun tanimi da kullanilirsa,

|g(t)|pD/‘l,n(t; xo)dt < D/l,n(xo -0, xO) J. |g(t)|pdt

|t—x0|26
+DanCao +8,30) [ lg(@Pde
= llgI? a (Dan(ro = 6,%0) + Dan(xo + 8,%0))
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seklinde saglanan bir esitsizlik halini alir. Bu esitsizlik (3.54)’te yerine yazilirsa,

_@a Dy n(xo = 8, %0)

14
2= 5=l m <+DA,n(X0+6,X0)>+(2A)np f Dan(t, Xo)dt

|t—x0|28
elde edilir. Bu ise, (f*) ve (g*) kosullarina gore A — oo i¢in J, — 0 sonucunu Verir.

Simdi de;

Ji = f 19(8) — 9(x0) ™Dy (8 x0)dt

|t—x0|55

integralini ele alalim. Bu integral,

X0 Xo+6
h= j |g() — g™ Dy, (¢, x0)dt + j |g(®) — g™ Dy (E, x0)dt
Xo—6 Xo
Ji =J11 t )12 (3.95)

seklinde ifade edilebilir. Buna gore, J; integralinin 0’a yakinsadigi gostermek igin J;

ve J;, integrallerini ayr1 ayr1 hesaplayabiliriz.

J11 integralinin hesab1 i¢in; (3.51) esitsizliginin saglandigin1 géz Oniine alarak

F(t) = f 19(s) — g(xo)[™ds
t

seklinde bir F(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda F(t) igin, xo —t <8
oldugunda (yani x, — t = h iken)

IF(0)] < (2A)™DPeP(x) —t) (3.56)

esitsizligi saglanir. Ayrica F(t) fonksiyonunun diferansiyeli,

dF () = —|g(t) — g(xo)|"Pdt

olur. Buna goére Lebesgue anlaminda olan J;; integrali,
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Jiu=@D) f lg(@) — g™ Dy 5 (t, x0)dt = —(5) f Dan(t, x0)dF (t)
Xo—8 Xo—6

0 0

seklinde Stieltjes integrali olarak yazilabilir. Buradaki Stieltjes integraline, kismi

integrasyondan sonra tiggen esitsizligi ve (3.56) esitsizligi sirasiyla uygulanirsa,

X0

sl = [P x)F Oy = [ PO [Dane 7))

x0—6

V111 < Dan (%0, X0)|1F (x0)| + Da (X9 = 8, %0) |F (xo — 6)|

v f IF(©)lde [Dyn(t, x0)]
Xo—0

0

Xo
1111 < (ZA)(n_l)pgpaDA,n(xo — 8,x0) + (2A) VPP f (x0 — t)dt[DA,n(t» xo)]

XO—IS

elde edilir. Buradaki integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda ise,

Xo

Uil < (24)m-Drgp f Dan(t, xo)dt

XO—6

< (ZA)("‘l)pepr,Ln(t, xo)dt
R

< (24)Dpgpp (3.57)

sonucuna ulagilir.

J1, integralinin hesabi i¢in; (3.52) esitsizliginin saglandigin1 gbz 6niine alarak
t
6@ = [19) - gz
Xo

seklinde bir G(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda G(t) igin, t —xy <&

oldugunda (yani t — x, = h iken),
IG(t)] < 2A)™ VPP (t — x,) (3.58)
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esitsizligi saglanir. Ayrica G (t) fonksiyonunun diferansiyeli,

da(t) = |g() — g(xe)|™Pdt

dir. Buna gore Lebesgue anlaminda olan J;, integrali, Stieltjes integrali olarak

yazilabilir, yani

x0+6 x0+5

Sz =) [ 1900 = g™ Din(e70)dt =) [ Dyl x0)d6 )

olur. Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulanirsa,

x0+5
J12 = Daa(t, xo)(;(t)|j§f))+(s - f G(©)d[ Dy (t, %0)]
Xo
x0+8
]12 = Dl,n(.xO + 5, xO)G(xO + 5) - DA‘n(xO, xO)G(xO) + .[ G(t)dt [_D/‘{,n(t, XO)]
Xo

elde edilir. (b*) sartina gore, D; ,(t, xo) majorant fonksiyonu t > x, i¢in azalandir,
dolayisiyla dt[—D,Ln(t, xo)] diferansiyeli pozitif olur. Boylece burada (3.58)

esitsizligi kullanilabilir. S6z konusu esitsizlik kullanildiginda J;, integrali i¢in,

/12| < (ZA)(n_l)p€p5DA_n(x0 + 6, %)

XO+6

+(2A)nDpep f (¢ = x6)de[~Dyn (6, %0)]

Xo
saglanir. Burada yer alan integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda ise,

X0+8

Uil < (24)m-Drgp f Dan(t, xo)dt

Xo

< (ZA)("‘l)pepr,Ln(t, xo)dt
R
< (24)Dpepp (3.59)

sonucuna ulagilir.
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O halde, (3.55)’teki J; integrali

1] < a2l + 112l

seklinde gosterilebileceginden, (3.57) ile (3.59) sonuglari burada yerine yazilirsa,
/1] < 2.(24)~Dperp

elde edilir. Bu ise, yeterince kiigiik bir € i¢in, A — oo iken J; = 0 oldugunu gosterir

ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. TARTISMA

Bu tezin ortaya ¢ikisinda, Esen Almali’nin “On pointwise convergence of the family
of Urysohn-type integral operators” isimli c¢aligmasi bize esin kaynagi olmustur.
Calismaya baslarken Yaklagimlar Teorisi'ne genel bir bakista bulunulmus,

calismanin kendi 6zelinde ise,
Ty(g9,x) = fK;L(x,t,g(t))dt
R

genel formuna sahip Urysohn-tipi lineer olmayan integral operatdrler ailesinin
noktasal yakinsakligi, sinirli bir g fonksiyonu igin, dnce L;(R) uzayinda sonra da
L,(R) (1 <p < o) uzaylarinda arastirilmistir. Bu arastirma, Urysohn-tipi lineer

olmayan integral operatdrler ailesinin
Lo =Y ~ [Kk® = nd
2(g,%) | Kug 0t 90)[g (1) — g(xo)]"dt

n=0 R

seklinde ifade ettigimiz Taylor seri acgilimima bagli gdsterimi ile yapilmistir. Bu
gosterimdeki K (x,t,g) ¢ekirdek fonksiyonu, 6nceden belirlenmis bazi kosullari

saglayan bir fonksiyondur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde, Esen Almali (2019)’nin verdigi Urysohn-tipi lineer olmayan integral
operatorler ailesinin L;(R) uzayindaki bir fonksiyonun Lebesgue noktasindaki
yakinsakligina iliskin teoremlerin ispatlari ayrintili bir sekilde yapilmis ve buradan
hareketle, ayn1 ailenin L,(R) uzaymndaki bir fonksiyona olan yakinsaklig: ile ilgili

bazi orijinal sonuclar elde edilmistir.

Bir¢ok matematikg¢i ve arastirmaci, Yaklasimlar Teorisi’nin baslangicindan bu yana
daha iyi bir yaklasimda bulunma amaciyla yeni yeni operatorler tanimlamislar ve
bunlarim g¢esitli genellestirmeleri tizerine ¢alismislardir. Bu teorinin, matematik basta
olmak {iizere farkli alanlardaki bircok problemi ¢6ziime kavusturmasi ve etkinligini
giiniimiizde de devam ettirmesi arastirmacilarin bu teoriye olan ilgisini canli
tutmustur. Ozellikle son yillarda lineer olmayan integral operatdrlerle ilgili
caligmalar dikkat ¢ekmektedir. Ciinkii bazi durumlarda sinyalleri ve goriintiileri
(fonksiyonlar1) yeniden olusturmak i¢in lineer olmayan bir siire¢ kullanmak gerekir.
Bu ise problemin ¢6ziimii i¢in lineer olmayan yaklasimi 6zellikle de lineer olmayan
integral operatorlerin yaklasgimini 6nemli hale getirmistir. Bu baglamda bizim

calismamizin da bu alanda yapilacak ¢alismalara katki saglayacag diisiiniilmektedir.
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