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OZET

FOTONIK YAPILARIN FARKLI ANALITIK VE NUMERIK METOTLAR
ALTINDA INCELENMESI

Can ERTUGAY

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dali
Damisman: Prof.Dr. ismail BOZTOSUN

Haziran 2022, 141 sayfa

Bu calismada fotonik yapilar arasinda ii¢ temel 1s1k tuzaklama yapist olan
Fabry-Perot interferometresi, fotonik kristaller ve dielektrik mikro rezonatorler i¢inden
genis ¢alisma alani1 bulunduran fotonik kristaller ve mikro rezonatorlerin 6z-degerleri ve
0z-durumlar1 detayli olarak calisilmigtir. Dielektrik mikro kiire rezonatorlerinin
morfoloji bagimli rezonans modlar1 (MDRs) icin Mie sacilma teorisine dayanan ve
coziim i¢in transandantal bir denklem seti sunan geleneksel metotlara alternatif olarak
daha c¢ok kuantum mekaniginde kullanillan WKB (Wentzel-Kramers—Brillouin)
yaklagimi kullanilarak hem enine elektrik (Transverse Electric-TE) modlar hem de enine
manyetik (Transverse Magnetic-TM) modlar i¢in iki ayr1 kuantizasyon kosulu elde
edilmistir. Ayrica yine geleneksel olarak kullanilan niimerik metotlardan olan ve kafes
orgii dizaynina dayanan sonlu fark (Finite Difference-FD) metoduna alternatif olarak,
kafes Orgii dizaynindan ziyade kesikli uzaydaki grid yap: iizerinde rastlantisal nokta
setleri kullanan RBF (Radial Basis Function) metoduyla rezonans modlar1 ve alan
dagilimlar1 ¢ok iyi bir dogrulukla elde edilmistir.

Bu gibi fotonik yapilarin 6z-de8erleri ve alan dagilimlarim1 elde edebilmek icin
coziilmesi gereken diferansiyel denklemler kolay olmayan denklemlerdir. Fakat
elektromanyetik teoride karsilasilan bu denklemler ve kiitleli parcaciklar i¢in s6z konusu
olan diferansiyel denklemler arasindaki benzerlikler oldukca fazladir. Bu nedenle fotonik
kristaller ve mikro rezonatorler i¢in soz konusu olan denklemler, kuantum mekaniginde
yogun olarak kullanilan metotlarla ¢oziime ulastirilabilir. Diger yandan bu ¢alismada
miikemmel kiiresel mikro rezonatorler icin kullanilan yontemlerin prolate ve oblate gibi

diger geometriler i¢in de kullanilabilecegi ongoriilmiistiir.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE PHOTONIC STRUCTURE USING DIFFERENT
ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS

Can ERTUGAY

PhD Thesis in PHYSICS
Supervisor: Prof. Dr. Ismail BOZTOSUN
June 2022, 141 pages

In this study, the eigenvalues and eigenstates of photonic crystals and
micro-resonators, which have a wide working area among photonic structures
(Fabry-Perot interferometer, photonic crystals and dielectric micro-resonators), were
studied in detail. For the morphology-dependent resonance modes (MDRs) of dielectric
microsphere resonators, as an alternative to traditional methods based on Mie scattering
theory and offering a transcendental equation set for solution, the WKB
(Wentzel-Kramers-Brillouin) approach, which is mostly used in quantum mechanics, is
used and two quantization conditions are obtained for both transverse electric (TE) and
transverse magnetic (TM) modes. In addition, as an alternative to the finite difference
(FD) method, which is one of the traditionally used numerical methods and based on the
lattice mesh design, the resonance modes and field distributions are obtained with very
good accuracy using the RBF (Radial Basis Function) method, which uses random point
sets on the grid structure in the discrete space rather than the lattice mesh design.

The differential equations that need to be solved in order to obtain the eigenvalues
and the field distributions of such photonic structures are not easy ones. However, these
equations encountered in electromagnetic theory and the differential equations for
massive particles are very similar. Therefore, the equations for photonic crystals and
micro-resonators can be solved by methods, which are used extensively in quantum
mechanics. On the other hand, it is predicted that the methods used for perfect spherical
micro-resonators in this study, can also be used for other geometries such as prolate and

oblate.
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ONSOZ

Hepimizin bildigi gibi 20. yilizyilin 6zellikle ikinci yarisindan itibaren yasanan
elektronik devrimi diinyay1 daha oncesinde hayal bile edilemeyecek bir caga getirmistir.
Telekomiinikasyon, bilgi isleme, internet vb. alanlarda yasanan gelismeler kelimenin tam
anlamiyla dijital bir ¢ag baglatmistir. Diger yandan bu elektronik ve dijital devrimin
saglik alanmina katkilar1 da olaganiistii bir seviyededir. Tiim bu gelismelere kap1 acan
teknolojilerin tiimii sinyal iletiminin temel olusturdugu teknolojilerdir. Sinyal iletimi ise
temelde elektronik kapsaminda degerlendirilmektedir. Yani tiim bu teknolojilerde bilgi
tastyict arag temelde elektronlardir. Elektron ise yiiklii ve kiitleli bir pargacik oldugu i¢in
saglayabildigi tiim bu biiyiik avantajlarin yaninda bazi dezavantajlar1 da beraberinde
getirmektedir. Uzun yillardir elektronik cercevesinde gelisen tiim bu islevleri
gerceklestirebilmek icin yeni bir alan olan "FOTONIK" 20. yiizyilin sonlarma dogru
giindeme gelmistir. Yani elektronik devrimini takip edecek olan yeni cag "fotonik ¢ag1"
olarak adlandirilabilir. Ciinkii elektronlarin aksine yiiksiiz ve kiitlesiz olan fotonlarin
sinyal iletiminde kullanilmasi, elektronlarin beraberinde getirdigi dezavantajlari elimine
edebilmektedir. Fiber optik teknolojisiyle bu durumu yakindan hissetmeye bagladik bile.
Fotonik alan1 bu avantajlar1 sayesinde cazibesini giderek arttirmaktadir. Bu nedenlerden
dolay1 ben de bu alanda bir tez ¢aligmasi yapmak istedim. Son olarak bu alanda 6zellikle
hesaplamalara dair yeterince Tiirkce kaynak olmadigi diisiincesiyle ve belki tezi
okuyacaklara yardimci olur umuduyla, inceledigim Orneklerin hesaplamalarina dair
kendi yazdigim "MATHEMATICA" kod yapilarin1 da yeri geldiginde ekledim. Bu
orneklere dair "Python" ve "MATLAB" dillerinde yazdigim kodlar1 da e-mail ile bana
ulagip talep edenlerle memnuniyetle paylagabilirim.

Bu calisma boyunca desteklerini benden esirgemeyen danigsman hocam Prof. Dr.
Ismail BOZTOSUN’a, doktora 6grenimim siiresince "2211-A Genel Yurt i¢i Doktora
Burs Programi" ile destek aldigim TUBITAK’a ve "YOK 100/2000 Oncelikli Alanlar

Doktora Burs Programi” ile destek aldigim YOK e tesekkiirlerimi sunmak isterim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
E, : Bant aralig1 enerjisi
Ey : Fermi enerji seviyesi
°K : Temel sicaklik ol¢iisii birimi (Kelvin)
h : Indirgenmis Planck sabiti
o : Isik hiza
? : Nabla operatorii
1o : Bos uzaym manyetik gecirgenligi
€0 : Bos uzayin elektrik gecirgenligi
Kisaltmalar:
PhC : Fotonik kristal (Photonic Crystal)
PBG : Fotonik bant aralig1 (Photonic Band Gap)
PWE : Diizlem dalga acilim1 (Plane Wave Expansion)
TE : Enine elektrik mod (Transverse Electric)
™ : Enine manyetik mod (Transverse Magnetic)
DOS : Durum yogunlugu (Density Of State)
PhDOS : Fotonik durum yogunlugu (Photonic Density Of State)
FD : Sonlu fark (Finite Difference)
FDTD : Sonlu fark zaman alanm (Finite Difference Time Domain)
RBF : Radyal Tabanli Fonksiyon (Radial Basis Function)
WGM  : Fisildayan galeri modu (Whispering Gallery Mode)
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GIRIS C. ERTUGAY

1. GIRIS

Is1igin madde ile olan etkilesimini inceleyen alan "fotonik" olarak adlandirilir.
Fotonik alani1 temelde fotonlarin iiretilmesi, yonlendirilmesi, madde ile olan etkilesimi,
algilanmasi ve taginmasi ile ilgilenmektedir. Ornegin bilgi iletiminde elektronik yapilar
yerine fotonik yapilarin kullanimi tipki devrimsel elektronik ¢agi gibi yeni bir devrimsel
cagi, yani belki de fotonik cagi olarak adlandirabilecegimiz bir donemi tetiklemektedir.

Bunun yeni bir devrimsel ¢cag olacaginin baslica nedenlerini s0yle siralayabiliriz:

e Is18in dielektrik bir materyal igerisindeki hizi elektronun bir metal icerisindeki

hizindan cok daha biiytiktiir.

* Dielektrik materyallerin bant genisligi metallerin bant genislig§inden ¢ok daha

biiytiktiir.

* Isigin madde ile etkilesiminde meydana gelen enerji kayb1 elektronun madde ile

etkilesiminde meydana gelen enerji kaybindan ¢ok daha kiictiktiir.

Uc temel 151k tuzaklama yapisi olan Fabry-Perot interferometresi, fotonik kristaller
ve fisildayan galeri mod (Whispering Gallery Modes-WGM) rezonatorler iginden genis
calisma alanlar1 bulunduran fotonik kristaller ve WGM rezonatorler fotonik alani i¢inde
ozel yer teskil etmektedir.

Temelde dielektrik sabitlerinin periyodik bir sekilde degisimiyle meydana getirilen
yapilar olan fotonik kristaller lazerlerden fiber optiklere, sensorlerden optik ¢oklayicilara
kadar bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Bahsi gecen periyodik yapilandirmada yapilan
manipiilasyonlar sayesinde 1s1k fotonik kristal yap1 icerisinde yonlendirilebilmekte, belli
frekanslardaki 151k yapi igerisinde sinirlandirilabilmekte ve/veya tuzaklanabilmektedir.
Ornegin bir fotonik kristal devre tasarimi sayesinde 151k c¢ok kiigiikk bir alana
sikigtirillabilmekte ve devrenin istenilen belli bir noktasina yonlendirilebilmektedir.
Boylesi bir periyodik yapi tizerinde ilk ¢alismay1 Lord Rayleigh yayinlamistir (Rayleigh
1888). Calisma sonucu Lord Rayleigh ¢alistig1 materyallerin 15181 gelme acisina baglh
olarak yayilmasim yasaklayan bir bant aralifma sahip oldugunu gosterdi. ilk defa

1987°de Yablonovitch ve arkadaglarinin yapti§1 calismayla iki ve ti¢ boyutta fotonik bant
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aralikli yapilar iretilmistir (Yablonovitch 1987). Elde edilen materyallerde 15181n
tuzaklanmasi gergeklestirilebilmistir.

Fotonik kristallerde temel soru; "tasarlanan yapiya gelen elektromanyetik dalganin
hangi frekanslar1 ne olgiide yapi iginde ilerleyebilecek ve ne Olciide geri yansiyacak?"
seklindedir. Bu sorularin cevabini belirlemeye ¢alisan iki geleneksel metot bulunmaktadir.
Bunlardan ilki diizlem dalga acilim metodu (Plane Wave Expension Method-PWE) ve
sonlu fark zaman alan1 metodudur (Finite Difference Time Domain Method-FDTD). PWE
metodu temelde, Sekil 1.1°de ornek olarak verilen bir bant yapis1 diyagrami elde etmeyi
saglar. Bu bant yapisi, hangi yondeki, hangi frekanstaki dalgalarin yapi igerisinde ilerleyip

ilerleyemeyecegi bilgisini verir.

0.7 / _j
— — %
0.6 = 7 E -'é oo ]
= =gds -
0.5 Tam Fotonik Bant Araligi
2 —
0.4 - 7]
3
L.
= 03 .
0.2 T
0.1 - T
0.0 X U L r X W K
Dalga vektorii

Sekil 1.1. Diizlem dalga acilim metoduyla elde edilmis bir fotonik kristal bant diyagrami
(Ho vd 1990)

Sekil 1.1’de goriilen "fotonik bant araligi" (Photonic Bandgap-PBG) ifadesi fotonik
kristaller i¢in kritik 6neme sahip bir ifadedir. PBG hangi yondeki, hangi frekanstaki
dalgalarin yap1 igerisinde ilerleyip ilerleyemeyecegi sorusunun cevabini verir. Diyagram
Sekil 1.1°de goriilebilecegi lizere tam bant araliklar1 (Complete PBG) ve kismi bant
araliklar1 (Partial PBG) s6z konusu olabilir. Tam PBG’ler hi¢cbir yonde yapi icinde
ilerlemenin miimkiin olmadig1 frekans araliklarim gosterirken kismi PBG’ler belli
yonlerde yapr icerisinde ilerlemenin miimkiin olmadig1 frekans araliklarin

gostermektedir.
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FDTD metodu ise komplike yapilar da dahil olmak iizere yapidaki alan dagilimlarini,
yanstma ve gecme spektrumlarini elde etmeyi saglar. Sekil 1.2°de FDTD ile arag

modellemesinde elde edilmis 6rnek bir yansima/gecme spektrumu goriilmektedir.

Frekans (x108 Hz)

Sekil 1.2. FDTD metoduyla elde edilmis 6rnek bir yansima/ge¢gme spektrumu

Diger yandan bir cok arastirmada biiyiik ilgi goren, dielektrik kiirelerden yapilan
optik mikro-kaviteler, yani WGM rezonatorler, rezonans modlart ile iligkili yiiksek Q
faktorleri nedeniyle kavite kuantum elektrodinamigindeki deneylere ilham kaynagi
olmakta, hassas biyo-sensorlere yol agcmaktadir. Kavitelerdeki yiiksek enerji yogunlugu
arastirmacilarin koharent 151k gecisi ve Raman sacilmasi gibi cesitli nonlineer siirecleri
gozlemlemesine olanak tanimaktadir (Novotny ve Hecht 2006). WGM rezonatorler Sekil
1.3’de gortilebilecegi gibi ng kirilma indisine sahip bir ¢evre ortami i¢inde bulunan 7,

kirilma indisine sahip optik mikro kavitelerdir.
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Sekil 1.3. n, kirilma indisine sahip bir ¢cevre ortami i¢inde bulunan n, kirilma indisine

sahip, Ry yarigapili 6rnek bir optik mikro kiire

Sekil 1.3’de goriilen kirmiz1 oklar kavite icinde tuzaklanmig, yani rezonansa ugramig
olan 15181 temsil etmektedir. Bu rezonatorlerde ise temel soru hangi frekansl dalgalarin
rezonansa ugrayacafidir. Bu rezonans modlart morfoloji’ye bagli rezonans modlar
(Morphology Dependent Resonances-MDRs) veya fisildayan galeri modlar1 (Whispering
Gallery Modes-WGMs) olarak adlandirilmaktadir. Bu fenomen ilk defa St. Paul
Katedrali’nin akustik ©zelliklerini inceleyen Lord Rayleigh tarafindan farkedilmisgtir
(Rayleigh 1896). Akustik dalgalar icin incelenen bu fenomen daha sonra
elektromanyetik dalgalar icin calisilmaya baslanmustir.

Bu tez calismasinda fotonik kristallerin bant diyagramlari ve alan dagilimlar ile
WGM rezonatorlerinin rezonans modlarimin eldesi icin kullamilan yaygin geleneksel
metotlara alternatif olarak farkli analitik ve niimerik metotlarin kullanimi ¢alisilmig, bu

metotlarin geleneksel metotlara kars1 avantaj ve dezavantajlar tartisilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu tez caligmasinda ilk olarak fotonik kristallerin (Photonic Crystals-PhCs) bant
diyagramlar1 ve alan dagilimlari, daha sonra da WGM rezonatorlerinin rezonans
modlarinin eldesi i¢in kullanilan yaygin geleneksel metotlar verilecektir. Sonrasinda ise
bu geleneksel metotlara alternatif olarak farkli analitik ve niimerik metotlarin kullanimi
tartistlacaktir. Temelde dielektrik sabitlerinin periyodik bir sekilde degisimiyle meydana
getirilen yapilar olan fotonik kristaller i¢cin gdzlenen etkiler kristal bir 6rgiideki periyodik
diizenli atomlarda, yani kat1 hal fiziginde incelenen orgii yapilarinda gozlenen etkilere
cok benzer. Ciinkii PhC’ler de dielektrikligin, yani bir anlamda optik gecirgenligin
periyodik modiilasyonlar1 kullanilarak inga edilirler. Bir PhC’deki kirilma indisinin
periyodik modiilasyonlar1 kati haldeki atomik Orgii yapisina benzer bir Orgii yapisi
olusturur. PhC i¢indeki foton davranisi bir atomik orgiideki elektron desik davranigina
benzerdir. Bu periyodik orgii yapist nedeniyle hem PhC’de hem de kat1 hal atomik orgii
yapisinda bant araliklar1 s6z konusudur. Bant aralig1 bir enerji araligini ifade eder ve bu
araliktaki bir enerji de8erine sahip parcaciklar (ki PhC durumunda bu parcaciklar
fotonlardir) yapi icinde bulunamazlar. Teorik olarak bir PhC’deki 6z fonksiyonlarin
belirlenmesi kat1 hal atomik 6rgii yapisinda ele alinan parcacik dalga fonksiyonlarinin
hesaplamalarina cok benzerdir. Bu benzerlik fotonik bant araliklarinin elde edilmesinde
kullanilir. Bu nedenle bu caligmadaki birinci fotonik yap:r olan PhC’lerin detayli
incelemesine ge¢cmeden Once elektromanyetik teori, kat1 hal orgii yapilar1 ve elektronik

enerji bant yapilari gibi konular hakkinda bazi temelleri vermek faydali olacaktir.

2.1. Elektronik Enerji Bant Yapilari

Bir PhC icin en Onemli oOzelliklerden birisi fotonik bant araliklari (Photonic
BandGap-PBG)’dir. PBG, bir PhC icinde 15181n yayilmasinin engellendigi enerji veya
frekans araligini ifade eder. PBG araliginda bir frekansa sahip bir radyasyon yap1 i¢ine
geldiginde tamamen yansitilir. Eger periyodik yapida bir maniipiilasyon meydana
getirilecek olursa bunun etkisi bir yart iletken kristal yapisindaki maniipiilasyon
etkilerinin benzeri seklinde olacaktir. Bunun anlami, yapilan maniipiilasyonun 6z

frekansina kargilik gelen enerjideki PBG i¢inde yeni 6z durumlarin meydana gelmesi ve
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boylece bu frekans icinde yer alan bir radyasyonun yapi icinde yayilabilir olmasidir. Iste
bu sebeplerle detayli PhC hesaplamalarina gegmeden Once kati1 hal kristal orgiilerdeki
elektronik enerji bant yapilarini incelemek faydali olacaktir.

Elektronlar n ve [ kuantum sayilarina gore Pauli disarlama ilkesine uyarak
yoriingelere (enerji diizeylerine), yani kabuk ve alt kabuklara yerlesebilirler. n degeri ana
seviyeyi (kabugu) anlatirken 0,1,2,.....,n — 1 degerlerini alan [ degeri alt kabuklar1
anlatir. 1lk 3 ana kabuk, alt kabuk ve isimleri, orbital sayilari, Pauli ilkesine gore

yerlesebilecek elektron sayilari Cizelge 2.1°deki gibidir.

Cizelge 2.1. Pauili disarlama ilkesi uyarinca ana ve alt kabuklara elektron yerlesimi

2l alt kabuk | ororbital alt kabuk n seviyesi
adi sayist | elektron sayisi | elektron sayisi
110 S 1 2 2
0 S 1 2
2 8
1 P 3 6
0 S 1 2
311 3 6 18
2 5 10

Ornegin 13A1 : 152 252 2p5 352 3p* igin elektron yerlesimi Sekil 2.1°de goriildiigii gibidir:

A
l =2 - dkabugu (3d)
4 [ =1 - pkabugu (3p) n=3
—~— 1 =0 - s kabugu (3s)

' A _H_l=1—>pkabugu(229) n=2
—5—1 =0 > s kabugu (2s)

——1=0-skabugu (1s) } n=1

ENERJi

Sekil 2.1. 3 Al i¢in elektron yerlesimi
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Birden fazla atom bir araya geldiginde, atomlar aras1 etkilesim nedeniyle Sekil 2.2°de
goriilen kristal orgiideki atomlarin aralarindaki denge mesafesi r’a gore enerji seviyeleri

iist Uiste binip enerji bantlarin1 meydana getirirler.

Sekil 2.2. Birden fazla atom bir araya geldiginde meydana gelen kristal 6rgii

N tane atomdan olugmus bir kati i¢cin her bir enerji seviyesi, yani tek bir atom i¢in
gordiigimiiz her bir alt kabuk seviyesi N tane enerji seviyesine ayrilir ve bunlar artik
enerji band1 adin1 alirlar. Ornegin 5 atomdan olusan bir yapida her bir enerji seviyesi 5 tane
enerji seviyesine ayrilir. Atomlar arast mesafe ¢ok biiyiikken, yani atomlar birbirinden
cok uzaktayken birbirleri ile etkilesmiyor demektir ve bu nedenle enerji seviyelerinde bir
yarilma olmaz. Sekil 2.3’de gosterilen r3 mesafesinde hicbir etkilesme yoktur ve seviyeler
yalin haldedir. Her bir atom tek basina daha once anlatildig: gibi elektron dizilimine uyar.
Atomlar aras1 mesafe azaldik¢a, yani atomlar birbirine yaklastikca once yiiksek enerji
seviyeleri yarilmaya baslar: Sekil 2.3’de dnce r, mesafesinde 2s sonra ise 7; mesafesinde
1s durumlari 5’er adet enerji seviyesine yarilmustir. Iste burada goriilen her bir besli seviye

bir enerji bandin1 olusturur.
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Sekil 2.3. 5 atomlu bir kristal orgiide atomlar aras1 mesafeye gore enerji seviyelerindeki

yarilma

Bir enerji bandinin genisligi katidaki atomlarin sayisindan bagimsizdir. Bu nedenle
atom sayis1 arttikca enerji seviyeleri daha yakin araliklarla yarilirlar. Ornegin Sekil 2.4b
ile gosterilen dort atomlu durumda enerji seviyeleri, Sekil 2.4a ile gosterilen iki atomlu
durumdakinden daha yakin araliklarla yerlesmistir. Cok fazla sayida atom soz konusu
oldugunda ise c¢ok fazla sayida yarilma soz konusu olacaktir ve oyle ki Sekil 2.5°de
goriilebilecegi gibi yarilmalarin olusturdugu bantlar neredeyse siireklilik arz eder. Sekil
2.5’de goriildiigu gibi kristal yapimin denge mesafesi olan ry’dan enerji eksenine paralel
olacak sekilde c¢ekilen ¢izginin bantlar icinde kalan kismi enerji bantlarint olusturur.
Bunun anlami sekilden de anlagilabilecegi gibi bu enerji degerlerinde elektronlarin
bulunabilecegi seklindedir. Cekilen bu cizginin bantlar disinda kalan kisimlar1 ise "bant
arabiklarmm1” olusturur ki sekilden de anlasilabilece8i gibi bu enerji degerlerinde
elektronlar bulunamaz. Bu durumdaki bir orgii yapida bulunan en diisiik enerji
seviyesindeki elektronlar 1s’dedir ve bu bir tek enerji seviyesinde bulunabilirler. Ciinkii
ro denge mesafesinde yerlesmis atomlardan olusan bu kat1 i¢in bu mesafede 1s seviyesi
icin bir yarilma soz konusu degildir. Fakat daha yiiksek enerjilerdeki seviyelerde

elektronlarin bulunabilecegi enerji seviyeleri ¢ok daha fazladir
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(a) (b)

Ener;ji
Enerji

T T

Sekil 2.4. a) Iki atomlu durumda enerji seviyeleri yerlesimi; b) Dért atomlu durumda

enerji seviyeleri yerlesimi

Enerji Bandi i 2p

Enerji Bant
Araligi

2s
Enerji Bant

Araligi _____v

Enerji

1s

<
(=)

Sekil 2.5. Cok fazla sayida atom s6z konusu oldugunda bantlarin neredeyse siireklilik arz

etmesi

N tane atomun bulundugu bir Orgii icin her bir seviyenin yarilmasiyla olusan bantta,
2(21 + 1)N tane elektron bulunabilir. Sekil 2.6’da N tane ;;Na : 1s522s%2p%3s?
atomundan olusan bir orgii icin bantlarda yer alabilecek elektron sayilar1 goriilmektedir.

3s seviyesi yar1 dolu oldugu i¢in bu seviyenin yarilmasi ile olusan bantta 2N tane degil

9
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N tane elektron bulunabilir. iste enerji bant teorisine gore ve Fermi istatistigine bagli
olarak elektronlar yukarida bahsedilen elektronik durumlari, yani atomik orbitalleri
doldururlar. Dolmamug orbitallerdeki elektronlarin olusturmus oldugu bant seviyesine
"degerlik band1" veya "valans bandi" denir. Ornegin Sekil 2.6’de gosterilen ve N tane
sodyum atomundan olusmus orgii icin 3s seviyesindeki yarilmalarla olusan bant degerlik

bandidir.

3p

N

35{_

2p

2o

1+ | I >

Sekil 2.6. N tane ;;Na : 15?25?2p53s! atomundan olusan bir 6rgii icin bantlarda yer

alabilecek elektron sayilari

Degerlik bandinin daha {izerinde bulunan bosg bir bant s6z konusudur ve buna "iletim
band1" denir. Degerlik bandindan iletim bandina gecebilen elektronlar sistemde serbest
olarak hareket edebilirler ve boylelikle iletkenligi meydana getirirler. Buna gore degerlik
bandindan iletim bandina elektron gecis kabiliyetine gore iletkenlik ¢ok ya da azdir.
Sekil 2.7°den de goriilebilecegi gibi yalitkanlarda degerlik ve iletim bantlar1 arasindaki
bant araligi ¢ok fazla oldugu icin degerlik bandindan bir elektronu iletim bandina

gecirmek oldukca zordur. Fakat iletkenlerde bu iki bant neredeyse i¢ ice ge¢mistir ve
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diisiik enerjiler verildiginde bile degerlik bandindan iletim bandina gegisler saglanabilir.
Yar1 iletkenlerde ise bu iki bant aralig1 yalitkanlara gore cok daha diisiik bir degerdedir (
yaklasik 1 eV’) ve bu nedenle yan iletken bir malzeme diisiik enerjiler verildiginde bir

yalitkan gibi davranirken yeterli yiiksek enerjilerde iletken gibi davranacaktir.

VALANS
BANDI

VALANS
BANDI

iletkenlerde Yariiletkenler Yalitkanlarda
Enerji Band de Enerji Enerji Band
Seviyeleri Band Seviyeleri

Seviyeleri

Sekil 2.7. Iletken, yar iletken ve yalitkanlarda bantlar aras1 enerji seviyeleri

Degerlik bandi da iletim bandi da belli kesikli enerji diizeylerinden olusur ve
elektronlar bu belli enerji diizeylerinde bulunabilirler. Sekil 2.8’de bu enerji diizeyleri
mavi cizgilerle gosterilmistir. Degerlik bandinda bu belli enerji seviyelerinden birinde
bulunan bir elektrona bant aralig1 enerjisini (£}) atlatabilecegi bir enerji verilirse
elektron iletim bandina ziplayabilir. Tanim olarak 0°/’de elektronlarin doldurdugu en
yiiksek enerji seviyesine Fermi seviyesi (£;) denir. Degerlik bandindaki bir elektronun
serbest elektron statiisi kazanmasi icin Fermi seviyesinin {izerindeki enerjilere
cikabilecek enerjiye sahip olmalar1 gerekir. Bu saglandiktan sonra elektron artik iletim
bandinda demektir ve uygulanan elektrik alanlar sayesinde sistem i¢inde istenildigi gibi
hizlandirilarak yonlendirilebilir. Fermi seviyesi i¢in yukarida verilen tanim ortalama bir
tanimdir ve bant yapilart s0z konusu oldugunda aslinda bu seviye elektronlarin
elektrokimyasal potansiyellerini veren bir seviyedir ve termodinamik denge durumunda

%50 ihtimalle bir elektronun yer alabilecegi varsayimsal bir enerji seviyesidir. Fermi
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seviyesi i¢in verilen ilk tamim ikincisi ile genisletilmek zorunda kalmmistir ¢iinkii
asagida goriilecegi lizere bant yapilar1 soz konusu oldugunda (6rnegin tam dolu bir
degerlik bandindan bahsederken), yalitkan ve yar iletkenlerde Fermi seviyesi degerlik
ve iletim bantlar1 arasinda bir seviyededir, yani ilk tanima gore elektronlarin doldurdugu
en yiiksek seviye bu tam dolu degerlik bandi s6z konusu oldugunda Fermi seviyesi
olarak anilmaz. Sekil 2.9a ve Sekil 2.9b’de degerlik bandinin tam dolu oldugu
durumlarda yalitkan ve yar iletkenler icin Fermi seviyesi gosterilmektedir. Sekil 2.9¢c’de
goriildiigii gibi degerlik ve iletim bantlari i¢ ice ge¢cmis olan iletkenlerde Fermi seviyesi
bu iki bandin kesistigi bolge icinde bir degerdedir. Bu seviyeyi gecgebilecek bir elektron
degerlik bandindan iletim bandina gecer ve serbest elektron statiisii kazanir. Sekil
2.9d’de goriildiigii gibi 6rnedin 1;Na : 15225?2p53s! atomlarindan olusmus bir rgii i¢in
degerlik bandinin (buradaki sodyum Orne8inde degerlik bandim1i 3s seviyesindeki
yarilmalar olusturuyor) yar1 dolu oldugu bir durumda Fermi seviyesi ilk tanimdaki gibi
elektronlarin doldurdugu en yiiksek enerji seviyesine denk gelir ve goriilebilecegi gibi
Fermi seviyesi degerlik bandi i¢inde kalmaktadir. Yar1 dolu bir degerlik bandina sahip
olan bir metalde bu Fermi seviyesini gecebilecek bir elektron serbest elektron statiisii

kazanmis demektir ve uygulanacak elektrik alan altinda hizlandirilip yonlendirilebilir.

iletim bandi

ty
U‘L

Valans bandi

Sekil 2.8. Valans ve iletim bantlarindaki kesikli enerji seviyeleri
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7

o

-

i.B

L

(c) (d)

Sekil 2.9. a) Degerlik bandinin tam dolu oldugu durumlarda yalitkanlar icin Fermi
seviyesi; b) Degerlik bandinin tam dolu oldugu durumlarda yari iletkenler icin Fermi
seviyesi; ¢) Degerlik bandinin tam dolu oldugu durumlarda iletkenler icin Fermi seviyesi;
d) ;1 Na : 15?25*2p®3s! atomlarindan olusmus bir 6rgii igin degerlik bandinin yari dolu

oldugu bir durumda Fermi seviyesi

Sorulmas1 gereken siradaki soru ise bir ¢ok enerji seviyesinden olusan bir banttaki

belli bir enerji seviyesinin yogunlugunun ne oldugudur. Sonraki boliim bununla ilgilidir.

2.1.1. Durum yogunluklari

Sekil 2.10a’da a ayrith kiip seklinde bir kristal 6rgii blogu goriilmektedir. Bu blok
icindeki elektronlar asla disart cikamazlar. Bunu yapabilmeleri i¢in oldukca fazla
enerjiye sahip olmalar1 gerekir. Bunun diger bir anlami blok smirlarindaki potansiyel

enerjinin yaklagik olarak sonsuz olmasidir. Blok icinde ise potansiyel sifirdir. Boyle bir
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potansiyel enerjinin bir tek boyut icin goriintimii Sekil 2.10b’de goriildiigii gibidir. z = 0
ve r = a sinirlarindaki duvarlar potansiyelin sinirlarda sonsuz oldugunu anlatmaktadir.
Duvarlar arasindaki enerji seviyelerini belirlemenin yolu ise bu potansiyel igin
Schrodinger denkleminin ¢oziilmesidir. Bu durumda Schrodinger denklemi esitlik

(2.1)’deki gibi olur.

V(x)

® 9| 0
%

a

(a) (b)

Sekil 2.10. a) a ayrith kiip seklinde bir kristal 6rgii blogu i¢inde tuzaklanmig elektronlar;

b) Tek boyutta blok i¢in potansiyel enerji

0%

R — 8 2.1

75 = KU 2.1)
Burada k£ = %{‘/) ile verilen dalga sayisidir. z = 0 ve x = a sirlan digindaki
uzayda potansiyel sonsuz oldugu i¢in (2.1) sadece 1) = 0 olusuyla anlam kazanir ki bu da
sinirlar disindaki uzayda dalga fonksiyonu olmayacagini, yani elektronlarin sinir icinde

tuzaklanmig oldugunu anlatir. Potansiyelin sifir oldugu kuyu iginde ¢(z) ¢6ziimii, k dalga

sayis1 ve I enerji ¢oziimleri esitlik (2.2)’deki gibi olur (n = 0,1, 2, ...).

k=n— (2.2)
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Kiitleli Parcaciklar ve Kiitlesiz Foton icin /(%) Dispersiyon Tliskisi

Esitlik (2.2)’den goriilebilecegi gibi kiitleli pargaciklar i¢in E(k) = % oldugundan
E(k) o< k*dir ve bu kuadratik dagimim Sekil 2.11a’daki gibi olur. Diger yandan kiitlesiz
foton igin, ¢ 151k hiz1 olmak iizere E (k) = pcy = hkcy oldugundan E(k) o k’dir ve bu
lineer daginim Sekil 2.11b’deki gibi olur.

E(k) E(k)

Sekil 2.11. a) Kiitleli pargaciklar igin F(k) oc k? seklindeki kuadratik daginim iligkisi;
b) Foton i¢in F (k) o k seklindeki lieer daginim iliigkisi

Hesaplamalarda p(FE) ile sembolize edilecek olan durum yogunlugu (Density of
States-DOS) belli bir E enerji seviyesinin birim enerjideki elektron-volt bagsina
yogunlugunu, yani durum sayisim ifade eder. Ornegin belli bir E seviyesinde
elektron-volt (ev) basina 5 durum varsa, diger bir £ seviyesinde 5000 durum s6z konusu

olabilir.

Durum Demekle Kastedilen Nedir?

Basitge farkli enerji seviyelerini anlatir. Tek boyutlu bir pargacik durumunda belli bir
E i¢in sadece bir durum soz konusu iken boyut sayisinin artigiyla ayn1 £ seviyesine sahip
birden fazla durum s6z konusu olabilir. Ayn1 £ seviyesine sahip durum sayisi bu durumun
dejenerasyonunu anlatir. Ornegin ilk durumun 1, ikincinin 2, {i¢linciiniin 3, dordiinciiniin
2 ve besinci durumun 1 dejenere oldugu basit bir sitem Sekil 2.12°deki gibi gosterilebilir.
Seviyeler aras1 mesafe ¢ok cok kiiciik oldugu i¢in bu kesikli gosterimi karsilayabilecek

olan siirekli dagilim Sekil 2.12°de goriilen kirmizi1 egridir ve bu siirekli hesaplamalarla
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elde edilen DOS’un bir temsilidir.

Enerji

a

p(E)

@
®
@

@—

Sekil 2.12. Kesikli ve siirekli durum dagiliminin basit bir temsili

DOS basitge durum sayisi N’in enerjiye gore degisimidir. Bu agiklamanin
matematiksel ifadesi p(E) = 2% olur. Bu esitlikten durum sayisi esitlik (2.3)’deki gibi

olur.
N = / p(E)dE (2.3)

Diger yandan cok basit anlamda durum sayist tiim kesikli durumlarin sayist seklinde
N = Y .n; olarak diisiiniilebilir Bu kesikli toplam: siirekli toplam seklinde
kargilayabilecek integral ise N = [ dn olacaktr. Fakat buradaki n degerleri kesikliligi

anlattig1 icin siirekli toplam olan integral ifadesi icin uygun degildir. Esitlik (2.2)’ye

Ix° n? ile ifadesi kesikliligi belirtitken E = ZX° jle

2ma

bakildiginda enerji ifadesi’nin £ =

ifadesi kesikli olmay1 zorunlu kilmaz. Bu durumda kabaca N = [ dn yerine N = [()dk
seklinde bir siirekli toplam dikkate almak daha uygundur. Simdi geriye kalan dn
ifadesi’nin dk igerecek sekilde nasil ifade edilebilecegini incelemektir. k& = nZ oldugu
icin dn = %dk olacaktir. Bu agiklamalarin timii tek boyuttadir. Uc boyut icin
agiklamalar genisletildiginde k* = kI + k] + k2, n® = nl + n’ + n2, dn, = 2dk,,
dn, = %dk, ve dn, = *dk, olur. Boylelikle N = | dn integrali esitlik (2.4)’deki gibi

T or
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olur.

3
N = / dn = (%) / / / dk,dl, dk, 2.4)

Kartezyen koordinatlarda verilen bu esitlikler kiiresel polar koordinatlarda ifade
edilmelidir. Bunu yapabilmek i¢in konum uzayinda degil k£ uzayinda, yani diger bir
deyisle momentum uzayinda durumlar1 anlamaya ¢alismak gerekir. Sekil 2.13°de &, k,
ve k. bilesenlerinden olusan £ uzayinin kartezyen koordinat goriiniimii i¢inde diizlemler
tizerindeki degerler noktalar ile temsil edilmektedir. Bu sekilde sadece diizlemlerdeki
noktalar resmedilmigtir fakat elbette ki diizlemler arasinda da noktalar mevcuttur. Diger
yandan unutulmamalidir ki bu kristal orgiiniin bir temsili degildir, bu sadece sahip
olunabilecek olast durumlarin £ uzayindaki kartezyen koordinatlarda bir nevi temsilidir.
Ornegin orijinde kirmizi nokta ile gosterilen durum duran bir dalgaya sahip bir parcacik
durumunu temsil ederken £, ekseninde mavi ile gosterilen durum x ve z yOnlerinde
hareket etmeyen fakat y yoOniinde sahip oldugu yiiksek momentum degeri ile hizla
hareket eden bir parcacik durumunu temsil eder. Sekilde ¢izimi yapilmayan diizlemler
aras1 noktalar ise her ii¢ yonde harekete sahip parcacik durumlarini temsil edecektir.
Bunun yaninda yine sekilde gosterilmeyen ve negatif yonlerde degerleri temsil eden
noktalar da s6z konusudur. Bu noktalarin tiimiinii merkezi orijinde olan bir kiire yapisi
ile temsil edecek olursak bu kiire Sekil 2.14°de goriildiigii gibi k& yaricaph bir kiire

olacaktir.
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(a) (b)

Sekil 2.14. £ uzayinda a) Tiim durumlar kapsayan k yarigaph kiire; b) Sadece pozitif k
degerlerini kapsayan 1/8’lik kiire

Diger yandan £ = % oldugu i¢in belli bir £ seviyesinden bahsedebilmenin yolu
aym |k| modiiliine sahip olan & durumlaridir ve bu da Sekil 2.14a’daki kiire iizerinde
kalan noktalardir. Bu noktalarin daha sonra sonsuz kii¢iik dk ifadesine evriltilecek olan
sonlu kiigiik Ak kalinlikli kiire kabugu icinde olan noktalar oldugu sdylenebilir. Bu
durumda k uzayinda kartezyen koordinatlardaki [ [ [ dk,dk,dk, i¢ ice integral hesabi
polar kiiresel koordinatlarda [ dk* = [ k?sinfdkdfd¢ olur. Burada polar kismi temsil
eden 0 € [0, 7] araligindayken azimutal kismi temsil eden ¢ € [0,27] araligindadir.

Diger yandan & uzayinin radyal kismi k& € [0, oo] araligindadir. Boylelikle esitlik (2.5)
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sOz konusu olur.

2 ™
/dkz3 = /k:QsinGddedgb :/ dgb/ sin@dé’/kzdk = 47r/k:2dk: (2.5)
0 0

h2k2
m

; ﬂdE esitlikleri elde edilir.
vV EdE olur. E bagimli bu esitligin (2.4)’de

k’ya baghlik yerine E’ye bagliligi aradigimiz icin (2.5)’1 E ile ifade etmeliyiz. £ =

ifadesinin kendisi ve diferansiyeli ile k> = 22E ve dk =

h2
Boylelikle [ dk? = 4r [ k2dk = 4r [ 22

3/2

843 m3/2
2;3[
ve k, bilesenlerine ihtiya¢ oldugu anlagilmaktadir. Bu ise Sekil 2.14a’de goriilen |k|

kullanilmasiyla N = Ik V'E olur. Diger yandan k = n% oldugu igin pozitif k,, k,
yaricapli Ak kalinlikli kiire kabugunun 1/8’inde ancak miimkiindiir. Bu 1/8’lik kiire
Sekil 2.14b’de goriilmektedir ve Fermi kiiresi adin1 alir. Boylece son elde edilen N

ifadesinin 1/8 ile ¢arpilmasi esitlik (2.6)’y1 verir.

N = 253\/_/\/_@ (2.6)

Esitlik (2.6), esitlik (2.3) ile kargilagtirilirsa durum yogunlugu p( £)’nin esitlik (2.7)’deki
gibi oldugu anlasilir.

VE (2.7)

Ongoriildiigii gibi p(F) nin boyutu m’dir'
Sonraki kisimda bir bant yapisinin bize ne anlattigi agiklanmaya c¢alisilacak ve

sonrasinda ise optik durum yogunluklarindan bahsedilecektir.

2.2. Optik Enerji/Momentum Bant Diyagramlari

Bu boliimde bir bant yapisinin ne anlattigi agiklanmaya c¢alisilacaktir. Tim
aciklamalar Sekil 2.15 iizerinden yiiriitiilecektir.

En basit anlamda Sekil 2.15a’da goriildiigii gibi iki enerji seviyesinden olusan bir
sisteme hw enerjili bir foton gonderildigini diisiinelim. Eger sogurulan foton enerjisi

sekilde goriillen FE; ve FEs seviyeleri arasindaki aralifi asabilecek degerdeyse FE;
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seviyesini iggal etmig olan bir elektron bu fotonu soguracak ve dikey olarak yukar enerji
seviyesi olan F, seviyesine yerlesecektir. Sekil 2.15b’de bu sablon elektronik enerji bant
yapilarina genisletilmis olarak goriilmektedir. £, ile gosterilen degerlik bandi ve F; ile
gosterilen iletim bandi birbirine ¢ok yakin, yani neredeyse siireklilik arz eden enerji
seviyelerinden olugsmaktadir. Degerlik ve iletim bandi arasindaki bant araligi 1.5 ev’tur.
Sekil 2.15b,c,d’deki tiim sablonlarda 7' = 0°K sicakligr varsayilmistir, yani tiim
elektronlar baslangicta degerlik bandinda bulunmaktadir. Sekil 2.15b’de degerlik
bandindaki elektronlar foton sogurmaya hazir durumdadirlar ve sogurma islemi
gerceklesirse her zamanki gibi dikey yukar1 yonde hareket ederek daha yiiksek, izinli bir
enerji seviyesine Yyerleseceklerdir. Fakat Sekil 2.15b’de goriillen durumda foton
sogurulmasiyla birlikte bahsi gecen daha iist bir seviyeye yerlesim asla miimkiin degildir.
Bunun sebebi ise momentum korunumudur. Yani bir ¢ok atomdan olugsmus bir kat1 6rgii
enerji bant yapisit grubu s6z konusu oldugunda Sekil 2.15b’de goriilen sablon gercekgi
degildir. Ciinkii degerlik ve iletim bandindaki her bir izinli seviye karakteristik bir enerji
degerine sahip oldugu gibi karakteristik bir momentum degerine de sahiptir. Sekil 2.15b
ise sadece karakteristik enerji degerlerini gosterebilkmektedir. Sekil 2.15¢ ile gosterilen
sablon gercek¢i bir bant yapisi gosterimidir. Burada dikey eksen enerjiyi gosterirken
yatay eksen artik p = hk ile hesaplanan momentum degerlerini gosterebilmektedir.
Ornegin Sekil 2.15¢’deki degerlik bandinin en yiiksek enerji seviyesi olarak gosterilen C
noktasinda bulunan bir elektronun sekilde gosterildigi gibi sisteme gelen 2 ev enerji
degerine sahip bir fotonu sogurdugunu diisiinecek olursak; ilk olarak fotonun enerji
katkist olan 2 ev degeri elektronun bu fotonu sogurup dikey olarak 1.5 ev’luk bant
araligin1 agip iletim bandi tizerindeki C” ile gosterilen bir seviyeye yerlesebilecegini
sOyler. Yatay eksen ile gosterilen momentum durumunu da kontrol etmek gerekir. Yani
burada ne kadarlik bir momentum katkisi foton tarafindan saglanmaktadir? sorusu
incelenmelidir. p; = 0 degerinde bir ilk momentuma sahip elektronun foton sogurmasi
sonucundaki p, son momentumu, momentum korunumu nedeniyle pron ile verilen
foton momentumuna esit olmalidir ps; = pyoton. Simdi a kristal Orgii sabitine sahip olan
kristal orgii yapinin da incelenmesi gerekir. Eger fotonun yapiya olan momentum katkisi
yok denecek kadar az ise momentum ekseninde hareket yok demektir, yani {ist seviyelere

dogru hareket tamamen dikey dogrultuda olacaktir. Bu bant diyagramindaki bant
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kenarinda bulunan maksimum momentum kabaca p,.. =~ h%’r’dir. Diger yandan

Dfoton = AfQ—’tr’dir. Orgii sabiti a’nin kabaca 0.3 nm ve foton dalga boyu A ., un ise
kabaca 500 nm oldugunu diisiinerek ;’f’":z = X 2en & 1600 mertebesinde oldugu

goriiliir. Bu pya0 >> Pfoton 0ldugunu sdyler. Yani fotonun momentum katkisi neredeyse
sifirdir ve bu nedenle elektronun fotonu sogurmasi ile iist enerji seviyelerine dogru
hareketi tamamen dikey yonde gerceklesir. Boylece Sekil 2.15¢’deki degerlik bandinin
en yiiksek enerji seviyesi olarak gosterilen C' noktasinda bulunan bir elektronun sekilde
gosterildigi gibi sisteme gelen 2 ev enerji degerine sahip bir fotonu sogurdugunda dikey
olarak 1.5 ev’luk bant araligini asip iletim bandi iizerindeki C" ile gosterilen bir seviyeye
yerlesebilecegi sOylenebilir. Fakat bu durum da asla gergeklesemez, ¢iinkii C’ ile
gosterilen nokta izinli bir seviye degildir. Bunun nedeni ise tiim izinli seviyelerin
degerlik ve iletim bantlar1 olarak resmedilen kirmizi egriler izerinde bulunmasidir ve bu
nedenle C’ ile gosterilen nokta izinli bir enerji seviyesi noktasi degildir. Bu E; ve E;
egrileri gercek¢i bir anlmada enerji/momentum diyagramlaridir, yani gercekg¢i bant
yapilarini temsil edebilirler. Diger bir deyisle bu diyagramlar bize tiim olast durumlari,
yani tiim olasi enerji/momentum ciftlerini anlatirlar. Bant yapilari, kristal 6rgii bilgileri
kullanilarak Shrodinger denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilirler. Sekil 2.15d’de 2 ev’luk
foton enerjisini sogurarak iletim bandindaki izinli seviyelere yerlesebilecek olan
elektronlar degerlik bandinda A ve B noktalarinda gosterilen elektronlar olarak
resmedilmislerdir. Bu iki elektron dikey olarak yukar1 yonde hareket ettiklerinde
degerlik bandindaki seviyelerinden 2 ev yukarida ve iletim bandi iizerinde izinli

seviyelerde bulunan A’ ve B’ ile gosterilen seviyelere yerlesebilirler.
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(b)
E, E;

E
Efoton = hw E —2ev E
A, X foton Earauk x
? =15ev

P E; — 5% %

(@)

Sekil 2.15. a) iki enerji seviyeli basit sistem; b) Bir cok enerji seviyesinden olusan
degerlik ve iletim bantlarinin a’daki duruma bir analojisi; ¢) Degerlik ve iletim bantlarinin
hem enerji hem de momentum bilgisi verebilecek olan gergek¢i diyagramlari; d) Gergekei

degerlik ve iletim band1 diyagramlarinda olas1 dikey gecisler

2.2.1. IKi seviyeli sistem

Sekil 2.15d’de sisteme gelen belli bir Eyy,, enerjisinin de8erlik bandindaki
elektronlar tarafindan sogurulmasi ile iletim bandina gegisleri gosterilmisti. Momentum
korunumu nedeniyle tamamen dikey dogrultuda A — A’ ve B — B’ gecisleri, degerlik
bandindaki A ve B noktalarmma karsilik gelen bir F; enerji seviyesinden, iletim
bandindaki A’ ve B’ noktalarina karsilik gelen bir Fs enerji seviyesine gecisi, yani
2.15a’da goriilen iki seviyeli bir sistemi anlatir. Bu iki seviyeli sistem incelenerek elde
edilebilecek olan durum yogunluklar1 ve gecis oranlar1 sayesinde tiim enerjiler iizerinden
bir toplama islemiyle degerlik ve iletim bantlar1 arasindaki gecisler daha iyi
anlagilacaktir. Bu iki seviyeli sistemin modellenmesi her zamanki gibi Schrodinger

denklemi ile yapilir. Zamana bagli Schrodinger denklemi esitlik (2.8)’deki gibidir.

HY(z,t) = ih%@(m,t) (2.8)
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Burada H sistemin Hamiltonyeni, yani kinetik ve potansiyel enerjilerinin toplami iken
U(x,t) ise sistemin toplam dalga fonksiyonudur. Bu toplam dalga fonksiyonu
U(z,t) = C1(t)Vq(x,t) + Co(t)Ws(x,t) seklinde F; enerji seviyeli ve F; enerji seviyeli
durumlarin lineer bir kombinasyonudur. Diger yandan dalga fonksiyonlarinin zamana
bagl terimleri bilindigi iizere ¢~** ¢arpamyla verilir. Buna gore Wy (z,t) = v (x)e” !
ve Wy(w,t) = py(x)e 2! geklinde verilirler. Burada (x) ve (x) dalga
fonksiyonlarinin zamandan bagimsiz kisimlari iken w; ve wo sirasiyla F; ve FEj
seviyelerinin agisal frekanslaridir ve wy = Ej/h, wy = Es/h esitliklerini saglarlar. Bu

durumda sistemin toplam dalga fonksiyonu esitlik (2.9)’deki gibi olacaktir.

U(x,t) = Cy(t)e ™y (x) + Cot)e ™ Mhy(z) (2.9)

Simdi, heniiz foton yokken sistemi inceleyip, bu durumda gecis olmayacagin
matematiksel olarak ispat edelim. Bu ispat zamanla degismeyen C(t) ve Cy(t)
katsayisilarin1 bize vermelidir. Boyle bir durumda A hamiltonyeni sadece konuma
baglidir. Bu hamiltonyen Hy(z) olsun. Hy(z) Hamiltonyeni, esitlik (2.9)’deki sistem
dalga fonksiyonu, hw, = Ei, hwy = FEs esitlikleri ve zamandan bagimsiz kisimlar i¢in
Ho1(X) = Ei(x) ile Hopo(x) = E9iho(x) esitlikleri esitlik (2.8)’deki Schrodinger

denkleminde kullanilirsa gegici olarak f ile isimlendirilen esitlik (2.10) elde edilir.

dC (t)
dt

dCy(t)
dt

f = ihe "y (z) + ihe "y (z) =0 (2.10)

Diger yandan 1t;(x) ve 1ty(x) dalga fonksiyonlari ortagonal olduklari icin
<¢171/11> = <¢2,¢2> = 1 iken <¢1,¢2> = <¢2,w1> = (’dir. Bu i¢ carpimlari

kullanarak esitlik (2.10)’daki f ile verilen esitligi sirasiyla soldan <w1 ve <1/12 ile
carpalim. Bu ¢carpimlardan elde edilen sonuglar esitlik (2.11)’deki gibi olur.
dCy(t
<77Z)17 f> = 1( ) =0
dt 2.11)
< f> _dG(t) _
25 - dt -
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Esitlik (2.11) ile gosterildigi gibi sistemin bir foton ile etkilesmedigi durumda C(t) ve
C5(t) katsayisilar1 zamanla degismemekte, yani bir gecis s6z konusu olmamaktadir.
Sistemin foton ile etkilestigi durumda Schrodingerdeki Hamiltonyen Hy(z)’e ek
olarak hem konuma hem de zamana bagli olan bir ilave potansiyel enerji icermelidir. Bu
ilave Hamiltonyen terimini H'(x,t) ile gosterirsek toplam Hamiltonyen
H(x,t) = Ho(x) + H'(x,t) olacaktir. Bu ilave potansiyel enerji k7, dalga vektoriine ve
wr, acisal frekansina sahip fotonun, yani elektromanyetik dalganin elektrik alan bileseni
ile meydana gelen potansiyel enerji olacaktir. Bu elektrik alanm1 £/, ile gosterecek olursak
Ep = Epsin(kpz — wrt) seklinde ilerleyen bir dalga formudur. Burada E, elektrik
alanin genligini gostermektedir. z ile goOsterilen konum parametresi elektronun
yoriingesinde bulundugu atom ile ilgilidir ve burada her hangi bir 6nemi olmayacaktir,
clinkii £z terimi 6nemsiz hale gelecektir. Bunun nedenini agiklamaya ¢alisacak olursak;
Sekil 2.16’de + yiiklii cekirdek etrafinda dolanan elektron goriilmektedir. Sekilde
gosterilen Bohr yaricapr yaklasik olarak 0.3 nm mertebesinde iken kirmizi ile gosterilen
ve sisteme gelen optik dalganin dalga boyu yaklagsik olarak 100 nm mertebesindedir. Bu
durum ise dalganin dalga boyunun Bohr yaricapindan ¢ok ¢ok biiyiik oldugu anlamina
gelir. Boylece optik dalganin elektrik alan bileseninin konumla neredeyse hic
degismeyecegi anlamina gelir. Oyleyse elektrik alan i¢in E;, = Eysin(wpt) esitligi
kullanilabilir. Boylelikle ¢ toplam elektrik yiikii olmak iizere bu elektrik alan nedeniyle
meydana gelen potansiyel enerji, yani Hamiltonyenin H'(z,t) bileseni

H'(z,t) = —q [ Erdx = qEyzcos(wpt) olacaktir.
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Bohr Yaricapi

Sekil 2.16. + yiiklii cekirdek etrafinda dolanan elektron ve bu sisteme gelen 151k

Bu H’ teriminin de eklenmesiyle meydana gelen toplam H(x,t) = Hy(xz) + H'(z,t)
Hamiltonyeni esitlik (2.9)’deki sistem dalga fonksiyonu, hw, = F4, hwy = FE» esitlikleri
ve zamandan bagimsiz kisimlar icin Hoyy(x) = Eii(x) ile Hopo(x) = Eahe(z)
esitlikleri esitlik (2.8)’deki Schrodinger denkleminde kullanilirsa esitlik (2.12) elde

edilir.

dCy (1)
dt

+ ihe’iw?twg(m) dCy(t) = C’le’iwltH/wl(a:) + CQefi“’?tH’qﬂQ(x)

dt
(2.12)

ihe™ 1y (z)

Esitlik (2.12) soldan <¢1

ile carpilirsa esitlik (2.13) elde edilir.

ihe‘wltﬂ = C’le_wlthgcos(th)<¢1, x¢1> + C’ge_WthEocos(th)<@/)1, m¢2>

dt
(2.13)

x’in kesinlikle bir tek fonksiyon oldugunu bildigimiz igin v, (z) ister tek isterse cift
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fonksiyon olsun <1/)1, x1/)1> i¢ carpiminin sifir oldugunu soyleyebiliriz. Fakat ¢ (x) ve
1o(x) hakkinda detayli veriye sahip olmadan <@/}1,x¢2> i¢c carpimi hakkinda bir sey
sOyleyemeyiz. Boylece esitlik (2.13), esitlik (2.14)’e evrilir.

dCy (t)

iﬁe‘iwltT = Cye 2t qBycos(wrt) <¢1, x¢2> (2.14)

Benzer aciklamalarla esitlik (2.12) soldan <¢2

ile carpilirsa esitlik (2.15) elde edilir.

iﬁe‘iw?t%t(t) = Cre 2! qBycos(wrt) <¢2, m/)1> (2.15)

<z/)1, x¢2> ifadeleri dipol matris elemanlar1 olarak adlandirilirlar ve belli materyaller i¢in
degerleri bilinmektedir. Bu durumda bu matris elemanlarinin da degerlerinin bilindigi
diisiiniiliirse, son iki esitlik setinde sadece iki adet bilinmeyen s6z konusudur ve bunlar
C1(t) ve Cy(t) dir. Baglangic degerlerine sahip olundugu siirece bu esitlikler ¢oziilebilir.
Esitlik (2.14) ve esitlik (2.15), sirasiyla esitlik (2.16) ve esitlik (2.17) ile de ifade
edilebilir.

1) aBo(vr, a0 )

i(Aw)t
o - Cse cos(wrt) (2.16)

—i(Aw)

dCy(t) _ qu<¢2> $¢1>

t
0 - cos(wrt) (2.17)

016

Burada Aw = w; — wy’dir. ¢ = 0 aninda heniiz bir sogurma s6z konusu olmadigi i¢in
C1(0) = 1 ve C5(0) = 0’dir. Diger yandan pico-saniye mertebesindeki gecisler igin tiim

zamanlar boyunca C(t) ~ 1 yaklagimu iyi bir yaklagikliktir. Bu baslangi¢ degerleri ve

cos(wpt) = M esitligi ile birlikte esitlik (2.17) ¢oziiliirse esitlik (2.18) elde

edilir.

ei(Aw+wL)t -1 ei(Aw—wL)t -1

Colt) = —qE0<17i17 JmP2>

2.18
Aw + wy, + Aw — wr, ( )
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wr ~ Aw oldugunda esitlik (2.18)’deki koseli parantez igindeki ikinci terim birinci
terimden ¢ok ¢ok biiyiiktiir ki genel olarak durum boyledir. Boylece esitlik (2.18), esitlik
(2.19)’a evrilir.

qE0<1/11,$¢2> , Aw —
Co(t) = —— 5L tsine %t (2.19)
Burada kullanilan sinc(z) fonksiyonu sinc(z) = ”"T(Z)’ye esittir. Son esitligin

makroskobik yorumu yapilmalidir. E5 seviyesinde bir elektronun bulunma olasiligi
2
dogal olarak P(t) = ‘Og(t)’
2
P(t:) = \02@1)

= 0.1 ise bu, E;’deki elektronlarin %10’unun t¢; siirede E5
seviyesinde olacagini soyler. Ornegin baslangigta F; seviyesinde 10 tane elektron varsa

ile hesaplanir. Ornegin bir ¢; siiresinde

bu t; siiresinde F;’deki 10 elektronun %10’u, yani 1 tane elektron F5 ’de olacaktir.
2

.. d|Ca(t)

Oyleyse birim zamanda Fy — FE» gegisini saglayabilecek elektron oram ———- ile

2
hesaplanmalidir. Esitlik (2.19)’ye gore ‘Cg(t) , esitlik (2.20)’deki gibi olur.

qu<¢1> $¢2>
—

2
2 Aw —
‘ 2sinc? (Mt> (2.20)

‘02 ®) 2

Diger yandan Sekil 2.17°de goriilen farkli argiimanlardaki sinc?

fonksiyonlarina
bakilacak olursa argiiman biiyiidiik¢ce, yani buradaki duruma analojiyle zaman arttik¢a

sinc?  fonksiyonu giderek Dirac delta fonksiyonuna benzemektedir. Boylece

sinc? <%t — 25(Aw — wy) sekline doniiilr.
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—_ sincZ(z) sin02(52) sinc2(1 0z)

S . T~

4

Sekil 2.17. Farkli argiimanlardaki sinc? fonksiyonu

Boylece birim zamanda sirasiyla w; ve wo freakanslarina sahip F; ve E, seviyeleri
arasindaki Fy — FE5 gecisini saglayabilecek elektron orani, yani kisaca birim zamandaki

gecis orani esitlik (2.21)’deki gibi olur.

d‘Cg(t) 2
Wiz=—5—=

‘2 qu<¢1, $¢2>

o7 270 (Aw — wy) (2.21)

Esitlik (2.21) ile verilen bu gegis oranina "Fermi’nin altin kural" denir. Goriildiigii gibi
burada tiim parametreler sabittir. Bu da birim zamandaki gecis oraninin sabit oldugunu
anlatir.

E, — E5 gecisini saglayabilecek ka¢ tane durum oldugu sorusunun cevabi temelde
iki parametreye baglidir; bunlardan ilki degerlik bandindaki F; enerjili durum sayisi ve
ikincisi ise Eoon enerjisine karsilik gelen AE = E, — Ej enerji araliidir. py(E)dE ile
verilen degerlik bandindaki belli bir £ enerjisindeki durum yogunlugu olacaktir. F; ve
E5 durumlarinin bizzat kullanilmasi hesaplamalarla basa cikmayi zorlastirmaktadir,
fakat gecis tam olarak AE = FEyu,, oldugu icin durum yogunlugu hesaplamalarinda
enerjisi bilinen E,,, ile ¢alismak daha uygundur. Boylece pq(E) yerine p,(AE) ile
caligilabilir. Burada p,(AFE) ifadesi AE = FE, — F; seviye farkinin bir fonksiyonu

olarak durum yogunlugudur ve genellikle "indirgenmis durum yogunlugu" olarak

28



KAYNAK TARAMASI C. ERTUGAY

adlandirilir. Sekil 2.18 bu iki seviyeli gegisin ayrintilarini gostermektedir. Sekilde
goriilen AE; degeri Eq0n, enerjisini sogurarak degerlik bandindan iletim bandina gecen

elektron i¢in iletim bandinda yerlestigi enerji seviyesinin iletim bandinin {iistiinde kalan

ﬁ2
2Me

enerji araligini ifade eder ve basitce elektronun kinetik enerjisine esittir ve AF; =
ile hesaplanir. Benzer sekilde AFE,; degeri ise degerlik bandindaki s6z konusu sogurmay1
saglayabilecek elektronlarin yerlesmis oldugu seviyenin, degerlik bandinin altinda kalan
enerji araligini ifade eder ve basitge bu seviyedeki tiim elektronlarin kinetik enerjisidir
AE; = % ile hesaplanir. Burada m, iletim bandina gecmis ve artik serbest elektron
statiisii kazanmig olan elektronun kiitlesi iken my ise degerlik bandindaki s6z konusu
enerji seviyesinde bulunan tiim elektronlarin Kkiitleleri toplamudir. Diger yandan F,
degeri ise degerlik ve iletim bantlar1 arasi bant aralig1 degeridir. Bu tanimlarla birlikte
Sekil 2.18’den goriilebilecegi gibi foton enerjisine esit olan A E degeri esitlik (2.22)’daki

gibi olur.

<
= Efoton

e
3!
QU
)
I
X 1
|
|
|
1
|
|
1
>
Q.l
AE

Sekil 2.18. Gelen foton enerjisini sogurarak degerlik bandindaki belli bir seviyeden iletim

bandindaki belli bir seviyeye gecisin ayrimtilar

R*k? R2R?
AE =E,+ AE;(k) + AEy(k) = E, + om. T omy (2.22)

Esitlik (2.22)’ye gore k dalga sayis1 degeri esitlik (2.23)’deki gibi olur.
k= \/ (25 _hfg)?‘mﬂ (2.23)
Burada m, = % ile verilen indirgenmis kiitledir. Boylece esitlik (2.7)’den yapilan
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analojiyle A E enerjisi i¢in durum yogunlugu esitlik (2.24)’deki gibi olur

a3m3/2

2.3. Maxwell Denklemleri ve Dielektrik Materyaller

Bu ¢alismada ilgilenilen ortamlar optik ortamlardir, yani dielektrik materyallerdir ve
konular temelde 15181 bu ortamlarla etkilesiminden meydana gelmektedir. Bilindigi
iizere 151k 10* H 2z mertebesinde osile eden (titresen) elektrik (E) ve manyetik (ﬁ)
alanlarinin bir kombinasyonudur. Bu alanlarin yayilimi periyodik fonksiyonlarla
tanimlanir. Elektromanyetik dalga enerjisinin taginmasi, Amper ve Faraday yasalarina
uygun olarak ﬁ ve 3 alanlarmin enerjiyi degis tokus edisiyle grceklesir. g’nin
varyasyonu ﬁ’ye diktir. Tek bir frekansa sahip olan bir elektromanyetik dalga ﬁ ve
B’nin harmonik varyasyonlarini ortaya koyar. Bir ortam i¢indeki elektrik ve manyetik
alanlarin durumunu gosteren, yani elektromanyetik teorinin temeli olan en genel

Maxwell denklemlerinin diferansiyel formlar: esitlik seti (2.25)’deki gibidir.

? . E — T, Elektrik alan icin Gauss yasast
€o

? . ﬁ = 0 — Manyetik alan icin Gauss yasast

? § E B 8ﬁ (2.25)

—pu—— — Faraday yasasi

0
? X ﬁ = 7f + sﬁ — Maxwell-Ampere yasasi

Burada ¢, bos uzayin elektrik gecirgenligini, € ortamin elektrik gecirgenligini, p, toplam
hacim yiikk yogunlugunu, ; ortamin manyetik gecirgenligini, 7 ¢ serbest hacim akim
yogunlugunu ifade ederken % kismi tiirevi zamana gore tiirevi gosterir. Esitliklerde
kullanilan ﬁ alan1 yardimci manyetik alandir. pr, €, u ve H) ifadeleri (2.26)’deki gibi

verilir.
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pPT = Pf+ Py
e=c¢eo(l+ xe)

(2.26)
= po(1 + Xm)

B
G
Son esitlik setinde p; serbest hacim yiik yogunlugunu, p, serbest hacim yiik
yogunlugunu, 1o bos uzaym manyetik gecirgenligini, y. ortamin elektrik alinganligini
ve X, ise ortamin manyetik alinganligini ifade eder. . ve x,, boyutsuz niceliklerdir ve
bos uzaydaki degerleri sifirdir. € ve p’nun bos uzay gecirgenlik degerlerine olan
bagilliklar1 sirasiyla €, = % =1+ xe ve pu, = % = 1 + x,, ile ifade edilir. pu,
"dielektrik ortamin bagil manyetik gecirgenligi" adini alirken ¢, "dielektrik ortamin
bagil elektrik gecirgenligi" veya "dielektrik sabiti" adin1 alir.

ﬁ ilgilenilen uzay bolgesinde miimkiin olan tiim yiiklerin olusturacagi elektrik
alanlarin ve bu yiikler disinda bu uzay bolgesinde varlig1 s6z konusu olabilecek tiim dig
elektrik alanlarin toplamini ifade ederken ? ise ilgilenilen uzay bolgesinde miimkiin
olan tiim akimlarin olusturacagi manyetik alanlarin ve bu akimlar disinda bu uzay
bolgesinde varlig1 s6z konusu olabilecek tiim dis manyetik alanlarin toplamini gosterir.
Ilgilenilen uzay bolgesindeki yiik ve akim varligmin durumlarina gore denklemler 6zel
hallerini alacaktir.

Iletken materyaller yiiklerin herhangi bir ¢ekirdege bagli olmadan serbest olarak
hareket ettigi materyaller iken dielektrik materyallerde ise tiim yiikler bir atom veya
molekiile baghdir. Bir ﬁ alan1 bu yiikleri bir miktar hareket ettirebilir. Tiim yiikler
tizerindeki bu miktarlar birlikte ele alindifinda yiikk dagilimi iizerinde «uzatma» ve
«dondiirme» etkilerine neden olabilir ve bdylece dielektrik malzemede belirgin bir
davranig ortaya ¢ikar. + yiikler ﬁ yoniinde itilirken — yiikler —ﬁ yoniinde itilir. Yani
bir "kutuplanma" meydana gelir. ﬁ alanmi yeterince biiyiikkse iyonlagma meydana gelir
ve madde bir iletken haline gelir.

Bir ¢ok kutuplanmis ya da kutuplanmamis molekiilden meydana gelen bir

dielektrikte durum her ne olursa olsun bir dis alan (Bdl§) dogrultusunda c¢ok sayida

kiiciik dipoller meydana gelir. Yani malzeme her durumda kutuplanmig olur. Birim
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hacim bagmna (V') dipol momenti 7) esitlik (2.27) ile gosterildigi gibi kutuplanmay1
(?) ifade ederi

(2.27)

~l
I
<l=l

2.3.1. Dielektrigin dogrusallhig

Bu ? kutuplanmasi ? =€ Xeﬁ seklinde toplam alan E ile orantil1 ise bu dielektrik
materyal i¢in "dogrusaldir" denir.

Bir dielektrik materyal de aslinda bir iletken materyalin yapmaya calistigin1 yapmaya
calisir fakat bunu ancak kismi olarak yapabilir. Cok basit anlamda bir dielektrik
varhgindaki alan dielektrik yoklugunda olusacak olan alani perdeler ve 1/e, carpani
kadar azaltir. Ornegin bu durumun kullanildig1 en temel ornek kapasitorlerdir. Bir
kapasitoriin si8asin1 arttirmanin yaygin yolu kapasitorii bir dielektrik materyal ile

doldurmaktir.

2.3.2. Dielektrigin tiirdesligi

Bir ortamin tiirdes (homojen) olmasiyla anlatilmak istenen, ortam o6zelliklerinin
ortamin her yerinde ayni olmasidir. Dielektrik ortamlar sz konusu oldugunda ortam
ozelligini belirleyen ise x. elektrik alinganligidir. Buna gore e8er dielektrik bir ortam

homojen tiirdes ise . elektrik alinganlig1 ortam icinde her yerde ayni1 demektir.

2.3.3. Bir dielektrik materyal icin Maxwell denklemleri

Bir dielektrik ortamda serbest yiilk yogunlugu bulunmaz, tiim yiikler bir atoma
baglhdir. Bu nedenle p; = 0 ve 7 ¢ = 0’dir. Net yiik yogunlugu olarak sadece bir dis
elektrik alanla indiiklenebilecek bir baglh yiik yogunlugundan bahsedilebilir (p, # 0).
Fakat serbest akim yoksa bir bagh akim da olmayacaktir (71, = (). Bu durumda toplam
yik yogunlugu pr = p, ve toplam akim yogunlugu ise 7T = 7d olacaktir. 7d yer

OF

degistirme akimi ise %* ile verilir. Buna gore esitlik seti (2.25)’deki Maxwell
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denklemleri dielektrik bir ortam i¢in esitlik seti (2.28)’deki gibi olur:

? . ﬁ =, Elekrik alan icin Gauss yasast
€0

? . ﬁ = 0 — Manyetik alan icin Gauss yasasi

? § ﬁ _ aﬁ (2.28)

—,uﬁ — Faraday yasasi

6 X ﬁ = 5%—? — Maxwell-Ampere yasasi

2.3.4. Elektrik ve manyetik alan icin dalga denklemleri

w acisal frekansina sahip bir elektromanyetik dalga icin konuma (7) ve zamana (t)

bagli kompleks elektrik ve manyetik alan esitlikleri esitlik (2.29)’deki gibidir.

E(7,t) = E(7)e

(2.29)
H(7,t) = H(7)e

Bir ¢cok malzeme icin = po’dir. Bu gercegi kullanarak fakat elektrik gecirgenligin
e = e(r) = eoe.(r) seklindeki konuma baghligini muhafaza ederek Faraday ve

Maxwell-Amper yasalarin (2.30)’daki gibi tekrar yazalim:

? X E = —poaa—t — Faraday yasasi
(2.30)

1 0
—? X ﬁ =¢c9g—— — Maxwell-Ampere yasast
er(r) ot

Buna gore gy = % gercegini ve (2.29) esitliklerini kullanarak Faraday yasasinin
rotasyonelini alarak ve bu islemde Maxwell-Ampere yasasim1 kullanarak elektrik alan
icin, benzer sekilde Maxwell-Ampere yasasinin rotasyonelini alarak ve bu iglemde
Faraday yasasini kullanarak manyetik alan i¢in dalga denklemi, yani Helmholtz

denklemleri elde edilebilir. Bu denklemler esitlik (2.31)’deki gibi olur:

33



KAYNAK TARAMASI C. ERTUGAY

( ! ) [6 X (? X B('r’)) = w_j (r) — Elektrik alan icin Helmholtz

=) . 002 2.31)
v x [(%ﬁ‘)) (? X ﬁ(r)) = %ﬁ(r) — Manyetik alan icin Helmholtz

Esitlik (2.31) ile verilen Helmholtz denklemleri tiim fotonik yapilar icin temel teskil eden

0z-deger denklemleridir.

2.4. Fotonik Kristaller

Is1g1n madde ile olan etkilesimini inceleyen alan Fotonik olarak adlandirilir. Dielektrik
sabitinin periyodik bir sekilde degisimiyle meydana getirilen yapilar ise Fotonik Kristal
(PhC) olarak adlandirilir. Dielektrik sabitinin periyodik degisimi bir, iki veya ii¢ boyutta
s0z konusu olabilir. Bu yapilar Sekil 2.19’de goriilecegi gibi sirasiyla bir boyutta, iki

boyutta ve ii¢ boyutta PhC olarak adlandirilir.

Sekil 2.19. a) Bir boyutta; b) iki boyutta; ¢) Uc boyutta fotonik kristaller (Joannopoulos
vd 2008)

Bu kesikli periyodik degisiklik nedeniyle elektromanyetik dalga materyal i¢cinde belli
yon ve frekanslarda yayilamaz ve bu nedenle de fotonik kristallere optiksel yalitkanlar
da denir. Bu sekilde periyodik bir yap1 iizerinde ilk caligmayr Lord Rayleigh
yaymlamistir (Rayleigh 1888). Calisma sonucu Lord Rayleigh calistigi materyallerin
15121n gelme agisina bagl olarak yayilmasmi yasaklayan bir bant araligmma sahip
oldugunu gosterdi. Ik defa 1987°de Yablonovitch ve arkadaglarinin yaptig1 calismayla
iki ve ii¢ boyutta fotonik bant aralikli yapilar iiretilmistir (Yablonovitch 1987). Elde

edilen materyallerde 15181n tuzaklanmasi gerceklestirilebilmistir.
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Fotonik kristal yapilar lazerden, fiber optiklere, sensorlerden optik coklayicilara
kadar bir ¢cok alanda kullamlmaktadirlar. Ornegin bilgi iletiminde fotonik kristallerin
onemi gittikge artmaktadir ¢iinkii bilgi aktariminda 1s1k elektronlara nazaran ¢ok daha
avantajhidir. Isik bir dielektrik malzeme icerisinde elektronlarin metal icerisinde
ilerleyisinden ¢ok daha hizli ilerleyebilir. Ayrica 1sik elektronlarin etkilesimlerinde
oldugunun aksine ¢ok fazla enerji kaybina neden olmaz. Isigin dielektrik materyal
icerisinde yonlendirilmesinde ise yapinin periyodik diizeninde meydana getirilen bazi
orgii maniipiilasyonlar1 olduk¢a Onemlidir. Bu maniipiilasyonlar kullanilarak bant

yapilarinda degisiklik meydana getirilebilir.

2.4.1. Fotonik kristal orgii yapisi

PhC ler farkli geometrik yapilara sahiptir. Bu yapilar kati hal atomik oOrgii
yapisindaki kristal orgii tiplerine karsilik geldigi icin PhC yapisi anlatilirken "orgii"
terimi kullanilmaktadir. Bir boyutlu PhC’ler ¢cok az sayida periyodik yap1 varyasyonlari
sergileyebilirler. Ciinkii katmanli bir yapiyla temsil edilirler, yani sadece kirilma indisi,
tabakalarm kalilig1 veya periyod icindeki tabaka sayis1 degisebilirdir. iki ve ii¢ boyutlu
PhC orgii yapilarinda elemanlarin sekil ve yerlesimlerine dair varyasyonlar sonsuz
sayida Orgii tipine izin verecektir. Bu sebeple en genel orgii yapilarini, yani bu
yapilardaki kompleks durumlari incelemek icin burada iki boyutlu oOrgii tipleri
incelenecektir. Teknolojik nedenlerden dolayi iki adet yaygin iki boyutlu PhC o6rgii tipi
kullanilmaktadir. Bunlar "kare" ve "altigen" orgiilerdir. Bu orgii yapilar Sekil 2.20’de
goriilmektedir. Kare orgiide birim hiicre kare formundadir. Elemanlar yuvarlak, kare,
altigen veya diger bir sekilde olabilirler fakat tiim elemanlar ayni sekilde olmalidirlar.
Burada yuvarlak sekilli elemanlara sahip bir kare orgii PhC goriilmektedir. Altigen
orgiide birim hiicre diizgiin altigen formundadir. Elemanlar yine yuvarlak, kare, altigen
veya diger bir sekilde olabilirler fakat tiim elemanlar ayni sekilde olmalidirlar. Burada

yuvarlak sekilli elemanlara sahip bir altigen 6rgii PhC goriilmektedir.
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Sekil 2.20. a) Iki boyutlu PhC icin kare orgii; b) Iki boyutlu PhC igin altigen orgii
(Sukhoivanov ve Guryev 2009)

Uc boyutlu PhC tipli 6rgii yapis1 cok daha fazla sayidadir. Ug boyutlu PhC ler kat1 hal
kristallere en fazla benzeyenler oldugu i¢in boyle PhC lerin bir¢ok orgii tipi benzer yapi
ve benzer isme sahiptir. Uretim yontemine bagh olarak 3D PhC ler kat1 hal kristallerinde
elde edilemeyen yapilara sahip olabilirler. Bazi U¢ boyutlu PhC kristal 6rgii drnekleri
Sekil 2.21°de goriilmektedir. Bunlar arasinda yiiz merkezli kiibik (Face Centered Cubic —
FCC) ve elmas orgiileri (Diamond Lattice) i¢in kat1 hal kristal analojiler mevcutken odun
y1gimi1 (woodpile) ve spiral (veya Glancing Angele Deposition — GLAD) orgiileri sadece
PhC ler icin elde edilebilir, yani bir kati hal kristal analoji mevcut degildir. Bu nedenle
PhC ler ¢ok sayida olas1 rgii tipine sahiptirler 0yle ki bant yapisi, gecirgenlik ve yansima

spektrumu gibi temel 6zellikler cok genis bir aralikta yer alabilir.
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Sekil 2.21. Ug boyutlu PhC orgii tipleri a) FCC; b) Woodpile; ¢) Spiral; d) Diamond
(Sukhoivanov ve Guryev 2009)

2.4.2. Bir boyutlu fotonik kristallerin konum uzayinda incelenmesi

Bu caligmada incelenecek olan temel fotonik yapilardan fotonik kristaller icin ¢ok
kritik dneme sahip olan bant diyagramlar1 konum uzayindan ziyade ters orgii uzayinda
(diger bir deyisle momentum uzayinda) hesaplamalar gerektirmektedir. Bunun
nedenlerine ve ters-0rgii uzayinda hesaplamalara gegmeden 6nce bir boyutlu bir fotonik
krsital yap1 olan ve "Bragg 1zgarasi da denen sadece bir boyutlu periyodik bir yapi i¢in
yansima-ge¢me spektrumlarinin ve alan dagilimlarinin konum uzayinda incelenmesine
dair aciklamalar1 vermek faydali olacaktir.

Sekil 2.22°da ny = 1 kirilma indisli hava i¢cinde bulunan bir boyutlu kesikli periyodik
dielektrik katmanlardan olusan bir yap1 goriilmektedir. Yap1 d; kalinlikli, n; kirilma
indisli ve dy kalinlikli, ny kirilma indisli dielektrik katman ciftlerinden olugmaktadir.
a = dj + dy parametresi ise dielektrikligin kendisini tekrar ettigi periyodu temsil

etmektedir ve daha sonra bu parametre PhC orgii sabiti olarak adlandirilacaktir.
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Sekil 2.22. Bir boyutlu kesikli periyodik dielektrik yap1

Daginim iligkisini elde etmek i¢in esitlik (2.31)’de elde edilen Helmholtz denklemi
ile formiile edilen 6z deger problemini periyodik yapi icinde ¢6zmek gerekir. Daha sonra
diizlem dalga acilimi ile ¢oziimde goriilecegi gibi belli sebeplerden dolay1 6z-fonksiyon
ve €,(r) dielektrik fonksiyonu koordinat bagimli hallerinden kurtarilip Fourier agiliminin
kullanilmasiyla PhC’nin ters orgii uzayinda tanimlanirlar. Simdi ise Sekil 2.22’daki basit
yap1 i¢in dalga denklemi ¢o6ziiliip konum uzayinda yansima spektrumu elde edilecektir.

Uc boyutta, elektrik alan icin en genel hali yazilan esitlik (2.31)’deki Helmholtz
denkleminin bir boyuttaki formu esitlik (2.32)’deki gibidir.

O?E.(x)

Tz T kn*(z)E.(x) =0 (2.32)

Burada F.(x), z dogrultusunda osile eden ve x dogrultusunda ilerleyen elektrik alani
gostermektedir. Dielektriklik sadece x dogrultusunda degismektedir ve bu sebepledir ki
bu yapt bir boyutlu bir yap1 olarak adlandirilmaktadir. Ayrica e(z) = n?(z) ve
w = kg - o esitlikleri kullanilmistir. Burada kg, havadaki dalga sayisini; cg, 151k hizini; ve
n(x) ise sadece x boyutunda degisen kirilma indisini temsil etmektedir. Esitlik
(2.32)’deki Helmholtz denkleminin bir boyuttaki formunun ¢oziimii esitlik (2.33)’deki
gibidir.

Ej(z) = Aje™itori 4 Bje=inhons (2.33)
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Burada j alt indisi Sekil 2.22°daki xg, x4, ...... , T19 noktalarini, bu noktalardaki elektrik
alan £; ve kirilma indisi n; degerlerini ifade etmek icin vardir. A; ve B; katsayilar1 ise
sirastyla +x ve —x yOniinde ilerleyen dalga genliklerini gostermektedir. Buna gore ilk
katmana gelen dalganin A, bileseni gelen dalga genligini, ilk katmandan yansiyan B
bileseni yansiyan dalga genliini ve A;; bileseni ise gecen dalga genligini ifade
etmektedir. Dalga mekaniginden bilindigi lizere yansima katsayis1 R ve gegme katsayisi

T esitlik (2.34)’deki gibidir.

B
w2
0
, (2.34)
All
T
Ao

Boylece her bir ky degeri icin R ve T degerleri sirasiyla yansima ve gecme
spektrumlarim verecektir. Tek yapilmasi gereken her bir katmandaki x; sinirinda esitlik
(2.33)’deki ¢oziimii kullanarak elektromanyetik sinir kosullarin1 uygulamaktir. Ellektrik
alan i¢in bir z; simirindaki elektromanyetik sinir kogullari, bu sinirda elektrik alanlarin ve

tiirevlerinin birbirine esit olmas1 gerektigidir ve esitlik (2.35)’daki gibi verilirler.

Ej(z;) = Eja(;) 035
0 0 :
a—xEj(:rj) = %Ej-&-l(xj)

Esitlik (2.33)’deki ¢oziimiin esitlik (2.35)’daki sinir kosullarina uygulanmasiyla Sekil
2.22 ile verilen Ornek i¢in esitlikler (2.36)’deki gibi olur:
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Aoezkonowo + Boefzkgnoacg

ikonoxo —ikonoxo

ikonvoe — ikonoBoe

Alezk‘onlwl + Ble—zkonlxl

ikonlAl QZkonlzl — ikonl Bl€_Zk0n1$1

Agezkongxg + Bgefzkongxg

ikﬁongAg BZkonng — ikong Bge—zkong:cg

Aloeikomomo + Bloe—ikomomm

ikonloAloelkonlomo _ ikonloBloe*lkomozlo

Alezkonlxg 4 Blefzkonlxo

ikonixo —ikonixo

ikonlAle — ikonlBle

A262k0n2x1 + Bze—zkongxl

ikong A2 €Zk0n2$1 — ikong BQQ_ZkOanl

Aloelkonlom 4 Bweﬂkonloxg

ikonioxo —ikonioTo

ikonigAipe — ikonigBioe

Anelkonurlo + Blle—lkonuzlo

itkoni1x10 —ikoni110

ikOnHAne =3 z'k’onHBue

(2.36)

Sekil 2.22°daki yapi i¢in n(x) kirllma indisi esitlik (2.37)’deki gibidir.

ng = No,
ny = na,
Ny = Na,
ng = ni,
ng = N2,
Nns = N1,
n(z) =
neg = Mg,
n7 = Ny,
ng = Na,
ng = Ny,
Nip = N2,
\Tln = Ny,
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r<z9=0
To < T < X1

T <x <X

To < T < X3

T3 < T < Ty

Ty < x < X5

(2.37)

Ty < T < Tg

Te < T < X7
T < T <y
Tg < T < Ty
Tg < T < Ty

Tio < T
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Esitlik (2.36)’daki esitlik sisteminde B;; = 0 olmalidir, ¢iinkii x1o arayiiziinden
sonraki ortam artik yapinin bittigi ve hicbir dielektrik degisimin olmadig1 salt hava
ortamidir ve artik bir yansima soz konusu degildir. Bu sistem ¢ok iyi bilinen Cramer
matris metoduyla By, ve Aj; icin ¢oziilirse her bir ky 0z-degeri icin R yansima
spektrumu ve 7' gecme spektrumlari esitlik (2.34) ile hesaplanabilir. Sekil 2.23, Sekil
2.22’daki bu 6rnek yapinin ng = 1,n; = 3.5, dy = 0.15um, ny = 2, dy = 0.15um
degerleri ile birlikte A € [1,3|um aralifindaki dalgaboylar i¢in yansima (R) ve gegcme

(T) spektrumlarini gostermektedir.

A
_

0.4

0.2

A (pm)

Sekil 2.23. Sekil 2.22°daki bir boyutlu periyodik yapi i¢cin yansima ve gegme spektrumlari

Diger yandan Sekil 2.24a’da hava i¢inde bulunan d = 0.15pum kalinlikli n; = 3.5
kirilma indisli tek bir dielektrik katman ve Sekil 2.24b’da ise bu katman boyunca uzanan
x uzayindaki elektrik alan dagilimini gosterilmektedir. Sekil 2.24b’deki kirmizi1 kesikli
cizgiler dielektrik katman ve hava aras1 arayiizleri temsil etmektedir. Goriilebilecegi gibi
dalga fonksiyonunun dielektrik katman i¢indeki frekansi havaya nazaran daha biiyiiktiir.
Bu durum katmanin kirilma indisinin daha biiyliik olusu ve bu nedenle de esitlik
(2.33)’deki eksponansiyel terimin argiimanini bilyiitmesinden kaynaklanir. Ayrica dalga
fonksiyonunun diizgiin ve siirekli olusu esitlik (2.35) ile verilen sinir kosullarinin

uygulanmis olmasindan kaynaklanir.
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(a)

.

(b)

RelE(X)]

X (m)

Sekil 2.24. (a) Hava icinde bulunan d = 0.15um kalinlikli n; = 3.5 kirilma indisli tek

bir dielektrik katman; (b) bu katman boyunca uzanan = uzayindaki elektrik alan dagilim1

Sirastyla kirilma indisi ve katman kalinlig1 olarak (ni, dy) ve (no, ds) seklindeki
katman ciftlerinden olusan bir Bragg 1zgarasi i¢in maksimum yansimaya ugrayacak olan

dalganin dalgaboyuna "Bragg dalga boyu" (\p,.) denir. ve esitlik (2.38)’deki gibidir.

Ay = 2(n1d1 n nzdz) (2.38)

Herhangi bir kusur (defect) olmaksizin saf periyodik bir Bragg reflektorii tiim

katman ciftlerinin ayn1 kalinlikta oldugu periyodik bir yapidir. Defect’li bir katman
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barindiran Bragg reflektorlerinde ise katmanlardan birinin kalinlig1 veya kirilma indisi
degismistir. Defect barindiran durumlarda yapinin yansima spektrumu ciddi bir degisim
gosterecektir. Bu defect katmanlar1 rezonator gorevi goriir. Sekil 2.25a’da katman
ciftlerindeki periyodiklik saf haldedir ve her bir katman d kalinliklidir. Sekil 2.25b,c’de
ise katmanlardan birinin kalinlig1 sirasiyla 1.5d ve 2d seklinde manipiile edilmistir. Sekil
2.25a,b,c’deki yapilara ait yansima spektrumlari ise Sekil 2.26°de sirasiyla Ry, Ry ve R
olarak gosterilmektedir. Goriildiigii tizere defect’li bir katman s6z konusu oldugunda,
yani katmanlar manipiile edildiginde, yansima spektrumunda keskin bir ge¢cme piki

gozlenir.

(a) (b)

(c)

d d 2d d

Sekil 2.25. (a) Siirekli olarak (d,nl) — (d,n2) katman ¢iftlerinden olusan bir boyutlu
yapt; (b) katmanlardan birinin 1.5d kalinlikta oldugu defetcli bir boyutlu yapi; (c)

katmanlardan birinin 2d kalinlikta oldugu defetcli bir boyutlu yap1
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— Ry —m Ry — Ry

—

Sekil 2.26. Sekil 2.25’de goriilen yapilar icin yansima spektrumlari

Bu sekilde bir boyutlu dielektrik bir yapi, farkli kalinlikli ve farkli dielektrik sabitli
katman ciftleri kullanilarak c¢esitli formlarda tasarlanabilir ve boylece istenen bir
dalgaboyunda yiiksek yansima, diger bir dalgaboyunda ise yiiksek gecirgenlik
(transparanlik) elde edilebilir. Yiiksek verimli reflektorler, ayarlanabilir lazer aynalar,
anti-reflection filmler, dikey kavis yilizeyli lazer yayicilar, fiber Bragg 1zgarasi temelli
dalgaboyu bolmeli optik c¢oklayict ve ayiricilar cesitli Bragg 1zgarasi dizaynlart ile

iretilen bazi optik cihazlara 6rnek olarak verilebilir.

2.4.3. Fotonik bant arahklar:

Fotonik kristaller i¢in kritik dneme sahip olan bant diyagramlar1 konum uzayindan
ziyade ters Orgli uzayinda (diger bir deyisle momentum uzayinda) hesaplamalar
gerektirmektedir. Ciinkii bir boyutlu yapilarda bir 6nceki boliimde goriildiigii gibi sinir
sartlar ile yazilan esitlik sisteminin ¢oziilmesiyle yansima spektrumu elde edilebilirken
iki ve ii¢ boyutlu yapilar s6z konusu oldugunda bu ¢6ziim yolu neredeyse imkansiz hale
gelmektedir. Bu nedenledir ki PhC karakteristiklerinin en genel bi¢imi olan bant yapilari
(PBGs) kritik 6nem tagir hale gelir.

PBG, bir PhC icinde 15181n yayilmasimin engellendigi enerji veya frekans araligim
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ifade eder. PhC terminolojisindeki bir diger onemli terim ise 6z frekanstir ve yapinin
rezonans frekanslarini anlatir. PhC arayiizlerinde ¢ok sayida Fresnel yansimasi meydana
gelir. Ileri ve geri dalgalar arasindaki yapici ve yikici girisimler radyasyonun iletimine
veya yansimasina neden olur. Her bir 6z durum seti radyasyon dalga vektoriiniin 6zel bir
degerine karsilik gelir. Bant yapisinin fiziksel anlami radyasyonun ve radyasyonun i¢inde
yayildig1 ortamin 6zelliklerini birbirine baglamaktir (Sukhoivanov ve Guryev 2009). Bir

boyutta bir PhC icin bant yapis1 6rnek ¢izimi Sekil 2.27°deki gibidir.

x 10" )
N |
0)14' \\\‘ ------
3.5¢ [ JEDLEEEE
3- _________ ] —/
2.5t \\ N
I T oy,
______ -
1.5F. . .
ol | s e
0.5t < D
0\\"\‘\- \ 4 1
Kompleks Reel dalga Kompleks
dalga vektorii vektori dalga vektérii

Sekil 2.27. Bir boyutta bir PhC i¢in bant yapist (Sukhoivanov ve Guryev 2009)

Sekil 2.27°de yatay eksen ortama gelen radyasyonun dalga vektoriinii, dikey eksen ise
ortamin rezonans frekanslarini gosterir. Sekil 2.27 iizerinden iki 6rnek durum asagida
incelenmektedir:

Ornek Durum 1: Ortama gelen radyasyonun frekans degerinin dikey eksende
gosterilen ortam rezonans frekanslarindan w;’e esit oldugunu diistinelim. Bant yapisina
gore wy frekansh radyasyon yapi i¢ine niifuz ettiginde yapi tarafindan izinli olan bir reel
dalga vektoriine sahiptir. Bu dalga vektoriiniin degeri bant yapisindan bulunabilir. Sekle

gore kp degeri wy frekansina karsilik gelmektedir. k; degeri reel oldugu i¢in w; frekansh
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gelen radyasyon yapi icinde yayilabilir.

Ornek Durum 2: Ortama gelen radyasyonun frekans degerinin dikey eksende
gosterilen ortam rezonans frekanslarindan ws’ye esit oldugunu diisiinelim. Sekle gore wo
degerine karsilik gelen dalga vektorii komplex ko vektoriidiir. Bu durumda w, frekansina
sahip gelen radyasyon yapi icinde yayilamaz ve yansitilir. Bununla birlikte komplex
dalga vektoriiniin sanal kismi1 ya radyasyon sOniimiine ya da radyasyon kazancina
karsilik gelir. Durum soniimii ifade ettifinde soniim sonlu bir deger oldugu icin bir
mesafeye kadar radyasyon yapiya niifuz edecektir. Boylece yasakli frekans araliklari
PBG’leri meydana getirir. Ornegin Sekil 2.28’de tam bir bant araligmnin var oldugu

goriilmektedir.

0.7

N

0.5

Fotonik Bant Aralig

0.4 - 7]

Frekans

0.3 7

0.2 7

Ol r 7]

O'Ox U L r X w K

Dalga vektérii

Sekil 2.28. Elmas orgiilii ii¢ boyutlu bir PhC bant yapis1 (Ho vd 1990)

Geleneksel bant yapist hesaplamalar1 temel olarak soyledir: Bant yapilar1 radyasyon
yapt icinde belli bir yonde yayilirken radyasyon davramist hakkindaki tiim bilgiyi
verebilir ve PhC parametrelerinin elde edilmesine olanak tanir. Geleneksel
hesaplamalarda diizlem dalga acilimi (Plane Wave Expansion-PWE) 6nemlidir. Bant
yapist hesaplarindaki problem tanimi, daginim iligkilerini, yani PhC boyunca gecen
radyasyonun dalga vektoriindeki PhC rezonans frekanslar1 veya 6z frekanslara olan
baglili§in1 bulmaktan ibarettir.

Esitlik (2.31)’de elektrik ve manyetik alanlar i¢in gosterilen Helmholtz denklemleri
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birer 6z-deger denklemidir ve bu 6z-deger denklemlerinin ¢oziimii ters orgii uzayinda,
yani momentum uzayinda yapilmahdir. Ciinkii yapi icinde 6z-fonksiyonlar olan E(r),
H(r) ve e(r) dielektrik fonksiyonlart sonsuz periyotludurlar. Sonsuz periyotlu
fonksiyonlarla hesap yapilamayaca8i ic¢in sistem momentum uzayinda incelenmek

zorundadir. Sonsuz periyotlu yapi ile kastedileni a¢iklamaya caligalim.

Sonsuz Periyotlu Yap ile Kastedilen Nedir?

[k olarak hatirlamak gerekir ki dalga fonksiyonunun kendisi olan () komplekstir.
Fiziksel olarak dalga fonksiyonuna dair durumlar olasilik yogunlugu olan |¢(z)|?* ile
belirlenir. Sekil 2.29°da a orgii periyoduna sahip sonsuza giden bir boyutlu bir atom

zinciri orneklendirilmektedir.

a

OSSN 1 2] © 4] 5 ) 6 ma KK

Sekil 2.29. a o6rgii periyoduna sahip sonsuza giden bir boyutlu bir atom zinciri

Simdi kendimizi fiziksel anlam barindiran |+(z)|*’nin yerine koydugumuzu ve bu

zincirdeki 4 numarali atomda durdugumuzu ve etrafimiza baktigimizi diisiinelim.
Sonrasinda a Orgii periyodu kadar ilerleyip 5 numarali atomda durdugumuzu ve yine
etrafimiza baktigimizi diisiinelim. 4 numarali atomdayken etrafimiza bakisimiz ile 5
numarali atomdayken etrafimiza bakisimiz arasinda herhangi bir farklilik hissedemeyiz,
clinkii icinde bulundugumuz tiim uzay yapisi sonsuza giden 0zdes atomlar zincirinden
olusmaktadir. Yani [¢)(z)|> = | (z + a)|*’dir ve bu bizim fiziksel olarak nerede
oldugumuza dair bir fikrimizin olmayisin1 anlatir. Fakat sonu¢ olarak dalga
fonksiyonunun kendisi olan ¢ (z), z’e baghdir ve 4 numarali atomdayken basgka 5
numarali atomdayken ise baska birseydir. ¢)(x) komplekstir ama kompleks olusu yine de
onun "bir sey" oldugu gercegini degistirmez. Matematiksel olarak tekrarlamak gerekirse
|(2)]? = [¢(z + a)]? olsa da Y(z + a) = Ct)(z) seklindedir. Sekil 2.29°da sonsuza
gitmek ile asil anlatilmak istenen zincirin bagi/sonu olmayisidir. Bunun daha gercekgci bir

ifadesi Sekil 2.30°de goriildiigii gibi basi/sonu olmayan dairesel bir zincir yapidir.
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5/
©

6 o

0 a

Sekil 2.30. « 6rgii periyoduna sahip dairesel atom zinciri

Elbette ki sadece N = 6 ile orneklendirilen boylesi bir dairesel zincir i¢cin durum
gercekte atom sayist N’in ¢cok ¢ok daha biiyiik oldugu gerceginden ibarettir. /N ¢ok ¢ok
biiyiik oldugu i¢in de cok ¢ok biiyiik olarak diisiiniilmesi gereken dairesel zincirin bir
cephesi neredeyse bir "¢izgi" olarak diisiiniilebilir. Sekil 2.29 ’da yapilan analoji buna
dayanmaktadir.

Simdi Sekil 2.30’deki N = 6 atomluk bagi/sonu olmayan dairesel zincir sablonunu

kullanarak PWE metodu icin olduk¢a 6nemli olan Bloch teoremini anlayabiliriz.

Bloch Teoremi

Bloch teoremi sonsuz periyotlu bir ortamdaki ¢ (x) 6z-fonksiyonunun, a orgii
periyoduna sahip bir u(x) periyodik fonksiyonu ile e?** geklindeki bir diizlem dalga
formunun carpimindan olusan bir ifadeyle temsil edilebilece8ini sOyler. Teoremin

matematiksel formu esitlik (2.39)’deki gibidir:

V() = u(z)e™
uw(z) = u(x + a)

(2.39)

(x4 a) = Cy(z) gerekliligini ve Sekil 2.30’deki N = 6 atomluk basi/sonu olmayan
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dairesel zincir sablonunu kullanarak her bir atom iizerindeki dalga fonksiyonu esitlik

(2.40)’deki gibi olacaktir:

(2.40)

1¢’dan bir kez daha ilerledigimizi diisiiniirsek ¢ (x + 6a) = C%(z) olacaktr. Sekil
2.30’e baktigimizda vs’dan bir kez daha ilerleyigin bizi yine vr(x) = (z)’e
gotiirecegini goriiriiz. Boylece ¥ (z + 6a) = C%y(x) = 1 (x) olmas:1 gerektigi anlagilir.
Bu durum N atomluk bir zincir i¢in en genel hali ile diisiiniildiigiinde CV6¢(x) = ()
olacaktir. Bu esitligin saglanmasi sadece ve sadece C = 1 olusuyla gerceklesir.
CN = 1 esitligini saglayabilecek C' ifadesi ise matematiksel olarak sadece esitlik
(2.41)’deki ifadeyle saglanabilir:

q

C =™ w (2.41)

Burada ¢ = 0, 1,2, 3...., N seklindedir. Buna gore ¢)(z + a) = Ct)(x) = e>"%1)(x) olur.

Simdi bilmedigimiz v (z) fonksiyonu i¢in ¢)(x) = e** seklinde bir diizlem dalga formu

Onerelim ve k = ?VL;’ oldugunu soyleyelim. Bu durumda esitlik (2.41)’a gore C' = ¢’

olacaktir. Bu matematiksel formlar esitlik (2.40)’daki tiim esitlikleri saglayabilmektedir.

Tiim bunlara gore esitlik (2.42) s6z konusu olacaktir:

Y(z +a) = C(z) = e*e®™ = ey () (2.42)

Diger yandan esitlik (2.39) ile verilen Bloch teoremine gore

Y(x + a) = u(x + )@t (2.43)
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olacaktir. Eger Bloch teoremi dogru ise esitlik (2.42) ve esitlik (2.43) birbirine esit

olmalidir.

V(x4 a) = u(r + a)e™T) = y(z 4 a) et
——
=u(z)
— u(x)em 6ik:a — eilmw(lﬂ)
=y(z)

seklinde teorem dogrulanmis olur.

2.4.4. Bir boyutlu fotonik kristallerin bant diyagrami hesaplamalari

Az sonra bir boyutlu bir PhC bant yapis1 i¢in bir 6rnek ¢oziilecektir. Fakat 6ncesinde

Fourier acilimina dair bazi temel bilgiler vermek faydali olacaktir.

Fourier Acihmia Dair Bazi Temel Bilgiler

Herhangi T periyotlu bir f(z) fonksiyonunun kompleks formdaki Fourier agilimi

esitlik (2.44)’deki gibi verilir:

fla)y= )" Cpemor (2.44)
Burada C,,, n-inci Fourier katsayisi iken wy = 2% ise temel harmonigin agisal

freakansidir. C,, Fourier katsayilar ise esitlik (2.45) ile hesaplanir.
I ,
C, = —/ f(x)e 0%y (2.45)
T Jo

n = 0 degeri i¢in Cy katsayisi hesaplanirken 1/0 problemi ile kargilagilacaktir. Tiim
katsayilar i¢inde Cj katsayis1 ozel bir yer teskil eder ve bir periyot icinde f(x)

fonksiyonunun ortalama degerini ifade eder. Boylelikle Cy katsayist esitlik (2.46) ile
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hesaplanir.
1 [T
Co = —/ f(z)dz (2.46)
T Jy

Cp ayrnminin da yapilmasi ile (2.44) esitliginin esitlik (2.47)’daki gibi yazilmasi1 daha

uygun olacaktir.

fl@)=Co+ )  Cpe™* (2.47)

n#0

Sekil 2.31°de bir boyutlu periyodik bir dielektrik yapr goriilmektedir. Yap1 n; ve no
kirilma indislerine sahip d; ve d, kalinlikli iki dielektrik blogun periyodik olarak
birlestirilmesi ile olusturulmustur. a ile gosterilen uzunluga PhC o6rgii periyodu denir ve

yapidaki dielektrikligin kendisini tekrar ettigi araligi anlatir.

a=d1+d2

Sekil 2.31. n; ve ny kirilma indislerine sahip d; ve dy kalinlikli iki dielektrik blogun
periyodik olarak birlestirilmesi ile olusturul a orgii periyoduna sahip bir boyutlu PhC

ornegi

Esitlik (2.31) ile verilen manyetik alan icin Helmholtz, yani 6z-deger denkleminin

bir boyutlu formu esitlik (2.48)’daki gibidir:

OH (z) = \H(x) (2.48)

Burada © oz-deger denkleminin operatoriinii, H (z) 6z fonksiyonlari ve A ise denklemin
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0z-degerlerini temsil etmektedir. S} operatorii ve A 6z-degeri esitlik (2.49)’daki gibidir.

o 0 [ 1 8]
O le(z) Oz
2 (2.49)
w
)\ = ?
0
Bloch teoremine gore H(x) = h(z)e™™® olacakur ve teoremde belirtildigi gibi burada

h(z) = h(x + a), seklinde PhC 6rgii periyoduna (a) sahip periyodik bir fonksiyondur.
? . d = 27N esitligini saglayabilecek olan ? dalga vektorlerine ters orgii vektorii
denir ve genellikle 8 ile temsil edilir. Bir boyut i¢in z + a seklindeki periyodiklik &
uzayinda, yani ters Orgii uzayinda k + G ile devam eder. Ters orgii uzayinda caligildigi
icin 6z-deger denklemindeki tiim fonksiyonlarm Fourier acilimlar1 yapilmalidir. Buna

gore esitlik (2.48)’daki H (x) 6z-fonksiyonlar1 ve —— fonk51yonu icin Fourier acilimlari

esitlik (2.50)’deki gibi olur.

— Z h(G)e kDT s sag taraf icin
&
H(z) = Z h(G’)e’(“G/)’” — sol taraf icin (2.50)
G/

_ Z X(G//)ei(G”)x
G/I

Burada h(G), h(G') ve x(G”) Fourier katsayilaridir. Bu Fourier acilimlari esitlik
(2.48)’daki 6z-deger denkleminde tiirevlerin uygun kullanimiyla esitlik (2.51) elde edilir.

Z Z h G/ G// k? + G,)(l{? +G + G/l)ei(k+G"+G")w _ Z —h(G) i(k+G)x (2.51)

G// / G CO

Esitlik (2.51)’e bakildiginda karsilikli eksponansiyel terimlerin esit olmas:1 gerekliligi
nedeniyle G’ + G” = G oldugu anlasilir ve boylece (2.51) esitligi esitlik (2.52) esitligine

evrilir.
SN T HENG ~ Gk + Gk + QeI =3 i—Z e (2 52
G & g 0

Son esitlikte GG iizerinden toplamlar esit olacagi icin (2.53) esitligi ile verilen ters orgii
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uzayindaki 6z-deger denklemi elde edilmis olur.

2

, w
> Xe-c(k+G)(k+ Gher = =5 he (2.53)
G/

€o

Buna gore S} operatoriiniin matris formu esitlik (2.54) ve bu matrisin O elemanlar

esitlik (2.55)’deki gibi olur:

éGlG/l éGgG’l Ce éGNG’l
. |66 Oca ... Oaya
O — G1G), G2G), GG (2.54)
_églgkf éGgG’N .ol éGNG/N_
Oc_c = xa—c'(k + Gk + G) (2.55)

Son olarak, elde edilen w ©6z-degerleri, genellikle literatiirde Orgii periyodu a ile

a
2mco

iligkilendirilerek w, = w seklinde hesaplanan "indirgenmis 6z-degerler' seklinde
verilir. Bu calisma boyunca verilen tiim Orneklerde ¢y = 1 alinarak, 6z-degerler bu

sekilde indirgenmis 6z-degerler olarak ifade edilecektir.

Bir Boyutlu Phc Bant Yapisi icin Ornek

Burada bir boyutlu bir PhC bant yapisi bir 6rnek iizerinden elde edilecektir. Sekil 2.32
bant yapis1 hesaplanacak olan bir boyutlu yapiy1 gostermektedir. Yapr e; = 1 dielektrik
sabitli d; = 0.2pm kalinlikli hava katmanlar1 arasindaki e, = 9 dielektrik sabitli dy =
0.8m kalinlikl dielektrik materyalden olusmaktadir. Boylelikle PhC 6rgii periyodu a =
dy + dy = 1pm’dir.

53



KAYNAK TARAMASI C. ERTUGAY

a=d;+d, =1um

0 0.2 1 1.2 2 x (um)

Sekil 2.32. Bant yapis1 hesaplanacak olan €1 = 1 dielektrik sabitli d; = 0.2um kalinlikli
hava katmanlar1 arasindaki o = 9 dielektrik sabitli d; = 0.8um kalinlikli dielektrik

materyalden olusan a = 1pm birim hiicre boyutuna sahip PhC 6rnegi
Bu ornek icin bir periyot i¢indeki dielektrik fonksiyon esitlik (2.56)deki gibidir.

Eilg O<ax< dl
e(x) = (2.56)

£9, di <z <a

Esitlik (2.47)’ya gore dielektrik fonksiyonun Fourier acilimu esitlik (2.57)’deki gibi olur.

e(x)=Cot Y Cjeo=" (2.57)
Jj=—00

i#0

Burada wy = 27“ temel harmonigin agisal frekansidir ve £(z) fonksiyonunun bir periyot,
yani [0, a] igindeki ortalama degeri olan Cj, esitlik (2.46) ve esitlik (2.56)’a gore esitlik
(2.58)’deki gibi olur.

[ I o 1
C() = —/ €(I')dl' = — (/ 81dZL’ -+ / €2d$> = — <61d1 + €2d2> (258)
a Jo a 0 dy a

Esitlik (2.45)’ye gore diger C; katsayilar ise esitlik (2.59) ile hesaplanur.

1 /¢ - 1 dy y a -
Oj :—/ 8($)e‘2]woxdq; = — / gle—zjwoxdx _|_/ €2e—z]woxdx
a Jo a\ Jo o
? - e—ijwodl — 1] 46 e_ijwoa . e—ijwoth
ajwo

(2.59)
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Sekil 2.33’de bu Ornekteki dielektrik fonksiyonun Fourier ag¢ilimimin elde
edilebilmesi icin yazilan "MATHEMATICA" kod yapis1 verilmistir. Bu kod yapisindaki
"FuncFourierEps[G]" fonksiyonunun argiimani olan G i¢in ornegin 5 degeri verilerek
caligtirtlirsa 11, 50 degeri verilerek calistirilirsa 101 ve 500 degeri verilerek c¢alistirilirsa
1001 tane diizlem dalga kullanilarak dielektrik fonksiyon i¢in Fourier agulimi yapilmig
olur. Sekil 2.34’nin (a), (b), (¢) ve (d) kisimlarinda sirasiyla yapr boyunca dielektrik
fonksiyonunun tam hali ve sonrasinda 11, 101 ve 1001 tane diizlem dalga kullanimiyla
yapilan Fourier acilmlar1 goriilmektedir. Goriilecegi iizere Fourier aciliminda kullanilan

diizlem dalga sayis1 arttik¢a dogruluk da giderek artmaktadir.

dl=0.2; d2=0.8; a=dl+d2;

epsl=1; eps2=9;

FuncEps@[x_] =If[@<x<dl||a<x<a+dl||2+xasx<2+a+dl||3xas<x<3x%a+dl, epsl, eps2];
Wl =2xPi/aj;

XRange = N[Subdivide[@, 2, 200]];

FuncFourierEps[G ] :=

(

FourierEps = 0;
For[i = -G, i5G, i++,
If[i £0,

~Ixixw@xdl

Cn =

~Ixixw@xa ~Ixixw@xdl .
-e ))s

* (epslx (e -1) +eps2« (e

axixwd
L]
1
Cn = — % Integrate[FuncEps@([x], {x, 0, a}];
a
|E
FourierEps = FourierEps + Cnx e

E

FourierEps = Abs [FourierEps];

Ixixw@xxRange ,
>

Return[FourierEps];

Sekil 2.33. Sekil 2.32’deki 6rnek yapinin bir boyuttaki dielektrik fonksiyonu Fourier
acilimi i¢in yazilan "MATHEMATICA" kod yapisi
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Sekil 2.33 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapisma dair parametreler ve

tamimlar:
dl —  hava katman kalinlig
d2 —  dielektrik materyal katman1 kalinlig1
a —  birim hiicre uzunlugu
epsl — hava katmani dielektrik sabiti
eps2 — dielektrik materyal katmani dielektrik sabiti
FuncEps0 — uzay boyunca dielektrik sabiti fonksiyonu
w0 — temel harmoni gin acisal frekan
xRange — [0, 2]pm araliginda 201 noktaya boliinmiis = uzayi
FuncFourierEps  — dielektrik fonksiyonun Fourier agcilimini verecek
olan fonksiyon
FourierEps —  "FuncFourierEps" fonksiyonunun dondiirecegi sonug
Cn —  Fourier acilimi i¢in Fourier katsayisi
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(a) (b)
10
8
8
6!
6
= =z
S, w
4
2
2
0 0 .
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 20
X (4m) x (pm)
(c) (d)
10
' 1
o
o
8
6
6
= =
v 3
4 4
2 2
0 0
0.0 0.5 1.0 1.5 20 0.0 0.5 1.0 15 20
x (pm) X (4m)

Sekil 2.34. Sekil 2.32°deki 6rnek yapinin bir boyuttaki dielektrik fonksiyonu a)
fonksiyonun kendisi; b) 11 adet diizlem dalga kullanimiyla yapilan Fourier agilmi; c)
101 adet diizlem dalga kullanimiyla yapilan Fourier ag¢ilmi; d) 1001 adet diizlem dalga

kullanimiyla yapilan Fourier agilmi1

Bir boyutta verilen bu 6rnek yapinin bant yapisi k € [~Z, 7| araliginda - araliklarla

11 adet k dalga vektorii icin hesaplanacaktir. Her bir k degeri igin G/ € [—1%7 100]

a '’ a

araliginda 27” araliklarla 101 adet ve G’ ve yine ayni1 sekilde 101 adet G ters orgii vektori

kullanilacaktir. Hesap asamalar1 kabaca sdyle olmalidir;

seklinde ayr1 ayr1 hesaba katilir.

o Listedeki her bir deger i¢cin G = G — G’ degeri hesaplanir. Bu deger ﬁ

fonksiyonunun Fourier ag¢ilimi katsayisi olan y_¢ i¢in kullanilacaktir.

» Boylece xg_¢/(k + G)(k + G’) matris elemanlari ile § matrisi olusturulur ve bu

matrisin 0z degerleri hesaplanir.

o Oz-deger denkleminin sag tarafi ‘g—g oldugu i¢in ve biz w degerlerini istedigimiz i¢in

elde edilen 6z-degerlerin karekokii alinir.

57



KAYNAK TARAMASI C. ERTUGAY

* Elde edilen 6z-degerler bir £ degeri icin elde edilmistir ve tiim hesap tiim £ deZerleri

icin tekrarlanir.

 Ornegin herhangi bir k degeri icin elde edilen oz-degerler kiiciikten biiyiige
siralandiginda en kiiciik olan1 sz konusu bu k& degeri icin 1. bant degerini, bir
sonraki 6z-deger bu k degeri icin 2. bant degerini,....vb. anlatir. Yani elde edilen
0z-deger listelerinin ilk elemanlar1 1. bandi, ikinci elemanlar 2. banda,...vb.

olusturur.

Ornek icin "MATHEMATICA" kod yapis1 Sekil 2.35 ve elde edilen bant yapisi ise
Sekil 2.36’daki gibidir. Kod ilk iki bant i¢in sonuglar1 vermektedir, diger bantlar da benzer
sekilde elde edilebilir. Hesaplamalarda 11k hizi i¢in ¢y = 1 degeri kullamilmigtir. Kod
yapisinda degiskenlerin temsil ettigi parametreler asagidaki gibi (degisken — parametre)

seklinde gosterilmektedir.
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dl=0.2; d2 =0.8; epsl=1; eps2 =9; a =dl +d2;

{i, -5, 5}]3

w
kList = Table[i* Pt
*a
* JT

2
ListGus = Table[:i.* , {i, -5, 59]];

* 7T

2
ListG = Table[i* , {i, -5@, sa}];

E
Omegalist = List([];
For[i =1, i <Length[kList], i++,
k = kList[[1]] ;
Teta = List[];
Append [Omegalist, List[]];
For[n =1, n < Length[ListGus], n++,
AppendTo [Teta, List[]];
Gus = ListGus[[n]];
For'[m =1, m=< Length[ListG], m++,

G = ListGus[[m]];
G2us = G - Gus;

If[G2us =0,
o1
Chl:-*( *dl + *dZ),
a epsl eps2
Chi = I - (( 1 *e-I*GZUSwdl _ 1] + ( 1 - (e-IwGZUSwE _ e-Iwﬁzuswdl) ]]
axG2us epsl eps2

|E
TetaElement = Chix (k + G) % (k + Gus);
AppendTo[Teta[[n]], TetaElement];

I
I

Omega = v abs [Eigenvalues[Teta]] ;

a
Omegar =  abs [Eigenvalues[Teta]] = 5 H

* 7T
AppendTo[Omegalist, Sort[Omegar]];
E
BantlDeger = Table [Omegalist[[i, 1]], {i, 1, Length[OmegalList]}];
Bantl = Transpose[ {kList, BantlDeger}];
Bant2Deger = Table [Omegalist[[i, 2]], {i, 1, Length[Omegalist]}];
Bant2 = Transpose[{kList, BantlDeger}];

Sekil 2.35. Sekil 2.32’deki 6rnek yapinin bant yapisi icin yazilan "MATHEMATICA"

kod yapisi
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Sekil 2.35 ile

verilen "MATHEMATICA" kod yapismma dair parametreler ve

tamimlar:
dl —  hava katmam kalinlig
d2 — dielektrik materyal katmani kalinlig1
a —  birim hiicre uzunlugu
epsl — hava katmani dielektrik sabiti
eps2 — dielektrik materyal katmani dielektrik sabiti
kList —  kullanilan dalga vektorleri listesi
teta —  0z-deger denklemi operatorii
ListGus —  kullanilan G ters 6rgii vektorleri listesi
ListG —  kullanilan G ters orgii vektorleri listesi
OmegaLlist — 0©z-degerlerin kaydedilecegi liste
Teta —  0z-deger denklemi operatdr matrisi
G — hesaplamada siras1 gelen G' ters 6rgii vektorii
Gus — hesaplamada siras1 gelen G’ ters orgii vektori
G2us — hesaplamada siras1 gelen G” ters 6rgii vektorii
Chi — % icin Fourier katsayisi
TetaElement —  operator matrisi elemanlari
Omega — hesaplanan 6z-degerler
Omegar — indirgenmis 6z-degerler
Omegaliist ~— indirgenmis 6z-degerler listesi
BantlDeger — 1. Bant degerleri
Bantl —  (k,w) seklindeki 1. Bant noktalari
Bant2Deger — 2. Bant degerleri
Bant2 —  (k,w) seklindeki 2. Bant noktalar
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Sekil 2.36. Sekil 2.32’deki 6rnek yapinin bant yapisi

2.4.5. 1Iki boyutlu fotonik kristallerin bant diyagram hesaplamalari

Iki ve ii¢ boyutta gelen radyasyona gore radyasyon modu ayrimi s6z konusu olur. Bu
iki mod TE (H polarize) ve TM (E polarize) mod olarak adlandirilir ve PhC diizlemine
dik olan alan bilegenlerine baglidir. Boylece TE modda radyasyon sifirdan farkh 7, E,
ve F, bilesenleri s6z konusu iken TM modda sifirdan farklh £, H, ve H, bilesenleri
s0z konusudur. Sekil 2.37°de =z ekseni boyunca uzanan dielektrik c¢ubuklarin zy
diizleminde hava ortami i¢inde periyodik yerlesimiyle olusturulmusg iki boyutlu bir PhC

yapist goriilmektedir.

b=1um

Sekil 2.37. z ekseni boyunca uzanan dielektrik ¢ubuklarin xy diizleminde hava ortami

icinde periyodik yerlesimiyle olusturulmus iki boyutlu bir PhC yapis1

Buna gore 2 ekseni boyunca uzanan dielektrik cubuklarin xy diizleminde hava ortami

icinde periyodik yerlesimiyle olusturulmus iki boyutlu bu sistem igin kartezyen
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koordinatlarda nabla operatorii, E ve ﬁ alanlan esitlik (2.60)’deki gibi olur.

? = 2 T+ 23} — xy diizleminde nabla operatorii
ox dy

E = E.(x,y) + Ey(z,y)y — TE mod icin elektrik alan
= H.(z,y)2 — TE mod i¢cin manyetik alan (2.60)
= FE.(x,y)2 — TM mod i¢in elektrik alan

H= H,(z,y) + Hy(x,y)y — TM mod i¢cin manyetik alan

Boylece esitlik (2.31)’deki Helmholtz denklemleri ile elde edilen 6z-deger denklemleri,
TM mod i¢in elektrik alan ve TE mod i¢in manyetik alan kullanimiyla iki boyutta esitlik
(2.61)’daki gibi olur.

- 2.61)

Esitlik (2.50)’dekine benzer sekilde sirasiyla TM mod icin 6z-deger denkleminde
kullanilmak iizere elektrik alan ve TE mod icin 6z-deger denkleminde kullanilmak iizere
manyetik alan 6z-fonksiyonlar1 ve dielektrik fonksiyonun Fourier ag¢ilimlar esitlik (2.62)

ve esitlik (2.63)’deki gibidir.

E(7) = 3 e(@)e T T 5 sag taraf igin
el
v A=
E(7) =Y e(@)eF+ DT —y sol taraf icin (2.62)
G
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g
hz(a)ez(}“ra)'7 — sag taraf icin

o
E+G) 7y ol taraf i¢in (2.63)
=
_ X(C?)GIG K

Burada e,, h, ve x sirasiyla elektrik alan, manyetik alan ve ?17—) icin Fourier agilimi

katsayilaridir. Bu esitliklerin esitlik (2.61)’de kullamilmasiyla k& uzayindaki 6z-deger
denklemleri esitlik (2.64)’daki gibi olur.

2
Zx(ﬁ—ﬁ) ?—l—C—)?’ 2@(8’) = i—fez(a) — TM mod
i . y Ay wz (2.64)
! ! N _ ~“H
Z:X(a—c;)(k +8)(k + & )ha(G) = . h(G) — TEmod

:)sy diizleminde diizlem dalga vektorii ? == k_; + k:_y>, diizlem ters orgii vektorleri 8 =
G +G ve 8’ ﬁ ﬁ olur wp ve wy ise sirasityla TM ve TE mod icin 6z-frekanslardir.
Bu c¢alisma boyunca iki boyutlu PhC bant diyagramlar1 TE mod i¢in hesaplanacaktir.
Iki boyutlu PhC bant yapilart hesaplamalar1 6ncesinde dielektrik fonksiyonun

Fourier acilimlari incelenecektir
Iki Boyutlu Bir Sistemde Dielektrik Fonksiyonun Fourier Acilimlari

Esitlik (2.65) iki ve ii¢ boyutta bir PhC yapis1 icin dielektrik fonksiyonun Fourier

acilimini1 gostermektedir:
1 .
(G = = / ()T T (2.65)

Burada V', PhC birim hiicresinin hacmidir. Birim hiicre ile kastedilen tipki bir boyutta
oldugu gibi dielektrikligin kendisini periyodik olarak tekrar ettigi en kiiciik birim yapidir
ve Ornegin Sekil 2.37°deki iki boyutlu yapi i¢in Sekil 2.38’deki gibidir. Goriilecegi gibi

bu ornekteki birim hiicre hacmi ab ¢arpimina esittir.
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b=1um

Sekil 2.38. Sekil 2.37’deki iki boyutlu yap1 i¢in birim hiicre
Basitce dielektrik fonksiyon esitlik (2.66)’deki gibi ifade edilebilir.

e(T) =e3+ (51 — £2)S(7) (2.66)

S (7) ile verilen adim (step) fonksiyonudur ve esitlik (2.67) ile ifade edilir.

(1, ‘7‘ < T,
S(7) = (2.67)

0, ‘7‘ > r,
\

Burada r,, birim hiicrede goriilen, hava ortami i¢indeki dielektrik cubugun yaricapidir.
En basit PhC konfigiirasyonlar1 s6z konusu oldugunda Fourier agilim1 katsayilarinin
analitik acilimlari miimkiindiir fakat yap1 bir miktar diizensiz oldugunda bile analitik
acilimlar imkansiz hale gelir. Oyle ki basit konfigiirasyonlarda bile analitik hesaplar
oldukca karmasik hale gelir. Bu durumda acilimlar i¢in niimerik metotlar devreye girer.
Burada da en genel agilim siireci olmasi bakimindan bu niimerik acilimlardan
bahsedilecektir. Bu acilimlar birim hiicrenin kesiklilestirilmesi ile miimkiin olur. En basit
anlamda birim hiicrenin kesiklilestirilmesi onu zy diizleminde {iniform bir sekilde

kafesli bir orgii ile bolmektir. Boylelikle bu kafesli 6rgiiniin nodlar1 ortamin dielektrikligi
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hakkinda bilgi verecektir. Bu orgiiniin yogunlugu, yani nod sayis1 ¢ok kiiciik oldugunda
sonuglar saglikli olmayacaktir. Yogunluk ¢ok fazla oldugunda ise hesaplamalar ¢ok
zaman alacaktir. Bu nedenle optimum bir yogunluk elde etmek en saglikli siire¢ i¢in
temel motivasyon olmalidir. Sekil 2.39 bu kesiklilestirme igleminin asamalarini gorsel

olarak ifade etmektedir.

(a) (b) (©)

(e) z

Sekil 2.39. 1iki boyutlu PhC birim hiicresinin kesiklilestirilmesi a) Birim hiicre;

b) Birim hiicrenin x boyutunun kesiklilestirilmesi; ¢) Birim hiicrenin y boyutunun
kesiklilestirilmesi; d) Birim hiicrenin zy diizleminin birlikte kesiklilesmis goriintimii;
e) Dielektrik materyalin cevre ortamindan (burada hava) ayiklanmis ve kesiklilesmis

goriiniimii (Sukhoivanov ve Guryev 2009)

Elbette kesiklilestirme isleminde kullanilacak kafes oOrgiiniin nod sayisi, yani
yogunlugu kadar Fourier a¢ilimi i¢in kullanilan ters orgii uzayi diizlem dalga sayis1 da
onem arz edecektir. Sekil 2.40°de Sekil 2.37°deki 6rnek iki boyutlu PhC yapinin birim
hiicresi i¢in sabit nod sayisi ile farkli diizlem dalga sayilar kullamilarak yapilmig
dielektrik fonksiyon Fourier agilimlar1 i¢cin "MATHEMATICA" kod yapist ve Sekil
2.41°de ise bu Ornek icin ¢iktilar goriilmektedir. Hem 2 hem de y boyutunda 81 adet,
yani toplamda 81 x 81 = 6561 nod sayist kullanilmistir. Bu kodda Fourier acilimi
sonucunu verecek olan "FuncEpsFourier" fonksiyonunun argiimani olan NG degeri
kullanilacak ters orgii diizlem sayisimi belirler. Ornegin NG icin 5 degeri verilirse x
boyutunda [-5,5] aralifinda toplam 11 tane ve ayni sekilde y boyutunda [-5,5] aralifinda
toplam 11 tane diizlem dalga, yani toplamda 121 tane diizlem dalga kullanimiyla ac¢ilim

yapilir. Goriilecegi gibi kullanilan ters orgii uzayi diizlem dalga sayis1 arttikca dogruluk
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da giderek artmaktadir. Kod yapisindaki diger degiskenlerin temsil ettigi parametreler

asagidaki gibi (degisken — parametre) seklinde gosterilmektedir.

a=1;b=1;ra=0.4; epsl=9; eps2=1;
(Gx@ =N[2+ Pi/a]; Gy@ =N[2% Pi/b];
INod = 81;

eshGrid[x_List, y_List] := {ConstantArray[x, Length[x]], Transpose@ConstantArray[y, Length[y]]}

a a
xNod = Subdivide [- S 5o Nod- 1];

b b
lyNod = Subdivide [-;, ;, Nod - 1];

{xNod, yNod} = MeshGrid[xNod, yNod];
delta = xNod[[1, 2]] -xNod[[1, 1]];
EpsO = List[];
For[i=1, i <Length[xNod], i++,
AppendTo [EpsO, List[]];
For[j =1, j <Length[xNod[[i]]], J++,
rKare = xNod[[i, j]1]1”*2+yNod[[i, j]1]1"2;
If[rKare < (ra”2), AppendTo[Eps@[[i]], epsl], AppendTo[Eps@[[i]], eps2]];
15
15
EpsOList = Flatten[{xNod, yNod, Eps@}, {2, 3}];
FuncEpsFourier[NG ] :=

(

FuncChi[Gx_, Gy_] :=

(

Chi =0;
For[m=1, m< Length[xNod], m++,
For[n=1, n<Length[yNod[[m]]], n++,
rKare = (xNod[[m, n]])*2+ (yNod[[m, n]])"2;
If[rKare < (ra”2), eps =epsl;, eps =eps2;];
Chi - Chi + ePS *e—I*(GX«XNOd[[m,n]]1Gy*yNod[[m,n]]) *deltaz_;
15
1s

Chi =

% Chi;
axb

Return[Chi];

];

FourierEps = 0;
For[i=-NG, i NG, i++,
gx = 1% Gx0;
For[j=-NG, j <NG, j++,
gy = j *Gy@;
temp = FuncChi[gx, gyl;

FourierEps = FourierEps + temp x e* (BxxNod+gysylod) -

1s
1
FourierEps = Abs [FourierEps];
FourierEpsList = Flatten[{xNod, yNod, FourierEps}, {2, 3}1;
Return[FourierEpsList];

E

Sekil 2.40. Sekil 2.37°deki 6rnek iki boyutlu PhC yapinin birim hiicresi i¢in dielektrik

fonksiyonun Fourier agilimi i¢in "MATHEMATICA" kod yapisi
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Sekil 2.40 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapisma dair parametreler ve

tamimlar:
a —  birim hiicre = boyutu
b —  birim hiicre y boyutu
ra —  dielektrik cubuk yaricap1
epsl —  dielektrik cubuk dielektrik sabiti
eps2 —  ¢evre ortam (hava) dielektrik sabiti
Gx0 —  z boyutu i¢in temel frekans
Gy0 —  y boyutu i¢in temel frekans
Nod —  birim hiicrenin x ve y boyutlarinin béliinecegi nod sayist
xNod —  birim hiicrenin 0 simetrik « boyutu apsisleri
yNod —  birim hiicrenin O simetrik y boyutu ordinatlari
delta —  hem z hem de y boyutu i¢in iki nod aras1 mesafe
birim hiicre i¢inde orjinal dielektrik fonksiyonun
EpsO —
degerleri(Karsilagtirma igin)
birim hiicre i¢inde orjinal dielektrik fonksiyonun
EpsOList — (x, y,e(x, y)) seklindeki koordinatlari
(Karsilagtirma igin)
. dielektrik fonksiyonun Fourier a¢ilimini
FuncEpsFourier —
verecek olan fonksiyon
. dielektrik fonksiyonun Fourier a¢ilimindaki
FuncChi —
Fourier katsayisini verecek olan fonksiyon
Chi —  "FuncChi" fonksiyonunun dondiirecegi Fourier katsayisi
Gx —  hesaplamada siras1 gelen G, ters 6rgii vektori
Gy —  hesaplamada siras1 gelen G, ters orgii vektorii
) birim hiicre i¢inde "FuncEpsFourier" fonksiyonunun
FourierEps —
hesapladig: dielektrik fonksiyon Fourier acilimi degeri
birim hiicre i¢inde "FuncEpsFourier" fonksiyonun
FourierEpsList ~ —  dondiirdiigii dielektrik fonksiyon Fourier agilimi i¢in

(x, y,e(x, y)) seklindeki koordinatlari
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Sekil 2.41. Sekil 2.37°deki 6rnek iki boyutlu PhC yapinin birim hiicresi i¢in dielektrik
fonksiyonun sabit 81 x 81 nod sayist1 ile yapilan Fourier acilimlari a) Kontrol i¢in saf hali
ile dielektrik fonksiyon; b) 121 adet ters orgii diizlem dalga kullanilarak yapilan Fourier
acilimi; ¢) 441 adet ters orgii diizlem dalga kullanilarak yapilan Fourier acilimi; d) 1681

adet ters Orgii diizlem dalga kullanilarak yapilan Fourier agilimi

Iki boyutta verilen bu ornek yapinin bant yapisi
ke x ky = {=2,—35,0, 5,2} x {=Z,—2-,0, 5o, =} seklinde 25 adet k dalga vektorii
icin yapilacaktir. Her bir k degeri icin
{G ny} = {G., Gy} = {{_3%7 _3%}? {_3%#? _2%”}7 e {327#a 22{}7 {3%? 327#}}
seklinde bilesenlere sahip 49 adet G’ ve 49 adet G ters Orgii vektorii kullanilacaktir.
Hesap asamalari bir boyuttaki anlatim ile aymdir. Ornek igin ii¢ boyutlu bant yapisindaki
sadece ilk iki banti iceren "MATHEMATICA" kod yapis1 Sekil 2.42 ve elde edilen ilk
yedi bant1 gosteren ii¢ boyutlu bant yapisi ise Sekil 2.43’daki gibidir. Kod ilk iki bant i¢in

sonuglart vermektedir, diger bantlar da benzer sekilde elde edilebilir. Hesaplamalarda

151k hiz1 i¢in ¢y = 1 degeri kullanilmigtir. Kod yapisinda degiskenlerin temsil ettigi
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parametreler asagidaki gibi (degisken — parametre) seklinde gosterilmektedir.

@a=1;b=1; ra=0.4; epsl=9; eps2 =1; Nod = 30; NG = 3;
meshgrid[x List, y List] := {ConstantArray[x, Length[x]], Transpose@ConstantArray[y, Length[y]]}
IXNod = N[Subdivide[-a /2, a/2, Nod -1]]; yNod = N[Subdivide[-b/2, b/2, Nod -1]]};
{xNod, yNod} = meshgrid[xNod, yNod]; delta = xNod[[1, 2]] - xNod[[1, 1]];

kxList = Table[i* 27r

{i, -2, 2}]; kyList =Tab1e[i*ﬁ, i, -2, 23]

3
* a
{kxList, kyList} = meshgrid[kxList, kyList];
|G = List[];
For[i = -NG, i < NG, i++,

. 2%
TempGx = i H
a

For[j = -NG, j < NG, j++,

. 2%
TempGy = j » b 3

AppendTo [G, {TempGx, TempGy}] ;];];
FuncChi[Gxx_, Gyy ] := (Chi =0;

For[m=1, m < Length[xNod], m++,
For[n =1, n < Length[xNod[[m]]], n++,
rKare = xNod [ [m, n]]2 + yNod[[m, n]]%;
If[rKare < ra’, eps = epsl;, eps = eps2; |;

Chi = Chi + (1/ eps) % @1 (GoxsxNod[ [m,n]]+GyyayNod[ [m,n]1) *deltaz;];];

1
Chi = *Chij;
axb

Return[Chi] ;);

ListChi = List[];
For[i=1,i< ((2*NG+1) % (2xNG+1)), i++,
AppendTo[ListChi, List[]];
For[j=1,3< ((2%xNG+1) % (2%xNG+1)), j++,
Gus2x =G[[i, 1]] -G[[J, 1113
Gus2y =G[[i, 2]] -G[[3J, 2]1];
AppendTo[ListChi[[i]], FuncChi[Gus2x, Gus2y]1;];1;
BantlDeger = List[];
Bant2Deger = List[];

For[i =1, i < Length[kxList], i++,

AppendTo [BantlDeger, List[]]; AppendTo[Bant2Deger, List[]]; For‘[j =1, j < Length[kyList], j++,
kx = kxList[[i, j1]1; ky = kyList[[i, j]]1;
Teta = List[]; sayac = 1;
For[gusx = 1, gusx < Length[G], gusXx++,
AppendTo[Teta, List[]];
For[gusy = 1, gusy < Length[G], gusy++,
Gx = G[[gusX, 1]]; Gusx = G[[gusy, 1]];
Gy = G[[gusx, 2]]; Gusy = G[[gusy, 2]1;
Chinew = ListChi[ [gusx, gusy]];
TetaElement = Chinew » ( (kx + Gx) * (kx + Gusx) + (ky + Gy) * (ky + Gusy)) 3
AppendTo[Teta[[sayac]], TetaElement];];
sayac = sayac +13];

Omega = Sort [VAbs [Eigenvalues[N[Teta]]] J; Omegar = Sort [VAbs [Eigenvalues[N[Teta]]] * 2 ];
* 7T

AppendTo [BantlDeger[[i]], Omegar[[1]]]; AppendTo[Bant2Deger[[i]], Omegar[[2]]];
BE
Bantl = List[]; Bant2 = List[];
For[i =1, i < Length[kxList], i++,
For[j =1, j < Length[kyList], j++,
AppendTo[Bantl, {kxList[[i, j]], kyList[[i, j]], BantlDeger[[i, j]1]1}1;
AppendTo[Bant2, {kxList[[i, j]], kyList[[i, j]], Bant2Deger[[i, j]1]}]1;
1515

Sekil 2.42. Sekil 2.37°deki iki boyutlu 6rnek yapinin {i¢ boyutlu bant yapisi i¢in yazilan
"MATHEMATICA" kod yapisi
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Sekil 2.42 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapismma dair parametreler ve

tamimlar:
a —  birim hiicre x boyutu
b —  birim hiicre y boyutu
ra —  dielektrik ¢cubuk yarigap1
epsl —  dielektrik cubuk dielektrik sabiti
eps2 —  cevre ortam (hava) dielektrik sabiti
Nod —  birim hiicrenin z ve y boyutlarinin boliinecegi nod say1si
xNod —  birim hiicrenin 0 simetrik = boyutu apsisleri
yNod —  birim hiicrenin 0 simetrik y boyutu ordinatlar1
delta —  hem x hem de y boyutu i¢in iki nod aras1 mesafe
kxList —  kullanilan 2 boyulu dalga vektorleri igin &, bilesen listesi
kyList —  kullanilan 2 boyulu dalga vektorleri icin k,, bilesen listesi
G . hesaplamada kullanilan (2NG + 1) x (2NG + 1) adet (G, Gy)
ters orgii vektoril ikilileri listesi
FuncChi 4 birim hiicre i¢cinde @ fonksiyonunun
Fourier agilimindaki Fourier katsayisin1 verecek olan fonksiyon
Chi —  "FuncChi" fonksiyonunun dondiirecegi Fourier katsayisi
ListChi —  "FuncChi" fonksiyonunun hesapladig1 Fourier katsayilari listesi
Gus2x — G ters orgii vektorii bilegeni
Gus2y — GZ ters orgii vektorii bileseni
Gusx —  hesaplamada siras1 gelen G, ters 6rgii vektorii bileseni
Gusy —  hesaplamada siras1 gelen ny ters Orgil vektorii bileseni
Gx —  hesaplamada siras1 gelen G, ters orgii vektorii bileseni
Gy —  hesaplamada siras1 gelen G, ters 6rgii vektorii bileseni
Chinew —  hesaplamada sirast gelen Fourier katsayist degeri
kx —  hesaplamada siras1 gelen k, dalga vektorii bileseni
ky —  hesaplamada siras1 gelen k,, dalga vektorii bileseni
Teta —  0z-deger denklemi operatOr matrisi
TetaElement —  operator matrisi elemanlari
Omega —  hesaplanan 6z-degerler
Omegar —  indirgenmis 6z-degerler
BantlDeger — 1. Bant degerleri
Bantl —  (kg, ky,w,) seklindeki 1. Bant noktalari
Bant2Deger — 2. Bant degerleri
Bant2 —  (kg, ky,w,) seklindeki 2. Bant noktalari
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L/ 1.Bant
Ll 2.Bant
L 3.Bant
Bk 4.Bant
Ll 5.Bant
kL 6.Bant
L 7.Bant

0 —

ky (em~T)

Sekil 2.43. Sekil 2.37°deki iki boyutlu 6rnek yapinin ii¢ boyutlu bant yapisi

Anlagilacagr gibi iki boyutlu bir PhC i¢in bant yapilan ii¢ boyutlu bir grafik
vermektedir. Ciinkii xy diizlemi k, ve k, degerlerini ve geri kalan iiciincii eksen de
0z-degerleri gostermek zorundadir. Bu durumda {i¢ boyutlu bir yapmin bant
diyagraminin da dort boyutlu bir grafik gerektirecegi anlasilir. Fakat bu standart yollarla
imkansizdir. Ayrica bir boyuttaki hesaplamalarin aksine iki ve ii¢ boyuttaki yapilar i¢in
hesaplamalarda Brillouin bolgesi i¢indeki tiim noktalar i¢in hesaplamalar ¢ok zaman
almaktadir ve analizleri zordur (Sukhoivanov ve Guryev 2009). Bu nedenle iki veya ii¢
boyutlu bant yapilarim ifade edebilecek iki boyutlu bir grafik elde etmenin gerekliligi
ortaya ¢ikar. Bu da "yiiksek simetri noktalarmin" kullanilmasiyla miimkiindiir. Bu
noktalar kisaca Brillouin bolgesinin noktalandr, dyle ki PhC orgiisiine baglh olarak
Brillouin’in 90, 180, 30 veya 60° dondiiriilmesiyle bu noktalar kendilerine doniisiirler.
Bant yapist hesab1 genellikle Brillouin bolgesinin merkezinden baslar. Merkezdeki nokta
I' ile gosterilir ve bu noktada dalga vektorii sifir degerindedir. Yiiksek simetri
noktalarinin baglantisi ile elde edilen kontur’a "k-path" denir. Sekil 2.44a,b’de sirasiyla
kare ve altigen orgiilii iki boyutlu PhC i¢n k-path’ler goriilmekteyken, (c)’de ise kiibik
orgiilii ii¢c boyutlu bir PhC i¢in k-path goriilmektedir. Goriilebilecegi gibi ii¢ boyut s6z
konusu oldugunda k-path olduk¢a karmasiklasir (Sukhoivanov ve Guryev 2009).
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(a)

Sekil 2.44. a) Kare orgiilii iki boyutlu PhC i¢n k-path; b) Altigen orgiilii iki boyutlu PhC
icn k-path; ¢) Kiibik orgiilii ti¢ boyutlu PhC i¢n k-path (Sukhoivanov ve Guryev 2009)

Sekil 2.45°da kare orgiilii iki boyutlu PhC i¢n k-path yiiksek simetri noktalar1 detaylar

goriilmektedir.
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Sekil 2.45. Kare orgiilii iki boyutlu PhC ic¢n k-path yiiksek simetri noktalar1 detaylar1

Bu durumda tek yapilmasi gereken bu yiiksek simetri noktalarin1 baz alarak aynm
sekilde hesaplama yapmaktir. Sekil 2.46’da Sekil 2.45°daki noktalar baz alinarak Sekil
2.37°deki ornek yapimin iki boyutlu bant yapisim elde etmek igin yazilan
"MATHEMATICA" kodu verilmistir. Kod yapisinda Onceki kodlardan farkli olarak
"kPath" parametresi Sekil 2.45°de gosterilen yiiksek simetri noktalari listelenmistir. Sekil

2.47 ise elde edilen ilk yedi band1 gostermektedir.
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@a=1;b=1;ra=0.4; epsl=9; eps2=1; Nod = 30; NG = 6;

meshgrid[x_List, y List] := {ConstantArray[x, Length[x]], Transpose@ConstantArray[y, Length[y]]}
IXNod = N[Subdivide[-a /2, a/2, Nod -1]]; yNod = N[Subdivide[-b/2, b/2, Nod-1]];

{xNod, yNod} = meshgrid[xNod, yNod]; delta = xNod[[1, 2]] - xNod[[1, 1]];

kpath = {

w0, 0}, {7, 0} {;: o}, {z*: o}, {:': o},
2 3 4
{g’ a}, {E’ 57:3}’ {E’ 5::}’ {E’ 5::}’ {E’ 5::}’
4 a 3 3% 2 2%
g’ g}’ {5::’ 5:2}’ {5::’ 5*:}’ {5::’ 5*:}’ {é’ ﬁ}’ ©, 9
}s

FuncChi[Gxx_, Gyy ] := (Chi =0;

For[m =1, m< Length[xNod], m++,
For[n =1, n < Length[xNod[[m]]], n++,
rKare = xNod [ [m, n]]2 + yNod[[m, n]]?%;
If[rKare < ra’, eps = epsl;, eps =eps2; |;

Chi = Chi + (1/ eps) & @1 (oxwxiod[[mn]]+6yyaytiod [ [m,n]]) adeltaz;];];

1
Chi = *Chij
axb

Return[chi];);
G = List([];

For[gx = -NG, gx < NG, gx++,

2%
TempGx = gX * H
a

For[gy = -NG, gy < NG, gy++,

2 %77
TempGy = gy * b 3

AppendTo[G, {TempGx, TempGy}] ;] ;];
ListChi = List[];
For[i=1, i< Length[G], i++,
AppendTo[ListChi, List[]];
For[j =1, j < Length[G], j++,
Gus2x = G[[i, 111 -G[[J, 11];
Gus2y = G[[i, 2]] -G[[J, 2]1];
AppendTo[ListChi[[i]], FuncChi[Gus2x, Gus2y]1];1;1;
Bands = List[];
For[i=1, i< Length[G], i++,
AppendTo[Bands, List[]];
15
For[i =1, i < Length[kPath], i++,
Teta = List[]; sayac = 1;
kx = kPath[[i, 1]]; ky = kPath[[i, 2]];
For[gus = 1, gus < Length[G], gus++,
AppendTo[Teta, List[]];
For[g =1, g < Length[G], g++,
Gx =G[[gus, 1]]; Gusx = G[[g, 1]]; Gy =G[[gus, 2]]; Gusy =G[[8, 2]];
Chinew = ListChi[ [gus, g]1];
TetaElement = Chinew % ( (kx + GX) % (kx + Gusx) + (ky + Gy) = (ky + Gusy) ) ;
AppendTo[Teta[ [sayac]], TetaElement];
15 sayac = sayac +1;3];

Omega = Sort [‘/Abs[Eigenvalues [N[Teta]]] ]; Omegar = Sort [‘\/Abs [Eigenvalues [N[Teta]]] = 2 a ];
* 7T

For[k=1, k<7, k++,

AppendTo [Bands [ [k]], Omegar[[k]] ];];]3

kPathNumbers = Table[i, {i, @, Length[kPath] -1}];

Bantl = Transpose [ {kPathNumbers, Bands[[1]]}];

Bant2 = Transpose [ {kPathNumbers, Bands[[2]]1}];

Sekil 2.46. Sekil 2.37°deki 6rnek yapinin iki boyutlu bant yapisini elde etmek icin yazilan

"MATHEMATICA" kodu
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Sekil 2.46 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapismma dair parametreler ve

tamimlar:
a —  birim hiicre = boyutu
b —  birim hiicre y boyutu
ra —  dielektrik cubuk yarigap1
epsl —  dielektrik cubuk dielektrik sabiti
eps2 —  cevre ortam (hava) dielektrik sabiti
Nod —  birim hiicrenin = ve y boyutlarinin béliinecegi nod sayisi
xNod —  birim hiicrenin 0 simetrik = boyutu apsisleri
yNod —  birim hiicrenin 0 simetrik y boyutu ordinatlar1
delta —  hem x hem de y boyutu i¢in iki nod aras1 mesafe
kPath —  kullamilan (k;, k, ) seklindeki yiiksek simetri noktalar listesi
G N hesaplamada kullanilan (2N G + 1) X (2NG + 1) adet (G, G,)
ters orgii vektorii ikilileri listesi
FuncChi b birim hiicre i¢cinde E(le) fonksiyonunun
Fourier agilimindaki Fourier katsayisini verecek olan fonksiyon
Chi —  "FuncChi" fonksiyonunun dondiirecegi Fourier katsayisi
ListChi —  "FuncChi" fonksiyonunun hesapladigi Fourier katsayilari listesi
Gus2x — G ters orgii vektorii bilegeni
Gus2y — G ters orgii vektorii bileseni
Gusx —  hesaplamada siras1 gelen G/, ters 6rgii vektorii bileseni
Gusy —  hesaplamada siras1 gelen G; ters orgii vektorii bileseni
Gx —  hesaplamada siras1 gelen GG, ters orgii vektorii bileseni
Gy —  hesaplamada siras1 gelen G, ters orgii vektorii bileseni
Chinew —  hesaplamada siras1 gelen Fourier katsayis1 degeri
Teta —  0z-deger denklemi operator matrisi
TetaElement —  operatdr matrisi elemanlart
Omega —  hesaplanan 6z-degerler
Omegar —  indirgenmig dz-degerler
Bants — Ik 7 bant degerinin aktarilacag1 liste
\PathNumbers s I,...,X,..,M,.. T isimlerini alacak olan
yiiksek simetri noktalarinin say1 degerleri
Bantl —  (yiiksek simetri noktasi,w;,.) seklindeki 1. Bant noktalar1
Bant2 —  (yiiksek simetri noktasi,w;,.) seklindeki 2. Bant noktalari
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Dalga Vektéri

Sekil 2.47. Sekil 2.37°deki 6rnek yapinin iki boyutlu bant yapisi

2.4.6. Fotonik bant aralig: haritalar:

Bir PhC aract dizayn edildiginde genellikle bant yapilarinin eldesinden ziyade PhC
parametrelerinin belirlenmesi istenir. Ornegin belli frekanslarda PBG’ye sahip bir PhC
dizayn etmek arzulanir. Bunun i¢in PhC materyallerinin gecirgenliklerini, element
boyutlarim1 ve orgii tiirlerini belirlemek gerekir. Bu tiir problemleri ¢6zmek icin PBG
haritalar1 kullanilir ve bunlara indirgenmis bant yapilar1 da denir. Bu haritalar kirilma
indisi, PhC element boyutlar1 vb. gibi PhC parametreleri degerleri ile elde edilen tam
PBG’lerin bir projeksiyonudur. Bir PBG haritas1 elde etmek icin PhC parametrelerinin
farkli degerlerindeki bant yapilar elde edilir, bu bant yapilarindan tam PBG’ler ayiklanir
ve ayiklanan bu tam PBG’ler bahsi gecen haritalar1t meydana getirir. Burada 6rnek olarak
yine Sekil 2.37°deki yap: i¢in haritalar elde edilecektir. Fakat bu defa dielektrik
cubuklarin yaricaplar1 0 — 0.5um aralifinda farkli degerlerle hesap yapilip tam PBG’ler
ayiklanacak ve haritalar ayiklanacaktir. Bant yapisi hesaplar1 yine aym fakat farkl
yaricap degerlerinde oldugundan kod yapist verilmeyecektir. Buna gore elde edilmis

PBG haritas:1 Sekil 2.48’deki gibidir.
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Sekil 2.48. Sekil 2.37°deki yapr icin dielektrik ¢ubuk yarigaplarinin 0 — 0.5um araliinda
degisimiyle elde edilen PBG haritasi

Sekil 2.48’e gore bazi yarigap araliklarinda birden fazla PBG oldugu anlasilmaktadir
(Ornegin 0.25um ve 0.4um yarigap araliklarinda). Bu haritay1 yorumlamak adima bir
ornek vermek gerekirse; Ornegin eger dielektrik cubuklarin yaricapt 0.15um olarak
dizayn edilirse yaklasik olarak 0.4 — 0.5 frekans araligindaki gelen radyasyonun yapi

icinde ilerleyemeyecegi anlagilir.

2.4.7. Fotonik durum yogunluklari

Simdiye kadar yapilan hesaplamalrda Brillouin bolgesi tizerinde calisilmis ve
niimerik hesap yapabilmek adina sadece belli kesikli ? degerlerini segerek bu degerlere
karsilik gelen 0z durumlar hakkinda bilgi sahibi olunmusgtur. Fakat fiziksel anlamda
Brillouin bolgesi i¢inde sonsuz tane nokta vardir ve bu nedenle sorulmasi gereken soru
Brillouin bolgesindeki tiim noktalar icin elde edilecek 6z durum sayisinin ne oldugudur.
Bu sorunun cevabi ise siirekli bir toplam, yani bir integral hesabini isaret eder. Elektronik
bant yapilarinda incelenilen durum yogunluklarina benzer sekilde elde edilecek olan ve
n tane bant i¢in w frekansina sahip 6z durum sayisi, yani fotonik durum yogunlugu
esitlik (2.68)’deki gibi ifade edilir. Integral altindaki B2 ifadesi Brillouin bolgesi i¢inde
hesap yapilacagini soyler. Integranttaki § [w — wn(?)] seklindeki delta fonksiyonu ayni
frekansa sahip 0z-durumlarin elde edilmesini saglar ve boylece soz konusu bant i¢indeki
ayn1 freakansa sahip 6z-durumlar toplanabilir hale gelir. Integralden sonraki ) | toplami

ile de tiim bantlar tizerinden toplam gerceklestirilir.
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PhDOS = N(w) =} / LES - wn(?)} 2.68)
n BZ

Sekil 2.49, iki boyutlu bir PhC i¢in fotonik durum yogunluklarini (PhDOS)
gostermektedir. Diisiik veya sifir degerdeki PhDOS, s6z konusu frekans aralifinda
0z-durumun olmadig1 anlamina gelir ki bu da PBG’lere isaret eder. Eger PhDOS
yiiksekse bu ¢ok sayida 6z-durum anlamina gelir. Cok sayida 6z-durum, PhC boyunca
gecebilecek olan cok sayida radyasyon yoluna, yani yiiksek gecirgenlige sahip bir PhC
anlamina gelir. BOylece gecis sayisini hesaplamaksizin PhDOS, PhC’nin spektral
ozellikleri hakkinda bilgi verebilir.

1
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Sekil 2.49. Iki boyutlu bir PhC igin 6rnek fotonik durum yogunluklar1 (PhDOS)
(Sukhoivanov ve Guryev 2009)

2.4.8. Off-plane bant yapisi

Onceki boliimde iki boyutlu PhC iizerinde ? = k,& + k,y seklinde iki boyutlu
radyasyon yayilimi incelenmisti. Bu yayilimla olusan bant yapisina "in-plane bant
yapis1" denir. Bu boliimde iki boyutlu PhC iizerinde ? = k@ + kyy + k.Z seklinde ¢
boyutlu radyasyon yayilimi incelenecektir. Yani artik ?Z bilesen sifir degildir. Bu
yayilimla olusan bant yapisina "off-plane bant yapisi" denir. Durum Sekil 2.50’de

gosterildigi gibidir.
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K=k +k, 9 K =k & +k,§ +k,2

Sekil 2.50. iki boyutlu bir PhC iizerinde a) In-plane; b) Off-plane yayilim

Iki boyutlu bant yapisi ¢izimi i¢in daha 6nce bahsedilen yiiksek simetri noktalar
_>
burada da dikkate alinir. Bununla birlikte artik & ., # 0 oldugu i¢in Brillouin bolgesi z
_)
yoniinde k , kadar kayar. Brillouin bolgesinin off-plane yayilim ic¢in de8isimi Sekil

2.51°de gosterildigi gibidir.

M

Sekil 2.51. Brillouin bolgesinin off-plane yayilim icin degisimi

Burada artik k£, # 0 oldugu i¢in esitlik (2.64)’deki sklaer ¢arpim yapilirsa (kx +
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Gz> (k:m + Gfr) + (k:y + Gy) (k;y + G;) + k. oldugunu goriiriiz. Bu nedenle in-plane kod
yapisindaki tek degisiklik bu skaler ¢carpima sadece ki eklentisidir.
Sekil 2.52°de Sekil 2.37°deki 6rnek yapr icin daha once Sekil 2.47 ile verilen in-plane

bant yapisi ile birlikte off-plane bant yapisi karsilastirma icin birlikte verilmektedir.

Dalga Vektori

0.0

Dalga Vektori

Sekil 2.52. Sekil 2.37°deki 6rnek yapinin iki boyutlu a) In-plane; b) Off-plane bant yapisi

Sekil 2.52°den de goriilebilecegi gibi off-plane yayilim durumunda PhC bant yapisi
onemli dl¢iide degisiklik gosterebilir. In-plane yayilima nazaran gozlenebilecek en onemli
degisim bant diyagraminin sifirdan farkli bir frekansla baglamasi ve bant diizliigiiniin daha
da fazla olmasidir.

Boyle bir yayilimi kullanan cihazlara ornek olarak radyasyonun PhC elemanlari

boyunca yayildig1 PhC fiberler verilebilir.
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2.4.9. Saf periyodik yapida degisiklik (defect)

Saf periyodik yapida olusturulan bir degisiklik (defect) ile birlikte optik 6zellikler saf
periyodik yapidakinden farkli olacaktir ve dolayistyla farkli bir bant yapis1 sz konusu
olacaktir. Ornegin saf periyodik yapida yasakli olan bir frekans aralig1 defect’liyapida
izinli olabilir. Sekil 2.53a’da hava icine yerlestirilmis dielektrik ¢ubuklardan olusan saf
periyodik yap1 ve (b)’de ise yukaridan, asagidan, sagdan ve soldan dort dielektrik cubuk
ortasinda kalan bir adet dielektrik ¢ubugun yapidan ¢ikarilmasi ile olusturulan yeni yap1

goriilmektedir.

(a

®© 0000000 000 000

Sekil 2.53. a) Hava i¢ine yerlestirilmis dielektrik cubuklardan olugan saf periyodik yapi;
b) Yukaridan, asagidan, sagdan ve soldan dort dielektrik ¢ubuk ortasinda kalan bir adet

dielektrik cubugun yapidan cikarilmasi ile olusturulan yeni yapi

Yeni yapi i¢in de hesaplar daha 6nce oldugu gibidir fakat birim hiicreler yap1 boyunca

periyodikligin saglanmasi gerektigi i¢cin Sekil 2.54’°deki gibi olacaktir.
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(a) (b)

Sekil 2.54. a) Hava i¢ine yerlestirilmis dielektrik cubuklardan olusan saf periyodik yap1
icin birim hiicre; b) Yukaridan, asagidan, sagdan ve soldan dort dielektrik ¢cubuk ortasinda
kalan bir adet dielektrik cubugun yapidan ¢ikarilmasi ile olusturulan yeni yap1 i¢in birim

hiicre (defect’li birim hiicre)

Sekil 2.37°deki ornek yapinin boyutlar: ile birlikte hava ve dielektrik cubuklarin
dielektrik sabiti degerleri dikkate alinip, yukarida bahsedildigi sekilde saf yapidan
cikarilan bir adet ¢ubukla birlikte olusan yeni birim hiicrenin 51 x 51 nod ile boliinerek,
tim noktalarin dielektrik sabiti degerleri ile gosterimi Sekil 2.55°deki gibi olur. Bu
sekilde mavi ve sar1 saydam diktortgenlerle cevrilmis hiicreler defect olmaksizin ilk
durumda hesaba katilan ve daha once hesaplamalarin {izerinden yiiriitiildiigli birim
hiicreleri temsil ederken, ortadaki siyah saydam dikdortgenle gosterildigi gibi bir adet

cubugun c¢ikarilmasiyla olusan tiim resim ise defect’li birim hiicreyi temsil etmektedir.
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wa/2mncy

W=

Dalga Vektori
(b)

wa/2mncy

W=

Dalga Vektori

Sekil 2.56. Sekil 2.37°deki 6rnek yapinin iki boyutlu a) Defect olmaksizin; b) Defect’li

bant yapilari

2.4.10. Fotonik kristal alan dagilimlarimin hesaplanmasi

Bu boliim yansima ve ge¢cme spektrumlarini elde etmeyi amaglamaktadir. Yap: uzay1
stireklidir. Bu nedenle de gercekte siirekli alanlar ve bu alanlar1 ifade eden siirekli
tiirevlere sahip Maxwell denklemleri s6z konusudur. Tiim bunlar ise depo edilemeyecek
olan sonsuz sayida bilgi anlamina gelir. Fakat yap1 uzaymin ve buna bagli olarak
Maxwell denklemlerinin kesklilestirilmesiyle sonlu ve depo edilebilir bilgi edinmek
miimkiindiir. Bu amag i¢in kullanilacak olan "Sonlu Farklar Zaman Alan1 metodu (Finite
Difference Time Domain-FDTD)" bu temele dayanmaktadir. Boylelikle elektromanyetik
dalgalar, fiziksel diinyadaki yayilimlarin1 modelleyebilecek sekilde sayisal olarak simiile
edilebilirler. FDTD’nin temel algoritmasi ilk olarak K.S. Yee tarafindan 1966’da
yayinland1 (Yee 1966). Bu nedenle uzayin kesiklilestirilmesi ile olusturulan grid yapiya
genellikle Yee Grid denmektedir. Metodun temel akis diyagrami Sekil 2.57°deki gibidir.
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L 9B (t)
V x E(t) = —T

Dolanimli bir elektrik alan
dolanimin merkezinde
zamanla degisen bir

B(t) = [u(®]H()

1'deki manyetik alan
manyetik gecirgenlikle
orantili ve yine dolanimli
olan bir yardimci manyetik

manyetik alan indiikler alan ile iligkilidir
D(t) = [e(D]E(t) oz 0D
3'deki yer degistirme vV x H(t) = ot

vektord elektrik - 2'deki yardimci alanin
gecirgenlikle orantili ve dolanimi dolanimin

yine dolanimli olan bir merkezinde zamanla
elektrik alan ile iligkilidir degisen bir yer degistirme
vektori indikler

Sekil 2.57. FDTD metodu i¢in temel akis diyagrami
Alanlarin Normalizasyonu

Bilindigi iizere bir elektromanyetik dalganin elektrik ve manyetik alan bilesenleri
arasinda ciddi bir biiyiikliik mertebesi farki s6z konusudur. Bu ise niimerik (bilgisayar)
hesaplamalarinda ve simiilasyonlarda bir yuvarlama hatasina (rounding error) neden
olur. Bu nedenle her iki alanin da ayn1 mertebelerde olmasi adina normalizasyon gerekir.
Buradaki tiim hesaplamalarda esitlik (2.69)’de verilen normalize manyetik alan

kullanilacaktr.

i [rw (2.69)

€0

Kararh Sonlu Fark Esitlikleri (Stable Finite Difference Equations - SFDE)

Bir esitlikteki tiim terimler uzay ve zamanda ayni noktalarda var olmalidirlar. Aksi
halde boyle bir esitlik iizerine yapilan niimerik hesaplamalar/simiilasyonlar vb.

"kararsiz" olacaktir. Bu durumu saglayan esitliklere SFDE denir. Bu durumda alan
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dagilimlarini resmedecegimiz bilgisayar simiilasyonlar1 s6z konusu oldugu i¢in Maxwell
denklemlerinin sonlu ifadelerindeki olas1 kararsizliklar ¢oziilmelidir. Esitlik (2.70)’de
normalize manyetik alan iceren ve zamanda SFDE olma 6zelligini gosterebilen Faraday

ve Maxwell-Ampere yasalarinin sonlu ifadeleri verilmektedir.

¢ e Woie | H(r ) - H (%)

Co ﬁ <6?t ) Co At (270)
2 An [9EFS) ) Baran-Eq)
€XH<H7>:§;_O a1 %; A

Uzayin Kesiklilestirilmesi - Grid Yapi Birim Hiicre Se¢imi

Sekil 2.58’de alanlarin dagilim gosterdigi 2 boyutlu bir uzay parcasinin

kesiklilestirilmesi gosterilmektedir.

' hc TR

1 SICISI S ST . - . - - - . - .
1 BISISINEE S TSI . « « « « « « « « o
- . = RS Slhutel-toRMMNSESTe] - - - - - - - - - -
Surekli Kesikli Hicrelerle Hucrelerigindeki gercekte
Fonksiyonlar uzayin boélinmesi merkez noktalarda bilgisayarda
olarak yapidaki ile olusturulangrid alan degerlerinin depolanan
alan dagilimlari yap! depolanmasi degerler
Sonsuz sayida Tek bir hiicrede Sonlu sayida Diger degerlericin
bilgi ----> bile hala sonsuz bilgi ----> "Interpolasyon"
DEPOLANAMAZ sayida bilgi ----> DEPOLANABILIR yapilir
DEPOLANAMAZ

Sekil 2.58. Alanlarin dagilim gosterdigi 2 boyutlu bir uzay pargasinin kesiklilestirilmesi

Sekil 2.59a’da 2 boyutlu bir uzay parcasinin kesiklilestirilmesi ile olusturulan grid
yapidaki bir tek birim hiicre goriiliirken Sekil 2.59b’da ise 3 boyutlu bir uzay pargasinin

kesiklilestirilmesi ile olusturulan grid yapidaki bir tek birim hiicre goriilmektedir.

85



KAYNAK TARAMASI

C. ERTUGAY

(a)

iki boyutta bir tek

birim hiicre
. Ax
Iki boyutta L BEE
tiim Grid -
° Ay

Fonksiyon degeri birim
hicredeki belli bir nokta
tizerinden belirlenir

Ug boyutta tiim Grid

(b)

Ug boyutta bir tek birim hiicre

Sekil 2.59. Bir uzay pargasinin kesiklilestirilmesi ile olusturulan grid yap1 a) 2 boyut; b)

3 boyut

Sekil 2.60°de bir, iki ve ii¢ boyutta birim hiicre i¢in alternatif secimler, alan bilesenleri

ile birlikte gosterilmektedir. Bu sekilde (a) 1 boyutlu birim hiicre se¢imi, (b) 2 boyutlu

bir yapida her iki boyuttan da birer tane tek birim hiicre alinarak olusturulan birim hiicre

secimi, (c) 2 boyutlu bir yapida her iki boyuttan da dorder tane tek birim hiicre alinarak

olusturulan birim hiicre secimi, (d) 3 boyutlu bir yapida her {i¢ boyuttan da birer tane

tek birim hiicre alinarak olusturulan birim hiicre se¢imi ve (e) 3 boyutlu bir yapida her ii¢

boyuttan da ikiger tane tek birim hiicre alinarak olusturulan birim hiicre se¢imi verilmistir.
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Sekil 2.60. Alan bilesenleri ile birlikte bir, iki ve {i¢ boyutta birim hiicre i¢in alternatif
secimler a) Bir boyutta birim hiicre; b) 1 x 1 seklinde iki boyutlu birim hiicre; ¢) 4 x 4
seklinde iki boyutlu birim hiicre; d) 1 x 1 x 1 seklinde ii¢ boyutlu birim hiicre; e) 2 x 2 x 2

seklinde ii¢ boyutlu birim hiicre
FDTD icin Hesaplamalarda Kullamilacak Olan Esitlik Setleri

Genel olarak iic boyutlu, diyagonal ve anizotropik bir materyal i¢in normalize
manyetik alan cinsinden Maxwell denklemleri sonlu esitliklerinden elde edilen biiyiikliik
bakimindan Faraday yasasindan gelen esitlik seti esitlik (2.71)’de ve Maxwel-Ampere

yasasindan gelen esitlik seti ise esitlik (2.72)’deki gibidir.

OE. 0B, . 0H,
oy 9z ¢y Ot
0E, O0E.  u,0H,
0z  Or  c Ot
0B, O0E,  p..0H,
e dy ¢ Ot

2.71)
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OH., O0H, &,,0E,
dy 0z ¢ Ot
OH, 0H. _ &y 0E, 2.72)
0z ox co Ot
o, 0H, e..0FE,
dr Oy ¢y Ot

Boylelikle hem uzayda hem de zamanda SFDE olma 6zelligini saglayabilecek olan
Faraday yasasinin sonlu esitlikleri esitlik (2.73) ve Maxwel-Ampere yasasinin sonlu

esitlikleri ise esitlik (2.74)’daki gibi olur.

47 +17k '7 '7k '7 7k+1 '7 '7k L : i7j7k. — g i7j7k
pitik| _ gk piaket| _ g ik 2| a7 HS
¢ t ¢ t _ _ Max 2 2
Ay Az Co At
y . . . 7.5k — Hidk
Eidk+l] _ gk Eitlik| _ gk ijk H, N Y N
v t i J t ol Hyy 5 =5 (2.73)
Az Az Co At
o . y Y 7,5,k _ ik
E;+1:]:k — E;JJC Btk _ ik iix e - H: e
t t t t _ 2 i, 2
Ax Ay o At
~i7j7k I ~i7j_17k ~i7j7k —_ ~i7j7k_1 0,7,k .7,k
Hz At HZ At Hy At Hy At 1,5,k E:Zz’]’ - E;,],
5 5 i +5 _ Eax t+At t
Ay Az Cp At
7 ivjyk J— 7 Z7J>k71 7 i»j»k‘ J— 7 7’71»]716 1.7 0,7
H L —Hi . H. L —H. s gk E;J,k — E;J,k
t+7 t+7 . t+7 t+7 _ Yy t+At t
Az Az Co At
~i7j7k — ~i_17j7k ~i7j7k —_ Nimj_l?k 0,7,k .7,k
Hx At Hy At Hx At Hx At 67'7]7]{: E;’J’ - E;’.L
H5 H5 5 H5 & t+At t
Ax Ay Co At
(2.74)

Burada bir boyutlu bazi PhC yapilar1 i¢in Ornekler ve detayli hesaplamalar
verilecektir. Bu nedenle son elde edilen esitlik setleri bir boyutlu yapilar icin daha sade

goriinmesi adina tekrar yazilacaktir.

Bir Boyutlu PhC icin FDTD Hesaplamalar

Sekil 2.61a’de dielektrikligin sadece z boyutunda degistigi bir boyutlu bir yap1
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goriilmektedir. Hesaplamalar icin temel motivasyon bu siirekli yapiyr Sekil 2.61b’deki
gibi 1zgara (grid) seklinde bolmek, ve buna gore daha Once yazilmis olan
kesiklilestirilmis esitlikleri kullanarak alan dagilimlarini, yansima ve ge¢cme

spektrumlarini elde etmektir.

e

Sekil 2.61. a) Dielektrikligin sadece z boyutunda degistigi katmanli bir boyutlu yapi; b)
Bu yapinin 1zgara (grid) halde diisiiniilmesiyle elde edilen yap1

Sekil 2.61°de « ve y boyutlarinda dielektriklikte herhangi bir degisim yoktur ve bu
nedenle - = 2. = 0°d. Esitlik (2.73) ve esitlik (2.74)"daki esitliklerin buna gére bir
boyut i¢in yeniden dizayni esitlik (2.75) ve esitlik (2.76)’deki gibi olur.

. . [7i,5,k _ frigk
EL’]’k—H — E;’j’k 1,3,k Hz At Hx At
_ t t _ _ Haz 5 =5
Az Co At
'7 ‘Jf 1 ‘7 '7k . g Z”‘j’k‘ - ) i,j,k’
Jo s ‘ _ R i 70|~ HPE (2.75)
¢ t _ My 2 2
Az Co At
0 — H;m%k
Fisdok Hidk=1 N _ Eidk
Y st v e A TV
Az Co At
& i:jzk & i7j7k_1 7, .,k %, ',k
Ha: t At Hx t H 6 ivjvk Eyj - Eyj (276)
+5 t5 _ EYY t+At ¢
Az Co At
0 — E?‘%k

Esitlik sistemi (2.75)’deki ilk esitlik ve esitlik sistemi (2.76)’deki ikinci esitlik £, ve H,

bilesenlerini igermektedir ve bu ikisi birlikte £,/ H, modunu meydana getirirler. Diger
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yandan esitlik sistemi (2.75)’deki ikinci esitlik ve esitlik sistemi (2.76)’deki ilk esitlik £,
ve ﬁIy bilesenlerini icermektedir ve bu ikisi birlikte F, / ﬁy modunu meydana getirirler.
Bundan sonraki hesaplamalar E,/ lfLE modu icin devam edecektir. Esitlik(2.77) bu
modun sonlu esitliklerini ve Sekil 2.62 ise bu modun bilesenlerini gostermektedir. = ve y
boyutlari iptal edildigi icin bu dogrultulardaki grid hiicreleri de sz konusu olmaz ve

koordinat iist indisleri sadece k bagimli olurlar.

k1| ok HF — HF
Ey . Eyt:_,u_;’;x xtJr% xti%
Az Co At Q2.77)
I:Ik’ rrk—1 k . k

i 4t Tyt eyy” E, t+AL Ey t

Az Co At

Hy
E, z

Sekil 2.62. Bir boyutta £,/ H, modu bilesenleri

Boylece FDTD hesaplamalarinda kullanilacak olan elektrik ve manyetik alan sonlu

esitlikleri sirasiyla esitlik (2.78) ve esitlik (2.79)’daki gibi olur.

f{k . I:Ik—l

Tl At
t—l—m’ﬁ;y( ks . ”2> (2.78)

k
Ey

_ 1k
_Ey

t+At

Ek+1 o Ek
— H* N A VR 1) 2.79
t+4t “li-4t T, < Az (279)
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Burada mf, = “8% ve mk, = @8l djr,
Y Eyy z Hza

Bir boyutlu PhC icin Grid Uzay ve Drichlet Sinir Kosullar:

Sekil 2.63’de toplam N, tane birim hiicreden olusan 1 boyutta grid uzay

goriilmektedir.

1 2 3 4 e N-1 N,

—
Az

Sekil 2.63. N, tane birim hiicreden olusan 1 boyutta grid uzay

Esitlik (2.78)’de & = 1 icin sifirinct hiicredeki manyetik alan bileseni ve esitlik (2.79)’da
ise k = N, i¢in N, + 1-inci hiicredeki elektrik alan bileseni varliklarini gostermektedir.
Fakat grid yap1 icinde sifirinci veya NN, + 1-inci hiicreler s6z konusu degildir. Bu
hiicrelerdeki alanlarin sifira esitlenmesi ile problemin ¢oziimii Drichlet sinir kogullarinin

uygulanmasi demektir. Drichlet sinir kosullar ile birlikte esitlikler (2.80) ve (2.81)’deki

gibi olur.
.
ﬁ£ At _Hfil At
Ey A:Ej +m%y< S t+2), E>1
t+AL t
(2.80)
iy At -0
k — Fk k t+ 45t B
Eyt+At_Eyt+mEy<A—,z2>7 E=1
\
- ~ E§+1 *E{j
H;f t—l—ﬁ: QI; _At+m’;-{"c Atz t ) k<Nz
2 2 (2.81)

Drichlet Sinir Kosullar1 hesaplamalar i¢in ilgi alan1 olan grid uzayin i¢inde kalmayi

saglar.
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Siirekli ve Kesikli Alan Yayilimlarinin Uyumu-Giivenilirlik Kosulu

FDTD’de zaman artis adimi olan At siiresi, "Courant kosulu" olarak bilinen
kararlilik kosulu ile sinirhidir (Taflove ve Hagness 2000). n kirilma indisli bir materyalde
At siiresi icinde elektromanyetik dalganin kat edecedi mesafe (gercekte olan) coAt/n
kadar olacaktir. FDTD hesaplamalari i¢in yukarida bahsedilen grid uzayinda ise At
siresi i¢inde kat edilen niimerik mesafe bir tek birim hiicre uzunlugu olan Az
mesafesidir. Bu durumda gercek (fiziksel) anlamdaki coAt¢/n mesafesi niimerik Az

< Az olmaldir. Bu da bize niimerik

mesafesinden biiyiik olmamahdir. Yani ©2¢

hesaplamalarda kullanacagimiz At zaman adimi i¢in At < ”TAZ seklinde bir st limit
verir. Diger yandan esitlik (2.80) ve esitlik (2.81)’e bakilirsa elektrik alanin At nin tam
katlarinda ve manyetik alanin ise buguklu katlarinda varligim siirdiirdiikleri anlagilir.
Buradan da anlasilir ki bir £ nokasindaki elektrik alanda meydana gelen bir degisiklik
(disturbance) bir sonraki k£ + 1 noktasinda bulunan elektrik alan noktasinda hissedilmesi

icin en azindan iki zaman adimi > 2At ge¢mesi gerekir. Bu durum Sekil 2.64’de

resmedilmektedir.
N AENRy RN RS SRR __ . S
1 — c c c [
: o, o ] o =z = 3 o 9 [} K,
[} = = = = = —
o © © o g 3 a Q Q Y ) v
'S0 V ] ) [, n %) 0 0 a A \
' a a 2 9 = = ) ) 2 RY) 0
1 @ K% K] %) @ < - = < = S =
'S < < < = [ ) © o P
\ O - | B 5 S | - o O I S
" - - - Sl 2 i ~ o — ™
v on LN o~ o)) — — i — o QN
1
A A A A A A AL A AL AL A
:& b~ e~ e~ ~ =~ o~ =~ B =~ e~ =~
!
t it ittt ot ittt
' V4
4 A L L L L] L A/
1
1o c c c [} [} c c c c c
o () v (] = = v v (] v v <
— = — e © © b = = = = [
= o o S O Q o o o o T | =
o ) v V v v () () V 7 V o
A 0 n n 0 8] ) v ) ) ) (]
" @ Ru) K] < = K] Ru) 0 0 ol 9
= < < c ) P < < < < < | £
! _g % % () © o ) () ) () () °
- K = o o ~ o o o o Tl
I <+ Neo) ™ — — < o) o o N
— — i (Q\] [\ o~
AL A AT A AR AT A A A A A A
b~ =~ B~ B~ ~ =~
L L o i B =] = F

Sekil 2.64. Zaman bakimindan elektrik alan (mavi oklar) ve manyetik alan (kirmizi oklar)

bilesenleri arasindaki yayilim iligkisi (Rumpf 2015)
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Boylece bir boyuttaki inceleme i¢in esitlik (2.82) ile verilen en genel giivenilirlik kosulu
ortaya cikar. Burada n,,; parametresi grid i¢indeki olasi en kiiciik kirilma indisli
materyali ifade eder.

nmmAZ

At <

2.82
20 (2.82)

Miikemmel Simir Kosullar:

Eger grid sinirin her iki yanindaki materyaller Sekil 2.65°da gosterildigi gibi lineer,
homojen, izotropik ve dagitici degilse (nondispersive), elektromanyetik alan sadece

siirlarin digina dogru hareket ediyor demektir (Rumpf 2015).

sinirin her iki yanindaki lineer, homojen,
izotropik ve non-dispersive materyaller.

]

Npc Npc

N, N, +1

grid sinirt

Sekil 2.65. Elektromanyetik alanin sadece sinirlarin digina dogru hareket edisini garanti

edecek olan sinir materyal 6zellikleri (Rumpf 2015)

Boylece daha once belirtilen giivenlik kosuluna uygun olarak elektromanyetik dalgadaki
bir degisimin (disturbance) bir sonraki noktada hissedilmesi i¢in 2At siire gegmesi
gerektigi ele alimarak devam edilirse, grid smirlart icin esitlik (2.83)’de verilen
mitkemmel sinir kosullar1 elde edilir. Elektromanyetik alanin sadece sinirlarin digina
dogru hareket ediyorsa siirin her iki yanindaki materyallerin Sekil 2.65’deki gibi lineer,
homojen, izotropik ve non-dispersive oldugunu ve buna bagl olarak grid sinirinin her iki
yaninda kirilma indisinin ayni1 n;. degerine esit oldugunu da g6z 6niine alarak diyebiliriz

ki: Bir ¢t aninda grid sinirinin hemen disindaki N, + 1 noktasindaki elektrik alan bileseni,
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grid sinirinin hemen oOncesindeki N, noktasindaki elektrik alan bileseninin ¢ — 2At
anindaki degerini hissetmistir. Bu durum 11 tane birim hiicreye sahip bir grid yapi
tizerinde At = 1 senaryosuyla Sekil 2.66’da resmedilmektedir.

= ENZ

N.+1
E’!/ Yy

t t—2At

. N (2.83)
H° = O}

X
t+4t

_3At
=3

T = 21 'de hissedilen
23 'de hissedilen

=P 7" = 11 'de hissedilen
T

=p T = 1 'de degisim
=» T = 3 'de hissedilen
=T = 5 'de hissedilen i
=T = 7 'de hissedilen
=T = 9 'de hissedilen
= T = 13 'de hissedilen
=P T = 15'de hissedilen
=» T = 17'de hissedilen
= T = 19 'de hissedilen

=y

2 'de hissedilen
4 'de hissedilen

A
ZL=1+2N

0

T = 14 'de hissedilen\

T = 6 'de hissedilen

' T =10 'de hissedileng
T = 18'de hissedilen\

e
T =22 'de hissedilen\ 1
A 4
N

A T = 8'de hissedilen
Al T = 12 'de hissedile

T
AT
|

8=X|T =16'de hissedilen\

o1 =T = 20 'de hissedilen\

1=
4
€
4
S
9
L

11 =2N

Sekil 2.66. Elektromanyetik dalgadaki bir degisimin (disturbance) bir sonraki noktada
hissedilmesi igin 2At siire gegmesi gerektigi ele alindiginda alan bilesenleri arasindaki

yayilim iligkisi ve miikemmel sinir kosulu (Rumpf 2015)

Boylece miikemmel sinir kogullari ile birlikte esitlikler (2.84) ve (2.85)’deki gibi olur.
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;

AE| oAk
T
k k k 5t 5t
Z?y Zx = ZZ; _+'77L12y Z&Z 3 k: >> 1
t+At t
) ) (2.84)
Hy —H;
At 3At
t+ 4t t— 34t
B = +m%y( UL
t+At t
\
( k+1 k
Tk Tk wo (P
_ t t
H; ppae 0T ,g—i_ H, Az ) k<N,
2 2
(2.85)
Eévz 7Ek
ﬁ]’k _ 1Tk k t—2A¢t Y t k=N
T 4 At 2 PN He Az ’ -z
\ 2

Grid Coziiniirliigii

Temel amag tasarlanilan PhC iizerine gelecek olan elektromanyetik dalganin arag
icinde nasil dagilim gosterecegi hakkinda fikir sahibi olmaktir. Oyleyse bu
elektromanyetik dalgalarin uzunluk boyutunda olan dalga boylarinin, modellenen grid
yapiya giriciligine izin verilmelidir ki simiilasyonlarda goriilecek sonuglar gercegi
yansitabilsin. Genellikle belli bir dalgaboyu araligindaki elektromanyetik dalgalarin
yapiya girdiginde neler olup bittigi modellenmek istenir. Bu durum, grid yapinin
¢oziiniirliigiinii ayarlarken bu dalga boylarimi dikkate almay1 gerektirir. Ornegin bos
uzaydaki frekanslart [fy ", /7] araliginda olan elektromanyetik ~dalgalar,

simiilasyonda modellenmek istensin. Bu durumda bu elektromanyetik dalgalardan dalga

boyu en kiiciik olanin dalga boyu \,,,;, = —7%: olacaktir. Bilindigi gibi bos uzaydaki bu

free
max

degerin yapinin kirilma indisine boliinmesi ile yapr i¢indeki dalga boyu degeri elde

edilebilir. Fakat, miimkiin olabilecek en genel durumun gz Oniine alindigr ve grid
yapinin farkl kirilma indislerine sahip materyallerden olusabilecegi diisiiniiliirse; 7,4,
grid yapidaki materyallerden kirilma indisi en yiiksek olaninin kirilma indisi degeri

olmak iizere modelde goriilebilecek miimkiin olan en kisa dalga boyu degeri
free

Amin = -2 = 0 olur. Istenen sey bu minimum dalga boyunu en az 10 tane
Nmaz max Mmazx

hiicre lizerinden c¢oziimlemektir. Diger bir deyisle bu minimum dalga boyu degerinin en

az 10 tane hiicrenin boyutuna esit olmasi, yani en az 10 tane hiicre ile temsil edilmesi
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istenir. Bu durumda, bahsedilen dalga boyunu ¢ozmek (temsil edilmek) istenen hiicre
sayist Ny > 10 olmak iizere grid ¢oziiniirliigiine, yani grid hiicrelerinin bir tek
boyutunun (bir tek boyut i¢in Az) ne olmasi gerektigine dair ilk tahmin esitlik

(2.86)’daki gibi olur.

)\min
Az — Ay = N, (2.86)

Sekil 2.67°de farkli N, degerlerine gore dalga boyu yapisinin belirgin olusuna dair bir

goriintii sergilenmektedir.

1 nokta ile 3 nokta ile 5 nokta ile
) ) )
L ¢ L 4 )
é é
7 nokta ile 9 nokta ile 17 nokta ile
(3 * ° %
° ° e::: o
: ®:::::e
[ 4 ® ® ([ T @ :  J [ —TT L 4 — ®
o : o o:::ie
¢ é é é ‘ é

Sekil 2.67. Farkli N, degerlerine gore dalga boyu yapist (Rumpf 2015)

Grid ¢oOziiniirliigiine dair dikkate alinmasi gereken ikinci sey iizerinde caligilan
yaptya dair mekanik 6zelliklerdir. Yap: karakteristik olarak farkli boyutlarda ve belki de
cok cok kiiciik mekanik ozelliklere sahip ayirt edici kisimlar barindirtyor olabilir. Bu
ozellikler icinden minimum olanit bulunup, ilk tahminde dalga boyu i¢in yapildig: gibi
model buna gore ¢oziimlenmelidir. Ornegin Sekil 2.68’de bir elmas 6rgiisiiniin birim
hiicresi goriilmektedir ve goriildiigii gibi bu birim hiicre icindeki karakteristik

ozelliklerden en kii¢tigii d,,;, kalinlig1 ile gosterilen mekanik 6zelliktir.
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Sekil 2.68. Bir elmas orgiisiiniin birim hiicresi (Rumpf 2015)

Tipki ilk tahminde dalga boyu i¢in yapildig1 gibi burada da ka¢ tane hiicrenin bu
minimum 06zelligi temsil edecegine karar verilmelidir. Olasilikla en az bir tane hiicre
tercih edilir. Bahsedilen minimum deger (mekanik 6zellik), ¢oziilmek (temsil edilmek)
istenen hiicre sayis1 Ny > 1 olmak iizere grid ¢oziintirliigiinde, yani grid hiicrelerinin bir
tek boyutunun (bir tek boyut icin Az) ne olmasi gerektigine dair ikinci tahmin esitlik

(2.87)’daki gibi olur.

dmin
Az — Ay = N, (2.87)

Ny ’nin farkli degerlerinin yapiy1 temsil edebilirligi Sekil 2.69°de resmedilmektedir.
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aw

alt

EN,,l

Sekil 2.69. N, nin farkli degerlerinin yapiy1 temsil edebilirligi (Rumpf 2015)

<1 N, <1

N,=4

Boylece 1 boyutlu bir PhC i¢in grid c¢oziiniirligii esitlik (2.86) ve esitlik (2.87) degerleri
icinden en kiiciik degere gore ayarlanir. Durum esitlik (2.88)’deki gibidir (Rumpf 2015).

o in (AA, Ad) (2.88)

Grid ¢oziiniirliigiine karar verilirken dikkate alinmasi gereken sey esitlik (2.88)deki
haliyle elde edilen ¢Oziiniirliigiin, modellenen aracin boyutunu tam sayr degerinde bir
hiicre adedi ile karsilayip karsilayamayacagidir. Yani PhC boyutu d kadar ise ve bir
hiicre boyutu esitlik (2.88)’e gore karar verildiyse d/Az ifadesi PhC’yi kaplayan hiicre
sayis1 olacaktir ve bunun bir tam say1 olmasi beklenir. Eger sonug bir tam say1 degilse bu
sonug¢ kendisinden biiyiik olan en yakin tam sayiya yuvarlanir ve yeni ¢oziiniirliik degeri
de bu degere gore belirlenir. Buna gore hiicre sayisi esitlik (2.89) ve buna uygun

coziiniirliik degeri de esitlik (2.90)’deki gibi giincellenir.

N = round T (&) (2.89)

Az

=] =

(2.90)
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FDTD Modellemelerinde Kullamlacak Uygun Elektromanyetik Dalga Kaynaklari

Modellemede simiilasyonlar uygun formdaki dalga kaynaklar ile calistirilmalidir.
FDTD i¢in Gausyen formlu dalga kaynaklar1 uygundur. Kisa genislikli bir Gausyen atma
(puls) cok miktarda frekans aralifim1 barindiracaktir. Sekil 2.70’de bir Gausyen form
goriilmektedir. Zamana gore de8isen dalga siddet degeri esitlik (2.91)’deki gibidir
(Rumpf 2015).

g(®)
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

fo-1 to fo+1

Sekil 2.70. Gausyen dalga formu

gty = <_0> (2.91)

Burada 7, 2.70’den goriildiigii gibi puls genisliginin bir ol¢iisiidiir. Goriilebilecegi gibi
1/e puls degerini veren iki zaman degeri olan tq — 7 ve ¢y + 7 zaman noktalar1 arasindaki
fark 27 kadarlik bir puls genisligine karsilik gelir. Uygulamalarda kullanilabilecek makul
7 degeri esitlik (2.92) ile elde edilebilir. Burada yine f,,,, parametresi modellenen

elektromanyetik dalgalar arasinda en yiiksek frekansin degeridir.

0.5
fmax

T =

(2.92)
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Niimerik anlamda her seyin yolunda gitmesi i¢in istenilen sey, puls’un sifir degeri ile
baglayip yavas yavas artmasi ve daha sonra ¢, aninda pik yaptiktan sonra da yavas yavas
azalmasidir. Yani tam anlamiyla ne solunda ne de saginda hi¢bir adim (step) fonksiyon
olmayan bir Gausyen puls formudur. Sekil 2.71°in (a), (b) ve (c) kisimlarinda sirasiyla
to = 0, tg = 7 ve tg = 67 degerleri i¢in Gausyen puls’larin durumlar1 goriilmektedir.
Goriilebilecegi gibi (a) ve (b)’deki ty = 0 ve ty = 7 i¢in o merkezinin sol taraflarinda
adim (step) fonksiyon olusumu goriilmektedir ve bu nedenle bu iki secenek istenilenleri
karsilamaz. Fakat (c)’deki ¢, = 67 merkezi hicbir sekilde adim fonksiyonu ile
cevrelenmemistir, puls degeri istenildigi gibi 0 ile baglayip, yavas yavas artip, o

degerinden sonra da yavas yavas azalmaktadir

g(t)

(a) o) (b)

t

Sekil 2.71. Farkli ¢, degerleri icin Gausyen puls durumlar1 a) ¢, = 0 i¢in; b) ¢, = 7 icin;

¢) to = 67 i¢in

Modellemede kullanilacak bir elektromanyetik dalga kaynagindan beklenenler
asagidaki gibidir:

* Tek yonde ilerleyen ve ortam degismedikce degismeyen bir form olmali

* Grid smirlarinda sonsuza gitmeli

e Ortam degisikligi nedeniyle yansimalar oldugunda karsit yonlerden gelerek

karsilagsan dalgalar aymi ortam i¢inde birbiri icinden degisiklige ugramadan
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transparan bir sekilde ge¢cmeli.

Tiim bu kosullar1 saglayabilecek dalga kaynagi Toplam Alan / Sacilmis Alan (Total
Field/Scattered Field Soft Source-TF/SF) olarak adlandirilan alan kaynagidir. Bu
uygulamada grid uzay temelde iki ana bolgeye ayrilir. ilk bolge sacilma alani iken ikinci
bolge toplam alan bolgesidir. Sekil 2.72°da toplam 15 birim hiicreden olusan bir grid

uzay lizerindeki bolgeler ve ilgili birim hiicreler gosterilmektedir.

TF/SF Arayizi
A
Sacilma ! Toplam Alan
Alani
Yansiyan Gegen
dalga kayit Modellenecek dalga kayit
hiicresi Bos bélge olan yapi Bos bolge hiicresi

I ~Armax

A N/ \e N

4(slel7]8]9]10[121]12[13 14-ms

(k)
£, \

\ Y ™

PAB

ve

C nmax min

Sekil 2.72. TF/SF’ye gore bicimlendirilmis grid uzay

Sekil 2.72’da [7 — 10| araligindaki hiicrelerde modellemesi yapilacak olan arag
yerlestirilmistir. [1 — 6] araligindaki ve [11 — 15] araligindaki hiicreler ise modellemesi
yapilacak olan araci ¢evreleyen cevre materyale ait hiicrelerdir. 1. hiicre yansiyan dalga
kayit hiicresi, 2. hiicre Gausyen formlu dalga kaynaginin enjekte edildigi hiicre ve 15.,

yani son hiicre ise gecen dalga kayit hiicresidir.

TF/SF Manyetik ve Elektrik Alan Diizeltmesi

Sekil 2.73’de kg.. — 1 ile kodlanmis olan kaynak noktasi i¢in esitlik (2.85)’deki
manyetik alan esitligi esitlik (2.93)’deki gibidir.
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_ g

=

© Problem
E < noktalari
O

S L - /1'\{.( - 1

A A

— K.

IC

Toplam alan
.

‘........OOOO

Sekil 2.73. TF/SF i¢inde kaynak noktasi etrafinda grid uzay

_ ksrc—1
Ey

¢ ¢
A ) (2.93)

redEere
] ks'rc_l — ] ksrc_l ks'r‘c*1
H = H, o +myy”

2

Sekil 2.73 ve esitlik (2.93) birlikte kontrol edilirse esitlik (2.93)’de kirmizi ile gosterilen
ve SF icinde kalan diger tiim terimlerinin aksine, bir adet TF alanindan terim barindirir.

Bu terim esitlik (2.94)’de gosterildigi gibi kaynak (src) ve sagcilma (scttr) alanlarindan

J— kSTC kSTC

102
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> (2.94)
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Oyleyse ki, hiicresindeki alanin sa¢ilmayla ilgili olan, yani esitlik (2.93)’i ilgilendiren
kismi esitlik (2.94)’nin sag tarafindaki ikinci terimdir. Bu durumda esitlik (2.93),
diizeltilmis halde esitlik (2.95)’ye evrilmelidir.

E{strc —_ (E;STC ) —_ Egsrcil
N 4 mkli;'rc_l ( t At src t> (295)
t x P

=5

] kSTC_l —_— ] kST‘C_l
H:v - Hx

t+4t

Esitlik (2.96)de ((Ef

) terimi disar1 alinirsa son olarak esitlik (2.96) elde edilmis
t

olur.

Eksrc ] Eks'rcfl ksrc_l
]:Iksrc_l + mksr'(:_l Y t Y t _ mHﬂc Eksrc
z At Ha A A Yy
t—5* z z t/ src

(2.96)

Benzer sekilde kaynak noktas: etrafinda elektrik alan esitligi de kontrol edildiginde aym
sebeplerden dolay1 bir diizeltmeye ihtiya¢ oldugu goriilecektir. Elektrik alan esitliginin
kaynak noktasindaki diizeltilmis son hali ise esitlik (2.97)’daki gibi olur.

[ Tksre—1
L = HEe ore
t+5-

Tk
Hxs'rc . a m )
+ mksrc +7 o Ey Hksrc—l
Ey A A T
t z z

kST‘C — kSTC
L Y =E Y

t+% ) src
(2.97)

t+At

Diger yandan esitlik (2.96) ve esitlik (2.97) nedeniyle ilgilenilmesi gereken iki tane

kaynak terim soz konusudur bunlar TF alaninda bulunan (Eg’jr

bulunan (ﬁ[ hsre—1

> ve SF alaninda
t/ src

terimleridir. Bu iki fonksiyonun ait oldugu hiicreler farkl

t+A2t) src
taraflarda bulunduklari i¢in ve elektrik alan ve manyetik alan da ortamin empedans: ile

iligkili olduklar1 i¢in bu iki fonksiyon farkli genliklere sahip olabilirler. Yani goriildiigii
gibi bu iki fonksiyon farkli zamanlarda ve farkli konumlarda varliklarint siirdiiriirler. Bu
gozlemlerin tiimii dikkate aliarak bu iki fonksiyon yorumlanmalidir. Genliklerin ne
durumda olacagini gormek i¢in igin en baginda kullandigimiz Maxwell esitliklerine geri
doniilmelidir. £,/ H, modu igin % = i—;aEa—yt(t) idi. Genlik iligkileri hakkinda bilgi

istendigi i¢in alanlarin siniisoidal dalgalar oldugu diisiiniiliip islem yapilabilir. Buna gore
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manyetik alanin farkli bir A genligine sahip olabilecegi diisiiniilerek ayni zamansal
freakans terimi (w) ve ayni uzaysal frekans terimine () sahip fakat bir ¢ faz farki

barindiran alan esitlikleri esitlik (2.98) ile verilebilir.

E,(t) = sin(wt — B2)

. (2.98)
H,(t) = Asin(wt — Bz — @)
Bu iki dalga % = i—’(’)‘aEa—yt(”’de kullanilirsa A genligi ve ¢ faz farkinin esitlik
(2.99)’deki gibi oldugu goriiliir.
A _ 67‘,87‘6
Mo sre (2.99)
¢ =0

Bu durumda daha 6nce kullanilan formda bir ¢(¢) Gausyen kaynagi i¢in kaynak terimler

esitlik (2.100)’deki gibi

kSTC
(7

Frksre—1
(e

€ Nz At (2.100)
_ T,5TC ¢ src =
t+% ) src Hr sre 9 + 200 + 2

Burada ”Sg—zoAz terimi bir grid hiicrenin yarisindan gelen gecikme iken % terimi ise yarim

At adim1 nedeniyle gelen gecikmeyi temsil etmektedir.
Iyi Bir Simiilasyon icin Gereken Iterasyon Sayis1 Tahmini

Oncelikle dikkate alinmasi gereken birka¢ sey vardir. Bunlardan ilki iizerinde
modelleme yapilan cihazin tipidir. Eger yiiksek rezonansl bir cihaz s6z konusu ise ¢cok
fazla sayida iterasyon gerekir. Ciinkii enerji cihaza baglanip kalacaktir. Cihaz icinde
enerji ya etrafta sekip durur, ya da yiiksek bir rezonansa girer. Eger tamamen sagici tipli
bir cihaz s6z konusuysa (6rnegin bu bir metal olabilir), bir dalga ona carpar ve seker.
Ciinkii enerji boyle bir cihazda bagli kalmaz, bir kez vurur ve seker. Bu durumda daha az

sayida iterasyon yeterli olacaktir. Ikinci nokta ise edinmek istenilen bilgilerin ne
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oldugudur. Ornegin, eger cihazin frekansa olan cevabi ayrintili bir sekilde isteniyorsak
cok daha fazla iterasyon gerekecektir. Yani, spektral tepkisi cok keskin bir cihaz varsa ve
ayrintili frekans cevabi bilgisi isteniyorsa cok fazla sayida iterasyon yapilmalidir. Cok
dar bir rezonansa sahip bir cihaz s6z konusu ise yapilmast gereken sey, tam olarak bu
rezonansin frekansin neresinde oldugunu bulmaktir.

Gerekli ve yeterli iterasyon sayisini tahmin etmek icin Oncelikle grid i¢indeki

yayilimda en kotii, yani en yavag senaryoya goz atalim. v,,;,, = —°— degeri grid i¢inde

Nmaz

olabilecek en kii¢iik yayilma hizim1 vereceginden 22 = A%gm degeri en kiigiik

yayilma hiz1 ile Az uzunlugundaki bir tek grid hiicresinin katedilmesi i¢in gereken siire
olacaktir. Boylece 1y, = %0"’"” siiresi NV, tane hiicreden olusan gridin tiimiiniin en
kiiciik yayilma hiz1 ile katedilmesi icin gereken siire olur. 7" toplam simiilasyon zamani
olmak iizere daha once bir step function dan ka¢inmak icin 67’luk bir gecikme zamamn
ile kaynagin baglatilmasi1 gerektigi soylenmisti. Tolam simulasyon zamanin en az bir
puls’un tiimiinii icermesi gerekir. Bu da bize simiilasyon i¢in en az bir 67 kadar siireye
daha ihtiya¢ oldugunu soyler ve bdylece son durumda 7' > 127 olmast gerektigi
anlagilir. Diger yandan Ornegin orta dereceli bir sag¢ilma cihazindan bahsediliyorsa
muhtemelen en az 5 enerji ziplamasi grid igierisinde ileri ve geri alinmak istenir. Bu

yiizden bu siire de toplam simiilasyon zamanina eklenmelidir. Boylelikle iyi bir

simiilasyon icin gereken zaman tahmini esitlik (2.101)’deki gibi olur.

T =127 + 5tprop (2.101)

Tekrar hatirlatmak gerekirse burada t,,,, siiresi NV, tane hiicreden olugan gridin tiimiiniin

en kiiciik yayilma hizi ile katedilmesi icin gereken siiredir ve esitlik (2.102)’deki gibidir

]\7,2A max
tyrop = = (2.102)

Son olarak At zaman araliginin da dikkate alinmasi ile minimum sartlar igcin gerekli

toplam iterasyon sayis1 (Steps) esitlik (2.103)’deki gibi olur.

Steps = round 1 (%) (2.103)
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Asagida 1 boyutta FDTD i¢in bazi 6rnekler yer almaktadir:

Bir Boyutta FDTD icin Ornek-1: Arac Modelleme Yok

Birinci ornekte herhangi bir ara¢ modellenmeyecek ve boylece grid yapi ve anlatilan
stire¢ kolay bir modellemeyle test edilecektir. Herhangi bir aracin modellenmedigi boyle
bir 6rnekte beklenen %100 gecis olmasidir. Buna gore tasarlanan grid yap: Sekil 2.74°da

gosterilmektedir.

12348 80 91 92177178179 [i80
P

Sekil 2.74. Bir boyutta FDTD i¢in 6rnek-1 grid yapisi

Sekil 2.74’da gosterilen ve toplamda 180hiicreden olusan grid yapida yesil ile gosterilen
90 numaralr hiicre elektrik alan kaynagi icin kayit hiicresi olarak se¢ilmistir. Elbette ki son
hiicre olan 180 numaral1 hiicre gecen dalga kayit hiicresidir. Yap1 i¢inde herhangi bir ara¢
yoktur, yani yap1 tamamiyle havadan olusmaktadir ve bu nedenle elektrik ve manyetik
gecirgenlik sabitleri sirasiyla €, = 1 ve p,, = 1°dir. Toplam grid hiicre sayis1 N, = 180,
modellemede kullanilan elektromanyetik dalgalar i¢indeki en yiiksek frekans f,,.. = 4 -
10 Hz ve grid ¢oziiniirliigii (1hiicre boyutu) Az = 1.4286 - 10~®m seklindedir. Buna
gore 90 numarali hiicrede iiretilen dalga kaynagindan ¢ikan dalgalar i¢indeki herhangi
frekansh bir dalga i¢cin yansima katsayis1t R = 0 ve gecme katsayis1 7' = 1 olmalidir.
Sekil 2.75 bu 6rnekteki alan dagilimlarinin simiilasyonu i¢in yazilan "MATHEMATICA"
kod yapisin1 ve Sekil 2.76 ise bu simiilasyonda farkli zamanlardaki alan dagilimlarini

gostermektedir. Kod yapisindaki parametreler ve aciklamalar1 agagidaki gibidir:
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nxdz

mu=1;eps=1;n=1;dz=1.4286+10"%; Nz = 180; c = 3+ 18°; dt = 5
2xcC
14 Nz xdz xn
fmax =4 %10 ; tau = ; to=5xtau; tprop= —; T =12 +xtau + 5 tprop;
(fmax) c

Steps = Ceiling [T /dt];

ersrc nsrcxdz dt
ersrc =1; ursrc=1; nsrc=1; A= - ; delt = — + —; t = Range[©, Steps - 1] »dt;
ursrc 2xc 2

£-t0) 2 t-tBsdelt )2
Esrc = e'( tau ) ; Hsrc = A*e'( tau )

3

cxdt
mHx = ConstantArray[1l, Nz] * ( ];
mu

cxdt
mEy = ConstantArray[1l, Nz] = ( ];
eps

zarray = Table[i+dz, {i, 1, Nz}];
Hx = ConstantArray[©, Nz]; Ey = ConstantArray[©, Nz];
H1 =©; H2 = H1; E1 = @; E2 = E1; SourceIndex = 96;
frameE = List[]; frameH = List[];
For'[i =1, i< Steps, 1++,

H2 = H1; H1 = Hx[[1]];

For[k =1, ks (Nz-1), ke+,

Hx[[k]] = Hx[[K]] + mHx[ k)]« X btk+ 11 -EVITKID)

dz
|E

Hx[[Nz]] =Hx[[Nz]] + mHx[[Nz]] %

3>

E2 - Ey[[Nz]]
dz )
mHx [ [SourceIndex - 1]]
dz
Hx[[1]] - H2
dz ]

Hx [ [SourceIndex - 1]] = Hx[ [SourceIndex - 1]] - ( ] *Esrc[[1]];

3

E2 =E1; E1 =Ey[[Nz]]; Ey[[1]] =Ey[[1]] +mEy[[1]] *(

For[k =2, k= (Nz), k++,

k)

Hx[[k]]—Hx[[k—l]])

Ey[[k]] =Ey[[k]] + mEy[[k]] *( 4z

B

mEy [ [SourceIndex]]
Ey[[SourceIndex]] = Ey[ [Sourcelndex]] - (

dz

)*Hsrc[[i]];

AppendTo [frameE, Ey]; AppendTo[frameH, Hx];

E

Sekil 2.75. Bir boyutta FDTD icin 6rnek-1 alan dagilimlart MATHEMATICA kod yapisi
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Sekil 2.75 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapismma dair parametreler ve

tamimlar:

mu — manyetik gecirgenlik

eps — elektrik gecirgenlik

dz —  grid yap1 birim hiicre uzunlugu

Nz —  toplam hiicre sayisi

c — 151k izt

dt —  zaman aralig1

fmax —  maksimum elektromanyetik dalga frekansi

tau —  makul puls genigligi ol¢iisii

t0 —  puls merkezi

it . tim gridin en kiictik yayilma hiz1 ile
katedilmesi icin gereken siire

T —  simiilasyon siiresi

Steps —  simiilasyon siiresi i¢in iterasyon sayisi

ersrc —  kaynak noktasindaki ortamin elektrik gecirgenligi

ursrc —  kaynak noktasindaki ortamin manyetik gecirgenligi

nsrc —  kaynak noktasindaki ortamin kirtlma indisi

A —  manyetik alan genligi

delt — elektrik ve manyetik alan arasindaki toplam gecikme

t —  kullanilan zaman listesi

Esrc — elektrik alan kaynag1

Hsre —  manyetik alan kaynagi

mHx —  cAt/p ifadesi

mEy —  cAt/e ifadesi

zarray — tek boyutlu grid uzay1

Hx —  her bir hiicredeki H degeri

Ey —  her bir hiicredeki E degeri

HLH? . manyetik alan mitkemmel sinir kogullar i¢in
baglangi¢ degeri

ELE2 . elektrik alan mitkemmel sinir kosullar i¢in

baglangi¢ degeri

Sorcelndex —  alan kaynagi hiicre numarasi

frameE — elektrik alan dagiliminin kaydedilecegi liste

frameH —  manyetik alan dagiliminin kaydedilecegi liste
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(a)

t=4.8x10"s

(b)

t=6.0x10"s

— E — H — Kaynak Noktas — E — H — Kaynak Noktas
1.0 1.0
05 05
s H
£ N~ £
=3 0 & 00
§ / B
= =
< 1<
0.5 -05
1.0 10+
157 15
] 15 2 05 15 2 25
2z (4m) 2z (4m)
t=71x10"s t=83x10"s
15 15
— E — H — Kaynak Noktasi — E — H — Kaynak Noktas:
1.0 1.0
05 05
3 <
B 5
H 00 & 0.0
4 <
£ =
K 1<
0.5 0.5
1.0 1.0
150 5
[J] 15 2 05 15 2 25
2z (pm) 2z (pm)

Sekil 2.76. Bir boyutta FDTD igin 6rnek-1 alan dagilimlari a) 4.8 - 1071°s’de; b) 6 -
107 1%s’de; ¢) 7.1 - 107 %s’de; d) 8.3 - 10~ s’de

Diger yandan $Sekil 2.77 bu Ornekteki yansima ve gegme spektrumlarinin

simiilasyonu i¢in yazilan "MATHEMATICA" kod yapisim1 ve Sekil 2.78 ise bu

simiilasyon bittigi andaki yansima ve ge¢me spektrumlarini gostermektedir ve

beklendigi gibi tam gecis s0z konusudur. Bir onceki kod yapisina ilave parametreler ve

aciklamalar asagidaki gibidir;
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" N LEX:H
fmu=1;eps=1;n=1;dz=1.4286%10 " ;Nz=180; c=3%x10";dt=—);
2xc
" Nz xdzxn
[fmax = 4 « 10'; tau = ; t@=5xtau; tprop= —————; T = 12+ tau + 5 * tprop;
(fmax) c

[steps = Ceiling[T/dt];

ersrc nsrcxdz dt
lersre = 13 ursrc =15 nsrc=1; A= -,/ —— ; delt = ————— + —; t = Range[@, Steps - 1] x dt;
ursrc 2xc 2

tte)2 - (ttaselr)2
H

Esrc=e (%)’ Hsrc = Axe

cxdt
ImHx = ConstantArray[1, Nz] ( ];
mu

cxdt
ImEy = ConstantArray[1, Nz] ( ]
eps

zarray = Table[ixdz, {i, 1, Nz}];
Hx = ConstantArray[@, Nz] ; Ey = ConstantArray[8, Nz];
M1 = @; H2 = H1; E1 = @; E2 = E1; SourceIndex = 90;
INFREQ = 100; FREQ = Subdivide[@, fmax, NFREQ - 1]; K@ = Exp[-I « 2  Pi dt x FREQ] ;
REF = ConstantArray [0, NFREQ] ; TRN = ConstantArray[@, NFREQ] ; SRC = ConstantArray [@, NFREQ] ;
ISourceIndex = 90; frameR = List[]; frameT = List[]; frameTot = List[];
For[i -1, i<1000, i++,

H2 = H1; H1 = Hx[[1]];

For[k 1, ks (Nz-1), ke+,

W[ [k]] = X[ K] ] + mH[ [k]] » ~EXLLK* 21T - EBY[TKID)

dz

|5

HX[[Nz]] = Hx[ [Nz]] + mHx[ [Nz]] * (%)

mHx [ [SourceIndex - 1]]
dz

Hx[[1]] —HZ];
dz

Hx[ [SourceIndex - 1]] = Hx[ [SourceIndex - 1]] - [ ] *Esrc[[i]];

E2=FE1; E1=Ey[[Nz]]; Ey[[1]] = Ey[[1]] +mEy[[1]] *(
For[k =2, ks (Nz), k++,

HX[[k]]>HX[[k-1]]].

EY[[k]]=Ey[[k]]+mEy{[k]]*[ .

I:
mEy [ [SourceIndex] ]

Ey[[SourceIndex]] = Ey[ [SourceIndex]] - (T) *Hsrc[[i]];
For[nf = 1, nf < NFREQ, nf++,

REF[[nf]] =REF[[nf]] + (K@[[nf]]~i) xEy[[1]]; TRN[[nf]] = TRN[[nf]] + (K@[[nf]]~i) »Ey[[Nz]]; SRC[[nf]] = SRC[[nf]] + (KO[[nf]]~ i) xEsrc[[i]];
15
REFnew = dt x REF; TRNnew = dt x TRN; SRCnew = dt * SRC;
REFPOWER = Abs [ (REFnew / SRCnew) ~2] ; TRNPOWER = Abs [ (TRNnew / SRCnew) ~2] ; TOTAL = REFPOWER + TRNPOWER;
AppendTo [ frameR, REFPOWER] ;
AppendTo[frameT, TRNPOWER] ;
AppendTo[frameTot, TOTAL];

Sekil 2.77. Bir boyutta FDTD i¢in o6rnek-1 yansima ve gecme spektrumlari
MATHEMATICA kod yapist

Sekil 2.77 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapisina dair bir 6nceki kod yapisma

ilave parametreler ve tamimlar:

NFREQ — kullanilan frekans sayisi

FREQ —  kullanilan frekans araligi

KO —  frekanslar icin Fourier transformu

REF — yanstyan dalga Fourier transformu i¢in kayit listesi
TRN — gecen dalga Fourier transformu icin kayit listesi
SRC —  kaynak dalga Fourier transformu icin kayit listesi
frameR  — yansiyan gii¢ kayit listesi

frameT  — gecen gii¢ kayit listesi

frameTot — toplam gii¢ kayit listesi
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t=24x10""" g
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Sekil 2.78. Bir boyutta FDTD i¢in 6rnek-1 yansima ve gecme spektrumlari

Bir Boyutta FDTD icin Ornek-2: Arac Modelleme

Modellenen ara¢ d = 30.48cm kalinlhiginda ¢, = 6 elektrik gecirgenlige ve p, = 2
manyetik gecirgenlige sahip bir boyutlu bir yapidir ve hava i¢inde bulunmaktadir. Sekil

2.79, bu modelleme i¢in tasarlanan grid yapiy1 ayrintili olarak gostermektedir.

SF alani = yansiyan dalga kayit hiicresi
Elektrik Source kayit hiicresi Gegen dalga kayit hiicresi

Az = 0.4293 cm I
—

B2 3 4 11 12/13/14 (82 83 84 85 - 91|92 93 |Gl
| L ' J

T \"d=3048cm
Cevre Materyal (Hava) Cevre Materyal (Hava)
* =1 Modellenen Arag *ur=1
e g =1 cu=2 c&=1
* &5 =6

Sekil 2.79. Bir boyutta FDTD i¢in 6rnek-2 grid yapisi

Modelleme i¢in [0, 1] GH z frekans araliginda dalga demeti kullanilmigtir. Sekil 2.80°de
s6z knusu modelleme i¢in yazilan MATHEMATICA kod yapisi1 verilmistir. Sekil 2.81°de

ise dalganin dogusu ve sonsuza gidisine kadar olan siirecteki bazi anlarda alanlarin
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durumu (istte), [0,1] GHz frekans araligindaki dalgalar i¢in yansima ve ge¢me
spektrumu ile 6zel olarak 0.5 G H z’lik dalganin R ve T' degerleri (altta) goriilmektedir.

Bir 6nceki kod yapisina ilave parametreler ve aciklamalari asagidaki gibidir;
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mu = 2; eps = 6; nmax = \/mu x eps ; d = 30.48; fmax = 10°;

c
c = 299792458 « 10~2; LambdaMin = ———; NLambda = 20;
fmax * nmax
dz1 = LambdaMin /NLambda; dmin = d;
. dmin .
Nmekanik = 4; dz2 = ——; dz = Min[dz1, dz2]; dc = d;
Nmekanik

dc dc
Nc = —; Nc = Ceiling[Nc]; dz = —; CellForDevice = Nc;
dz Nc

ICellForSpacerRegions = 2 » 10; CellForRecords = 3;
Nz = CellForDevice + CellForSpacerRegions + CellForRecords;
nzl =2+10+1; nz2 =Nz-1-10; MUR = ConstantArray[1, Nz];
EPR = ConstantArray[1, Nz]; MUR[ [nzl ;; nz2]] = mu; EPR[ [nzl ;; nz2]] = eps;
nbc = 1;
dt =nbcxdz/2/c;
tau = 1/ (2« fmax) ;
t@ = 6 » tau;
tprop = nmax * Nz + dz / c;
T =12 » tau + 5 » tprop; STEPS = Ceiling[T/dt]; ersrc = 1; ursrc =1; nsrc =1;
A = -Sqrt[ersrc /ursrc];
delt = nsrc«dz/ (2#c) +dt /2;
't = Range[@, STEPS - 1] » dt;
Esrc = Exp[- ((t-t@) /tau) ~2]; Hsrc = A+ Exp[- ((t - t@ + delt) /tau) ~2];
INFREQ = 100;
FREQ = Subdivide [0, fmax, NFREQ - 1] ;
KO = Exp[-I 2 Pi*dt « FREQ];
REF = ConstantArray [0, NFREQ] ;
ITRN = ConstantArray [0, NFREQ] ;
ISRC = ConstantArray [0, NFREQ] ;
mHx = ¢ » dt /MUR; mEy = c » dt / EPR; zarray = Table[i «dz, {i, 1, N2}];
Hx = ConstantArray[@, Nz]; Ey = ConstantArray [0, Nz];
H1 = @; H2 = H1; E1 = @; E2 = E1; SourceIndex = 2;
frameE = List[];
iframeH = List[];
ifFrameR = List[];
[FrameT = List[];
iFrameTot = List[];
For[i=1, i < STEPS, i++,
H2 = H1; H1 = Hx[[1]];
For[k=1, k< (Nz-1), k++,
(Ey[[k+111-Ey[[K]])

HX[[k1] = HX[[k]] + mHX[[K]] H
dz
B

HX[ [Nz]] = HX[[Nz]] + mHX[ [Nz]] * (

>

E2 - Ey[[Nz]] ]
dz
mHx [ [SourceIndex - 1]]

dz

Hx [ [SourceIndex - 1]] = Hx[ [SourceIndex - 1]] - ( ] *Esrc[[1i]];

E2 = E1; E1 = Ey[[Nz]];

Ey[[1]]=Ey[[1]]+mEy[[1]]*[ 4z

For[k =2, k < (Nz), k++,
Ey[[k]] = Ey[[k]] + mEy[[k]] * [
15

Ey[ [SourceIndex]] = Ey[ [SourceIndex]] - [

HX[[k]]-HX[[k-lll]_
dz ’

mEy [ [SourceIndex] ]

] *Hsrc[[1]];
dz
For [nf = 1, nf < NFREQ, nf++,
REF[[nf]] = REF[[nf]] + (KO[[nf]]~i) « Ey[[1]];
TRN[[nf]] = TRN[[nf]] + (K[ [nf]]~i) « Ey[[Nz]];
SRC[[nf]] = SRC[[nf]] + (KO[[nf]]"i) « Esrc[[i]];
15
REFnew = dt * REF; TRNnew = dt * TRN; SRCnew = dt * SRC;
REFPOWER = Abs | (REFnew/SRCnew) ~2];
TRNPOWER = Abs | (TRNnew/SRCnew) ~2];
TOTAL = REFPOWER + TRNPOWER;
AppendTo[frameE, Ey]; AppendTo[frameH, Hx]; AppendTo[frameR, REFPOWER] ;
AppendTo [frameT, TRNPOWER] ; AppendTo[frameTot, TOTAL];

E

Sekil 2.80. Bir boyutta FDTD i¢in 6rnek-2 alan dagilimlari, yansima ve geg¢me
spektrumlart MATHEMATICA kod yapis1
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Sekil 2.80 ile verilen "MATHEMATICA" kod yapisina dair bir 6nceki kod yapisma

ilave parametreler ve tammmlari:

maksimum frekansa sahip dalganin

LambdaMin —
modellenen arac icindeki dalga boyu
d — modellenen arag¢ kalinlig
nmax — modellenen ara¢ kirilma indisi
dalga boyu yapisin1 modellemek i¢in
NLambda — sa boyiyap ¢
kullanilan hiicre sayis1
minimum dalgaboyu bakimindan grid ¢oziiniirligii
dz1 —
(grid ¢oziiniirliigi icin ilk tahmin)
dmin —  minimum mekanik 6zellik
) mekanik 6zelligi modellemek i¢in
Nmekanik —
kullanilan hiicre sayis1
minimum mekanik 6zellik bakimindan grid
dz2 —
coziniirligi (grid ¢oziiniirliigli i¢in ikinci tahmin)
dz —  grid ¢oziintirligi
olas1 kritik ara¢ boyutu
dc —
(bu Ornekte sadece d kalinlikhi tek arag)
Nc — modellenen arag i¢in toplam grid hiicre sayisi
CellForDevice — modellenen arag i¢in toplam grid hiicre sayis1
CellForSpacerRegions —  bosg bolge hiicre sayisi
CellForRecords —  kayit hiicre sayisi( 1 kaynak, 1 yansima ve 1 gecme)
Nz — toplam hiicre sayisi
nzl — modellenen aracin ilk hiicre numarasi
nz2 — modellenen aracin son hiicre numarasi
MUR —  grid hiicrelerinin manyetik gecirgenlik listesi
EPR —  grid hiicrelerinin elektrik gecirgenlik listesi
modellenen aracin her iki yanindaki sinirin
nbc —

(burada hava) kirilma indisi
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(a) (b) (©)
t=3.60x 10~ s Aninda Alan Dagihmlart t=5.00x 10~° s Aninda Alan Dagihmlart t=7.20% 10~ s Aninda Alan Dagihmlar:
—F —F —E
— — —
i 3
H H

lava Modellenen Arag Hava -10F Hava Modellgnen Ar; Hava -10F Hava Modellenen Arag Hava

n=1 n=3.46 n=1 n=1 n=346 n=1 n=1 n=3.46 n=1

clom il oy
t=3.60x 10~ s Aninda Yansima ve Gegme t=5.00x 10~° s Aninda Yansima ve Gegme t=7.20x 10~° s Aninda Yansima ve Ge¢me
P — —— ——————
Roscr= 0069 |[Tos = 0.000 | [(ReThos e 0.069 Rosr= 0073 | [Tosswu= 0000 |[ (ReThoscre= 0.073 Rosar= 0073 || Tosara= 0940 JHfReTho scre= 1.000]
e e [——
(d) (e) )
t= 140 x 10~ s Aninda Alan Dagihmlart t= 1.80 x 10" s Aninda Alan Dagihmlart t=2.90x 10~* s Aninda Alan Dagilimlar:
-1} Hava Modellenen Arag Hava -10F Hava Modellenen Arag Hava -10F Hava Modellenen Arag. Hava
n=1 n=3.46 n=1 n=1 n=3.46 n=1 n=1 n=3.46 n=1
clom sl s
t= 1.40x 10~ s Aninda Yansima ve Gegme t=1.80 x 10~ s Aninda Yansima ve Gegme t=2.90x 10~% s Aninda Yansima ve Gegme
------------------
Roscr= 0250 | [Tosswu= 0740 |[ (ReThosre= 0.990 Rus o= 0250 || Tos = 0.750 || Rehosr= 1.000]
] o Foans e

Sekil 2.81. Bir boyutta FDTD i¢in 6rnek-2 alan dagilimlari, yansima ve geg¢me
spektrumlart a) 3.60 - 107 s aninda; b) 5 - 107 s aninda; ¢) 7.20 - 1072 s aninda; d)
1.40 - 107® s aninda; ) 1.80 - 10~® s aninda; f) 2.90 - 10~ s aninda

2.5. Optik Mikro Rezonatorler

Ozellilkle 20. yiizyilin ikinci yarisindan itibaren optik mikro kaviteler bir ¢ok alanda
ilgi konusu olmay1 basarmistir (Arnold vd 1996; Ilchenko ve Maleki 2001; Volmer ve
Arnold 2008; Foreman vd 2015; Tang vd 2018; Zhang vd 2019; Balac 2019). Bu mikro
kavitelerin rezonans modlar1 fisildayan galeri modlar1 (Whispering Gallery
Mode-WGM) veya morfoloji baghh rezonanslar (Morphology Dependent
Resonances-MDRs) olarak da adlandirilirlar. Tarihsel olarak, Lord Rayleigh,

115



KAYNAK TARAMASI C. ERTUGAY

Londra’daki St. Paul Katedrali’'nin akustik 6zelliklerini tamimlamak icin WGM
fenomenini Onererek calismalara onciilik etmistir (Rayleigh 1896; Rayleigh 1910;
Rayleigh 1914). Rayleigh, katedral kubbesinin ses dalgalarini toplam i¢ yansimalar1 olan
bir arayiizle yansittigin1 ve onlar siirekli olarak yeniden odakladigim fark etti. Aslinda
bu fenomen fisildayan bir galeri yapisini temsil ediyordu. Daha sonra elektromanyetik
dalgalarin da tipki ses dalgalar1 gibi bir arayiizle birlikte olusan rezonanslarla WGM
dagilimlar1 sergiledikleri gosterildi. Bundan sonra, kiiresel parcaciklar iizerinde
elektromanyetik radyasyon dagilimlar1 olan WGM olgusu Lorentz tarafindan yeniden
incelenmistir (Lorenz 1890; Mie 1908; Debye 1909).

Iyi bilinen bir gercek olarak, 151k yakalamanin ii¢c ana yapisi, yani Fabry-Perot
interferometresi, fotonik kristaller ve WGM rezonatorleri arasinda, en yiiksek Q kalite
faktoriine sahip yapilar WGM rezonatorleridir. (Chang ve Campillo 1996; Vahala 2003;
Vahala 2004; Matsko 2006). Bu nedenle, WGM rezonatorleri son derece diisiik
radyasyon kayiplarina sahiptir. Daha somut olmak gerekirse, bir WGM rezonatoriinde
dalga, Sekil 2.82’de gosterildigi gibi kiire i¢inde dahili yansimalar yaparak yiizeye yakin
yoriingelerde uzun siire sikisir. Bu nedenle, WGM rezonatorleri son derece diisiik

radyasyon kayiplarina sahiptir.
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Sekil 2.82. Hava icindeki R yaricapli ng kirilma indisli dielektrik kiire ve kiire icindeki

tam yansimalar

Rezonans modlarint anlamak i¢in Maxwell denklemlerini bir kiire geometrisi iizerinde
cozmek gerekir. Coziimlerin matematiksel temeli geleneksel olarak Mie teorisine
dayanmaktadir (Mie 1908). Sekil 2.82°de gosterildigi gibi, vakumda tipik olarak
mikrometre mertebesinde R, yarigapina ve n, kirtlma indisine sahip olan bir dielektrik
kiire diistiniilirse, elektromanyetik alanlar esitlik (2.104)’deki skaler Helmholtz
denklemini saglayacaktir. Burada, i alt simgesi, kirilma indisinin kiire dis1 ortam i¢in
degeri (burada hava) ve kiire ortam1 degeri n, ayrimin1 yapmak icin vardir. ky, vakumda
w frekansina sahip elektromanyetik alanin dalga numarasidir ve v skaler alani, TE mod

icin Fj bilesenini ve TM mod icinse Hy bilesenini temsil eder.

(V2 + kgn?) ¥(r) =0 (2.104)

Bu skaler alan, esitlik (2.105)’deki gibi de8iskenlere ayrilarak yazilabilir.
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() = (r, 0, ) =Y, (0, 0)1r(r) = o(0) (@) (r) (2.105)

Bu Laplasyen kiiresel koordinatlarda kullanildifinda, smir durumlar icin bir kosul
saglayan bir merkezkag¢ potansiyeli s0z konusu olur (Oraevsky 2002; Little vd 1999).
Mie, bu tiir sinir durumlar i¢in diizlem dalgalarin etkilesimini incelemistir (Mie 1908).
Boylece, esitlik (2.105), esitlik (2.104)’de kullanilirsa, acisal ve radyal diferansiyel
denklemler elde edilebilir. Miikemmel bir kiire i¢in, kutupsal ve azimutal kisimlarinin
¢oziimleri sirastyla iligkili Legendre polinomlart P™(cosfl) ve ¢ ile verilir. Burada |
acisal momentum mod numarasini temsil ederken m azimut mod numarasini temsil eder.
Diferansiyel denklemin radyal kismu esitlik (2.106)’deki gibi olacaktir:

d? I(l+1)

2 2
72 + kyn; =

rib(r) =0 (1=0,1,2,...) (2.106)

Boyle bir rezonatérde bir WGM modu i¢in yansimanin gergekten tam bir dahili yansima
olmadig: belirtilmelidir. Bunun nedeni, kiire ve dig ortam arasindaki arayiiziin egimidir.
Bu, WGM rezonans modlarinin sizdiran modlar oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, kiire
icindeki radyal ¢oziimler, birinci tipi Riccati-Bessel fonksiyonlarina ((kqngr)j;(konsr))
ve kiire disindaki radyal c¢oziimler ise ikinci tiir Riccati-Bessel fonksiyonlarina
((kor)m(kor)) karsilik gelir. Burada j; kiiresel Bessel ve 1, kiiresel Neuman

fonksiyonlarini temsil etmektedir.

2.5.1. TE-TM modlan ve siireklilik kosullar:

7 ﬁ(?) = 0 oldugundan, TE modlar icin tegetsel bilesenler Ey ve H,’dir.
Benzer sekilde, TM modlar igin tegetsel bilesenler Hy ve £, olur. w frekansh bir
elektromanyetik alan icin, herhangi bir manyetik 6zellik gostermeyen bir ortam soz
konusu oldugunda, Faraday ve Amper yasalarim1 kullanarak, TE modu i¢in elektrik
alaninin tegetsel bileseni cinsinden manyetik alanin tegetsel bileseni ve TM modu igin
manyetik alanin tegetsel bileseni cinsinden elektrik alaninin teget bileseni, sirasiyla

esitlik (2.107) ve esitlik (2.108) ile verilir. Bu esitliklerde %(Eg) >> L1(Ep) ve
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2 (Hg) >> 1(Hy) kullamlmustir.

1 0 10

Ho = —5gr rB) ~ — 57 (E0) (2107
1 0 1 0

Ey= — o (rHy) ~ — =~ (Hy) (2.108)

Buna gore, (2.105) icindeki 1 skaler alani, TE modlar1 icin Ejy bilesenini ve TM modu
icin Hy bilesenini temsil eder. v, ise bilesenlerin radyal kisimlarini temsil eder. Boylece,
r = Ry’daki simirda siireklilik kosullarmin uygulanmasiyla, WGM rezonanslar i¢in

karakteristik denklemler esitlik (2.109)’daki gibi olur (Oraevsky 2002; Novotny 2012).

/ / ns, 1TFE mod
w(ﬁns) g(ﬁ) LS, TM mod
Burada [ parametresi 5 = koR, esitligi ile ifade edilir ve elde edilmek istenen kg

rezonans modlarinin bir Ol¢iisiidiir. Goriilecegi gibi boyutsuz bir parametredir ve boyut
parametresi (size parameter) olarak da adlandirilir. Bu parametrenin denklemlerde yer
almasi kiire yarigapindan bagimsiz hesap yapilabilmesine olanak tanir. Diger yandan
(z) ve £(z) sirasiya birinci ve ikinci tip Riccati-Bessel fonksiyonlaridir ve esitlik

(2.110)’daki gibidirler.

b(2) = zii(2),
§(2) = 2m(2).

(2.110)

Burada j;(z) ve n;(z) sirastyla birinci ve ikinci tip kiiresel Bessel fonksiyonlaridir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda dielektrik mikro kiirelerin WGM modlari icin geleneksel ¢oziim
olan ve esitlik (2.109) ile verilen transandantal esitliSe alternatif olarak
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) yaklasimi ile bir kuantizasyon terimi iceren yeni bir
esitlik analitik olarak tiiretilmistir. Ayrica WGM modlarin ¢éziimii i¢in ¢ogunlukla
kullanilan ve niimerik bir metot olan sonlu farklar (Finite Difference) metoduna
alternatif olarak RBF (Radial Basis Function) metodu kullanirak niimerik sonuclar
tiiretilmistir.

Ilk olarak WGM modlarin WKB yaklasimi ile elde edilen g¢oziimlerinden

bahsedilecek ve daha sonra ise RBF ile elde edilen ¢oziimler sunulacaktir.

3.1. WGM Modlarin WKB Yaklasim ile Coziimii

Bu c¢oziim i¢in ilk olarak efektif potansiyel yaklasimini anlatmak gerekir.Efektif
potansiyel yaklasimi Nussenzveis ve Johnson tarafindan gelistirilmistir (Nussenzveig
1992, Johnson 1993). Bu yaklasimda problem, sonlu kiiresel kuyu potansiyeli i¢in
kuantum mekanik problemine benzetilir. (2.106) ile verilen ifade, V' (r) kiiresel simetrik
potansiyeli altindaki £ enerjili bir parcacik i¢in s6z konusu olan esitlik (3.1)’deki radyal
Schrodinger esitligine benzemektedir.

d2
gz B = Vegg(r)) | rpe(r) = 0 3.1)

Burada m parcacik kiitlesi ve A indirgenmis Planck sabiti i¢in 2m = h = 1 seklindeki
dogal birimler (natural units) kullamlmistir. Diger yandan V.¢(r) ifadesi efektif
potansiyeldir esitlik (3.2)’de gosterildigi gibi V(r) kiiresel simetrik potansiyeli ile

Vi(r) = l(l%l) seklindeki merkezcil potansiyelin toplamidir.

(3.2)

Esitlik (2.106) ile esitlik (3.2) karsilagtirilirsa elektromanyetik problemdeki dielektrik

mikro kiire i¢in bir £ enerjisi ve bir efektif potansiyelin sirasiyla esitlik (3.3) ve esitlik
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(3.4)’deki gibi yazilabilecegi goriiliir.
E =k (3.3)
1I(l+1
Vigs(r) = B (1 =)+ 5 Y (3.4
0

Kirilma indisi i¢in goriilen ¢ alt indisi yine kiire i¢i ve kiire dig1 ortam ayrimini

kastetmektedir. Esitlik (3.4)’e bakildiginda, efektif potansiyel, kuantum mekanik

problemin aksine elektromanyetik problemdeki F enerjisine bagl oldugu goriiliir. Sekil

3.1, Ry yaricapli bir dielektrik kiire icin bu efektif potansiyel ve enerjiyi gosterir.

Kuantum mekanigindeki tiinellemeye benzer sekilde, sonlu yiikseklikte potansiyel

bariyerden bir enerji sizintisinin s6z konusu oldugu goriilebilir.

Boélge 1

Boélge 2

Boélge 3

Boélge 4

0

I

Sekil 3.1. Hava icindeki R, yaricaph dielektrik kiire icin radyal bolgelere gore efektif

potansiyel ve enerji

Sekil 3.1 ve esitlik (3.4)’e gore kiire icinde ve disindaki efektif potansiyeller esitlik
(3.5)’deki gibi olur.
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‘/ieri r :E[(l_n§)+ll(l+l)] > TSRO
Vos(r) =4 " ") ko (3.5)
Vagan(r) = B | 452 r> Ry

Sekil 3.1°daki r; ve 72 noktalar1 doniim noktalaridir. Bu noktalarda potansiyel ve enerji
birbirine esittir. Bu nedenle, Vie,i(71) = Vign(r2) = E eslestirilerek, doniim noktalari

esitlik (3.6)’deki gibi olur.

I(1+1)

= k? 5
07 (3.6)

BRVAIUREY

To = /{0 .

3.1.1. Genel ¢oziim

WKB dalga fonksiyonlari, TE modu i¢in Fjy bileseninin radyal kismin1 ve TM modu
icin Hy bileseninin radyal kismini temsil eder. Klasik bolgelerde (E > V') ve klasik
olmayan bolgelerde (£ < V') oldugundan, momentum ve WKB dalga fonksiyonlar
sirastyla esitlik (3.7) ve esitlik (3.8)’deki gibidir.

[E—V(r)], E>V
p(r) = (3.7)
V)= E], E<V

AL [0y Ar i [ p0ldr By

wren(r) = 4 VPO NEG] 3.8)
As i flp(r)ldr . As =i [Ip(r)ldr Ry
POl T o !

Sekil 3.1°ye bakilirsa 2. ve 4. bolgelerin klasik, 1. ve 3. bolgelerin ise klasik olmayan

bolgeler oldugu goriilebilir. Bu durumda reel momentumlar esitlik (3.10)’deki gibi olur.
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p1(1) = A/ Vieeri(r) — E],  Sekil 3.1°deki 1. bolge igin
P2(1r) = A/ [E = Vigeri(r)], Sekil 3.1°deki 2. bolge igin
p3(1) = \/ Vagan (1) — E|, Sekil 3.1°deki 3. bilge icin &
pa(r) = \/[E = Vagan(r)], Sekil 3.1’deki 4. bilge icin

Bilindigi gibi bir doniim noktasinda £/ = V oldugundan WKB dalga fonksiyonlar1
doniim noktalarinda ¢alismaz ve momentum ifadeleri sifir olur. Bu nedenle, esitlik (3.8)
ile verilen WKB dalga fonksiyonlar1 doniim noktalarinda iraksamaktadir. Bu, WKB
dalga fonksiyonlarinin doniim noktalarindan giivenli bir mesafede c¢alisabilecegi
anlamina gelir. Ancak oOzellikle 6z-degerlerin belirlenmesinde, doniim noktalarinda
WKB yaklasimi dikkatle incelenmelidir. Bu incelemede, dogrusal potansiyel
yaklagiminin dogru sonuglar1 verecegi doniim noktasi ¢evresinde bir yama bolgesi elde
edilir. Bu yama, WKB dalga fonksiyonunun bdlgenin her iki tarafinda da calisabilecegi
giivenli bir mesafede incelenir. Buna gore, 7y doniim noktasi etrafindaki analizle, 1. ve 2.

bolgelerdeki WKB dalga fonksiyonlari esitlik (3.10) ve esitlik (3.11)’daki gibi olur.

V1(r) ~ ]f(r) exp {— / h pl(r)dr} (3.10)
Pa(r) = iir)sin U:pz(r)dwrﬂ (3.11)

Diger yandan r, doniim noktas: etrafindaki analizle, 3. ve 4. bolgelerdeki WKB dalga
fonksiyonlart esitlik (3.12) ve esitlik (3.13)’daki gibi olur.

(1) ~ p%(r){(]exp [ / ; pg(r)dr} + Deap {— / N pg(r)dr} } (3.12)

Ya(r) = \/ﬁF@p [z / p4(7")d7“] (3.13)
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Burada WKB analizinde elde edilen C, D, ve F, katsayilar1 arasindaki iligki esitlik
(3.14)’daki gibidir

C = 3.e*i’r/ iF,
2 (3.14)
D= ™1F
r = Ry smirinda siireklilik kosullarinin uygulanmasiyla, TE mod icin Ey bilesenin

radyal kism1 ve TM mod icin Hy bilesenin radyal kismi sirasiyla esitlik (3.15) ve esitlik
(3.16)’daki gibi olur.

E9,1(7’ = R()) = E970(7“ = Ro),
(3.15)
H%l(?“ = Ro) = H%()(T = RQ)

H9,1(7’ = Ro) = He,o(r = Ro),
(3.16)
E%l(?“ = R()) = E%()(T‘ = R())

Esitlik (3.11) ve esitlik (3.12) ile verilen r = R, smr etrafindaki WKB dalga
fonksiyonlarna » =, R smirndaki siireklilik kogsullarinin uygulanmasiyla TE ve TM

modlar icin sirastyla esitlik (3.17) ve esitlik (3.18) elde edilir.

V2 (Ro) = ¥3(Ro),
Vy(Ro) = 5(Ro)

(3.17)

V2 (Ro) = ¥3(Ro),

1 (3.18)
n—gwé(Ro) = 55(Ro)

Sonug olarak esitlik (3.19) ile verilen ifade elde edilir.
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—2ie~*{2[p2(Ro)]*ps(Ro) — tanb|py(Ro)ps(Ro)
+2n°[p3(Ro)*pa(Ro) — nps(Ro)pa(Ro)l}
= tanf{[p(Ro)ps(Ro) — n’p3(Ro)pa(Ro)]
—2n°[p3(Ro))*p2(Ro)} — 2[pa(Ro)]*pa(Ro)

(3.19)

Burada TE mod i¢in n = 1 ve TM mod i¢in n = n,’dir. Dger yandan  ve 6 ifadeleri
sirastyla esitlik (3.20) ve esitlik (3.21)’deki gibidir.

_ L _ JITED) W+1)—-pg
1=z /RO Ps(r)dr = \/l(l 4+ 1)arctanh 0+ 1) (3.20)

(l+1)—p?

h

T1

I(l+ 1)arctan [\/(5713)2 — (1 +1)

o 1/ " Py(r)dr + T = VB~ 1)-

(3.21)

+ I
I(1+1) 4

Esitlik (3.19)’in sol tarafinin reel kismi ~ ZSH) < B < /l(l+1) rezonans aralig
icin sifirdir. Ayrica Sekil 3.1°den ve esitlik (3.10)’den p)(Ry) = p5(Ry) = 0 oldugu
anlasilir. Tanjant fonksiyonu i¢in g7 periyodunun kullanilmasiyla (3.19) ifadesi esitlik

(3.22)’ye evrilir.

0=a+qr (¢=1,2,3,....) (3.22)

Buradaki 6 parametresi esitlik (??) ile verildigi gibiyken « parametresi ise esitlik

(3.23)’deki gibidir.

1, TE mod
SN = (3.23)

neg, 1M mod

1 [ — i+ )
2\ 1+ 1) = B2

o = arctan [ —
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3.1.2. Diisiik mertebe rezonanslar icin tam kuantizasyon kosulu

0;, Sekil 2.82°’de goriillen gelme agis1 olmak iizere, toplam acisal momentum
L = Jl(l4+1) = Pngsind; oldugu i¢in acisal momentumun biiyiik degerleri igin
v = [ + 1/2 tammm kullanmak ¢ok daha kullanigh hale gelir. Boylece [? ~ 12
yaklagiklifi kullanilabilir. Diger yandan toplam i¢ yansimalar i¢in gelme acisi
[sz’nfl(nis), %} aralifindadir. Bu nedenle, x parametresi, v cinsinden ;- < 3 S v
araliginda yer alir. Son olarak, diisiik dereceli rezonanslar, neredeyse yalayan (glancing)
isinlara karsilik geldiginden, 8 ~ v/ng rejimine karsihik gelir. Bu rejim i¢in iki yaklagik
kuantizasyon kosulu Lam ve Treussart tarafindan daha once elde edilmistir (Lam vd
1992; Treussart 1997). Bu tez ¢alismasinda bu rejim icin WKB ¢oziimii ile yeni bir
kuantizasyon kosulu elde edilmistir. Diisiik mertebe rejimi i¢in ¢6ziim elde etmek adina
WKB ¢oziimiindeki tiim terimler z = v/N etrasinda seri agilmigtir. Seri agilimdaki ilk

iki terimin kullanilmasiyla elde edilen kuantizasyon kosulu esitlik (3.24)’daki gibidir.

1/3
(\/4@()3 + 27a2c? c > /

1
5TE,TM(Q) ~ —{ 6\/§a2 - %

Ng
s (3.24)
b [ V4dab3 + 27a%c? c
R - _|_ v
3a 6v/3a2 2a

Son esitlikte ¢ parametresi hem TE hem de TM mod i¢in aymdir ve ¢ = gm — w/4
seklindedir. Diger yandan a ve b parametreleri TE ve TM mod icin esitlik (3.25) ve
esitlik (3.26)’deki gibidir.

A 5n3 — 9n, /8
ez - Pz Vo (3.25)
1 8—9n2—3nd 8 '

army = —%
vz — Pz Vo
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b 2n?
TE — V(ng _ 1)7
(3.26)
b _ 1 2
M\ vz =)

3.2. WGM Modlarin RBF Metodu ile Coziimii

Niimerik hesaplamalar i¢cin geleneksel olarak c¢ogunlukla sonlu farklar metodu
(Finite Difference-FD) kullanilmaktadir. FD metodu temelde uzaydaki noktalarin i¢ ice
gecen 1zgara (mesh) bagimliligi ile insa edilen bir metottur ve bu nedenle uygun bir
1zgara yapisi insa etmek oldukca Onemlidir. Bununla birlikte bu uygun yapinin inga
edilmesikolay degildir ve bu nedenle ¢oziimler bazen elde edilemez. RBF (Radial Basis
Function) metodu ise bu 1zgara yap1 insasin1 elimine ederek c¢alisabilen bir metottur ve
FD metottaki kesikli grid yapidaki noktalardan ziyade rastlantisal (quasi-random) nokta
setleri kullanir. Tiim bu nedenlerden dolayr RBF metodu ¢ogunlukla 1zgara ingasindan
bagimsiz bir metot (meshless method veya mesh-free method) olarak adlandirilir
(Buhmann 2003; Fasshauer 1999; Boztosun ve Charafi 2002).

RBF metodunda bir boyutlu bir u(z) fonksiyonu esitlik (3.27)’de gosterildigi gibi

radyal fonksiyonlarin (RBF) lineer bir kombinasyonu seklinde kullanilir.

N

u(z) 2> Ne(ry) i=1,2,....,N (3.27)

j=1

Buradar;; = /(x; — x;)2, N toplam veri noktasi, \; belirlenecek olan katsayilar ve ¢ ise
kullanilan radyal fonksiyonlardir (RBF). Cogunlukla kullanilan bazi RBF fonksiyonlar1
(kerneller) Cizelge 3.1°deki gibidr.
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Cizelge 3.1. Bazi RBF fonksiyonlar1 (kerneller)

Polynomial (R,,) o(r) =r";ntek
Thin Plate Spline (T'PSn) ¢(r) = r"logr ; n gift
Multiquadratic (M Q) p(r,e) = \/1+ (er)?
Gaussian (GS) (MQ) o(r,e) = e~

Dielektrik mikro kiirelerin WGM modlarinin RBF metoduyla ¢6ziimii icin bu calismada
r ekseni yerine z = r/Ry ekseni kullanilmigtir. Bu nedenle esitlik (2.106)’deki radyal

ifade, kiire i¢cinde esitlik (3.28)’ye evrilir.

H;,(2) + Etin(2) =0 (3.28)

Bu durumda kiire yiizeyinde z = 1 olur. Diger yandan esitlik (3.28)’deki H operatorii ve
E enerjisi esitlik (3.29)’deki gibidir.

2 2d I(1+1)

H (1=0,1,2,..),

T d2? " zdz 22 (3.29)
E = (Bn,)?red,

Burada 8 = kgR, yine boyut (size) parametresi, yani elde edilmek istenen
oz-degerlerken, n, kiirenin kirilma indisi ve ,(z) ise kire icindeki dalga

fonksiyonudur. z — 0 ve z — oo limitleri i¢in ¢coziimler esitlik (3.30)’deki gibi olur.

e—iﬁnsz

T Bz (3.30)
[

Z—00
ll_{% Yin(2) = 2

Esitlik (3.27)’in baz alinmasiyla esitlik (3.28)’deki diferansiyel denklemin matris formu
esitlik (3.31)’deki gibi olur.
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Hpi + Epp ... Hoiv + Eoiy A 0
Heo + Eps . . Hpan + Epan A2 _ 0 (331)
Honi + Eone ... Hony + Eonn | | An 0
(Nl ~ L \— —/ N -
A A M

Esitlik (3.30)’deki limit durumlar esitlik (3.31)’de kullanilirsa esitlik (3.32) elde edilir.

011 . PIN A1 Zi
Hps, + Egy : Hpan + Epan| A2 _ 0 (3.32)
)\ e*iﬁnsZN
R A NS N ST
A s M

Burada N toplam veri noktasi z € [0,2] aralig1 ig¢inde belirlenmektedir. Boylece
z = r/Ry ekseni kullamldig1 i¢in z € [0, 1] aralig1 kiire i¢ini temsil ederken z > 1 ise
kiire digin1 temsil eder.

Esitlik (3.32), A matrisi i¢in c¢oziiliirse ¥;,, = A ve \I/;n = &' A vektorleri elde edilir.
® ve ' matrisleri sirasyla esitlik (3.33) ve esitlik (3.34)’deki gibi olur.

©11 - PIN
P — @_21 o SO?N (3.33)
_80N1 ces @NN_
<Pl11 e SDIIN
R (334)
_<P;v1 e SO,NN_

Finalde kiire icindeki alan dagilimi ve tiirevini temsil eden vektorler esitlik (3.35) ve

esitlik (3.36)’deki gibi elde edilir.

129



MATERYAL VE METOT C. ERTUGAY

U, = ®A (3.35)

! ’

U, =& A (3.36)

m

Kiire ylizeyi sinirinda (z = 1), ¥;,, vektoriiniin satir numarasi m olsun. Bu durumda
Win.m degeri elektromanyetik sinir kosullarmmi saglamalidir. Diger yandan siur
kosullarin1 uygulayabilmek i¢in kiire disindaki alan dagilimnin ne oldufuna karar
vermek gerekir. Daha once belirtildigi gibi WGM modlari sizdiran modlar oldugu igin,
yiizeye cok yakin bolgelerde dis alanin exponansiyel olarak bozunmasi gerektigi
sOylenebilir. Bu nedenle burada dis alan dagilimu i¢in esitlik (3.37) kullamilmustir (Little
vd 1999).

Your(2) = e~ (3.37)

Burada o« = /72 — 52 ve 7 = /I(l + 1) ile verilir. Esitlik (3.37)’in dig alan dagilimu
olarak kullanilmasiyla TE ve TM mod i¢in sinir kosullart sirasiyla esitlik (3.38) ve esitlik
(3.39)’deki gibi olur.

— = 3.38
\I[in,m ¢out<1) ( )
1 qjin,m _ ¢out< )
n_g \Ijin,m B wout(l) (339)

Bu tez ¢aligmasinda yapilan hesaplamalar i¢in z € [0, 2] araligindaki radyal uzayda N =

201 adet veri noktas1 ve n = 4 mertebesindeki TPS tipi RBF kerneli kullanimigtir
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Dielektrik mikro kiirelerin WGM modlart icin hem WKB hem de RBF metodu
kullaniminda hava i¢inde bulunan n, = 1.52 kirilma indisli bir kiire ve [ = 120 agisal
momentum kuantum mod sayilt bir sistem 6rnek olarak kullanilmistir. Mitkkemmel kiire
icin analitik bir transandantal esitlik mevcut oldugundan, WKB ve RBF ile elde edilen
sonuglarin bu analitik esitlikten elde edilen sonuglarla karsilagtirilarak dogruluk ve
hassasiyetleri gosterilebilmistir. Oncelikle WKB yaklasimi ile elde edilen sonuclar ve

daha sonra da RBF ile elde edilen sonuglar sunulacaktir.

4.1. WKB Yaklasimi ile Elde Edilen Sonuclar

Cizelge 4.1°de esitlik (3.22)’den elde edilen WKB sonuclari ve esitlik (2.109)’den elde
edilen sonuglar hem TE hem de TM mod i¢in karsilagtirmali olarak verilmektedir. Cizelge

sadece ilk bes boyut parametresini gostermektedir.

Cizelge 4.1. | = 120 ve ny = 1.52 degerlerine sahip dielektrik mikrokiire WGM rezonans
modlart icin WKB ile elde edilen karsilagtirmali ilk bes deger

g g
TE Mod
esitlik (2.109) esitlik (3.22)
g=1 84.529948 84.519540
q=72 89.292787 89.299336
qg=3 93.304176 93.314113
q=4 96.932538 96.944170
qg=>5 100.31663 100.32983
g g
T™M Mod
esitlik (2.109) esitlik (3.22)
qg=1 85.016333 84.979189
q=2 89.768226 89.760632
q=3 93.766559 93.767044
qg=4 97.379282 97.384487
qg=>5 100.74454 100.75395
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Cizelge 4.2 ise diisiik mertebe rejimi icin WKB yaklagimi ile elde edilen elde edilen
esitlik (3.24)’daki tam kuantizasyon kosulu ve yine ayni rejim i¢in daha 6nce Lam ve
Treussart tarafindan elde edilen esitliklerden (Lam vd 1992; Treussart 1997) elde edilen
degerler hem TE hem de TM mod icin karsilagtirmali olarak verilmektedir. Bu Cizelge

da yine sadece ilk bes boyut parametresini gostermektedir.

Cizelge 4.2. | = 120 ve ny = 1.52 degerlerine sahip dielektrik mikrokiire WGM rezonans
modlarinin 8 ~ v/ng rejiminde elde edilen diisiikk mertebe WGM rezonans modlari igin

WKB ile elde edilen kargilastirmali ilk bes deger

~p ~p ~f
TE Mod
(Lam vd 1992) (Treussart 1997) esitlik (3.24)
q= 84.433059 84.387004 84.428924
q= 88.946151 88.930317 88.965526
q=3 92.641059 92.632300 92.669185
q=4 95.906636 95.900824 95.940961
q=>5 98.891802 98.887554 98.931400
~p ~p ~f
TM Mod
(Lam vd 1992) (Treussart 1997) esitlik (3.24)
q= 84.928526 84.882471 84.868131
q=2 89.441618 89.425784 89.391700
q=3 93.136526 93.127767 93.078854
q= 96.402103 96.396291 96.334602
q=>5 99.387269 99.383021 99.309791

WKB yaklasimi ile elde edilen esitlik (3.22) de yine esitlik (2.109)’daki gibi
transandantal bir esitliktir. Fakat WKB ile elde edilen esitlik bir ¢ kuantizasyon terimi
barindirmaktadir. Bu terim, istenilen kokiin bulunmasinda avantaj saglar. Ornegin esitlik
(2.109)’daki klasik transandantal esitlikte istenilen koke yakin bir baglangic degeri
kullanilan kdk bulma metoduna verilmezse istenilen kokten baska bir kok elde edilebilir.
Bu nedenle kokleri kabaca gérmek i¢in 6nce genis bir kok araliginda bir grafik cizmek

ve istenen koke yakin bir baslangi¢ degeri tahmin etmek gerekir. WKB yaklasimi ile elde
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edilen esitlik (3.22) ise sahip oldugu ¢ kuantizasyon terimi sayesinde herhangi bir
baslangic degeri ile istenen kokii verebilir. Ornegin birinci kok isteniyorsa basitce bu
esitlikte ¢ = 1, ikinci kok isteniyorsa ¢ = 2 vb. kullanmak yeterlidir. Diger yandan WKB
yaklasimi ile 5 ~ v/n rejiminde elde edilen ve tam bir kuantizasyon kosulu olan esitlik
(3.24) de oldukca dogru sonuglar verebilmektedir. Ozellikle mod spektrumunda oldukca
genis bir alan kaplayan ilk mod i¢in bu esitlik ile elde edilen sonug¢ oldukca 1yidir. Fakat

radyal mod numarasi q artisiyla dogruluk da giderek azalmaktadir.

4.2. RBF MEtodu ile Elde Edilen Sonuclar

Cizelge 4.3 de esitlik (3.38) ve esitlik (3.39)’e dayanan, RBF metoduyla elde edilen
sonuclar, esitlik (2.109) ile elde edilen analitik sonuglar ve FD metoduyla elde edilen
niimerik sonug¢larla kargilastirmali olarak verilmektedir. Cizelge yine sadece ilk bes boyut

parametresini gostermektedir.
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Cizelge 4.3. | = 120 ve ny = 1.52 degerlerine sahip dielektrik mikrokiire WGM rezonans

modlart i¢cin RBF ve FD ile elde edilen karsilastirmalr ilk bes deger

B
. g 8]
TE Mod esitlik (2.109)
RBF FD
(Analitik)
g=1 84.529948 84.538003 | 84.537593
q=2 89.292787 89.306497 | 89.266195
q=3 93.304176 93.326542 | 93.215289
q=14 96.932538 96.967013 | 96.757363
q=>5 100.31663 100.367147 | 100.032514
B
. B B
T™ Mod esitlik (2.109)
RBF FD
(Analitik)

qg=1 85.016333 85.027424 | 85.015727
q=2 89.768226 89.785228 | 89.724687
q=3 93.766559 93.792822 | 93.656808
q=14 97.379282 97.418653 | 97.182735
q=>5 100.74454 100.801448 | 100.441668

Diger yandan ilk ii¢ radyal modun normalize alan dagilimlar1 da RBF, FD ve analitik

esitliklerle elde edilmistir. Bu alan dagilimlart Sekil 4.1°de gosterilmektedir. Sekilde ¢, [

ve m sirastyla radyal, acisal ve azimutal mod sayilarint gostermektedir.
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4

Radialre(r)

— TE}?120_Analitik
— TEJ?%12°_Analitik

TEL0120_Analitik

ne

2L

Radialm(r)

— TMI2%120_Analitik
— TMI2%120_Analitik

TM12120_Analitik

* RBF

5 ,
0’50 of/Ro 080 0.85 0.90 0 9\ ho/Ro
#

Sekil 4.1. Analitik , FD ve RBF esitliklerinden elde edilmis, ilk iic radyal moda ait
normalize alan dagilimlart a) TE mod; b) TM Mod

RBF ve FD hesaplamalart i¢in verilen sonuglarin her ikisinde de z € [0, 2] uzay
araliginda N = 201 tane veri noktast kullanilmistir. Kullanilan RBF kerneli ise n = 4
mertebesinde TPS kernelidir. Kokleri elde etmek i¢in kullanilan kék bulma metodu ise
Newton kok bulma metodudur. FD metot icin kullanilan FD metodu da tez yazar
tarafindan yazilmistir. Yazilan kodda, en dogru sonucu verebilen merkezi (central) tiirev
FD metodu dikkate alinmistir. Diger iki FD metodu ise geri (backward) FD ve ileri

(forward) FD metotlaridir. Ayrim basitge soyledir; 6rnegin bir f> noktasinin sonlu tiirevi

faof L ileri FD metodunda % ile temsil edilirken merkezi FD

geri FD metodunda

metodunda % ile temsil edilir.
RBF hesaplamalarinin FD hesaplamalar ile karsilastirllmas1 adina ayrica farkl
sayida veri noktalari alinarak da hesaplamalar yapilmis ve toplam hata varyasyonlari

elde edilmistir. Bu varyasyonlar Sekil 4.2’de gosterilmektedir.

(a) (b)
0.00010F 0.654] >
* % RBF > Fo
0.652F
0.00008F
0.650F
£ 0.00006 g >
w . r © |-
s £ 0.648 >
£ >
s 3 0.646 > >
© 0.00004 °
0.644F
0.00002F * 0.642f
* 0.640F
0.00000—— : : * * . ] ] ] ] ] : :
200 300 400 500 600 700 100 200 300 400 500 600 700
Veri Sayisi Veri Sayisi

Sekil 4.2. Farkli sayida veri noktasi icin toplam hata varyasyonlar1 a) RBF; b) FD
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Sekilden de anlagilabilecegi gibi RBF metodu FD metoda nazaran daha iyi varyasyonlar
sunmaktadir. Bunun anlami aynm1 mertebede dogruluklar icin FD metodu RBF metoduna
nazaran daha ¢ok veri noktasina ihtiya¢ duymaktadir.

RBF ile yapilan calisma "International Journal of Modern Physics C" isimli
uluslararast hakemli dergide "https://doi.org/10.1142/S0129183122501406" doi

numarasiyla yayina kabul edilmistir.
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5. SONUCLAR

Herhangi bir seri acilim yapilmaksizin dielektrik mikro rezonatdr rezonans modlari
icin WKB yaklasimi kullanilarak elde edilen esitlik bir transandantal esitlik olmasina
karsin geleneksel metotla elde edilmis olan transandantal esitlife nazaran avantaj
saglayan bir kuantizasyon terimine sahiptir. Geleneksel esitlik kullaniminda dogru kokii
bulmak i¢in baslangic degeri olarak koke yakin bir deger tahmin etmek gerekir ve bu
nedenle eger yakin bir baslangic degeri kullamlmazsa bagka kokler elde
edilebilmektedir. Buna karsin bu ¢alismada elde edilen esitlikteki kuantizasyon terimi
sayesinde baslangic degeri olarak hangi deger kullanilirsa kullanilsin istenilen, dogru
koke ulagsmak miimkiindiir. Ornegin 1. koke ulasilmak isteniyorsa kuantizasyon terimi
icin 1 degerini vermek yeterlidir vb. Ayrica biiyiik [ degerlerine sahip rezonatorler igin
tam bir kuantizasyon kosulu da elde edilebilmistir. Bu durumda temelde kiitleli
parcaciklar icin gelistirilen ve daha c¢ok kuantum mekanigine hitap eden analitik
hesaplama araglarinin, uygun siirecler belirlenerek elektromanyetik problemlerde de
kullanilabilecegi sdylenebilir.

Diger yandan dielektrik mikro rezonatdr rezonans modlari RBF metodunun
kullannmiyla ilk defa elde edilmistir RBF yaninda FD metoduyla da sonuglar
hesaplanmig ve kargilastirma yapilmistir. Bu kargilasirmayla RBF ile elde edilen
sonuglarin ¢cok daha hassas oldugu ve ayni sayida veri noktast kullanildiginda RBF ile
elde edilen hesaplamalrdaki hata varyasyonlarinin FD sonucu elde edilen hata
varyasyonlarindan daha iyi oldugu gozlenmistir. Burada calisilan ve analitik bir esitlige
sahip olan miikemmel kiire geometrinin yaninda sdylemek gerekir ki heniiz analitik
esitliklere sahip olmayan prolate ve oblate geometriler gibi miikemmel kiire harici
geometrilerde de RBF kullannmiyla yiiksek dogrulukta sonuglar elde etmek miimkiin

goriinmektedir
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