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OZET
WINKLER TABANI ILE ETKILESEN BIR KATMANDAKI
ELASTIK DALGALARIN DISPERSIYON ANALIZI

Gokee KILIC

Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Haziran, 2022

Danigman : Prof. Dr. Barig ERBAS

Bu tezde, tek ve iki taraftan Winkler tabani ile etkilegsen elastik bir kat-
manda meydana gelen diizlem harmonik dalgalarin diizlemsel gerinim kosgullarinda
asimptotik analizi yapilmigtir. Bunun i¢in 6ncelikle verilen sinir kogullar: i¢in hem tek
tarafli hem iki tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik katmanlar i¢in dispersiyon
iligkileri elde edilip, uzun dalga boyu- diisiik dalga frekans1 varsayimi altinda disper-
siyon iligkilerinin kesme frekansi civarindaki polinom yaklagimlar: tiiretilmistir. Elde
edilen yaklagimlar, elastik bir taban tizerine oturtulmus Kirchhoff plakasinin gele-
neksel miithendislik formiilasyonu ile kargilagtirilmigtir. Tek taraftan Winkler tabani
ile etkilegen yapi icin egilme dalgalarini ve genisleyen dalgalarin sapmasini gésteren
bir formiil elde edilmistir. Devaminda tek tarafli durum i¢in problem {i¢ boyutta ele
aliarak diisiik frekansta gerceklegen egilme dalgalar: i¢in kesme frekansi civarindaki

hareket denklemi asimptotik olarak tiiretilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Winkler tabani, Kesme frekansi, Diigiik frekans, Uzun dalga

boyu, Asimptotik tiiretme.
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ABSTRACT
DISPERSION ANALYSIS OF ELASTIC WAVES IN A LAYER
INTERACTING WITH A WINKLER FOUNDATION

Gokee KILIC

Departments of Mathematics
Eskisehir Technical University, Institute Of Graduate Programs, June, 2022
Supervisor : Prof. Dr. Barig ERBAS

In this thesis, the dispersion of elastic waves in an elastic layer interacting
with one and two-sided Winkler foundation is analyzed. For this purpose, dispersion
relations are obtained for elastic layers interacting with the Winkler base on both
one-sided and two-sided basis in accordance with the given boundary conditions, and
polynomial approximations of the dispersion relations near the cut-off frequency are
derived using the assumption of long wave-low frequency. The obtained approaches
are compared with the conventional engineering formulation of a Kirchhoff plate
resting on an elastic foundation. An explicit formula illustrating the veering of ben-
ding and extensional waves is presented as a one-sided foundation. Then, for the
one-sided case, the equation of motion near the cut-off frequency for low-frequency

bending motion is derived asymptotically, which is handled as a 3D-problem.

Keywords: Winkler foundation, Cut-off frequency, Low frequency, Long wave,

Asymptotic derivation.
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1. GIRIS

Gecgmisten giiniimiize, hem yapi-ingaat hem de ulastirma ile ilgili konularda iler-
lemeler yasandik¢a modern sismolojide, elastik yapilardaki dalgalar ve titresimler
ile ilgili gesitli problemler ortaya ¢ikarmistir. Bu problemlere matematiksel olarak
daha kolay ve pratik bir yaklagimda bulunmay1 amag edinen Lamb|21] tarafindan
yapilan 6nemli katkilarla, elastik dalgalarin serbest bir katmandaki yayilimi ile ilgili
aragtirmalara ayrintili bir gsekilde baglanmigtir.

Zemin-yap1 etkilegiminin s6z konusu oldugu miihendislik uygulamalarinda, ze-
minde karmagik elastik ve plastik deformasyonlar gerceklesmektedir. Dolayisiyla
elastik zemine oturtulan yapilarin incelenmesinde zemin etkisinin de bilinmesi gerek-
mektedir. Bu konuyla ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir ve zeminin mekanik 6zellik-
lerine gore degisik modellemeler geligtirilmigtir. Elastik zemin davraniginin incelen-
mesiyle ilgili ilk ¢aligma 1877’de Winkler tarafindan yapilmigtir[33]. Winkler modeli
kisaca elastik zemin iizerine oturtulmus bir kirigin herhangi bir noktasindaki ze-
min tepkisinin o noktada gerceklesen ¢okme ile orantili oldugu iizerine kurulmustur.
Winkler, elastik zemini birbirine sonsuz yakin olan ve sikisarak serbestge hareket
edebilen yaylar sistemi olarak diiglinmiigtiir. Winkler hipotezi; ¢(x) zemin tepkisi,
V(x) diisey dogrultudaki ¢okme ve k zemin karakterini gosteren parametre olmak

uzere

q(zr) = kV(x)

matematiksel ifadesi ile verilmektedir ve zemin-yap1 etkilegimi problemlerinde kulla-
nilabilecek en basit yaklagim olarak kabul edilmektedir|[11]. Bununla birlikte modelin
ikinci kabulii ise zemine etkiyen bir kuvvetin sadece etkidigi noktada deformasyona
neden oldugudur. Winkler modelinin yaninda zeminde gerceklegen kayma gerilmele-
rini de iceren iki parametreli modeller de gelistirilmigtir. Bunlardan bazilar1 Paster-
nak, Vlasov ve Filonenko-Borodich zemin modelleridir|[35]. Pasternak zemin model,
zeminlerin mekanik davraniglarini tanimlamak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir
ve Winkler modeli bu modelin 6zel durumudur (Bakimiz|19]).

Winkler elastik tabaniyla etkilesen elastik yapilarin egilmesi ile ilgili ¢aligmalar
Euler-Bernoulli kiriginin statik analizi ile baglamig ve genellikle yaklagik hesaplama

teorilerinin ¢ergevesinde yapilmigtir|10]. Giincel galigmalara érnek verilecek olunursa,



Euler-Bernoulli kirigi teorisinin genigletilmig hali olan Kirchhoff plaka teorisi gerce-
vesinde Winkler tabani ile etkilesen Kirchhoff plakasinda kenar egilme dalgalarinin
dispersiyon analizinin yapildigi ¢alisma, Kaplunov ve ark.[14]| tarafindan yapilmig-
tir. Kirchhoff plaka teorisi, miithendislik problemlerinde kiriglerin egilme karakterini
belirleme ve kiriglerin egilme hesaplarinda kullanilan Euler-Bernoulli Kirig Teorisi-
nin daha kapsaml halidir. Kirchhoff plaka teorisi ince plakalardaki gerilme ve de-
formasyonlar1 belirlemek i¢in kullanilmaktadir. Bu teoride yapilarin enine kesme
deformasyonlari, gerilme bilegenlerinin Poisson etkileri ve yapidaki atalet etkisi for-
miilasyonlara hata terimi olarak eklenmektedir

[17]. Ayrica Kaplunov ve ark.[15] tarafindan yapilmig bir bagka ¢aligmada ise Winkler
elastik zemini ile etkilegen elastik ince plakalarda meydana gelen egilmenin, plakanin
kenar yiizeyinde meydana getirdigi dalgalarin parabolik-eliptik bir davranig goster-
digini ifade eden asimptotik bir model geligtirilmis ve bu modelin dinamik-rezonans
tipi problemlerin analizinde faydali olabilecegi éngoriilmiistiir. Iki parametreli elastik
bir taban olan Pasternak elastik tabani ile etkilegen yari sonsuz Kirchhoff plakasinin
kenar egilme dalgalarinin, Pasternak tabaninin yari sonsuz ve sonsuz olmasi du-
rumlar1 igin incelendigi galigma ise Kaplunov ve Nobili[18] tarafindan yapilmigtir.
ile iligkisinin yani sira kesme frekansinin elastodinamikte oldukga nadir bir durum
olan dalga sayisiin sifir olmadigi durumda gozlenmesi dikkat ¢ekmistir.

Etkilesim dinamiginin incelendigi miithendislik problemlerinde ¢aligmalar devam-
lihigini stirdiirmektedir. Yapilan caligmalarda genellikle formiilasyonlara ekstra ata-
let terimi eklenmekte fakat zemin etkisinden kaynaklanan kesme frekansi civarinda
egilme dalgalarinin etkisi dikkate alinmamaktadir. Bu dalgalarin dispersiyon davra-
nigt ile meydana geldikleri kogullarin tanimlandigi ve simiflandirildigi ¢aligma Mace
ve Marconi[24| tarafindan yapilmigtir. Konuyla ilgili bagka bir ¢aliymada ise ince
dairesel silindirik kabuktaki dalgalarin en diigiik kesme frekansi civarindaki dinamik
davraniginin asimptotik teorisi gelistirilmistir ve elde edilen sonuclarin popiiler bir
uygulama alani olan karbon nanotiipler gibi uzun, silindirik, ince duvarli yapilarin
dinamik modellerinin yapilmasinda kullanilabilecegi éngériilmiistiir[16]. Iki boyutta
diizlemsel gerilme kosullarinda Winkler tabani etkigen elastik bir kirig problemi i¢in

Erbag ve ark.[8] yaptig1 ¢ahigmada asimptotik tiiretme yapilmigtir. Bunun yaninda



elastik bir taban ile etkilesen katman ve kiriglerle ilgili genel miihendislik ¢aligma-
larmma Wang ve ark.[34], Dillard ve ark.[6], Younesian ve ark.[35], Tanahashi[31],
Metrikine[25|, Dumir|7|, Chien ve Chen[5|, Zhang ve Lui[36], Auersch|2|, Chen ve
Chenl4], Froio ve ark.|9] ile Ghannadiasl ve Mofid|13] ¢aligmalar1 6rnektir.

Yapilan bu ¢alisma Boliim 3’te ele alinan iki tarafli ve tek tarafli Winkler tabam
ile etkilesimde olan elastik katman probleminin asimptotik analizi ve Boliim 4’te ele
alinan tek tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik katmanin formiilasyonlarinin
iki boyutta asimptotik tiiretilmesi olmak iizere iki ana baglikta sunulmustur. Alt
Boliim 3.1°de diizlemsel gerinim kosullarinda dalga potansiyelleri cinsinden verilen
dinamik elastisite denklemleri ve problemi tarif eden siir kogullar: ifade edilmistir.
Alt Boliim 3.2’te dispersiyon denklemleri elde edilmigtir. Dispersiyon denklemleri
iki tarafli durum i¢in simetrik ve antisimetrik modlarda ayri ayr1 bulunmustur ve
kesme frekanslarina kargilik gelen asimptotik acilimlar zayif Winkler tabani igin he-
saplanmigtir. Alt Boliim 3.2’te elde edilen dispersiyon denklemlerinin uzun dalga
boyuna sahip diisiik frekansh dalgalar varsayimi altinda polinom ifadeleri iki tarafl
durum i¢in Alt Bolim 3.3’te ve tek tarafli durum i¢in Alt Bolim 3.4’te tiiretil-
migtir. Alt Boliim 3.3’te antisimetrik modlar igin elde edilen polinom formatindaki
yaklagimin Winkler tabaniyla etkilesen katman i¢in bilinen geleneksel modelle karsi-
lagtirildiginda ekstra terimler igerdigi goriilmiistiir. Ayrica kesme frekansi civarindaki
iligkiler de sunulmugtur. Simetrik modlar i¢in elde edilen dispersiyon iligkisinin bag-
¢l terim yaklagiminin sadece zayif Winkler tabani igin gegerliliginin yani sira enine
basmaya(compression) maruz kalan bir katmandaki boyuna genigleyen(longitudinal
extensional) dalgalara kargihik geldigi gortilmiigtiir. Benzer asimptotik degerlendirme
tek tarafli durum igin Alt Bolim 3.4’te de yapilmigtir ancak elde edilen polinom
formdaki dispersiyon iligkileri ve kesme frekansi civarindaki asimptotik agilim ge-
nigleyen(extentional) dalgalar ve egilme(bending) dalgalarinin etkilesiminden dolay:
daha karmagik bir bi¢im almigtir.

Boliim 4’de tek tarafli Winkler tabani ile etkigen katman {i¢ boyutta bir problem
olarak diigiintilmiigtiir ve Alt Boliim 4.1’de lineer elastisite denklemleri ve proble-
min sinir kogullar1 sunulmusgtur. Kargilagtirma ve saglama yapabilmek adina once-
likli olarak Alt Béliim 4.2’de geleneksel 2-boyutlu plaka modeli i¢in bascil terimler
yaklagimiyla Winkler tabani ile etkilegsen elastik katmanda egilme dalgalar: i¢in bi-



linen geleneksel Kirchhoff denklemi asimptotik olarak tiiretilmistir. Kesme frekansi
civarinda asimptotik tiiretme yapilabilmesi i¢in 6nerilen alternatif 6l¢eklendirme ve
kesme frekansi civarinda yapilan bagcil terim ve ikinci mertebeden terim yaklagimlar
Alt Boliim 4.3 kisminda elde edilmigtir ve devaminda kesme frekansi civarindaki bu

model daha detayli olarak tartigilmigtir.



2. ON BILGILER
2.1. Elastisite Kavrami

Tiim yapr malzemeleri bir dereceye kadar elastisite 6zelligine sahiptir. Yani bir
yapinin deformasyonuna neden olan dig kuvvetler belirli bir sinir1 agmazsa, bu kuv-
vetlerin kaldirilmasiyla deformasyon ortadan kalkar. Bu ¢alisma boyunca, dig kuv-
vetlerin etkisine maruz kalan yapilarin tamamen elastik oldugu, yani kuvvetlerin
kaldirilmasindan sonra ilk sekline tamamen geri dondiikleri varsayilacaktir.

2.2. Gerilme Kavrami(o)

Sekil 2.1 ile gosterilen cisim dengedeki bir cismi ifade etsin. Py, - - -, P; dig kuvvet-
lerinin etkisi altinda, cisimde i¢ kuvvetler iiretilecektir. Herhangi bir O noktasindaki
bu kuvvetlerin biiyiikliigiinii inceleyebilmek i¢in, cismin bu notktadan mm ara ke-

sitiyle A ve B olmak iizere iki parcaya ayrildigi diigliniilsiin. Bu parcalardan biri,

Sekil 2.1. P dis kuvvetlerine maruz kalan dengedeki bir cisim[32]

ornegin A goz Oniine alindiginda, Pp,---, P; dis kuvvetlerinin etkisi altinda den-
gede oldugu ve mm kesiti boyunca dagitilan i¢ kuvvetlerin dengede oldugu ve B
parcasinin A parcasi iizerindeki etkiyi temsil ettigi sdylenebilir. Bu kuvvetlerin, etki
ettigi ylizey ilizerinde hidrostatik basing veya riizgar basincinin siirekli olarak da-
gilmasiyla ayni sekilde mm alami {izerinde siirekli olarak dagildigi kabul edilecektir.
Bu tiir kuvvetlerin biiyiikliikleri genellikle yogunluklar: ile tanimlanir, yani, {izerine
etki ettikleri yilizeyin birim alani bagina diisen kuvvet miktari ile tanimlanir, buna
da gerilme(o) ad1 verilir. Herhangi bir O noktasinda mm kesitinden alinan bir §A

alanina etki eden gerilmenin biiyiikliigiinii elde etmek i¢cin A parcasinin B parcasina



etkisinden dolay1 bu temel A alani1 boyunca etki eden kuvvetlerin oldugu varsayi-
lirsa bu kuvvetler § P ‘ye indirgenebilir ve § A alan siirekli olarak daraltilirsa, §P/d A
oraninin limit degeri bize O noktasindaki mm kesitine etki eden gerilmenin biiyiik-

ligiint verir. Matematiksel olarak gosterildigide ise agagidaki sekilde ifade edilir|32]:

7= 52210 JA (2.1)

2.3. Kuvvetler ve Gerilmeler i¢cin Notasyon

Cisimlere etki eden iki tiir dig kuvvet vardir. Bir cismin digeri tizerindeki basinci
veya hidrostatik basing gibi cismin yilizeyine dagilan kuvvetlere yiizey kuvvetleri
denir. Yercekimi kuvvetleri, manyetik kuvvetler veya hareket halindeki bir cismin
durumunda atalet kuvvetleri gibi bir cismin hacmine dagilan kuvvetlere ise cisim
kuvvetleri denir. Birim hacim bagina cisim kuvveti ii¢ bilesene ayrilsin ve bu bi-
legsenler X, Y ve Z ile gosterilsin. Normal gerimeler i¢in o, kayma gerilmeleri igin
7 notasyonu kullanilsin. Eger Sekil 2.1 ile verilen cisimde O noktasinda koordinat
eksenlerine paralel ¢ok kiiciik kiibik bir parca olarak alinirsa, Sekil 2.2 goriildiigii
gibi bu par¢anin kenarlarina etki eden gerilme bilegenlerinin gosterimleri ve yonler

pozitif olarak alinir[32|. Cauchy gerilme kiibii olarak bilinen bu kiibik parganin or-

Z o
1 .z
P/{zx
"\
& -t Yz
L 1
Oy T Txz ¥ ay
z —>Z, y
yzi, 0 xy| “¥x
% y
/l'
~=7T
I

Sekil 2.2. Gerilme bilesenleri[32]

negin y-eksenine dik olan kenarlar: i¢in bu kenarlara etki eden gerilmenin normal
bilesenleri o, ile gosterilir. o,, gerilmenin y-eksenine dik bir diizlemde etki ettigini

gosterir. 7, ve 7, ise y eksenine dik olan diizlemdeki kayma gerilmeleridir. Normal
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yondeki gerilme, ¢ekme sonucu meydana geliyorsa pozitif, basma sonucu meydana
geliyorsa negatif alinir.

2.4. Gerinim Kavrami(e)

Gerinim, yiik altindaki bir malzemenin, yiik uygulamadan 6nceki durumla kiyas-
landiginda seklinin ne oranda degistigi yani ne kadar deforme oldugunu ifade eder.
Bir malzemenin herhangi bir yiik uygulamadan énceki uzunlugu /y ve yiik uygulan-

diktan sonraki uzunlugu [ olmak iizere gerinim(e)

[—1ly Al
- = 2.2
T (2:2)

€

olarak ifade edilir. Bir malzemenin birim sekil degisimi olarak da tanimlanan gerinim,
boyutsuz bir ifadedir.
2.5. Hooke Yasasi

Bir yapinin deforme olma ya da birim gekil degistirme miktar1 uygulanan gerime-
nin biiyiikliigiine baghdir. Nispeten diisiik seviyede gerilmeye maruz birakilan ¢ogu

malzeme i¢in gerilme ve gerinim arasindaki iliski Hook Yasasi olarak adlandirilan

o= Fe (2.3)

lineer iligkisidir[32]. Burada E' elastik modiildiir. Hooke Yasasi en genel olarak

Oij = z’jklfsz‘jgkl (2-4)

ile tanimlanir. Burada

Cijkl = Cjikl = Cklij = Cijkl (25)

81 bilegenli elastik sabitlerdir ve Cjjy; elastik sabitleri

Cijrr = A0k + 1(0ik051 + 6adjk) (2.6)



olarak ifade edilir. Burada ¢;; Kronecker delta fonksiyonu olup

1, =7 1ise

0, ¢ +# 7 ise

(5@' =

olarak tamimlanir. Biitiin bunlarla birlikte Hooke Yasasi en bilinen formuyla asagi-

daki sekilde verilir:

Oij = Askkéij + Q[Lgij. (27)

Bu ifadede A ve p Lame elastik sabitleridir[1]. Bu ifade ayrica

Ou;  Ou,
02]2523)\d1vu+2,u( Y uj)

8:1:]- + aiL’Z

olarak da yazilabilir. Daha acik yazmak gerekirse o;; tensor bilesenleri

4 8u1 3u1 8u2 8u1 8u3
—= 2 D — = R — R — fr _— _—

ou )\dlvu + M@xl ’ o “(axg (91'1 ), N Iu(al'g + 8.1'1 )
aUQ 81&1 . 8u2 8u2 8U2

721 M<al‘1 + 8952)’ 722 vu -+ Mal'g, 723 'u(al'g, + 8x3)

8U3 8u1 8u3 8u2 . 8u3
731 #(al’l + 8:153 )7 782 Iu(al'Q + (9.1'3)’ 733 vu -+ Mal'g

seklindedir.
2.6. Malzemelerin Elastik Ozellikleri

Bir malzemeye Sekil 2.3 ile gosterildigi gibi bir ¢ekme gerilmesi uygulandiginda,
keyfi olarak z-yoniinde uygulanan bu gerilme elastik bir uzama ve buna eglik eden
€, gerinimi meydana getirir. Bu uzama sonucunda uygulanan kisma dik yanal (z
ve y) yonlerinde daralmalar olacaktir. Bu daralmalardan e, ve €, basma gerinimleri
belirlenebilmektedir. Uygulanan gerilme tek eksenliyse(yalnizca z yoniinde) ve mal-
zeme izotropikse(e, = €,), Poisson orani olarak adlandirilan bir parametre, yanal ve

eksenel gerinimlerin orani veya

y=—"=-2 (2.9)



Sekil 2.3. Bir ¢ekme gerilmesi sonucu meydana gelen eksenel(z) uzama(pozitif gerilme).
Diiz ¢izgiler gerilme uygulandiktan sonraki, kesikli ¢izgiler ise dnceki boyular:
temsil eder.[3]

olarak tamimlanir. Negatif isaret Poisson oranina dahil edilmistir, boylece €, ve ¢,
gerinimleri her zaman pozitif igaretli olacaktir. Teorik olarak izotropik malzemeler
i¢in Poisson orani maksimum 0.50’dir. Bir¢ok metal ve diger alagimlar i¢in Poisson
orani 0.25 ile 0.35 arasinda degismektedir|3].

Izotropik malzemeler icin kayma(u) ve elastiklik modiilii(E) birbiriyle iligkilidir

ve bu iligki Poisson oranina bagl olarak
E=2u(l+v) (2.10)

seklindedir. Bahsedilen bu elastik sabitlerin yaninda lineer elastisitede A Lame mo-
diilii ve K bulk modiilii gibi pek c¢ok elastik malzeme sabiti ve bunlar arasindaki
iliskiler de kullanilmaktadir. Izotropik elastik malzemeler icin Tablo 2.1’de gosterilen

elastik materyal sabitleri ve aralarindaki iligkiler sik¢a kullanilmaktadir.



Tablo 2.1. Elastik malzeme sabitlerinin arasindaki iliskiler[1]
Ev E p A p

A (1+v)(1—-2v) u3,u,—E# A

E

H 2(1+v) H H

E E E M(i’;\/\_:‘jﬂ)
E—2 A

v v 2% 2 20+p)

2.7. Gradyant ve Vektdrel Carpimin Bazi Ozellikleri

Tamm 1. Ug boyutlu kartezyen koordinat sisteminde (,7,k) birim vektor olmak

tzere bir f(x,y, z) fonksiyonunun gradyants

0 o o
grad(f) = Vf = 8_£i+a_fy”j+a_ﬁk

olarak tanimlanar.

Tamim 2. Uc boyutly kartezyen koordinatlarda, sirekli ve tirevlenebilir bir F =

F,i+ F,j + F.k vektorel fonksiyonun diverjans:

8 98 9
ox’ Oy’ Oz

OF. OF. oF
-(F,, F, F,) = i Y z
) (Fa, Fy, Fy) ox + oy + 0z

divF:V~F:<

olarak skaler degerli bir fonksiyon olarak tanimlanar.

Tamim 3. F = F,i + F,j + F.k vektorel fonksiyonu i¢in kartezyen koordinatlarda

vektorel carpim

i j k
curl(F) =V x F = a% 6% a%
F, F, F,

ile tantmlanar.

2.7.1. Ogellikler
A ile B vektor alanlar ve ¢ skaler alan olmak iizere gradyant ve vektorel ¢carpim

ile ilgili baz1 6zellikler soyledir:
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1. V- (A+B)=V-A+V-B

2. Vx(A+B)=VxA+VxB
3. V- (¢A) =¢(V-A)+ A - (Vo)

4.V x (pA) = ¢(V x A) + (Vo) x A
5.V x (Vé) =0

6. V- (VxA)=0

7. V2=V -(V¢)

8. V(V-A) =V x (VxA)=V2A

2.8. Hareket Denklemleri
Homojen izotropik elastik bir cismin hareket denklemi, Hooke Yasasi ve gerinme

bilegenleri kartezyen tensor notasyonlar: kullanilarak

05 + pfi = pi, (2.11)

Oi5 = )\ekk@j + 2/161']', (212)
1

62']' = E(Ui’j + Uji) (213)

denklemleri ile verilir. Burada o;; Cauchy gerilme tensorii, w; yerdegistirme vektorii,
f dig kuvvet, p yogunluk, ¢;; gerinim tensortidiir. Gerilme-gerinim iligkisi olarak
bilinen (2.7) ifadesi ile gerinim igin verilen (2.13) ifadesi (2.11) esitliginde yerine
yazilip ifade diizenlendiginde Navier Denklemi olarak bilinen asagidaki denklem

elde edilir:
()\ + ,UJ)’LLJ'J‘i + Uy 54 + pfz = puz, 1= 1, 2, 3. (214)
Bu denklemin vektorel kargiligi ise

A+ p)VV - u + uViu + pf = pit (2.15)

11



olarak yazilabilir. Burada yer alan u yerdegigtirme vektérii Helmholtz Ayrisma
Teoremi olarak bilinen agagidaki teorem ile ® skaler ve W vektorel dalga potansi-

yellerine bagl olarak ifade edilebilmektedir|1].

Teorem 1. V' uzayinin bir bolgesinde ve T' kapali zaman araliginda u(x,t) ve f(x,t)
vektorleriu € C*(V x T) ve f € C(V xT) kosullarina saglasin ve F' skaler potansiyel,

G wvektorel potansiyel olmak 1izere
f=cIVF + &V x G (2.16)

olsun. Skaler bir ®(z,t) fonksiyonu ve vektor degerli bir W(x,t) fonksiyonu varder

oyle ki u(x,t) yerdegistirmesi V - W = 0 olmak tizere
w=Vd+Vx W (2.17)

seklinde ifade edilebilir(1].

Ayrica ®(z,t) ve W(x,t) fonksiyonlar ¢ = A + 2u/p ve ¢ = pu/p olmak iizere

1 9%
2p+F=—-—"—— 2.18
Ve 2 ot? (2.18)

1 %W
W4+G=——— 2.1
Vi ¢z ot? (2.19)

homojen olmayan dalga denklemlerini saglar [1]. Bu denklemlerin elde ediligi Boliim
3 ’de gosterilmistir.
2.9. Diizlemsel Gerinim Kosullari(Plane Strain)

xyz koordinat diizlemine oturtulan bir cisme uygulanan kuvvetlerin sadece x —y
diizleminde deformasyona sebep oldugunun varsayildigi kosullara diizlemsel gerinim
kogullar1 denir. Birim sekil degistirmenin z- ekseni boyunca sifir kabul edildigi bu
kosul Hooke Yasasi'ndan tiiretilen (2.13) gerinim bilegenleri ile agagidaki sekilde

verilir:

€rr = €gp = €y = 0. (2.20)
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Bu da yiike maruz kalan malzemenin kalinligi boyunca gerceklesen gerilmenin ihmal
edildigi anlamina gelmektedir. Ayrica diizlemsel gerinim kogullarinda yerdegistirme-
ler de = yoniindeki yerdegigtirme u = u(z,y), y yoniinde yerdegistirme v = v(z, y)
ve z yoniinde yerdegistirme w = 0 olarak alinir.

2.10. Serbest Elastik Bir Katman igin Dispersiyon ili§kisi

a1, ag, ve az kartezyen koordinatlar ve —oo < ap < 00, —h < a3 < h olmak
iizere 2h kalinhiginda serbest bir elastik katman diisiiniilsiin:

Bu elastik katman igin hareket denklemleri

FE E 9*v

seklindedir[17]| ve burada v = (v1, 0, v3) yerdegistirmedir. Gerilmeler ise yerdegistir-
melere bagl olarak agagidaki sekildedir|17]:

r E vy 4 v O0us
;. (14+v)x?2 \0ay 1—voas

- FE 87}1 X 6’03
vz (I —v2)x2 \ Oy  Oasy

E 14 0’01 i 82}3 (222)
L+v)x2 \1—voa; Oas

. FE 81)3 i 8?]1
T T 1202 \ Doy | dag

012 = 032 = 0.

J33=<

Burada x = /1 — 2v/2(1 — v). Problemin sir kogullar:
031 — 033 = 0, 3 = +h. (223)

® ve U dalga potansiyelleri olmak iizere yerdegistirmeler

o oV 0od oV

_ 0% o 97 2.24

(%1 =
8@3 80&1
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seklindedir[17]. (2.21) ile verilen hareket denkleminde (2.24) numarali yerdegistir-
meler yazildiginda agagidaki iki dalga denklemi elde edilir:

1 0°®
Alq) — —28— — 0,
¢y Ot?
L (2.25)
AV — ———=0.
! c3 ot?

Bu denklemlerin elde ediligine Béliim 3’ de yer verilmistir. (2.25) denklemlerinde

0? 0?

A= L2
! 804%+0a§

bi¢gimimde tamimlanir. Problem i¢in boyutsuz degiskenler &, (, t ve boyutsuz dalga

say1s1 ve frekansi

E=z/h, (=uy/h, tzﬁT, K = kh, Q:w—h (2.26)
Co (&)
ve aranan ¢Oziimler
D = f(Q) expi(K — Q7) (2.27)
U = g(¢) expi(K& — Qr) (2.28)

seklindedir[17]. Bu dalga ¢oziimleri (2.25) denklemlerinde yazilirsa

2f

2p
a0
2 (2.29)
d_g _ 52g =0
dc?
diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada
o = K2 — *Q?, [ =K*—0? (2.30)

biciminde tanmimlidir.
Simetrik modlar i¢in u; yerdegistirmesi, 99 gerilmesinin elastik katmanin kalinlik
degiskenini ifade eden ¢ degiskenine gore cift fonksiyon ve uy yerdegistirmesi ile o9

gerilmesi ise tek fonksiyondur[17]|. Bu durumda (2.29) denklemlerinin ¢6ziimi olan
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f ve g fonsiyonlar

f(¢) = Acosh(aC),  g(¢) = Bsinh (5() (2.31)

olarak almir. Ifade edilen (2.22) gerilmeleri, (2.27) ve (2.35), (2.23) ile verilen smir

kosullarinda yazildiginda agsagidaki denklem sistemi elde edilir:

AiKasinha + By*sinh 3 = 0
(2.32)
Ay? cosha — BiK 3 cosh B = 0.

Burada 7? = K? — Q?/2 ile tamimhidir. Bu sistemin agikar ¢oziimden farkh ¢oziimii
olmasi i¢in determinantinin sifir olmasi gerekir. Dolayisiyla sistemin determinantinin

sifira esitlenmesiyle

sinh sinh «

—O{QKQ

7* cosh coshf =0 (2.33)

denklemi elde edilir ki bu denklem Rayleigh-Lamb dispersiyon denklemidir[29]-[22].

Bu hiperbolik esitlik K ~ 1 ve Q2 ~ 1 olmak tizere Taylor serisine acildiginda

1—
K = — o (2.34)

dispersiyon iligkisi elde edilir. Bu denklem klasik diizlem gerinme denklemidir.
Antisimetrik moddaki dalgalar igin u; yerdegistirmesi ve g99 gerilmesinin ¢ degiske-
nine gore tek fonksiyon, us yerdegistirmesi ve 015 gerilmesi ise ¢ift fonsiyondur|[17].

Bu durumda (3.22) denklemlerinin ¢oziimii olan (3.24) fonsiyonlar:

f(¢) = Asinh (aC),  g(¢) = Bcosh (5¢) (2.35)

olarak alimir. Simetrik modlarda uygulanan prosediir aynen izlendiginde Rayley-

Lamb dispersiyon denklemi antisimetrik modlar i¢in

4sinh o

sinh 3

Y cosh 8 — B*K? cosh a 0 (2.36)
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seklinde elde edilir. Elde edilen bu denklem K ~ 1 ve 2 ~ 1 olmak iizere Taylor

serisine acildiginda

3(1—v)
2

K* = 0 (2.37)
dispersiyon iligkisi yaklagik olarak elde edilir[17]. Bu da egilen kirig denklemine kar-
silik gelmektedir.

2.11. Winkler Taban1 Modeli

Zemin-yapi etkilesiminin s6z konusu oldugu miihendislik uygulamalarinda calig-
manin matematiksel kurgusunu yaratabilmek i¢in bir takim yaklagimlar ve model-
ler geligtirilmigtir. Winkler Tabani yaklagimi da bu tip problemlerde elastik zemin
davraniginin incelenebilmesi i¢in Winkler tarafindan 1867’de gelistirilmigtir. Hooke
Yasasini demiryolu yataklarini modellemek i¢in yeniden yazan Winkler’in bu mo-
deline gore elastik zemin iizerine oturtulmus bir kirigin herhangi bir noktasindaki
zemin tepkisi o noktada gerceklesen ¢okme ile orantilidir. Winkler tabani modeli

matematiksel olarak

q(z) = kW (x) (2.38)

lineer esitligi seklinde ifade edilmektedir|[19]. Burada ¢(z) zemin tepkisidir birimi
[N]/[m?)
dir, W (z) diigey dogrultudaki ¢kmedir birimi [m] ve k zemin karakterini gosteren

parametredir ve birimi [N]/[m?]. Winkler’ in ikinci hipotezine gére Sekil 2.4’de go-

Sekil 2.4. Winkler Taban: Modeli[11]

riildiigii gibi elastik zemin birbirine sonsuz yakin olan ve sikigarak serbestce hareket
edebilen yaylar sistemidir bu da zemine etkiyen kuvvetin sadece etkidigi noktada
deformasyona neden oldugu anlamina gelmektedir. Winkler taban1 yaklagimi toprak
zemini temsil etmek i¢in kullanilan en basit bir modeldir. Ancak elastik destekler-

deki(mesnetlerdeki) kirig teorisi bagka varsayimlara dayanmaktadir|20]:
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Kirig rijittir, kirig ve zemin arasinda kayma gerceklesmez.

Yaylar birbirinden bagimsizdir, yani zemine etki eden siirtiinme kuvveti ihmal

edilmektedir.

Elastik taban diginda bunu cevreleyen zemin katidir.

Sistem yatay yonde kinematiktir ve bu nedenle yanal bir kisitlama saglanma-

lidir.

(2.38) esitligi ile verilen Winkler modeli tek parametreli bir modeldir. Isvicreli-Rus
ingaat mithendisi P. L. Pasternak(1885-1963) yaylardaki kaymay1 da hesaba katarak
yeni bir model ifade etmigtir[27]. Pasternak yay sabiti k olan yaylarla kayma modiilii
olan G, parametresini birbirine baglamistir yani zeminin kayma gerilmelerini de
igeren iki parametreli bir yaklagim olan ve matematiksel olarak %k yay sabiti(zemin

parametresi) ve G, kayma modiilii olmak iizere
q=kW — G,V*W (2.39)

lineer olmayan esitligi ile ifade edilen Pasternak Modelidir ve bu modelin 6zel bir
durumu Winkler modelidir[20)].
2.12. Asimptotik Yaklagim

Bazi durumlarda problemlerin ¢éziimlerini aragtirirken karsilagilan integral veya
diferansiyel denklemlerde analitik ¢oziim bulabilmek pek miimkiin olamamakta-
dir. Bu durumlarla basa ¢ikabilmek i¢in yaklagik ¢6ziim tekniginin geligtirilmesiyle
asimptotik analiz kavrami gelistirilmistir. Oncelikle 1886 yilinda Poincaré asimptotik
agihm tanimlamasini yapmig ve boylelikle asimptotik analizin temelleri atilmigtir|26].

Cogu bilim insani fiziksel ve matematiksel problemlerde integral ve diferansiyel
denklemler i¢in hesaplama yaparken asimptotik analiz metotlarindan faydalanmis-
tir. Bu metotlar bagta Watson Lemma, durgun faz metodu ve en dik inig yontemi

(steepest descent metodu)... olmak iizere kullanilmaktadir|28].

Tanim 4. f(z) ve g(z) bir D bolgesinde taniml kompleks degerli iki fonksiyon olsun.

z — zp tken

fl<Klgl,  0<]z—z2]<d
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olacak sekilde K wve § sabitleri varsa f(z) = O(g(z)) seklinde gdsterilir ve z — 2

iken f, g’nin "biyik O" mertebesindendir denir.

=0

= z im f(2)

Tanim 5. f(z) ve g(z) bir D bolgesinde taniml kompleks degerli iki fonksiyon olsun.

z — zp tken
fl<elgl,  0<|z—2]<é

olacak sekilde her pozitif € degeri i¢in €’ dan bagimsiz bir § degeri varsa f(z) =

0(g(z)) seklinde gosterilir ve z — zy iken f, g’'nin "kii¢ik o" mertebesindendir denir.

Dolayisiyla z — 2o iken f(z) = O(g(2)), f/g — 0 anlamina gelmektedir. Ote
yandan f(z) = o(g(z)) ise z — zp iken f/g'nin smirh olmasi anlamina gelmektedir.
Dahasi lim,,,, f/g = 1 oluyorsa, z — 2z limiti altinda f ve g fonksiyonlar

birbirinin asimptotik esitidir denir ve agagidaki sekilde ifade edilir:

o A
A )

=1= f(z) ~g(2), z— 2.
Tanim 6. z — zy iken ¢,11(2) = o(¢n(2)) i¢in

llm ¢n+1/¢n = O
Z—r20

oluyorsa, {d,(2)}n, n = 1,2, sonlu ya da sonsuz fonksiyonlar dizisine asimptotik

dizi denir(Murray, 1984).

Tanim 7. Ejer z — zy iken {¢,(2)} bir asimptotik dizi ise a, sabit olmak tzere

Z an®n(2)

n=1

ifadesine bir asimptotik acilim denir yada her N i¢in

Mz

an®n(2) + o(on(2)), Z = Z0

n=1
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ifadesine f(z) fonksiyonunun asimptotik yaklasima denir.
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3. IKI TARAFLI VE TEK TARAFLI WINKLER TABANI ILE ET-
KILESEN ELASTIK KATMAN

Bu boliimde iki ve tek tarafli Winkler tabani ile etkilegsimde olan elastik bir
katmandaki dalgalarin kesme frekansi civarindaki etkisinin ortaya ¢ikarilmasi amag-
lanmigtir. Bunun i¢in 6ncelikle dispersiyon denklemleri elde edilecektir. Devaminda
ise her iki durum igin de kesme frekansi hesaplandiktan sonra dispersiyoun denk-
lemlerinin kesme frekans: civarinda asimptotik analizleri yapilacaktir.

3.1. Problemin Ifadesi

Diizlemsel gerinim kosullarinda, kalinligi 2h olan izotropik elastik bir katman

e o

gortildiigii gibi y = +h simrinda iki tarafli ve Sekil 3.1(b)’ de verildigi gibi y = —h

siirinda tek tarafli olmak iizere x— eksenine paralel olarak desteklensin.

4}.0 '
7 s ff//%?’j/////////////f////// §
gg%% )
[
h ¥
b > h'
hl * Jl‘ r
Q '
D D0 fol
WG G5 T L R T T T

U T 7 0 i W% T s

(a) b

Sekil 3.1. (a) Iki tarafly ve (b) tek tarafls Winkler tabanu ile etkilesen elastik katman

—~
~—

Problemde xz—ekseni boyunca yerdegistirme u; ve y—ekseni boyunca yerdegistirme
ug olmak tizere iki boyuttaki yer degistirme vektort w(uy, ug, t), u;(x, y) olmak iizere

—00 < & < 00, —h <y < h igin hareket denklemi (2.15) denkleminden

82
pVu+ A+ p)VV-u=p— 92 (3.1)

20



seklindedir. Ayrica gerilme bilegenlerinin yer degistirmeler cinsinden ifadesi (2.8)

esitliginden

B FE v Ou n Ous
022_2(1+V)X2 l—vor 0dy)’

E 8u2 8u1
+
2(1+v) \ 0z Oy
olup x = ¢3/c1 = /(1 —2v)/2(1 —v), E = 2(1 + v)u Young modiilii ve v Poisson
oranidir. Sinir kogulart Winkler taban 6zelliginden (2.38)’den Sekil 3.1(a) ile ifade

(3.2)

012 =

edilen iki tarafli durum igin

092 = —0ua, o2 =0, y = +h,

(3.3)
099 — 8'&2, 012 = 0, Yy = —h.
olarak, Sekil 3.1(b) ile ifade edilen tek tarafli durum igin
o2 =0, 012 =0, y = +h,
(3.4)

T2 = Ouy, o2 =0, y=—h

seklinde ele alinir. Simdi yer degistirme bilegenleri i¢in Helmholtz ayrigim teoremini
uygulayalim(bakimiz Alt Bolim 2.8). ¢ skaler potansiyel, ¥ = (0, —1,0) vektorel

potansiyel olmak iizere u yer degistirmesi i¢in

B (09 OY 09 O
u-ngH—VXq,b—(am y’ By 3:)370 (3.5)
esitligi yazilir. Dolayisiyla yer degistirmeler
0 0 0 0
B0 00 00 _ov 56

" Or oy’ uQ:@y ox’

seklinde dalga potansiyelleri cinsinden ifade edilmig olur. O halde (3.6) yer degistir-

meleri (3.1) hareket denkleminde yerine yazildiginda

2

UVAVé+V X ]+ (A + p)VV - [Vé+ V X 1] Vo +V x 9]

:P@[
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olur. Gradyant ve kartezyen carpimin 6zelliklerinden V - Vo = VZpve V- V x ) = 0

oldugu i¢in

8%

0%
2, 99 2., OW| _
VIiA+2u)Ve p@tQ} +V x {uViﬁ paﬂ} 0 (3.7)
vektor esitligi elde edilir. Bu vektorel egitligin saglanabilmesi i¢in
(A +2u) V3 — @—0 (3.8)
/’l’ patQ - Y .
0?1
uV>3 — Pz = 0 (3.9)

esitliklerinin olmasi gerekir. (3.8); denkleminde her iki taraf (A+2p) ile (3.8)y denk-
leminde her iki taraf p ile boliindiigiinde ¢; = /(A +2u)/p ve co = /p/p olmak

izere —o0o0 < x < 00, —h <y < h i¢in hareket denklemleri

1 9%

Asg — Zor (3.10)
1 0%

Aoth — ——L = 11

seklinde potansiyeller cinsinden ayrik iki dalga denklemi olarak yazilir. Burada c;
boyuna dalga hizin1 ve ¢y enine dalga hizini ifade etmektedir, A\ ve p Lamé elastik
modiilii, p yogunluk ve Ay = 9%/0z% + 9?/0y* iki boyutta Laplace operatoriidiir.

(3.2) gerilme bilegenlerinin potansiyeller ile ifadesi ise

B Py 0%
O92 = 2/ (8_y2 - 8x—8y> + A0,

(T U o
or=h Oxdy  Oy*>  0x?

(3.12)
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bigiminde yazilir[1]. Ayrica (3.3)-(3.4) ile verilen siir kogullarinin da potansiyeller

ile ifadesi iki tarafli durum igin

o9 oY
::F0<—+—), y = *+h,
dy Ou (3.13)

E v P L P
21+ )2 \1—1v0z2 X dxdy | 0y
2 2 2
o, O _
0x? oxdy  0y?

0, y==h,

tek tarafli durum igin

v o P P
1—V@+2X 8x8y+8_yz_0’ y="h,

B v Pe L, P P\ (06 O B
2(1+v)x? (1 — v 0x? 2X Oxdy + 8y2) - (8_3/ - 8_56) » y=—h (314)
0% ¢y 0%

2 — = ==+
Ox? T Oxdy  Oy? 0, v 2s

olarak ifade edilir. (3.10) ve (3.11) hareket denklemlerinin ¢oziimleri ¢ ve ¢ dalga

¢Oziimleri

o(x,y,t) = f(y) expi(kz — wt)

Y(z,y,t) = g(y) expi(kz — wt)

(3.15)

bi¢ciminde x-ekseni boyunca ilerleyen, y-ekseni boyunca salimim yapan dalga for-
munda aranacaktir. Burada k dalga sayisi, w dalga frekansidir.

Calismada asil amag¢ uzun-dalga boyu ve diisiik-frekans varsayimi altinda Se-
kil 3.1(b) ile verilen Winkler zemini ile etkilesen ince Kirchoff plakasindaki egilme
dalgalar1 i¢in iyi bilinen bir miihendislik formiilasyonu olan

2Eh 0tw 0w

m@ + thw +0w=0 (3.16)

denklemiyle ifade edilen klasik modeli geligtirmektir. Burada w yerdegistirmesi w =
expi(kr — wt) = uy(x,0) yerdegistirmesine karsilik gelmektedir. Sekil 3.1 (a) ile
ifade edilen iki tarafli Winkler tabani ile etkilesen katman problemi ise sahip ol-
dugu simetrik geometriden dolay1 tek tarafli durumun dispersiyon analizinin daha

kontrollii ve anlagilabilir yapilabilmesi amaciyla ele alinacaktir.
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3.2. Dispersiyon Denklemleri ve Kesme Frekansi

Bu boliimde Sekil 3.1 ile verilen iki tarafli ve tek tarafli Winkler tabaniyla et-
kilegen elastik katmanlar i¢in dalga sayis1 ve dalga frekansi arasindaki iligkiyi veren
dispersiyon denklemleri ve bu yapilara ait kesme frekanslar1 elde edilecektir. On-
celikle hesaplamalarda kolaylik saglamasi amaciyla problemdeki girdilerin birimsiz
halde ifade edilmesiyle baglanacaktir. Bunun i¢in ise bagimsiz degiskenler, dalga

sayisi ve frekans asagidaki bicimde yeniden 6lceklendirilerek

h
E=a/h, C=y/h t=—r K=kh Q=" (3.17)

2 C2

olarak tanmimlanmigtir. Bu 6lgeklendirme kullanilarak (3.15) ile verilen dalga potan-

siyelleri

¢(&, ¢, 1) = f(Q) expi(KE — ),

(3.18)
¢(€a Ca 7—) 2 g(C) eXpZ(KS T QT)a
boyutsuz olarak, (3.10) ve (3.11) ile verilen hareket denklemleri
2 2 2
Po o 000
082 0¢? or? (3.19)
2 2 2 .
0% N O Pt 0

oz a2~ o

seklinde boyutsuz olarak yazilir. Ayrica (3.14) smir kogullarinda da (3.17) 6lgegi

uygulandiginda iki tarafli durum i¢in siir kogullar:

E v L0 | 0%\ 0 (06 O -

21+ V) <1 —oe "X e T %) ~Th <a_¢ * 6_5) T
0% ¢ 0% B B

(56 2000~ 3 ) =0 ==

|=

2

>
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tek tarafli durum igin sinir kogullar:

0, ¢=1,

Mt \T—vae X agac o
0% 5%)

E v 0% 92
21+ )k (1—u052 X g¢ac T a2
p (0% o 0P\ B

” <asz *oeac a@) =0 o=

E (,, 26, 0% 52¢>

ac " oe

0 (96 O B
{(53). o

elde edilir ve bu ifadelerde sadelestirme yapildiginda ve p = E/2(1 + v) yerine

yvazildiginda sinir kosullar1 iki tarafli durum igin

v Po LY 6 _6hy* (96 0 B
T—vog TN beac T g T ((9C+8£)’ "
P | 500 a%:o, ¢ 5

g% " Tococ  ac?
ve tek tarafli durum igin

v % L% P y
—vaee  Xgeac Taee % 7L

v 0% 2 % 0% Ohx® (0¢ O B
T—voe "N aeac T oz T a (6_C+8_€) c=h
0% 9% GQw_ B
5ot 20 g~ (=L

olarak boyutsuz formda yazilir.

(3.20)

(3.21)

Oncelikle (3.18) ile verilen dalga potansiyelleri (3.19) denklemlerinde yerine ya-

zilarak
d*f
=0
d2
az = ="

diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada

a2 — K2 - X2Q27 52 — K2 - QQ

25
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ile tanimlidir. (3.22) diferansiyel denklemlerin ¢oztimleri olan f ve g fonsiyonlar e,

€9, 01 ve 09 bilinmeyen sabitler olmak iizere

f(¢) = ey cosh (a() + o0 sinh (a(),
9(¢) = 0z cosh (5¢) + ez sinh (3()

(3.24)

olarak hesaplanmigtir.

3.2.1. 1Iki Tarafli Durum

Geometrisi Sekil 3.1.a ile verilen iki tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik
katmanin simetrik bir yapiya sahip olmasinin, tek tarafli Winkler tabani ile destek-
lenmig elastik katmanin(Sekil 3.1.b) dispersiyon analizinin anlagilmasinda kolaylik
saglayacag1 ongoriildiigiinden problemin ¢oziimiine iki tarafli durumun analizinden
baglanacaktir. Bu sebeple dispersiyon denklemlerinin eldesinde de bu sira gozetil-
migtir. Bu alt boltimde iki tarafli Winkler zemini ile etkilegen elastik katman igin
dispersiyon denklemi elde edilmistir. Iki tarafli Winkler tabamni ile etkilesen katman
icin elastik dalgalar simetrik ve antisimetrik modlarda ele alinmigtir dolayisiyla si-

metrik ve antisimetrik modlar i¢in dispersiyon denklemleri ayr1 ayr1 bulunmustur.

Simetrik Mod

Elastik dalgalar igin simetrik modda u; yerdegistirmesi ve o9 gerilmesinin elastik
katmanin kalinlik degiskenini ifade eden ( degigkenine gore c¢ift fonksiyon oldugu,
us yerdegistirmesi ile o5 gerilmesinin tek fonksiyon oldugu Kaplunov ve ark.[17]
tarafindan ifade edilmigtir. Bu durumda (3.22) denklemlerinin ¢oziimii olan (3.24)
fonsiyonlarimin ¢ift ve tek kisimlari dikkate alindiginda u; yer degistirmesi ve oo
gerilmesinin ¢ift, u, yerdegistirmesi ile o5 gerilmesinin tek fonksiyon olmasi gerek-

tiginden

f(¢) = ercosh(aq),  g(C) = exsinh (5() (3.25)
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olarak almmigtir ve varsayilan (3.18) dalga ¢ozlimleri simetrik mod i¢in agagidaki

sekilde yazilir:

#(&,¢, 1) = ey cosh (a€) expi(KE — QT),
Y(&,(,T) = egsinh (BC) expi(KE — Q).

(3.26)

(3.20) ile verilen boyutsuz sinir kogullar: enine yer degistirmenin tek olmas: gerektigi

igin uy yerdegigtirmesinin tek kismi alindiginda

v 0%, O
1o "oz TN geac = Ty
Po P
oeac ~ aer o

(u2(&,¢) +ua(§, =€), ¢==£1;

(3.27)
2

=0, (=1

olarak yazilir. Burada (3.6) ve (3.26) esitliklerinden

1

5 (u2(&,¢) + u2(€, =C)) = erarsinh(ag) + ez K sinh(5¢)

olur. (3.26) ile verilen dalga ¢oziimleri (3.27) ile ifade edilen boyutsuzlagtirilmig sinir

kogullarinda yazildiginda

v
1—v

e (= K?) cosh (a€)+e1a” cosh (aC) + ex2x*i K 3 cosh (3¢)) =

2

F bix (erasinh (a€ + ext K sinh (5C)), (¢ ==+1

e12ai K sinh (a)+ey(—K?) sinh (B¢) + ea(— %) sinh (8¢) =0, (¢ = +1

olur. Burada e; ve ey bilinmeyenlerine gore denklemler gruplandiginda

e ((— Vi + a2> cosh (a() + Q}ijgozsinh (ozC))

1—v

Ohx?

+e (2;&'}(5 cosh (3¢) + iK sinh (5()) =0, (==l (3.28)

e1(20i K) sinh () — eo(8? + K?)sinh (¢) =0, (= =+1
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elde edilir. Burada (3.28); denkleminin ilk teriminde a? = K?—Q?y? yerine yazilirsa

K? 1-2
a2_V :K2<1_:)—X292

1—v

bulunur ve (1 —2v)/2(1 — v) = x? oldugundan bu ifade

_ — o2 g2t
“ 1y X( 2

olur ve son olarak

v =K?*-Q%/2 (3.29)
olmak {izere bu terim
2 vK? 2.2
— =) 3.30
“ 1—v pr X ( )

seklinde yazilir. (3.28); denkleminde (3.30) yerine yazildiginda ve denklem 2x? ile
boliindiigiinde (3.28) denklem sistemi agagidaki sekilde tekrar yazilir:

21 (72 cosh (a() + %Oz sinh (a())
+ e (z’Kﬁ cosh (5¢) + z—Zz'K sinh (BC)) =0, (==l (3.31)

e1(2aiK) sinh () — ex(8* + K?)sinh (8¢) =0, (= *1.

Son olarak (3.31) denklem sistemi ¢ = +1 igin

Oh Oh
€1 (72 cosha + —asinh oz) + e (z’Kﬁ cosh 8 + —iK sinh 5) =0,
2 21 (3.32)

e1 (aiK)sinha — eyy?sinh 8 = 0

olarak elde edilir. (3.32) homojen lineer denklem sisteminin agikar olmayan ¢oztimii-
niin olabilmesi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifira egit olmalidir. Dolay1-

siyla (3.32) homojen lineer denklem sisteminin determinant1 alinip sifira egitlenme-
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siyle

2

0
—~* cosh asinh B— 7

asinh asinh 3
2

Oh
+ K2afsinh o cosh 3 + 2—K20z sinh asinh § = 0
L
bulunur ve bu ifade diizenlendiginde

—~* cosh avsinh B+ K23 sinh a cosh 5+

oh (3.33)
+— (K2 — 72) asinh asinh 8 =0

esitligi elde edilir. (3.33) denkleminde ~? ifadesi yerine esiti olan (3.29) yazildiginda

ve tiim denklem [ cosh v cosh § ile béliindiigiinde

tanh 0? tanh
_743“11_5 + K?atanh o + GTatanha anh 5 =

7 0 (3.34)

elde edilir. Burada G = 6h/p ile tamimhidir. Elde edilen (3.34) denklemi iki taraftan
Winkler tabaniyla etkilesen elastik katmanin simetrik modlardaki dalgalar icin elde
edilmis dispersiyon denklemidir. (3.34) denkleminin G = 0.01 ve v = 0.25 i¢in sayisal
degerlerine kargilik gelen grafigi Sekil 3.2 ile verilmigtir.

Kesme frekansi denkleminin elde edilebilmesi i¢in (3.34) dispersiyon denkleminde

20

0.5

0.0 -

Sekil 3.2. Simetrik mod i¢in elde edilen (3.34) numaral dispersiyon denkleminin G = 0.01
ve v = 0.25 i¢in nimerik ¢ézimaii
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(3.23) ve (3.29) yerlerine yazilarak K = 0 alindiginda

0%\
—4 (7) + GOxi tanh(iQx) = 0

elde edilir ve bu denklem diizenlenirse simetrik moddaki dalgalar i¢in kesme frekans

denklemi

Q

olarak bulunur. (3.35) denkleminda tan(x(2) Taylor serisi a¢ihminda ilk iki terim
alindiginda yaklagik denklem

508 Q
X2 =0 (3.36)

O—
X 3 Gx

seklinde elde edilir. Bu denklemin koklerinin bulunabilmesi i¢in denklemi €2 paran-

3
X" 2 1
Q -—=Q — =
( 3 +<X+GX>) 0

olarak yazilir. Bu denklemin kokleri

tezinde

4 (3.37)

/3
e = 2 Gy

olarak hesaplanir. Fakat burada sadece €2 = 0 kok olarak alinabilir ¢iinkii bu prob-
lemde (3.26) dalga ¢oztimleri ilerleyen dalga ¢oziimii formundadir. Yani problemde
aranacak dalga c¢oziimleri gelen dalga formunda olmadigi i¢in negatif frekanslar ve
komplex degerli frekanslar kék olarak alinmayacaktir. Dolayisiyla simetrik modlar

i¢in en diigiik kesme frekansi €2, = €2 = 0 olur.

Antisimetrik Mod
Elastik bir katmandaki dalgalarin antisimetrik modlarinda u; yerdegistirmesi ve
099 gerilmesi ( degiskenine gore tek fonksiyon, uy yerdegistirmesi ve o5 gerilmesi

ise ¢ift fonksiyon olmaldir [17]. O halde (3.22) denklemlerinin ¢éziimi olan (3.24)
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fonksiyonlar1 asagidaki sekilde alinmalidir:

f(¢) = oy sinh (a(), g(¢) = 09 cosh (5(). (3.38)

Boylece, varsayilan (3.18) dalga ¢oztimleri antisimetrik mod igin

(&, ¢, 7) = o1 sinh (a) exp i( K& — Q71),
Y(&, ¢, 7) = oz cosh (BC) expi(KE — Q)

(3.39)

seklinde yazilir. Simetrik mod i¢in yapilan iglemlere benzer gekilde (3.20) ile verilen
boyutsuz siir kogullari, uy enine yer degistirmesinin ¢ift fonksiyon olmasi gerekti-

ginden uy yerdegigtirmesinin ¢ift kismi goz oniine alindiginda

v 8% %6 , 0%  _Ohy? L
e et e = F g, (60 —wlE~0), (=1

P Py PP B
2ae0c t o2~ o0 = C=+1

(3.40)

olarak yazilir. Burada

5 (1a(E,0) — ua(€, ~0)) = orercosh(a) + oxiK cosh(C).

olur. (3.39) numarali dalga ¢oziimleri (3.40) ile verilen siir kogullarinda yazilarak

01 ((— VR + az) sinh (a€) + G]LXQ&cosh (oz()) +

1—v

+0, (zx%m sinh (8¢) + WLXQiKcosh (5@) =0, (3.41)

01(20i K) cosh (a¢) — 05(% + K?) cosh (B¢) =0

denklemleri elde edilir. (3.41); denkleminde 3% + K? teriminde 3 teriminin esiti
olan 3? = K% — Q? yazildiginda bu ifade

2
52+K2:2(K2—Q—)

2 (3.42)
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(3.41); denkleminde (3.30) ve (3.41)s denkleminde (3.42) yerlerine yazildiginda

2

o1 (272X2 sinh (aq) + P cosh (ao)

Ohx?

+ 0, (QXQBiKsinh (BC) + iK cosh (5()) =0, (3.43)

01 (2aiK ) cosh (a¢) — 0227v* cosh (B¢) = 0

elde edilir. Son olarak (3.43); denklemi 2y? béliindiigiinde ve (3.43), denkleminde

sadelestirme yapildiginda:

01 <72 sinh (a() + %a cosh (a()) + 09 <52'K sinh (5¢) + %i[( cosh (BC)) =0,

01 (i K) cosh () — 0yy* cosh (B¢) = 0

(3.44)
bulunur ve (3.44) denklemlerinde ¢ = 1 yazilarak
ol 6h Y. . Oh .
o1 | v*sinh(a) + —acosha | + 09 | fiK sinhf+ —iK cosh g | =0,
2p 2p (3.45)

01(aiK) cosha — 097? cosh 3 = 0

seklinde bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin asikar olmayan ¢ozimii-

niin olabilmesi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenerek

Oh~?

—~*sinh a cosh B— a cosh
2

n (3.46)
— (aiK) cosh (ﬁzK sinh 3 + 2—@'K cosh B) =0
1
elde edilir ve bu denklemde ikinci ve dérdiincii terim paranteze alinarak
—~*sinh a cosh B + K?af3 cosh asinh f—
oh (3.47)

—2—(72 — K*)acoshacoshB =0
i
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denklemi elde edilmig olur. (3.47) denklemi « cosh a cosh 3 ile béliiniinerek ve 72

yerine (3.29) esiti yazildiginda

tanh a

—4y* +4K*Btanh B + GO = 0. (3.48)

seklinde elde edilir. (3.48) denklemi iki tarafli Winkler tabaniyla etkilegen elastik
katmandaki antisimetrik moddaki dalgalarin dispersiyon denklemidir. (3.48) disper-
siyon iligkisinin G = 0.01 ve v = 0.25 i¢in sayisal degerlerine karsilik gelen grafigi
Sekil 3.3 ile verilmigitir.

Kesme frekans: denkleminin elde edilebilmesi igin (3.48) dispersiyon denkleminde
1.0 /
0.8

/

L |

0.0 0.5 1.0 L5 2.0

Sekil 3.3. Antisimetrik mod i¢in elde edilen (3.48) numaraly dispersiyon denkleminin G =
0.01 ve v = 0.25 i¢in nimerik ¢ozimi

(3.23) ve (3.29) yerlerine yazilarak K = 0 alindiginda

02\ ? tanh (ix$
4 (—) tanh (D) | e
2 1x§2

elde edilir ve bu denklem 3 ile sadelestirildiginde antisimetrik moddaki dalgalar

i¢in kesme frekansi denklemi

tan(xQ2) — —= =0 (3.49)
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seklinde bulunur. Buradan (3.49) denklemi 2 < 1 iken Taylor serisine agildiginda
yaklagik denklem asag1 sekilde olur:

X3Qg_ﬂ_
3 Q

Qx + 0. (3.50)

Bu denklem 2 ile carpildiginda ve y ile sadelestirildiginde

4X2 2 _
Q?—i—Q —-G=0 (3.51)

elde edilir ve bu denklemin kokleri

2
11+ X
Q=+ - (3.52)

4 2
olarak bulunur, fakat pozitif reel kokler alimacaktir ve /1 + %G ifadesi G < 1

icin Taylor serisine acildiginda

0?2yt
—1+(1+%G—%G2+---)

Q= (3.53)

2x
3

olur ve bu ifadede 2x?/3 sadelestirilir ve yazilan seri agilimimin ilk iki terimi alinarak

Q icin
X2

olarak bulunur. Son olarak burada da karekoklii ifade zayif Winkler tabanina kargilik
gelen G < 1 i¢in Taylor serisine agildiginda €2 = €2, kesme frekans: yaklagik olarak
asagidaki sekilde ifade edilir:

Q*:@<1—GTX2+---) (3.55)
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3.2.2. Tek Tarafli Durum

Problemin bu kisminda 2h kalinhigindaki elastik katman Winkler tabani ile tek
taraftan desteklenmektedir(Sekil 3.1.b). Cift tarafli durumda oldugu gibi burada da
yapinin dispersiyon denklemini elde edebilmek i¢gin varsayilan (3.18) numarali dalga
¢oziimlerinde (3.24) ile verilen fonksiyonlar yerlerine yazilmasiyla dalga potansiyel-

leri

#(&,¢,7) = [eg cosh (a€) + o1 sinh ()] exp i( K& — Q7),
Y(&, ¢, 1) = [0z cosh (BC) + e sinh (BC)] expi(KE — Q)

(3.56)

olarak alinacaktir. Simetrik olmayan bu yapi i¢in verilen (3.4) numarali sinir ko-
sullarinda, (3.12) ile verilen gerilme bilegenleri ve (3.17) ile tanimlanan boyutsuz
parametreleri kullanilarak problemin siir kogullar1 dalga potansiyelleri cinsinden

(=—1ve(=1icin

e )
(LT

CEN LS
LT

(3.57)

0,

seklinde ifade edilir. Elde edilen (3.57), ve (3.57), sinir kosullarinda (3.56) ¢oziimleri

yerlerine yazilarak

el <72 sinh(a() — Z—Zoz cosh(aC)) + 0 (72 cosh(a() — %a sinh(a()) +
+09 (iKB cosh(5¢) — g—ZiK sinh(ﬁ()) +  (3.58)
+ey (iKﬁ sinh(5¢) — g—ZiK Cosh(ﬁC)) =0

ve

e1(aiK cosh(aq)) + o1(ai K sinh(a())+

05(—sinh(B¢)) + ex(—7* cosh(B¢)) = 0

(3.59)
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denklemleri bulunur ve bu denklemler ( = —1 i¢in sirasiyla

e1 (—72 sinh o — g—hoz cosh a) + 0y ('y cosh o + —a sinh a)
1
+09 (ZKB cosh B + —ZK sinh 5) (3.60)
. . Oh .
—ey | tKBsinh 8+ ZZK coshpg | =
ve

e1(iKacosha) — o1 (iKasinh a) + 0y(y*sinh ) — ey(7? cosh 3) = 0 (3.61)

seklindedir. Benzer sekilde (3.57); ve (3.57), smir kosullarinda da (3.56) ile verilen

dalga ¢oziimleri yerlerine yazilarak

e1(7? sinh(aQ)) + 01 (7* cosh(ag))+
+0o(1K B cosh(B¢)) + ea(iK Bsinh(BC)) =

(3.62)

e1(iK acosh(aq)) + o1 (1K asinh(a())+

Toa(— sinh(BC)) + ea(—? cosh(5¢)) =

(3.63)

esitlikleri elde edilir. Bu denklemler sirasiyla ¢ = 1 igin

e1(y? sinh @) + 01 (7* cosh @) + 05 (1K 3 cosh B) + e5(iK Bsinh 8) = 0, (3.64)

e1(iKacosha) + o1 (iKasinh a) + 0y(—7*sinh 8) + e3(—y*cosh 8) =0 (3.65)

seklinde olur. Burada (3.60), (3.61), (3.64) ve (3.65) denklemlerinden olusan sistem,
homojen bir lineer denklem sistemidir. Sistemin sifirdan farkl ¢éziimlerinin olabil-
mesi i¢in katsayilar matirisinin determinantinin sifira esit olmasi gerekir. Bahsi gegen

katsayilar determinanti

36



Oh Oh Oh Oh
—y?sinha — 2 acosha 72 cosha + —asinha K[ cosh B + i K sinh B  —iKfsinh § — —iK cosh
2u 20 2u 2u

iKacosha iKasinha ~?sinh 3 —~2cosh 8
7?2 sinh a 72 cosh a iK 3 cosh 3 iK B sinh 3
«aiK cosh o i K sinh o —~2sinh 8 —~2cosh 8

seklindedir ve determnantin degeri sifira esitlendiginde

— y*acosh® acsinh B{G(7* — K?) cosh B — 43 K?sinh B}+
+ v cosh B sinh? a{4K?B cosh f + G(K? — ~?) sinh S} + (3.66)
+ cosh asinh a{Ga?BK?(y* — K?) cosh 23 — 2(7® + a?3*K?)sinh 23} = 0

dispersiyon denklemi elde edilir. Burada (3.29) esitligi kullanilir ve G = 6h/pu yerine
yazilirsa (3.66) denklemi

GQ%«

(74 cosh 2a sinh 28 — K2af3 cosh 23 sinh 2a> —

7® afK* 472 2 2 2 2
43 {(m + 7 ) sinh 2asinh 25 4+ v* K*(cosh” asinh® § + cosh” fsinh“ o) | = 0
!

(3.67)

seklinde diizenlenebilir. Son olarak (3.67) denkleminde cosh® a = (cosh 2a 4 1)/2 ve
sinh® @ = (cosh 2a — 1)/2 6zdeglikleri yazilirsa (3.67) denklemi

GO?
16

sinh 25 — K%a?cosh 23

inh 2
(74 cosh 2« i a> —

(3.68)

8 4 472 4772
v afK , ) VK VK
— h?2 h238 — h2 h2 =0.
[(404ﬁ + 1 ) sinh 2« sinh 25 5 cosh 2accosh 23 + 1 0

bigimini alir. (3.68) denklemi tek tarafh Winkler tabani ile etkilegen elastik katmanin
dalga frekansi ile dalga sayisi arasindaki iligkiyi ifade eden dispersiyon denklemidir.
(3.68) dispersiyon denkleminde G = 0.01 ve v = 0.25 degerlerine kargilik gelen grafik
Sekil 3.4 ile verilmigtir. Tek tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik katman
i¢in kesme frekansimi belirlemek igin (3.68) denkleminde (3.23) ve (3.29) yerlerine

yazilir ve K = 0 alinarak

1
—— sinh (2ix(?)

4y Q2

GO cosh (2ixQ) [ 02\*
64 Q2
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Sekil 3.4. Tek tarafls Winkler Tabanu ile etkilesen elastik katman igin elde edilen (3.68)
numaraly dispersiyon denkleminin G = 0.01 ve v = 0.25 i¢cin sayisal degerleri

bigiminde denklem elde edilir. Bu son denklemde egitligin her iki tarafi cosh (2ix(2)

ile bolunirse kesme frekans denklemi

tan(2xQ2) — % =0 (3.69)

seklinde elde edilir. (3.69) denklemi diigiik frekansta yani 2 < 1 iken Taylor serisine
acildiginda elde edilen yaklagik denklem asagidaki gekildedir:

3 Gy
2x€2 ——=0.
EETET T
Bu denklem sadelegtirildiginde
4—X2Q4+Q2—§—0 (3.70)
3 2 '
olur. (3.70) denkleminin kokleri ise
8 2
—1i /142G
Q=+ 3.71
8X2 ( )
3
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2
seklinde bulunur. Burada pozitif reel {2 koklerinin alimmasiyla ve 4/1 + %G ifadesi

G < 1 iken Taylor serisine agilmasiyla

42 4
—1i<1+%G—8%G2+--->

0= . (3.72)

8x
3

vazilir. (3.72) ifadesi 8x?/3 ile sadelegtirilerek

Q:

g B X2G2
2

5 (3.73)

seklinde tekrar yazilir ve bu ifade de G < 1 iken Taylor serisinde acildiginda €2 = €2,

kesme frekansi yaklasik olarak
2
4 Q(l__GX +) (3.74)

olarak bulunur.

Problemde dikkat cekilen nokta elastik katman ile Winkler tabani etkilegsiminden
kaynakli dalgalarin kesme frekansi civarindaki etkisinin anlagilmasidir. Dolayisiyla
bu boéliimde elde edilen kesme frekanslari sonraki boéliimlerde kullanilacak varsa-
yimlarin temelini olugturacaktir. Ayrica problem Kaplunov ve ark.[17] uzun dalga,
diisiik frekans varsayimlarina dayanilarak analiz edilecektir.

3.3. 1ki Tarafli Durumda Uzun Dalga-Diisiik Frekans Yaklagimi

Bu béliimde iki tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik katmandaki simetrik
ve antisimetrik moddaki dalgalarin uzun dalga, diisiik frekans altinda dispersiyon
denklemlerinin detayli bir analizi yapilacaktir.

Simetrik Mod
Simetrik moddaki dalgalar igin elde edilen (3.34) denklemi uzun dalga, diigiik

frekans durumunda K < 1 ve 2 < 1 iken Taylor serisine agilarak dispersiyon
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denklemi yaklagik olarak agagidaki sekilde ifade edilir:

8 2G 8y
(14+GXHP + (-4 -G+ 4K+ (_ + =4 L) K4

3 3 3
5 w (3.75)
2 X 202
—(=+—= — | K*Q°=0.
< 3 + 5 +Gx° + 3 ) 0
Bu egitlikteki bagqil terimler olan O(K?) ve O(92?) terimleri alindiginda
1+ G+ (4 -G+ 4HK?* =0 (3.76)
olur ve (3.76) denklemi
14 G2 (2—2v) +G(1—2v)
K= ———~ 0 da K?= 0? :
i—deyG 22+ G(1—v)) (3.77)
olarak diizenlenir. Ayrica (3.77); esitligi
1+ Gx? 1
K= 02 :
v e (3.78)
1+
4 — 4y?
1
seklinde yazilip buradaki e ifadesi G < 1 iken Taylor serisine acildi-
1 T
i <4 - 4x2)
ginda
1+ Gx? G
K? = 1—— 4+ ... ) Q? 3.79
4—4x2( =y " ) 7

elde edilir veya bu esitlik x> = (1 — 2v)/2(1 — v) yerine yazilirsa K>

e 1—v
K l1l4+—m ) = 0? 3.80
(eam ) =5 (30
seklinde yeniden diizenlenebilir. (3.80) yaklagik ifadesi (3.17) boyutsuz parametreleri
ile boyutlu formuna doéniistiiriildiigiinde ise
v20h

Bk = L
2p(1 —v) 2 p
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i(kr—wt

olur. Burada u, yerdegistirmesi i¢cin u; = e ) biciminde alindiginda bu denklem

diferansiyel denklem formunda

0%uy B 1-— VBaQItl L v20h 0%y
Ox? 2 o2 2u(l—v) 0x?

olarak yazilir. Bu denklem 4ph/(1—v) ile garpilir ve yp = E/2(1+v) yerine yazihirsa

2Eh 0%*uy ouy 2vhl 0 vh Ouy
1 — — .81
1 —v2 0z? 2ph8t2 1—vox (1—1/895) (3:81)
elde edilir ve (3.81) denklemi uy = [(vh/(1 — v)/(0u1/0z)] ve Q = Buy igin
2FEh 0%uy 9%uy 2w 0Q
1 — 12 0z2 —2ph o2~ 1—-vdz’ (3.82)

seklinde ifade edilir ve bu denklem de plakalar i¢in tek boyutta enine basma hare-
ketini(plate transverse compression) modelleyen denklemdir [17].

Ayrica (3.80) ile ifade edilen dispersiyon denkleminde G' = 0 alindiginda elde edilen

1 —
K= — o (3.83)

denklem ise klasik diizlemsel gerilme teorisinde yer alan dispersiyon denklemiyle
ortiis-

mektedir[17]. Ayrica (3.75) ifadesinde G > 1 i¢in basql terimler alindiginda
G’ —GK* =0 (3.84)

denklemi elde edilir ve xy? = (1—2v)/2(1—v) yerine yazihip sadelestirme yapildiginda
bu egitlik

:1—21/QZ
2—2v

K2

(3.85)

seklinde yazilir. Elde edilen (3.85) denklemi us = 0, 012 = 0; y = £h sinir kogulla-
riyla ifade edilen iki boyuttaki bir elastik katman igin sabitlenmis diizlemsel gerinim

probleminin dispersiyon iligkisiyle ¢rtiismektedir. Bunun daha iyi goriilebilmesi igin
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G > 1 durumunda siir kogullar:

012 — 0, U = O, Yy = +h (386)

olarak verilen problemde benzer bir analiz yapilir ve bunun igin éncelikle (3.17)
boyutsuz parametreleriyle yapilan boyutsuzlagtirma sonucunda sinir kogullar1 ( = 1

sinirinda asagidaki gekilde yazilsin:

P Po Py
8£2+2658§+8C2_0
0 00 _
ac o

Yazilan bu smir kosullarinda (3.26) ile verilen dalga ¢oziimleri yerine yazildiginda

¢ =1 i¢in

A(aiK)sinha — By?sinh 3 = 0, (3.87)
Aasinh o + BiK sinh f =0 (3.88)

homojen denklem sistemi elde edilir ve bu denklemin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin
olabilmesi i¢in determanantinin sifir olmasi gerekir. Bu denklem sisteminin determi-

nant1 alindiginda
(v* — K?)sinhasinh 8 = 0

elde edilir ve bu denklemde (3.29) ile verilen +? yerine yazildiginda sabitlenmis diiz-

lemsel gerinim probleminin dispersiyon denklemi

02
5 sinhasinh =0 (3.89)

seklinde elde edilir. Bu denklem her Q icin o = VK2 — Q2 =0, = \/m =
0 igin saglanir. (3.89) denkleminin Q <« 1 ve K < 1 i¢in Taylor serisi agilarak
elde edilen yaklagik dispersiyon iligkisi (3.85) esitligi ile aymdir. Dolayisiyla G > 1
durumunda elde edilen (3.85) sonucunun sabitlenmis diizlemsel gerinim problemine

kargilik geldigi goriilmisgtiir.
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Simetrik mod igin elde edilen (3.34) numarali dispersiyon iligkisinin, uzun dalga,
diigiik frekans yaklagimiyla elde edilen (3.77) yaklagik denklem, (3.83) ile verilen
klasik diizlemsel gerilme ve (3.85) ile ifade edilen diizlemsel gerinim modelleriyle

yapilan karsilagtirma G =1 ve v = 0.25 i¢in Sekil 3.5 ile verilmistir.

0.5 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Sekil 3.5. Simetrik modda elde edilen (3.34) numarale dispersiyon iliskisinin(siyah) (3.77)
ile verilen wzun dalga, disik frekans yaklasimi(kirmaz), (3.83) ile ifade edilen
klasik dizlemsel gerilme modeli(mavi) ve (3.85) ile verilen dizlemsel gerinim
modeli(yesil) ile karsilastiridmas: (G =1 ve v =0.25)

Antisimetrik Mod
Antisimetrik mod igin elde edilen (3.48) numarali dispersiyon denklemi K < 1

ve () < 1 iken Taylor serisine agilirsa

2 4
(GK2 +KS (g - 4%)) 0% 4+ (—K2 + K (—1 + %)) 9%
(3.90)

X2
+§K296+---=0

bulunur. Bu seri K2?Q? ile béliiniirse yaklagik denklem

4 4y? 4y 2
G+ (5_%) K*+ (_1+%) KQQQ—QQ—X?Q“:O (3.91)
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olarak elde edilir. x = /(1 — 2v)/2(1 — v) ifadesi burada yerine yazilarak diizenleme
yapildiginda (3.91) denklemi agagidaki sekilde de ifade edilebilir:

3(1—v) 1—2v 3(1—v)
K4—( )Kz 2 2 4
2 & 2 2 4 S 2

G=0. (3.92)

K ~ G'Y2 olmak iizere, bir 6nceki alt boliimde yaklagik olarak hesaplanan (3.55)
numarali kesme frekansinin en yakin civar1 § = Q% — G ~ G? olarak diisiiniilebilir ve

boylece (3.92) denkleminde Q*1i ve G’li terimler solda birakilarak

3(1—v)

2 1+v
g 3(1—-v) 3(1—-v) 6(1—v)

elde edilir. Son olarak Q? yerine G yazilarak son ifade

(1 —=2v) 2 4 1+v .,
b= -Gy s K T s e (3.94)

seklinde kesme frekansi civarinda Taylor serisi olarak yazilabilir[17]. Burada tiim
terimler G2 mertebesindedir. Ayrica burada 6 > G? varsayimi yapilarak ve K > /G
i¢in (3.94) ifadesinde 6 = Q% — G ve K* lii terim bagql terimdir ve bu terimler
alindiginda (3.94) ifadesi

1 1
g3 > V) e 4 3 5 e~ (3.95)

denklemine indirgenir. (3.95) denkleminde (3.17) kullamlarak boyutlu formda asa-
gidaki gekilde yazilir:

3(1 — v) w?ph? n 3(1—v)bh _o

k*h —
2 7 2 W
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Bu denklemde h sadelestirilir, w ile carpilir ve = E/2(1 + v) yazilirsa

2
3(1—v)

2Eh?

k' — 2phw? + 20 = .
30— %) phw” + 0 (3.96)

elde edilir ve w ilerleyen dalga olmak tizere w = expi(kx — wt) goz Oniinde alindi-
ginda (3.96) esitligi
2ER  Q*w 0?w

mw + Qphﬁ + 20w =0 (3.97)

olarak yazilir. Bu denklem Winkler zemini ile etkilesen Kirchhoff plakasi proble-
minin geleneksel miithendislik modeline kargilik gelmektedir. (3.92) denklemi (3.95)
numaral denklem ile kargilagtirildiginda (3.92) denkleminin klasik formiilasyon olan
(3.95) denkleminden farkli olarak ekstra iki terim igerdigi goriilmektedir. Bunun se-
bebi (3.92) ifadesinin kesme frekansi civarinda agihm yapilmig olmasidir.

Sayisal sonuglarin goriildiigii Sekil 3.6 ile verilen grafikte antisimetrik modda elde
edilen (3.48) numarali dispersiyon iligkisi, kesme frekansi civarinda elde edilen (3.94)
yaklagimi ve (3.95) ile verilen geleneksel Kirchhoff modelin kargilagtirmasi yapilmig-

tir.

L B S s B o

04f B

0.3 - —

0.2 - -

01f ‘ i
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0.10
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Q
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0.16

. . I
0.18

0.20

Sekil 3.6. Antisimetrik modda elde edilen (3.48) numaraly dispersiyon iliskisinin(mauvi)
kesme frekans: civarinda elde edilen (3.94) numaraly yaklasim (turuncu) ve (3.95)
ile verilen geleneksel Kirchhoff modeli(yesil) karsilastirilmasi(G = 0.01 ve v =
0.25)

45



Sekil 3.6 ile yapilan karsilastirmada kesme frekansi civarindaki dalgalarin etkisi-

nin daha net anlagilmasi ve kargilagtirmanin iyi goriilebilmesi igin
P=1+6G+-- ve §6=0G (3.98)
olmak iizere
K=KG"”? ve Q=0 (3.99)

tanimlanan bir 6lgeklendirme 6nerilmigtir. (3.92) yaklagik denkleminde (3.99) para-

metreleri kullanildiginda bu denklem

K:G? — H_’/ngz(ﬂ _ MQEG _ ﬂQiLGQ + MG -0
2 2 4 2
olur ve bu denklem 4/G? ile ¢arpildiginda
2092 Q2 4 1
4K, — 2(1 + v)K Q% — 6(1 — 1/)5 —(1—2v)Q; +6(1 — 1/)5 (3.100)

elde edilir ve (3.98) oldugundan dolay1 (3.100) esitliginde {iglincii ve beginci terimde
sadelegtirme yapilabilir. Dolaysiyla (3.92) denkleminin yeni parametrelere gore ifa-

desi
AK? —2K2(1 +v) — 66,(1 —v) — (1 —2v) = 0. (3.101)

seklinde yazilir. Benzer gekilde (3.94) agilimu:

(1—2v) 2 14+v) ,
0y = K,— —%K; 3.102
6(1—2) 30—v) " 31— (3.102)
ve (3.95) denklemi de
K- 3(17_”)5* ~0 (3.103)

olarak yazilabilir. Kesme frekansi civarindaki kargilagtirma igin yeni parametrelerde

elde edilen (3.101), (3.102) ve (3.103) ifadelerine ait egriler Sekil 3.7 ile verilmigtir.
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Sekil 3.7. Antisimetrik modda elde edilen kesme frekansi civarindaki (3.99) numaraly dis-
persiyon iliskisinin(siyah) kesme frekansi civarindaki (3.102) ile verilen agi-
lima(kvrmaz), (3.103) ile verilen geleneksel Kirchhoff modelinin(yesil) karsilasti-
rilmast (G = 0.01 ve v = 0.25)(Olgeklendirme: 6, = 6/G? ve K, = K/VG)

Uzun dalga, diisiik frekans varsayimi altinda hassas bir sonug elde edebilmek igin
(3.99) ile verilen olgeklendirme neticesinde elde edilen sonuglarin Sekil 3.7 ile verilen
grafigine bakilirsa kesme frekansinin en yakin civarinda (3.48) dispersiyon iligkisi-
nin sayisal ¢oziimiine en yakin egri, calismada asimptotik olarak elde edilen (3.94)
agilmina ait olan egridir. Klasik model olan (3.95) egrisi i¢in diigiik frekansta dalga
boyu arttikca grafikler arasi fark agilmaktadir. Sonug olarak klasik plaka modeli ile
kargilagtirldiginda galigmada elde edilen (3.94) yaklagiminin en iyi yaklagim oldugu
goriilmektedir(Sekil 3.7).

Ayrica K ~ G'Y* olmak iizere (3.95) denkleminde Q < G'2 ~ Q, varsayil-
diginda basql terimlerin K* ve 3(1 — v)G/2 terimleri oldugu goriiliir. Dolayisiyla
(3.95) denkleminden

S ZE=0 (3.104)

yazilir. Elde edilen (3.104) sonucu burada bahsi gegen varsayimlar altinda yapimin
quasi-statik davranig sergiledigi anlamina gelmektedir.

Ote yandan K ~ G'/* olmak iizere Q > G'/? varsayilldiginda da (3.95) denkle-

minde bascil terimlerin K* ve 3(1 — )Q?/2 terimleridir. Dolayisiyla buradaki var-
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saymn altinda (3.95) denkleminden

3(1—v)
2

K* — 0*=0 (3.105)
esitligi elde edilir ki bu da serbest plakalar i¢in elde edilmis dispersiyon iligkisine
kargilik gelmektedir[17].

Son olarak kesme frekans: civarinda elde edilen (3.94) yaklagiminda (3.17) ile
verilen orjinal degiskenlere de doniilerek w & uy(z,0) ve w = expi(kzr — wt) igin

hareket denklemi agagidaki sekilde elde edilmigtir:

2Eh? 0? N 6(1+ v)? 82w+
3(1 —v?) \ Ox? ER3 Ox?
, (3.106)
+2h8_w+0 1_6’(1—21/)(1+V) _0
P or 3ER(1 — ) v

3.4. Tek Tarafli Durumda Uzun Dalga-Diisiik Frekans Yaklagimi

Bu boliimde tek tarafli Winkler tabani ile etkilegen elastik katmandaki dalgalar
i¢in uzun dalga, diisiik frekans varsayimi altinda dispersiyon analizi yapilmigtir. Tek
tarafli Winkler tanbani ile etkigen elastik katmanin 3.2 béliimiinde kesme frekansi
(3.74) yaklagik ifadesi ile hesaplanmigt1. Bu ifadeden yararlanarak yapilan § = Q2 —
G2 < G<1(Q~+VG K ~+G) varsayim altinda (3.68) numarah dispersiyon
denkleminin Taylor serisi acilimi 2 < 1 ve K < 1 iken

2 _ 2
GO G, 11 GO 124 a0,
32 16(1 —v) 8\1—-v 6(1—vr)2
1 1+M Q4_LK4+MQQK4 (3.107)
16 6(1—v) 12(1—v) 12(1 - v)?
(11— 16v +42) ., 1 6 3—4v
- OKR? -~ S 2T o
B —0) it Traoyt 7

seklinde bir polinom formunda elde edilmistir. Bu denklemin daha kolay analiz edile-
bilmesi igin sirasiyla genigleyen(extensional) ve egilme(bending) dalgalar i¢in olmak
tizere iki 6zdes denklem seklinde aggidaki gibi yazilabilir:

Birincisi icin (3.107) numarali denklemde 92, K2, K2Q? ve Q* terimleri esitli-

gin solunda birakilarak denklem diizenlenir ve genigleyen(extensional) dalgalar igin
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asagidaki egitlik elde edilir:

_ _ 2
1 QZ_Q K2—1 Yy :_G(7 12y+4u)K2Q2+
8(1—v) 2 2

48(1 — v)?
G5 —8v) ., G A 3—-2v 5
GOZWge, & g ST e 1
61w T20-p) " 20— T (3-108)
(4% — 16v + 11)Q4K2 34 Qs + 1 I
81— 1) B0 121 -0)p

Ikinci olarak ise (3.107) denkleminde K% K? K?Q? terimleri esitligin solunda

birakilarak ve denklem yeniden diizenlenerek egilme(bending) dalgalar1 i¢in

= (- 2 (- 3)) -

G., 1 G(5 — 8v) G 32
— - — (14— ) = K* QK 3.109
32 16<_%6ﬂ—y)) RI—»" TRa-y (8-109)
3—4v 11 — 16v + 402
O g K20
T RI-) B(1—0)?

seklinde yazilir.

Sonrasinda (3.108) esitliginde 6 = Q% — G/2 yazilir ve denklemin sag tarafinda
K? yerine (1 — v)/2 yazihirsa agagidaki ifade elde edilir:

N 1- Yy :—G(7— 12v) +4y294 n G(5— SV)Q4+
2 12 12

2G(1 —2v + VQ)Q4 B=2)(1 - V)Qﬁ n 4% — 16v + 11QG
12 6 12
B 3—41196+ (1—V)QG.
6 12
Son egitlikte cebirsel iglemler yapildiginda
1—v G2 2
S K?— ——Q% ) = —Q'+ —Q°, A1
( 2 ) 6 + 12 (3.110)

denklemi elde edilir ve burada her iki taraf § ile boliiniir K? yalmz birakilirsa (3.110)
denklemi 2 < 1 iken

5 ~ 68 5 (3.111)
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agilimi olarak ifade edilir ve sag taraf (1 —v)/20? parantezine alindiginda ise (3.111)

acilimi

1—v Gr? v?
K? = 21— 2 Ay 112
7 ( B0—v) " - " ) (3.112)

seklinde diizenlenir.
Ote yandan (3.109) denkleminde K* ~ G ve Q2 ~ G oldugundan O(G) ve O(G?)
mertebesinden olan terimler tutularak, O(G?) mertebesinden olan mertebesinden

terimler ihmal edildiginde (3.109) numarali esitlik

1 K2 K4_3(2_V) Q2_€ _
12(1 —v)? 2 2 (3.113)
— = —— K+ —— QK
32 16 12(1 —v) 12(1 — v)?

bigiminde yazilir. Bu esitlikte K* yerine 3(1 — v)§/2 yazilirsa

K2 (4 30-0)\_ G 1o G 31-v)
12(1 — v)? 2 320 160 1201—v) 2 (3.114)
B3—=2v) 3(1—v)_, '
60
1200 —v)2 2
olur ve (3.114) denklemi K?2/12(1 — v)? ile boliiniirse
_ N2 Y B
K4—3(1 V)5:_12G<1 l/)5+12(1 V) £+ 3 21/5 0?2
2 SK? K2 \32 81— (3115)
12(1— u)294 '
16 K2

esitligi elde edilir. (3.115) esitliginde ayrica K? yerine v/3(1 — v)d/2 yazilirsa

3(1—V)6
2

GV2V1—v 8/2y1—v (G 3-2w s V2VI—v_,
X(“ NV (g—fmé)ﬂ‘W“)

K* =
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olur ve burada cebirsel iglemler yapildiginda son denklem

3(1—v)

K* = )

’ (1 . % <G - ? (3% + %5) 0+ 2—1594>> (3410

seklinde yeniden diizenlenir ve 0 < 1 iken (3.116) yaklagik denklemi agagidaki

sekilde bir acilim olarak

3(1—v)
K="
5 0
1 [2(1—v) A3=20) \ o s
(3.117)
. ; . .31 —v)
yazilir. (3.117) ifadesinde § = 2°—G/2 < G < 1 oldugundan basggl terim ————=§

3(1—v)

terimidir. Bascil terimler alindiginda elde edilen K* =  esitligi (3.16)-
(3.95) numarali denklemleri ile ifade edilen klasik modelde elastik zemin ile etkilegen
plakalar i¢in elde edilen dispersiyon iligkisine kargilik gelmektedir.

Ayrica (3.107) ile verilen dispersiyon iliskisinde GQ?, GK?, K?Q? ve Q* terimleri

solda birakilir diger terimler esitligin sagina alinirsa

2
G4 G( 2 K2+3§24)+G(—G(4 K2§22>:

32 32\1—v G 32 1—v)
5 — 8v cot 3 —4v Qﬁ—7_12y+4V2GQQK2+11_16V+4VQQ4K2
96(1 — v) 48(1 —v) 48(1 — v)? 48(1 — v)?
GK* 3—2 1
+ C_OPKt 4 K

120—v) 12(1—v) 12(1 — v)?

elde edilir ve bu esitligin sag tarafinda Q? = G/2 yazilirsa

G (., 4K? ., G\ 2\
3—2(9+G1—_V>(Q—5)—59 =

(
G G*(1 - 2v) 8G 3—8v+4? , 1, 1
_E (- K+ —K'— —K
32( 6(1—1) +3(1—y)2< 6l—v2 - Tt T ))
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bulunur. Burada esitligin sol tarafindaki son terime Q?G ve G*/4 terimleri eklenir

ve ¢ikarilir ve cebirsel iglemler yapilirsa

Gl 4 gl G\ _2 (g G\ o2, C)_
32<Q+G<1—1/)K (Q 2) G(Q 2 W)=

G [ G(1-2w) 8G  [(3-Su4+4? , 1 ., 1
_ﬁ(_ 6(1—v) +3(1—y)2< 6(1 — )2 Koot _@K»

elde edilir. Denklemdeki G/32 sadelestirilir ve sol taraftaki ifade Q? — G/2 parante-

zinde asagidaki sekilde ifade edilir:

(-9 -39

_G=2) | 8G  (3=8vsdt ., 1 1
6(1—v) 3(1 —v)? '

61-02 - Tag" T @

Elde edilen son denklemde de § = ? — G/2 yerine yazildiginda bulunan

4 26 G2(1 — 2v)
§(1-— K>+ ) =2 =Y
( ) +G) 6(1— 1)
8G 3—8v+4? , 1, 1
+3(1—1/)2< 6 N Taeh @t

(3.118)

denklemi (3.107) agilimimin kesme frekans: civarindaki ifadesidir. Sekil 3.8 ile verilen
egriler (3.112) ve (3.117) yaklagimlarinin egilme dalgalar1 i¢in en diigiik kesme fre-
kansi diginda gegerli oldugunu gostermektedir. Tek tarafli durumda genigleyen (extensional)
ve egilme(bending) olmak iizere iki tiir dalga etkilesiminin varhig: (3.112) ve (3.117)
ayrigimlarinin yani sira Sekil 3.8 grafiginden de okunabilmektedir. Ayrica Sekil 3.4
ve Sekil 3.8 grafiklerinde genigleyen(extensional) ve egilme(bending) dalgalarimin et-
kilesimi sonucu bir sapma(veering) meydana geldigi de goriilmektedir. Ote yandan
Sekil 3.9 grafiginde (3.107) ile verilen dispersiyon denklemi ve bu denklemin kesme
frekansi civarindaki yaklagimina karsilik gelen (3.118) ifadesi arasindaki tutarhlik ol-
dugu goriilmiigtiir. Genisleyen dalgalarin ve egilme dalgalarinin etkilesiminden kay-

nakl bu sapmay1 daha net gorebilmek igin (3.112) ve (3.118) ifadeleri Q* = G/2 ve
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Sekil 3.8. Tek tarafli Winkler durumunda elde edilen (3.107) numaraly dispersiyon iliskisi-
nin yaklasik ifadesi(siyah) ile (3.112) (kvrmaze) ve (3.117) (mavi) yaklasimlarinin
karsilastirmas: (G = 0.01 ve v = 0.25)

K? = G(1 — v)/4 noktalan civarinda agagidaki indirgenmis formda yazilabilir:

1—v ik
Burada
02— G/2 K?—(1-1)G/4
(SQ = W ve (SK = G3/2 . (3120)

Bir hiperbol formunda elde edilen (3.119) esitliginde dg = 0 ve dg = [2/(1 — v)]dk
hiperboliin asimptotlaridir. Bu asimptotlar da Mace ve Markoni|24] tarafindan yapi-
lan ¢aliymadaki genigleme ve egilme(extensional ve bending) dalgalarimin dispersiyon
egrilerine karsilik gelmektedir. Yapilan mikro 6lgeklendirme sayesinde etkilesimden
kaynakli sapma Sekil 3.10’da daha net goriilmektedir.

Caligmanin bu boliimiinde iki tarafli ve tek tarafli Winkler tabani ile etkilegen
elastik katman igin elde edilen dispersiyon denklemlerinin uzun dalga, diigiik fre-
kanshi dalgalar varsayimiyla Taylor serileri kullanilarak yaklagik olarak elde edilen
polinom formlarinin analizi yapilmigtir. Plakalardaki klasik egilme teorisi gergeve-
sindeki geleneksek miihendislik yaklagiminin elastik olarak desteklenen yapilarin ka-
rakteristik kesme frekansi civarinda gegerli olmadig1 gosterilmistir. Kesme frekansi

civarinda (3.94) ve (3.118) asimptotik yaklagimlar1 elde edilmigtir. Bununla birlikte
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Sekil 3.9. Tek tarafls Winkler durumunda elde edilen (3.107) dispersiyon iliskisinin(mauvi)
(3.118) (siyah) ve (3.112) (kirmaz) -(3.117) (yesil) yaklagimlarinin karsiastirmase
(G = 0.01 ve v = 0.25)(Olgeklendirme: 6, = 6/G? ve K, = K/VG)

o T R T T s T aamma T

Sekil 3.10. dq ve Ok degiskenlerine gore genisleme ve egilme(extensional ve bending) dalga-
larman sapmasiny gosteren dispersiyon egrisi(3.107) (siyah) ile kesme frekansi
ciwarnda elde edilen yaklagim (3.118) (kirmizi) ve dq ve dx olgeklendirmesine
gore elde edilen (3.119) (yesil) ifadesinin karsiastirmasi(G = 0.01 ve v = 0.25

)

tek tarafli durum igin elde edilen asimptotik agilimin egilme(bending) dalgalarimin
ve genigleyen(extentional) dalgalarin etkilesiminden dolay1 karmagik bir formda ol-
dugu ve ayn1 zamanda bu iki tiir dalganin etkilegsimi sonucu meydana gelen sapmay1

gorsellegtiren (3.119) ifadesi kesin olarak elde edilmigtir.
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4. TEK TARAFLI WINKLER TABANI ILE DESTEKLENEN ELAS-
TIK PLAKA ICIN HAREKET DENKLEMLERININ ASIMPTO-
TIK DERIVASYONU

Bu boliimde Winkler tabani ile tek tarafli etkilesimde olan elastik bir plakanin
hareket denklemlerinin asimptotik derivasyonu yapilacaktir. Problemde 6nce kla-
sik Kirchhoff plaka modelinin asimptotik derivasyonu ile baglanacaktir daha sonra
kesme frekansi civarindaki formiilasyon elde edilerek klasik formiilasyon ile karsilag-
tirilacaktir.

4.1. Problemin ifadesi
Diizlemsel gerinim kogullarinda kalinligi 2h olan sonsuz biiyiikliikte homojen
Winkler tabani ile a3 = —h alt yiizeyinde tek tarafli olarak desteklenmekte bir P
yiikii ve iist yiizey boyunca etki etmektedir(Sekil 4.1).
Winkler tabaniyla etkilesen elastik katmanin asimptotik denklemlerinin tiiretil-

1
b N

<
o Z
zzzzzzi

T4/
Sekil 4.1. Tek tarafls Winkler tabans ile etkilesen elastik katman

mesinde kullanilacak 3-boyuttaki lineer elastisite denklemleri —oo < a;, an < 00,
—h < a3 < holarak verilen 3-boyutlu kartezyen koordinatlarinda ¢ # j = 1,2 olmak

lizere agagidaki formda verilmigtir[17]:

aagi &m aO'ji 82’01'

== — 4.1
Dars (@ai+0aj)+p0t2’ (41)
80’33 B 8031 8032 82"03
8(1/3 N ( 8041 + 80./2 > + p 8t2 . (42)
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Gerilme bilegenleri ise agagidaki gibidir[17]:

Oii E (81)@-_’_ %)-{- Y 033, (4.3)

T 12 Ou; V(?aj 1—v

FE 8% 81}]'
ii = , 4.4
i 2(1—|—V) ((’304]- + 8%) ( )
FE 803 87)1'
i = ; 4.5
73 2(1+v) (80@ * 8a3) (45)
v
Eaﬁ.j; :(733—V(011+O'22). (46)
Problemin siir kogullar:
O3ilpeup =0, i=1,2 (4.7)
033|a3:h = P, 0-33‘a3:—h = 91)3, (48)

e o

Winkler zemin parametresinden biiyiik varsayimi altinda

~|6eh 21 +v)oh
E = \/; = T <1 (49)

olacak bigimde e parametresi tanimlanir. Uzun dalga-diisiik frekans egilme dalgalar:
i¢in tanimlanan 6lgeklendirme L dalga uzunlugu ve T' zaman parametresi (L/h)? ~

Tcy/h saglamak koguluyla

L~ o (4.10)

NG o€

seklinde tanmimlanmiglardir[17]. Elastik katman teorisinde kullanilan (4.10) 6lgeklen-

dirmesi 4.2 numaral alt béliimde Winkler tabani ile etkilegsen Kirchhoff plakasinin
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iki boyuttaki klasik formiilasyonunun tiiretilmesinde kullanilacaktir.

4.2. 1ki Boyuttaki Geleneksel Plaka Modeli

Bu boliimde tek boyuttaki Winkler elastik zemini ile etkilegen ince elastik kat-
mandaki egilme dalgalari i¢in geleneksel hareket denklemi tiiretilecektir. Bunun igin

(4.10) dlgekleri goz oniine alimarak

h h
%gh Q3 = hC? = 02_57—’ (411)

o, =

boyutsuz koordinatlar1 tanimlansin. Gerilme ve yer degistirme bilegenleri ile P yiikii

v; = Vehv, wg = hvl, (4.12)
O — EéO’;, 045 = EéTO';}-, O3; = E€3/20'§i7 033 = E82O'§3, (413)
P = E&’P*, (4.14)

bigiminde boyutsuzlagtirilsin. Burada yildiz ile verilen tiim fonksiyonlar ayni asimp-
totik mertebeden varsayilacaktir.

(4.11) ile verilen boyutsuz degiskenler ve (4.12)-(4.14) 6lgeklendirmesi kullamla-
rak (4.1)-(4.2) hareket denklemleri

do, do},  Jof; e 0%

9% _ _ (% i 41
¢ (agi T, ) o0y or (4.15)

Jozs (003 Jdos; 1 0% (4.16)
ac 26 05 ) Taiww) or

olarak ve (4.3)- (4.6) ile verilen gerilme bilegenleri sirasiyla asagidaki sekilde elde

edilir:

1 ov} vy v
r= ’ 3 4.1
O 1— 12 (agz +Va€y) +51_VU33 ( 7)
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. 1 (o 0y
% T 91+ ) (agj * a§i> (4.18)

ov? ov}

L= — 2¢(1 a 4.1
= =G 2214 ) (4.19)
av* * * *

(4.7) ve (4.8) olarak verilen simir kogullar1 da

O-i)’)ki C=+1 — Oa (421)
* 2 p* * 1 *
033 =1 =¢e°P y 0'33‘4271 — mvg (422)
seklinde ifade edilir. Buradaki yildizh ifadeler
U;k :Ui(o)—i-é"l}i(l)—'—-.. , U§:U§O)+€U§1)—|—'H,
o :aﬁf) + Eag) + - o5 = ag-)) + Edg) + - (4.23)
05 =03 +eoy) +e 03 = o) +eol) + -

asimptotik seri formunda yazilabilir. (4.23) seri agilimlar1 (4.15)-(4.20) denklemle-

rinde yerlerine yazilirsa, sirasiyla

80§?) 80:(3;) B 9o¥ 50%])

0

£ — _ _
0 0 0&; 0&;
‘ ‘ 5(1 551) (4.24)
agii) 9o 1 821)1(0) O(£?
N\ e, T, 2t 0 )T (£°)
3U§g) n 5802%) L aaég) 30§2) B 1 32v§0)
(4.25)

e R 1 oY )
“(_ e 0, T aiew) o ) TOE)
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T2
" 0 (4.26)
+ Y (L S +O(e?)
1=\ ag "o 1 o5
(0)
04 oL (207 0nT)
2(1 + V) 6@ 851
(4.27)
(1) (1)
+e ! Ovi 9 +0(e%)
20+v) \ 9 9
o vtV 8v§0) 81)(1)
d b — — 2(1 4.2
ac +e ac 9%, +e o +2(1+ )00 | + O() (4.28)
ovl? sV
82 € az = —¢cv <ai(f) + aﬁ?) + O(£?). (4.29)

denklemleri elde edilir. (4.21)-(4.22) ile verilen sinir kogullar da benzer sekilde

o\ +eol) + O(e =0, (4.30)

‘C +1

o5y +easy + O(e e (PO +ePV +0(),

MNeer =
" 1 0 (4.31)
o +eoll) + O Mooy = 2<1+V)( +evl) +0O(e ))

bigiminde ifade edilebilir. Asimptotik tiiretmeye baglarken oncelikle seri agilimi for-
matinda yazilan (4.24)-(4.29) denklemlerinden baggil terimler alinarak baglanacaktir.
Oncelikle, (4.29) denkleminde bascil terimlerden olusan esitlik

8v§0)

ac
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olarak elde edilir ve bunun ¢ degiskenine gore integrali alindiginda
vy = V3, 7) (4.32)

bulunur. (4.28) esitliginden baggl terimlerin alinmasiyla elde edilen denklem

(%Z(O) v
o = 82 (4.33)

seklindedir. Son denklem ¢ kalinligi boyunca integre edilir ve (4.32) ifadesi yerine

yazilirsa

0
W yo (4.34)

0 _ _
Ui - C agz %

bulunur. Gerilme bilegenleri igin de (4.26) ve (4.27) ile verilen esitliklerde baggil

terimler alindiginda sirasiyla

1 E ov®
o0 — ( % Loy '

u 4 1—v2 0& 8§J

(0)
J.(Q) = 1 811@-(0) + (%j
Y 2(1 =+ I/) 8@ 8@

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde (4.34) ile verilen o yer degistirmesi yerine

i

yazildiginda baggil terimlerden olusan gerilme bilegenleri sirasiyla

(0) 21,(0) (0) (0)
o_ ¢ [0V OFVy L (v ov;
Oy = 1— .2 < a¢? tv 8532 + 1 — 12 & T o8 )’ (4.35)
(0)
J0_ € PV L (v VT (136
K 14+v 0808  2(14+v) \ 0§ 9&;
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bigiminde elde edilir. (4.35) ve (4.36) esitlikleri (4.24) numaral esitlikten alinan
bagcil terimlerden olusan denklemde yerlerine yazilmasi ile

80':())?) B ¢ 83‘/3(0) . (93‘/;3(0)

o T T-s\ o ok0g

1 (VO 14002V 1-verv®
B W= R T TR BT

elde edilir. Bu denklemde (4.30) ile verilen sinir kogulu kullanilarak ¢ degiskenine
gore integral alinmasiyla
U(Q) _ CZ 83‘/:,)(0) N 83‘/3(0)
21 —w2) | 0g 0&;:0¢;

B K N S 2 S Sl 2 A
1—v2\ o0& 2 0&0¢; 2 0¢ 3

elde edilir. Burada Sé?) integral sabitidir ve (4.30) ile verilen sinir kogulunda ¢ = 1

icin

S(Q) _ 1 83V3(0) N 83‘/3(0)
3i 21— 12) \ 98 " 9¢,0¢2

1 (821/;(0) 14+002V" 1y 821/;(0)>

12\ e T2 ageg T T2 oe

bulunur. a§?) gerilme bilegeninde bu integral sabiti yerine yazildiginda ve (4.30) sinir

kosulu ¢ = —1 i¢in uygulandiginda

82‘/;(0) . 1+ Va2vj(0) . 1— V@QVi(O)
o "2 ogog T2 o

=0 (4.37)

statik denklemine ulagilir. Dolayisiyla (4.30) simur kogulunun saglanmasi

2 31/(0) 31,(0)
o0 Col [TV O, (4.38)
21 —v2) \ 0§  060E}
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olmasii gerektirir. (4.25) esitligiyle devam edilirse, burada baggil terimler alindi-

ginda

00 (oo 9\ 1 o
¢ 2(1+v) oOr?
0

denklemi elde edilir. Burada (4.38) esitligi ile verilen o3, gerilme bilegeni yerine

yazilarak gerekli diizenleme yapilirsa son ifade

ao.ég) - €2 -1 64‘/3(0) N 84‘/3(0) N 64‘/:3(0) N 34‘/3(0)
oc 21—\ agl T ogog T ogog ol )
1 82‘/3(0)

+2(1 +v) 072

olarak ifade edilir. Burada homojen olmayan (4.31) numarali siir kogulu geregi

(4.39) esitliginde her iki tarafin integrali alindiginda

¢ 82%(0)
21+v) Or?

3 _
0 _ =3¢ AV 4

. (0)
033 = 6(1 —12) + S33

elde edilir. Burada A? = 9*/9¢! + 20°/ 851285]2 + 0%/ 85;1 ile tanimhidir. Ség) integral

sabiti olup, (4.31); ile verilen simir kogulu yardimiyla ¢ = 1 simirinda

2 1 VY
Ség) — A2‘/3(0) _ 3
6(1—v?) 2(14+v) or?
bulunur. Dolayisiyla aég) gerilme bilegeni
(N Sk S O Sl 1 (4.40)
O3 = ———— .
33 6(1—2v2)" % " 2(1+v) Or

seklinde elde edilir. Son olarak (4.40) esitliginde (4.31), sinir kogulu uygulandiginda
asagidaki denklem elde edilir:

2v(0)

1 0
Az%(()) 4 5VS(O) i 8732 = (1+v)P* (4.41)

2
3(1—v)
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Bu denklemde hV})(O) = w ve (4.11) ile verilen degigkenler kullanilarak orijinal degis-
kenlere doniildiiginde (4.41) denklemi
0w 0?

w
D—: + 2ph— =P 4.42
Jal +2p 92 + 6w (4.42)

seklinde ifade edilir ve baggil terimlerle elde edilen bu denklem Winkler zemini ile
etkilesimde olan bir elastik katman i¢in miihendislik problemlerinde kullanilan klasik

denklemdir(bakiniz Alt Boliim 3.1). Burada

2Eh3
D=—"_ 4.4
3(1 —v?) (443)

......

yerine yazildginda

gl 2

5 3(1—_1/)521(4. (4.44)

dispersiyon denklemine ulagilir. Bu dispersiyon denklemi kesme frekansi civarinda

ifade edilmistir. Burada

kh wh

4.45
. (4.45)

ile verilmektedir. Bu bélimde kullamilan (4.11) 6lgeklendirmesi 7' ~ h/coe ve £ ~
e K? yaklagimina dayanmaktadir. Kullanilan bu 6lgeklendirmenin sonucu olan (4.12)-
(4.13) dlceklendirmeleri Q = 1/4/2 olan kesme frekansi civarinda bagarisiz olmustur.
Clinkii (4.44) denkleminde Q ~ 1 iken K ~ 1/,/e. Fakat kesme frekans: civarinda,
vani K ~ 1 iken |Q? — 1/2| ~ &2 olmalidir. Bu durumda bu béliimde kabul edilen
Q ~ 1iken K ~ e~1/2 varsayim altinda yapilan (4.11)-(4.14) élgeklendirmesine bagh
kalmamaz. Dolayisiyla [Q? —1/2| ~ &% ve K ~ 1 varsayim altinda bir élgeklendirme
yapilmalidir.

Kesme frekans: civarinda geligtirlecek iki boyuttaki formiilasyon igin iki-terim

asimptotik davramg (4.44) baz alinarak

0*=1/2+°P(K) (4.46)
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olarak formiiliize edilebilir. Burada P(K’) dispersiyon denkleminden yararlanilarak

belirlenecek bir fonksiyon olup ve (4.44) geleneksel formiilasyonu igin

P(K) = ﬁz«* (4.47)

olarak bulunur.

4.3. Kesme Frekansi Civarindaki Formiilasyonlarin Tiiretilmesi

Winkler tabani ile tek taraftan etkilegen elastik katman problemi i¢in kesme fre-
kansi civarinda tiiretilecek formiilasyonlarda bir 6nceki boliimde belirtilen sebepler-
den dolay1 geleneksel formiilasyonlarin tiiretilmesinde kullanilan 6l¢eklendirmeden

farkli olarak tanimlanan boyutsuz degiskenler agagida verilmistir:
h h
o = —fi, 3 = hC? t=—Tr. (448)
€

Yerdegistirme, gerilme bilegenleri ve kuvvet terimi i¢in onerilen 6lgeklendirme para-

metreleri ise sirasiyla

v; = hev!, w3 = huvj, (4.49)
T4 = E82O'Z, Oi5 = E€2O'z<j, 03; = E830;i7 033 = E€20'§3, (450)

ve
P = E&*P, (4.51)

seklinde Onerilmistir. Burada yildizli ifadeler ayni asimptotik mertebedeki biiytikliik-
lerdir. (4.1)-(4.2) ile verilen hareket denklemlerinde ve (4.3)-(4.6) ile verilen gerilme
bilesenlerinde (4.48) boyutsuz degiskenleri (4.49)-(4.50) 6lgeklendirme parametreleri
uygulandiginda (4.1)-(4.6) esitlikleri sirasiyla agsagidaki sekilde tekrar yazilabilir:

doy; doy, 0o} g2 . 1 .
oc (a@- + O¢; ) + 2(1 + u)e" 41+ u)“i (4.52)
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burada

ile tanimhdir;

E3
003

ve burada

ile tanimhdir;

o :_52<

e

7

L1 (921);‘+1 .
C g2\ or? 9"

E3
dos;

1

oo — V—
Gii 1—02 8@ 8@ 1-— 1/0-337
1 v Ovj
O = + ;
T2+ v) N0 04
ov} ovs .
8(’ = —8—§+€22(1+V)0'3i,
a/U* * * *
85 = 52(‘733 —v(oj; + Ujj))'
Simir kosullar ise
U;i‘g‘:jzl =0,
* 2 D* * 1 *
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80§j) N g2
851 85] 2(1 -+ l/) “ 4(1 -+ V) Us

*

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)



olarak yazilir. Buradaki yildizh ifadeler

v; :"UZ-(O) + 62051) +-- vy = véo) + €2U§1) +--
O';;» :Ui(io) + 820';.1) 4+ g;‘j = U(Q) + gZO'Q) 4+ (461)
Oa; :aé(i)) + 520:&@1‘) TR ol = U:())g) 4 52‘7%) T

asimptotik seri formunda yazilabilir. (4.61) seri agilimlar: (4.52)-(4.60) denklemle-

rinde yerlerine yazilirsa, sirasiyla

oof) | Loo§ 00 00 1 ),
¢ ¢ 8& 0¢; C4(14v) !
80(1) 60(1) (0) 1 (1) (4.62>
o[ 004 Y9 (0) _ (1 4
+e < 2%, 5%, +e; 4<1+V)UZ )—l—@(s)
dogy 2 dogy 1 NOM
¢ o¢ 41+v)°
aO.(Q) 80.(9) 1 1
2 3i 3 (0) (1) 4
© (a& T, e taman ) TOE)
(4.63)
(0) ERC
o o__1 [0y v (0)
+€J 1—1/2<6§Z-+V8§]>+1— 033+
U (4.64)
+&° A Vitet B i oy | + 0
1—v2\ 0 O&; 1 5
© 90 2 O Gy
(0) ‘(‘) o 1 avi v £ 81)2- O 4
e 2<1+v>(a§j ! a) 2<1+u><a§j ’ a@)* )
(4.65)
(%Z(O) 9 (%i(l) (%éo) 9 (%él)
ac +e ac ~ " og +e _6—&+2(1+V)g32 + O(eh) (4.66)
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0 1
L (0 v (o0 +09)) + 0. (4.67)
a< ac 33 i 73

denklemleri elde edilir. (4.59)-(4.60) ile verilen smir kogular: da benzer sekilde

o) +eol) + 0N, =0 (4.68)
o+ 0N, = 2P0+ O, "
4.69
0 1 1 0 1
ol + 620§3>O(54)|<:_1 = 50T (vé 4V + (’)(54)>

bigiminde ifade edilebilir.
4.3.1. Bascil Terimler

Kesme frekansi civarindaki elde edilecek asimptotik denklemlerin tiiretilmesine
oncelikle (4.62)-(4.67) denklemlerinden baggil terimler alinarak baglanacaktir. Bunun

i¢in 6nce (4.67) denkleminden baggil terim alimdiginda

01;?()0)
¢

=0
oldugu goriiliir ve bu ifadenin ¢ degiskenine gore integralinin alindiginda
o) = V&, 7). (4.70)

elde edilir. (4.66) esitliginden baggil terimlerin alinmasiyla elde edilen denklem

81)7;(0) B (%éo)
oc g

seklindedir. Son denklemde (4.70) ifadesi yerine yazilarak ¢ degigkenine gore integral

alindiginda

8V(0)
=4 y© (4.71)

0 _ _
v T T

(2
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bulunur. (4.63) esitliginden baggil terimlerin alinarak

doly) 1 0)

aC ~ 4l+v)®

denklemi elde edilir ve bu denklemde (4.70) ile verilen véo) yerine yazilarak ¢ degis-

kenine gore integre edildiginde
(0) 1 (0) (0)
033 = (V3 + 53

esitligi bulunur. Burada Ség) integral sabitidir ve (4.69) ile verilen simir kogulu uy-

gulandiginda

o__ =1 ;o 479
033 41+ v) 3 (4.72)

(0)

0

(0) P (0)
o _ 1 I, v; vV ()
O 1 — 2 ( agl tv ag] ) + 1 033 -

elde edilir. (4.64) esitliginden alinan baggl terimlerden olugan o,;” gerilmesinin egiti

seklindedir ve bu denklemde (4.71) ve (4.72) ifadeleri yerlerine yazilirsa

Jo_ ¢ (oewY e
‘ o o

(23 1_]/2

1—v2\ 0 O¢; 41 —v2) 3

(4.73)

elde edilir. Benzer gekilde (4.65) egitliginden ag)) gerilme bilegeni i¢in bagcil terim-

lerden olugan

(0)
(7-((-)) _ 1 c%i(o) I c%j
K 2(1 + V) 853 (9&

esitligi yazilir ve burada (4.71) ifadesi yerine koyularak diizenleme yapildigina

(0)
0 ¢ (o) 1 (ov® oY (4.74)
Y 14+v 8@8@ 2(1 + V) ij 861 '
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bulunur. Son olarak aé(i)) gerilmesi igin (4.62) esitliginden baggl terimler alinarak

309 L <8a§? ) 30?) B 1 0)

ac o6 og ) Ai4w)”

esitligi elde edilir. Burada (4.74), (4.73) ve (4.71) numaral esitlikler yerlerine yazi-

larak cebirsel islemler yapildiginda

80':3?) ¢ (83‘/:3(0) . (93‘/3(0)> 1 (62%(0) . 02‘/]'(0)>

oc “1-w2\Tog TVogoe) 12\ o T Vogox,
g 'y 8‘/})(0) g 63‘/:3(0) B
A1—02) 06  1+00608
1 (v o2 1
N : 12 + J . V;(O)

+

esitligi elde edilir ve burada ¢ degiskenine gore integral alindiginda

o0 CQ 83‘/3(0) 83‘/3(0) C2 —2w( 8‘/3(0) B
T \ g 0608 ) T B -1R) 06

C aQVi(O) 1+ aQVj(O) . 1, aZVZ
¢ 0) | o(0)

bulunur. Verilen (4.68) numaral smir kogulu ¢ = 1 i¢in uygulandiginda S?()ZO-) olan

integral sabiti agagidaki sekilde belirlenir:

S(Q) _ 1 83‘/3(0) N 83‘/3(0) B 1—2u¢ avé(o)
3 2(1 —v2) \ 0¢ DEOE? 8(1 —v2) ¢
1 [(o2v® R 02V Ll 2V,
1 0
* 41+ V)VZ
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Elde edilen Sé?) integral sabitinin de yerine yazilmasiyla birlikte aé(i)) agagidaki gibi

bulunur:

0 <2 1 (83‘/;0) 83‘/3(0)> <2 —w( — (1 _ ZV) 8‘/3(0)

% T\ oe T ogoe (1 —1?) o6,
B (-1 (82‘/;(0) 1+ 1/82‘/;»(0) . 1 — 1/82‘/;> B (475)
12\ g 2 06og;, | 2 0
I St SR ()
414v) "

Burada (4.68) simir kogulunun ¢ = —1’ de saglanabilmesi igin (4.75) denkleminden

vovl®  o2v©@ 1400V0 100V 1-v_

TTon o T2 oogog T 2 og 1V 470
iligkisi elde edilir. Aranan denklemi elde etmek icin bir sonraki mertebeye gecilmesi
gerekmektedir.

4.3.2. Birinci Mertebeden Terimler

Birirnci mertebeden denklemleri elde etmek i¢in (4.62)-(4.67) ile verilen serilerde
birinci mertebeden olan terimler alinmahdir. Bunun i¢in 6nce (4.67) egitliginden
alinan birinci mertebeden terimler ile

aU(l) 0 0 0
o v (o 40)

denklemi yazilir ve burada (4.72) ve (4.73) ifadeleri yerlerine yazilirsa

‘/3(0)_

o) _ v (V0 VTN (- 1))
o¢? 0€? 4(1—-v)

of  1—-v
v 8Vi(0) N (‘9Vj(0)
1—v 8& (95]

elde edilir ve bu denklemde denkleminde ¢ degiskenine gore integral alinirsa

m_ o (=200 =2

T S(1—v) -
B VC a‘/i(O) . avj(o) N V(l) :
1—v \ 9 O¢; 3
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bulunur. Benzer sekilde (4.63) esitliginden ikinci mertebeden terimlerin alinmasiyla

elde edilen denklem

80&? _ 8U§?) n aagg)') n 1 KON 1 oD
¢ O&; O&; 2(1+v) *  4(1+v)?

olur. Bu denklemde (4.75) ve (4.77) ifadeleri yerlerine yazildiginda

doty  (P-1 C(l+v)—2w¢—(1—2v)

o 2(1—1?) 8(1 — 12?)
C+v—1 <(‘9Vi(0) avj(o)> 1 ©

AZVE;O) _ AV})(O)_F

M T N TS 2+ T
C_ 1 83‘/;(0) N 83‘/;(0) N 83‘/].(0) N 83%(0) N
12\ 0g¢ " ogag, | oo | o

(¢® =20)(1 = 2v) (o) 1 (1)
R D B en it

bulunur. Elde edilen son denklemde ¢ degiskenine gore integral almip (4.69) ile

verilen sinir kogulu uygulanirsa ¢ = 1 igin 05(5:1,)) gerilme bilegeni agagidaki gibi bulunur:

O _ C3—3C+2 21,(0) gg(l—i—y) —31/42—3§(1 —21/)—|—2<1—2V) (0)
% ST Gy S 24(1 — 12) AV
(¢ =3C+2)(1-2v) @ ¢-1 o, (=1 (
96(1 — 12 T L T L
(¢ — 1) R VACUNP. 2 vAC) 53O PEATA
+ > 13 21 + .2.7 + ]3 +
2(1—v?) o¢; 0g;0&; 085208 IE;

+

C—2(1—v)+(1—v) (VO v *
8(1 —v?) ( € + ae, + P~

(4.78)

Ayrica (4.78) gerilme bilegeni (4.69) ile verilen simir kogulunda ( = —1 yiizeyinde

de saglanmasi gerekmektedir. Dolayisiyla (4.77) ifadesinin de simir kogulunda yerine
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yazilmasiyla ( = —1 sinirinda

O__ 2 op0_ 1= 0, 1-20 0
o 3(1-v) i€ 6(1—V)AV;3 +6(1—V)V3 +
) ©  gpy® 430
2 [0V, N o3V, N >’V . oV, .
L—v \ 08 = 0o~ o¢jros 08 (4.79)
1-2 (ov® ov”
[ 1 P*
+2(1_V)<% te |ty

ifadesi elde edilir ve (4.79) ifadesi (4.54) tammlamasindan dolay1 €2 ile ¢arpilarak

diizenlendiginde \/3(0) cinsinden asagidaki formda yazilir:

6‘/3(0) 1 (0) 9 2 21 -(0) 1—2v 0) 1—2v (0)
—yo ____“ 4 A — - 4N T il
o T3 =\ Tano )t Teao )t Teaoy)'s
9 P EA A N3 vAC) (‘93‘/;(0) aSVj(O)
I—v\ o8 " ogog  ocros | og (150

1-2v (ov© oV )
+2(1_V)<8& + 5%, +(1+u)P>.

Problemdeki yerdegistirme bilegenleri olan v; tegetsel ve vs dikey yerdegistirme
bilesenleridir. 4.3 boéliimiinde tiiretilen hareket denklemleriyle ilgili olarak orta-diizlem
yerdegigtirmeleri u; = h&t(Vi(O) + 82‘/;(1)) ve w = h(\/g(o) + 82‘/3(1)) olarak sunulsun.
Elde edilen (4.76) iligkisinde u; ve w ile (4.48) orjinal degiskenleri kullamlarak

v1h ow 1 h?20%u, 1+4+v 1 h% 0%u 1—v1h?0%u; 1-v1

4h507«1:h_55_28a% 2 he €2 Da O 2 h_sgﬁoz% 2 he'!

elde edilir. Bu denklem & ile carpilirsa

Vo ow h62u1 1+v. h?> 0%us 1—v h?0%u; 1—ve?

= — — — 4.81
4~ oy da? + 2 g2 8@18a2+ 2 &2 das + 2 ( )

olur. (4.81) denkleminde &2 yerine esiti olan (4.9) yazilarak denklem h ile béliiniirse

v Ow  0*uy  1+v 0%uy 1—vd*u; 1—v 0

27 — — 4.82
dpday; 0ol + 2 8@18a2+ 2 a3z + 4 ,uhul (4.82)
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olarak yazilabilir. Bulunan (4.82) esitliginde v/2(9%u; /0a3) eklenip gikarilirsa

v ow  10%u N 1 0%y N vo*u,  vO0twu
4puda;  20a3 2002 2007 2043
1+v 0%us 1—vd®u;, 1—v 8
+ 2 + —U
2 OJaj0as 2 0o 4 uh

elde edilir ve burada cebirsel iglemler yapildiginda

_@8061 N 2

v ow 1—v <32u1 82u1> N 1+v 0 <8u1 8u2> 1—v 0

da? = 0l 2 Oday 8a1+8a2 4 Eul

elde edilir ve u = (u1, uz) olmak iizere bu ifade vektor formda agagidaki gibi yazila-
bilir:

vl 1—
——gradw =
4 2

1 1—v 6
T i Y, (4.83)

v
A
u-+ 1 b

Ayrica (4.80) denklemi de (4.48) ile verilen orijinal degiskenlerine gore yazildiginda

pPw 1 2 uh? o, 1—2v 1—2v 0
PO L = £ PO A, T Ay e 7
6o T T 30— 8- Y T sa—n) " Tsa = "
2 (8%50) 83u§0) 33u§0) 83u§0))

l—v\ 0o = 0aj0a;  Oc;0a; * da?

N 1—2v [ ou” N au§o) N (1+ V),uP
2(1 —v) \ Oq; Oa; Ebh

olarak ifade edilir ve son elde edilen bu denklem 26h ile garpilir ve p = E/2(1 + v)

degeriyerine yazilirsa gerekli diizenleme yapildiginda

2Fh? 1—2v O%w 1—2v 6h
N A2 g2Aw 4+ 2ph E g (1 - 2T
T R T L A TR ( 3(1—V)u)w (5
g B .
_2ER N diva - L ondiva = P
1—v2 1—v

seklinde yeniden yazilir.

Tek boyutlu durumda, yani uy = 0,0/0as = 0 i¢in (4.83) esitligi

vl dw 1l—v 6 0
@E = — < 1 E + 80&%) Uy (4.85)
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formunda ifade edilir ve (4.84) denklemi de tek boyutta

2R 0'w 1 —2v 0w 0w 1—2v 0h
Oh? 20h—+0(1— ————
3(1 —v?) 0a%+3(1 —v) 0o e ot? N ( 31—v) p ) v

2Fh? 93wy 1 — 2V0h ouy

112003 1—-v  Om

(4.86)
=P

yazilir. Simdi (4.86) denklemine (h?/£2)9%/0a3+(1—v)/4 operatorii uygulandiginda

2h82+9 h? 82+1—1/ B 2EhR3 h286w+1—ya4w B
P o g2 0a? s )Y 3(1—v?) \ &2 daf 4 Odat

1—2v 2(h284w 1—y82w) 1—2u92h<h282w 1—y)
5 w |+

300" \Zoar " 1 9a2) T30-0) p \(Foz T 1

2ER? 3* [(h? 07 +1—V +1—2V0h h_28_2+1—u —t
1 —1v20a3 \ €2 0a? 1 )Ty g2 da? 4 !

h? 9? 1—v
. P
<528af+ 4 )

(4.87)

elde edilir. (4.87) denkleminde (h?/e?)0? /0a2+(1—v)/4 operatorii h? /e? parantezine
alinir, u, igeren terimler (4.85) esitliginden w cinsinden yazilirsa ve elde edilen (4.87)

denklemi

2h82 L h? 82+1—V _ 2ERS 0w
P o g2 da} r )T 3(1 —v?) 6h da$

2Eh3 1—2v 2ER? vh\ 0*w
- + Wu+ ——) =
12(14+v) 3(1—-v) 1—v2 4 ) 0af
(- 2v)0h? o 1-2v on? 4+ (1 —2v)6r*v\ O*w
12 31— 1) 1—v 4 )oa?
1—2V82_hw+1—y " 4hp 8_2
(1 —v)80a?

12 4 4

olarak yazilir. Burada &2 yerine 0h/p yazilirsa

4Eh? <1 N Eh  9? ) 0w ( 2Eh (1-2v)(3 — 21/)9112) 0w
3(1—v?) (1+v)00a?) daj 1+v 3(1—-v) da?
21 +v)(1 —2v)0h 2Eh 0?1\ Q*w
(1+wv)0 (1 _X §<1)£ ” >E> w+ 2ph(l —v) (1 + i y2)98a§) BT
=(1-v) (1—#&8—2) :
(1 —12)0 0a?
(4.88)
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denklemi elde edilir. Homojen (4.88) denkleminde(P = 0) dalga sayisma(k) ve dalga
frekansima(w) bagh dispersiyon denklemini elde edilebilmesi i¢in w yerdegistirmesi
w = e’k formunda (4.88) denkleminde yerine yazilirsa bu denklemin dispersi-

yon denklemi

2k 1—v
—_— 2 —_—
(—2phw +9)( = T )

2By 2hu

. (1=20)3-2v) ,, , (1—2v)h6?
3(1—1v2)0 3(1 —y)k  12(1—-v) O+ 124

seklinde bulunur ve burada (4.45) ifadeleri ve (4.9) ile tanimlanan parametre de
yerlerine yazildiginda ve tiim denklem 26 ile boliindiigiinde dispersiyon denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

0.8

0.6 -

04 -

0.2

oop, oy
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85
Q

Sekil 4.2. Geleneksel teorideki (4.44) numaraly dispersiyon iliskisi(mavi) ve kesme fre-
kansy civarinda elde edilen (4.89) numaraly dispersiyon iliskisinin (turuncu)
karsilastirimasi(e = 0.2 ve v = 0.3)

(2-3) (- 557)

2 of .6 1., (A1=2v)3-2v) , (1-2v)(1-v)
T30 (K Tt 16 R 16 )

Elde edilen (4.89) denklemi kesme frekansi civarinda Boliim 4.2" de bahsedilen kesme

(4.89)

frekansi civarindaki davranigi ifade eden (4.46) numarali formiilasyonun formatinda
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yazilacak olursa, gerekli diizenleme yapildiginda

1 16K —8K*— (1 —2v)(3—2v)K?+ (1 —2v)(1 —v)
P(K) = 201 =7) K- (1—0)/d (4.90)

bulunur. (4.90) numaral esitlikte K = /1 — v/2 noktasi payday1 sifir yapmaktadir.

(4.89) dispersiyon denklemi (4.46) ile verilen formiilasyon ile ifade edilirse

1 1 16KS —8K*— (1 —20)(3—2)K2+ (1 — 20)(1 =)\
2 (24( )8

F-g= 1-v) K2—(1-v)/4
(4.91)

olur. Burada K = /(1 — v)/29 hiperbolii i¢in Q = 1/v/2 ve K = v/1 — /2 nokta-
lar1 asimptottur. Bu da 3.4 béliimiinde bahsedildigi gibi egilme(bending) dalgalar1 ve
genigleneyen(extensional) dalgalarin dispersiyon egrilerinde sapma(veering) oldugu
anlamina gelmektedir(bakiniz Alt Bolim 3.4)[24].

Bulunan bu sapma(veering) noktalarimin civarmda (4.89) numaral dispersiyon

P ) L e e e e e B ]

0.6 [

0.5

0.4 -

0.3 -

0.2

Sekil 4.3. Kesme frekanst civarinda elde edilen (4.89) numarale dispersiyon iliskisi(mavi)
ile ayne dliski igin K =+/(1 —v)/2’deki (4.92) ile wverilen yaklagiminin(turuncu)
kargilagtirilmasi(e = 0.2 ve v = 0.3)

denklemi K = /(1 — 1)/2Q ve Q = 1/v/2 ifadelerinin yerlerine yazilmasiyla

1 1—-v 1
(Q 2) (K 1 ) 35 V (4.92)
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sekinde indirgenebilir. (4.89) denkleminde K > 1 oldugu durumda O(K*®), O(Q*K?)
ve O(K?) mertebesinden terimlerin haricindeki terimler ihmal edilir ve bu terimlerle

elde edilen denklem

-1, 2

2 3(1—»u)52K4 (4.93)

bulunur ki bu denklem Winkler tabaniyla etkilegen kirig i¢in bilinen (4.44) numaral
geleneksel dispersiyon denklemiyle ortiigiir. Ote yandan K < 1 oldugu durumda
(4.89) denkleminde O(9?), O(e?) ve O(1) terimlerin haricindeki terimler ihmal edi-

lebilir ve bu bascil terimlerden olusan denklem

1 1-2
02 =-_ =" .2 4.94
2 6(1—v)" (4.54)

olarak bulunur. Bu denklem de 9% = 1/2 kesme frekans1 degerine (4.44) geleneksel
teorisiyle tahmin edilen O(g?) mertebesindeki hata paym verir.

Bu boliimde Winkler tabani ile tek taraftan etkilegen elastik katmandaki egilme
icin asimptotik bir formiilasyon tiiretilmistir. Saglama ve karsilagtirmalarin yapi-
labilmesi i¢cin Winkler tabani ile tek tarafli etkilesen klasik Kirchhoff plaka modeli
kullanilmigtir. Kesme frekans: civarinda (4.83) ve (4.84) ile verilen bir alternatif yak-
lagim tiiretilmigtir. Bu alternatif yaklagim Alt Boliim 3.4’te detayli olarak goriilen
ve kii¢giimsenemeyecek bir etkisi olan egilme dalgalarinin ve genigleyen dalgalarin
etkilesimini sapma ile birlikte icermektedir. Kesme frekansi civarinda elde edilen
(4.46) ve (4.90) dispersiyon denklemleri Kaplunov ve ark.[17], Rogerson ve ark.[30|
ve Lashhab ve ark.[23] tarafindan yapilan galigmalarda bahsedilen klasik serbest
plakalar i¢in bilinen polinom tipi dispersiyon iligkilerinin aksine, kesir formunda bu-
lunmustur. Bu durumda paydada yer alan K = /1 — v/2 ifadesi diizgiin olmayan

davranisa sebep olmaktadir.
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5. SONUC

Bu tezde iki tarafli ve tek tarafli Winkler tabam ile etkilegimde olan elastik bir
katmandaki dalgalarin kesme frekansi civarindaki etkisi ortaya ¢ikarilmistir. Bu so-
nuca zemin-yap1 etkilesiminin modellendigi ve iyi bilinen klasik bir formiilasyon olan
Kirchhoff formiilasyonu geligtirilerek varilmigtir.

Tek tarafli problemin anlagilmasinda yardimer olabilecegi diisiiniilerek analiz edi-
len iki tarafli durumda yapi simetrik oldugundan dolay1 problem simetrik ve antisi-
metrik modlar i¢in olarak ayr1 ayri ele alinmigtir. Antisimetrik modlar igin kesme fre-
kansi civarinda elde edilen (3.94) yaklagiminin kargilik geldigi (3.106) hareket denk-
lemi (3.16) ile verilen Klasik Kirchhoff formiilasyonu ile kargilagtirildiginda (3.106)
denkleminin ekstra terimler icerdigi goriilmiistiir. Bu ekstra terimler kesme frekansi
civarindaki dalgalarin etkisine kargilik gelen terimlerdir.

Tek tarafli durumda kesme frekansi civarinda yaklagik elde edilen dalga sayisi
ve frekansa bagl dispersiyon iligkisinin olduk¢a karmagik oldugu goriilmiistiir. Do-
layisiyla etkilesimden kaynakli dalgalarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bu yaklagik
denklem genigleyen(extensional) dalgalar ve egilme(bending) dalgalarina kargilik ge-
len iki kisma ayrigtirilmigtir. Ayrica Sekil 3.8 ile verilen grafikte yapidaki zemin-
katman etkilesiminden kaynakli bir sapma olabilecegi diistiniilerek dg ve dx Olcek-
lendirmesi yardimiyla Mace ve Markoni ¢aligmasi|24] 1g18inda bu sapma da ortaya
gikarilmigtir(Sekil 3.10). Tek tarafli durumun hareket denklemleri asimptotik tii-
retilmistir. U¢ boyutlu elastisite denklemleriyle ele alimarak iic boyuta genisletilen
problem igin kargilagtirma yapilabilmesi 6ncelikle klasik plaka modeli ele alinarak
Kirchhoff formiilasyonu asimptotik olarak tiiretilmistir. Daha sonra kesme frekansi
civarindaki formiilasyonlar tiiretilerek kargilagtirma yapildiginda (4.42) ile verilen
klasik modelden farkl olarak kesme frekansi civarinda tiiretilen (4.88) formiilas-
yonunda ekstra terimler ortaya c¢ikmistir. Bu terimler kesme frekansi civarindaki
dalgalardan kaynaklu etkiyi gostermektedir. Ayrica ii¢ boyutlu durumda da zemin

etkisinden kaynakli sapmanin gerceklestigi goriilmiigtiir.
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