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TESEKKUR VE ONSOZ

Yiiksek lisans tez ¢calismam siireci boyunca danigmanligimi iistlenen, tezin hazirlanmasinda
yardim ve yonlendirmelerde bulunan bilgi ve deneyimleri ile bana yol gosteren cok degerli
hocam sayin Prof. Dr. Miige KARADAG’a sonsuz tesekkiir ederim. Egitim 6gretim hayatim
boyunca her zaman yanimda olan, sabir ve anlayiglariyla bana yol gosteren, her daim bana
destek olan AILEME sonsuz tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kenmotsu Istatistiksel Manifoldun Istatistiksel
Altmanifoldlar1 Uzerine Bir Calisma” baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere
aykirt diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin
kaynaklarin hem metin icinde hem de kaynakc¢ada yontemine uygun bi¢cimde gosterilenlerden
olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

Torsiyon tensorii

Egrilik tensorii

Kesit egriligi

Ricci tensorii

Skaler egrilik fonksiyonu
Riemann uzay formu
Riemann manifold
Otalama egrilik vektorii
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Fark tensor alam

Hemen hemen kontakt yapi

Hemen hemen kontakt manifold

Riemann metrigi
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Temel 2-form
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Hemen hemen Hermitian manifold
Nijenhuis torsiyon

Tanjant uzay
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Bes boliimden olusan bu yiiksek lisans tezinin;

Birinci boliimii giris kismi olarak hazirlanmistir. Konunun gelisimi ve tarihcesi hakkinda
kisaca bilgiler sunulmustur.

Ikinci boliimiinde, tezin daha iyi kavranabilmesi agisindan gerekli olan tiim temel tanimlar
ve kavramlar verilmistir. Bu boliimde ayrica Riemann manifoldlar ve altmanifoldlardan
bahsedilmistir.

Ugilincii boliimiinde, istatistiksel manifold kavrami etraflica ele almarak caligilmustir.
Istatistiksel manifoldlarin altmanifoldlari, hiperyiizeyleri ve istatistiksel altmanifoldlarda
Chen-Ricci esitsizligi incelenmistir.

Dordiincii boliimii iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kismi hemen hemen kontakt
manifoldlar, Kenmotsu manifoldlar ve hemen hemen kontakt metrik istatistiksel manifoldlarin
tamtilip incelenmesine ayrilmugtir. Ikinci kisminda ise tezin amaci olan Kenmotsu istatistiksel
manifoldun istatistiksel altmanifoldlar1 iizerine calisilmigs olup burada ayrica Kenmotsu
istatistiksel manifoldlarin istatistiksel altmanifoldlarinda Chen- Ricci esitisizligi incelenmistir.

Besinci ve son boliimii sonug¢ kismindan olugmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel manifold, Kenmotsu manifold, Chen- Ricci esitsizligi,
Hemen hemen kontakt manifoldlar, Hiperyiizeyler, Kenmotsu
istatistiksel manifoldlar
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This study, prepared as a master’s thesis, consists of five parts.

The first part is prepared as an introductory part. Briefly information about the development
and history of the subject is presented.

In the second part, all the basic definitions and concepts necessary for a better understanding
of the thesis are given. Riemannian manifolds and alltmanifolds are also mentioned in this
section.

In the third chapter, the concept of statistical manifolds is thoroughly discussed and studied.
The Chen-Ricci inequality for submanifolds, hypersurfaces, and statistical submanifolds of
statistical manifolds has been studied.

The fourth part consists of two parts. The first part is devoted to the introduction and study
of almost contact manifolds, Kenmotsu manifolds, and almost all contact metric statistical
manifolds. In the second part, the statistical submanifolds of the Kenmotsu statistical manifold,
which is the purpose of the thesis, are studied, and the Chen-Ricci inequality in the statistical
submanifolds of the Kenmotsu statistical manifold is also examined here.

The fifth and final part consists of the concluding part.
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1. GIRIS

Fisher veya bilgi geometrisi olarak ifade edilen istatistiksel manifoldlarin teorisine ilk
dikkat ceken Rao (1945 ) dur [1]. Bilgi geometrisinde temel problemlerden biri istatistiksel
manifoldun 6zelliklerini incelemektir. Fisher bilgisi, olasilik ve istatistikte nemli bir niceliktir.
Gozlemlenebilir bir rastgele degiskenin, temel dagilimin bilinmeyen parametreleri hakkinda

tasidig1 bilgi miktarinm olger [2].

Giiniimiizde bilgi geometrisi, bilgi teorisi, stokastik siirecler dinamik sistemler ve zaman
serileri, istatistiksel fizik, kuantum sistemleri ve sinir aglarinin matematiksel teorisi gibi 6nemli

bir uygulama alanina sahiptir [3].

1985 yilinda Amari tarafindan tanitilan istatistiksel manifoldlar bilgi geometrisi agisindan
incelenmistir [4]. Bu tiir manifoldlarin geometrisi, Afin geometrisinde eslenik baglantilar olarak
adlandirilan dual konneksiyon kavramini icerdiginden Afin diferansiyel geometrisi ile yakindan
iligkilidir. Ayrica, bir Hessian’in genellemesi olan istatistiksel bir yapr Hessian geometrisini

birbirine baglar [5].

<M ,g’) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. (M,V,g), bir istatistiksel
manifold ise o zaman (M,V,g), <]\71 ,§> nin bir istatistiksel altmanifoldudur. Burada V, M
tizerindeki bir Afin konneksiyondur ve g, M iizerindeki g Rieman metriginden indirgenen
M iizerindeki metrik tensdrdiir. M iizerinde bir Afin konneksiyon V olsun. <A7I ﬁ,g) bir
istatistiksel manifold ve M nin bir altmanifoldu M ise (M,V,g) ayn1 zamanda V konneksiyonu
ve g metri8i ile indirgenen bir istatistiksel manifolddur [5]. Aslinda bir istatistiksel manifold
Codazzi denklemini saglayan torsiyonsuz bir Afin konneksiyon ile donatilmis bir Riemann

manifolddur [6].

Altmanifoldlarin geometrisinde Gauss formiilii, Weingarten formiilii ile Gauss, Codazzi ve
Ricci denklemleri temel denklemler olarak bilinir. Istatistiksel altmanifoldlar iizerine karsilik
gelen temel denklemler P.W.Vos tarafindan elde edilmistir [5, 7]. Istatistiksel manifoldun
egriliginin bir tiir standart hiperyiizeyin kabul edilmesi i¢in bir kosul Fruhata tarafindan verildi

[5,8].

Ote yandan B.Y. Chen, Chen esitsizlikleri olarak bilinen Reel uzay formlarinda

altmanifoldlar igin temel esitsizlikler kurmustur. Ozellikle Chen- Ricci esitsizligi olarak bilinen



Reel bir uzay formunun herhangi bir n- boyutlu Riemann altmanifoldu icin Ricci egriligi ile

ortalama egriligi arasinda bir baginti kamitlamistir [5,9].

B. Y. Chen tarafindan kesit egriligi sabit ve ¢ ie gosterilen bir Riemann manifoldunun

herhangi bir n- boyutlu altmanifoldu i¢in

n—1
4

l’l2 2
Rie (X) < “—=c+ - |IH|

esitsizligi kanitlanmaktadir [10].

K. Kenmotsu [11], Tanno’nun otomorfizm grubu maksimum boyutta olan birbirine bagh
hemen hemen kontakt metrik manifoldlarin siniflandirilmasinda iigiincii bir smifi olan L x N,
katl carpim uzaylar iizerinde calisti. L X N nin 6zelliklerini analiz etti ve tensor denklemleri
ile tammladi. Giiniimiizde boyle bir manifold Kenmotsu manifoldu olarak bilinmektedir. Son
zamanlarda Fruhata ve arkadaslar1 [6], bir Kenmotsu Manifoldunun istatistiksel karsiligini
inceledi ve Kenmotsu istatistiksel manifoldu kavramimi ortaya koydu [12]. Bir Kenmotsu
manifolduna dogal bir afin konneksiyon koyarak bir Kenmotsu istatistiksel manifoldu tanimlanir
ve Kenmotsu istatistiksel manifoldu bir holomorfik istatistiksel manifoldun katl ¢carpimi ve bir
dogru olarak nasil insa edilecegini inceler. Ayrica bir Kenmotsu istatistiksel manifoldun ¢ —kesit

egriligi c ise ¢ = —1 oldugu gosterilir [6].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tammm 2.0.1. M" n- boyutlu bir diferensiyellenebilir (dif.bilir) manifold olsun. p € M
noktasindaki tanjant vektorlerin uzayt Tyn(p) ile gosterilsin. Bu vektor uzayima, M nin p

noktasindaki tanjant uzayt denir [13].

Tamm 2.0.2. Bir M" dif.bilir manifoldunun p € M" noktasinda Ty (p) de tanjant vektorii

karsilik getiren asagidaki doniigiime M" iizerinde vektor alani denir.
M — U Ty
n petn M (p)
[13].
Burada vektor alaninin dif.bilir olmasi, Vf € C* (M",R) i¢in
nf:M" — R
p —=nfp)=np(f).

seklinde tanimli fonksiyonun her mertebeden dif.bilir olmasidir [14].

Tamm 2.0.3. M" bir dif-bilir manifold ve p € M" olsun. Tyn(p) tanjant uzaymn duali olan

uzay Ty (p) ile gosterilsin. Boylece
Tyn(p) = {w|w:Tym(p) — R}
ile tanimlanir. M" nin her p noktasina dual vektor karsilik getiren doniisiime 1-form denir [14].

Tanim 2.0.4. C* olan M" manifoldu iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi y (M") olsun.

g x(M") xx (M") = C*(M",R)

ile taniml1 g bilinear formu, V1, € x (M") i¢in

@ g, &) =¢g(&n)

(b) g(n,M)>0veVnicing(n,n)=0<=n=0

sartlar1 saglamiyor ise g bilinear formuna Riemann metrigi (M",g) ikilisine de Riemann

manifoldu denir [14].



Ornek 2.0.1. R” ¢klid uzayt iizerinde
n
<r’7 C> = Z XiYi
i=1
i¢ carpimini gézoniine alalim. (,) i¢ ¢arpimu simetrik, bilinear ve pozitif tammlidir. Onun
icin (,) bir Riemann metrik ve (R",(,)) de bir Riemann manifolddur [14].

Tamim 2.0.5. M" bir C* manifold, M" iizerinde tamumli bir W agik kiimesi ve 1,{ € W olmak
iizere f € C* (W,R) fonksiyonu icin

L1 (M7) x x (M") = x (M")
M, 81 () =n(Ef)=c(nf)

gibi tanimlanan doniisiime Lie (parantez) operatorii denir. 1) (f), f nin 1 vektor alanina

gore tiirevidir [14].

Tamm 2.0.6. M" bir C* manifold ve M" manifoldu iizerinde W agik kiimesi ile 1, { € W
verilsin. f, g € C*(W,R) ve A € R icin Lie parantez operatorii asagidaki ozellikleri saglar [14].
L [n,8(f+g)=[n¢(f)+ (g

2. n, ¢l (Af) =2 [n.L](f)

3. [n.¢1(fe) =M. C(f) g+ n.Cl(8) f

4. [n.[Cpll+ (S, [P0l +[p,[n.C]] =0

Lemma 2.0.1. M" bir C* manifold olsun. Bu durumda m, § € y (M") ile f, g € C*(M")
icin
/.81 = (f8)[n,E1+ (/M (g) & — (&S (f))n
dir [14].
Asagidaki lemma Lie operatoriiniin yerel koordinatlardaki ifadesi verilmektedir [14].

Lemma 2.0.2. 11,{ M" manifoldunun W acik kiimesi iizerindeki vektor alanlart olsun. Bu

durumda W iizerinde yerel koordinat sistemi (x1 X2, ...,%Xy) ,

e, v ;0
n=Zua—7 C_j_z’luja_xj

n
i=1 Xi

4



olmak iizere

dir [14].

Tamm 2.0.7. M" bir manifold ve T (TM"), M" iizerindeki vektir alanlarimin kiimesi olsun.
n,¢§,p € I'(TM") vektor alanlari ve f € C* (M",R) fonksiyonu i¢in

L Vorep=Vap+Vep

2. Va(§+p)=Vyl+Vyp

3. Vi€ = fvp(l

4 Vy(fE) =nlf16+fVal

sartlarini saglayan V : I'(TM") — I' (T M") doniisiimiine afin veya linear koneksiyon denir.
V¢, € min 1 boyunca kovaryant tiirevidir. Afin koneksiyon tanimindan goriilmektedir ki, bir

afin koneksiyon M" deki vektor alanini tekrar vektor alanina tagtyan doniisiimdiir [14].

Tamm 2.0.8. (M", g) bir Riemann manifold ve V da M" iizerinde tanimlanan bir afin koneksiyon

olsun.

siklarin1 saglayan V ya M lizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu veya
L-C.kon. (yani Levi-Civita koneksiyonu) denir. [15]
Tanim 2.0.9. (M",g) bir Riemann manifold ve V da M" de tamumli L-C.kon. ise V1,{,p €

X (M") icin

2g(Vn€,p)=mng(&,p)+Cg(p,n)—pg(n,&)
—g(n,[¢,p])—¢(&,[m,p])+e(p,[n,¢])

tile verilen ifadeye Koszul formiilii denir [15].



Tanmim 2.0.10. V bir vektor uzayi ve V* da V vektor uzayimin dual uzayr olsun. Bu durumda

m tane n tane
7\

WU xVx.. xVxVxVx. V' >R

ile verilen ve A1,Ay € R,vi vy ...,vy €V vevi,vs,...,v, €V*

olmak tizere

l//(vl,...,llvk—l—lzv;{,...) =MY (V1yeois Vs oony ) + 20 (vl,...,v;c,...>

sartint saglayan y doniisimiine m. mertebeden kovaryant(kov.) ve n. mertebeden

kontravaryant(kont.) tensor ismi verilir.Burada vy, v; eV (veya V") di.

Bir tensor her bir degiskenine gore linear olan bir doniisiimdiir. r. mertebeden kov. ve s.

mertebeden kont. tensorlerin kiimesi 7" ile gosterilir. Buna gore

A1, A € R ve yp, v, € T olmak iizere,

(Al L] —l—)Lzl,Uz) (Vl,VZ, ) = 2,1 Y1 (\/'1,\/’27 ) —i—lzl[/z (vl,vz, )

tanimlanirsa agikga goriiliir ki Ay y; + Ay, € T, dir. Yukarida tanimlanan iglemlerle birlikte

T bir vektor uzay1 yapisina sahiptir [14].
Tamm 2.0.11. M" bir dif.bilir manifold ve V bir linear koneksiyon olsun. Bu durumda

T:T(TM") xT(TM") — T (TM")
(n,8) =T1M,8)=Vpl—Ven—[n,{

gibi tamml T tensér alanina V linear koneksiyonun torsiyon tensorii denir. Aciknir ki T,(1,2)
mertebeli tensor alanidir. T = 0 olmast durumunda V linear koneksiyonu torsiyonsuzdur denir.

Yani,
M, 8]=Vyl—=Vn
dir [14].
Lemma 2.0.3. M" manifoldu iizerindeki koneksiyona V ve V koneksiyonun tensor alani T ise
n, { e T'(TM") icin
T(n,8)=-T(,n)
ve M" manifoldunun p noktasindaki torsiyon tensér alam M, ve €, degerlerine baglidir [14].

6



Tanmim 2.0.12. M" dif.bilir manifold ve V bir linear koneksiyon olsun. Boylece
R:T(TM")xT'(TM") xI'(TM") - T'(TM")
(1.6,p) > R(N,8)p=VnVep=VeVnp =V gp

gibi tamimli R tensor alamina V linear koneksiyonun egrilik tensorii adi verilir ve R, (3,1)

mertebeli tensor alamdir. Eger R = 0 ise M" manifoldu diizlemseldir ( flattir ) denir [14].

R asagidaki ozellikeri saglar: Vn,8,p e T(TM")

(i) R(n,8)p=—-R(E,n)p

(ii) R(m,8)p+R({,p)n+R(p,n)¢ =0 (1. Bianchi Ozdesligi )

dir [16]. AyricaVn,{,p,0 € T'(TM") igin,

R(n,{,p,0)=g(R(n,C)p,0)

tensoriine M" nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir [15].

Aym zamanda V1, {,p,0 € T'(TM") igin,

L. R(U»CaP»G)Z—R(CaUaPaG)
2. R(n,E,p,0)+R(E,p,n,0)+R(p,n,E,0)=0
3. R(n7C7p7G):_R(n7Caovp)

4. R(n,{,p,0)=R(0,p,n,{)

ozelliklerini saglar [16].

Tanim 2.0.13. (M",g) bir Riemann manifold ve M" nin p noktasindaki tanjant uzayr Ty (p)
ve Tyn(p)’ min 2—boyutlu bir altuzayr P olsun. a, B, Ty (p) de linear bagimsiz vektorleri icin

I1 = Sp{a, B} diizlemi iizerinde

g(R(a,B)B, )
g(ava)g(ﬁvﬁ)_g<avﬁ)2

degerine M" manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir [14].

H(P) = (a,B) =

7



Tanmm 2.0.14. (M",g) Riemann manifoldu ve M" de yerel ortonormal vektor alanlari

{e1,....,en} olsun. m, § € x (M") igin

S1=x(M")x 2 (M") = C*(M",R)
(m,6) — Si1(m, &) =izR(.,M)¢

gibi verilen (2,0)- mertebeli

Zg (ei,1) . ei)

tensor alamina (M", g) ’nin Ricci tensorii ismi verilir. M" nin Ricci operatorii Ric ise

g(Rlcn7C) =51 (777C)

seklinde tamimlanmir [14].

Ricci tensorii simetriktir, yani

51,0 =Y g(R(C.er)enn zg (e 0)Me) = S1 (£.1)

i=1

dir [14].

Tamim 2.0.15. Bir Riemann manifoldu (M",g) ve {ey,...ep}, x (M") nin yerel bazi olmak iizere;

n
r= 251 (ei,e;)
i=1
fonksiyonuna M™ nin skaler egrilik fonksiyonu ismi verilir [15].

Tanim 2.0.16. Sabit egrilikli, tam, baglantili bir M" manifolduna bir uzay form denir ve M" (c)
ile gosterilir.

Egger;

c = 0ise M"(c) = E" Oklid uzay,

c= riZ ise M" (¢) = S" (r) kiiresi,

c= —rlz ise M" (c) = H" (r) Hiperbolik uzay

dir [15].



2.0.1 Altmanifoldlar

~n+k ~n+k ~
Tanmm 2.0.17. M" ve M iki manifold olsun. M iizerinde bir W ve M de bir W komgsulugu

mevcut ve

W={meW 5 0m = .=, (m) =0}

~n+k -~ o ~
ise M" ye M nin altmanifoldu denir. {nl, e Tlm} koordinat sistemi W da, {n1,N2,...Nn}

de W da koordinat sistemleridir [15].

~n+k ~n+k ~
Tamm 2.0.18. M" ve M Riemannian manifoldlar ve M", M nin altmanifoldu, V ve V de
~n+k
sirastyla, M™ ile M iizerinde kovaryant tiirevler olsun. M" iizerinde 1 ve { vektor alanlart

icin
by (M™)x x (M") — x* (M) (2.0.1)
Val = Vol +h(n,0)
gibi tammly esitlige Gauss formiilii ismi verilir. Burada V,C ve h(n,() 7%774: nin swrast ile,
tanjant ve dik bilesenleri olup ( 2.0.1 ) ile tanimlanan h ya M" nin 2.temel formu ismi verilir.

h =0 ise M" ye total geodeziktir denir [15].

~n+k ~n+k
Tamm 2.0.19. M" ve M iki Rieman manifoldu iseler M"*, M mn altmanifoldu olsun. N,

M" nin birim normal vektor alani ve —AnX ve V#N de sirasiile Vy N nin teget ve dik bilesenleri
iseler

Ay (M) x g (M") = x (M")

doniisiimii iyi tanimli olup

VN = —Ayn + VN (2.0.2)

biciminde taniml esitlige Weingarten formiilii ismi verilir. Bu ifadede Ay ye sekil operatorii,

V1 e de M" nin TM dik demetindeki koneksiyonu denilir.

M" nin Ay sekil operatorii ile 4 ikinci temel formu arasinda;

g(ANmC) :g(h(n>C)7N)

iligkisi vardir [15].



~

~n+k _
Tamm 2.0.20. Riemann manifoldu <M ,g) nin bir altmanifoldu M" olsun. M" ™ min egrilik
tensorii ;?, vn,¢,p,0 € x (M") icin
R(M, ) p=VaVep=VeVap =V qp

R(n,6.p.0) =2 (R(n.{)p.o)
gibi tamimlanur.

~ n+k ~
M" nin egrilik tensorii R ve M nin egrilik tensorii R olmak iizere ( 2.0.1 ) ve ( 2.0.2)

denklemleri yardimi ile

R(N,$,p,0) =R(10,$,p,0) =2 (h(S,p),h(n,p)) (2.0.3)
+g(h(n,p),h(,0))

elde edilir. ( 2.0.3 ) esitligine Gauss denklemi denir [15].

Gauss denkleminin teget ve dik bilesenleri sira siile,

~ T
(R.€)p) =R(M,E)p+Au(n0)C —Ancpm (2.04)

ve
~ 1 — —
(Rin21p) = (¥ah) €p) = (Ven) n.p) 205)
olup ( 2.0.5) esitligine Codazzi denklemi ismi verilir.

Burada §h, M" altmanifoldunun 2.temel formu % nin kovaryant tiirevidir ve

(Vah) (6.0 = Vi(.p) ~h(£.9p)
gibi tanimlanir.
Ayrica §,& € xt (M") ise
;3(777(:7575) =R" (Tlaca@ﬁ) _g<[A§7A5] ThC) (2.0.6)

gibi tamimlanan esitlige Ricci denklemi ismi verilir.

(2.0.6)da [Az,A5] =AzAs—AsAz ve R* ise V- dik koneksiyonuna gore Riemann egrilik

tensoridiir [15].
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~n+k
Tamm 2.0.21. (M",g), | M ,g | Riemann manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M" deki bir

x € M" icin Ty (x) nin yerel ortonormal {ey, e, ...,e, } bazint alalim. M" iizerinde

H = h(ei,ei)

S| =
.M:

i=1

vektoriine M" nin ortalama egrilik vektorii olarak adlandirilir [15].

M" tizerinde

ise M" ye minimaldir denir [15].

~n+k
Tanim 2.0.22. M" ve M iki manifold olsun.

~n+k
dfp 2 Tayn (p) — Tf(p)M

doniigiimii Vp € M" noktasinda 1 : 1 ise

~n+k
f M —M

dif-bilir doniisiimiine immersion denir.

Eger dy, immersiyonu i¢in f doniigtimii 1: 1ise f ye imbeddingdir denir [17].

Tanim 2.0.23. E", oklid uzayinda bir (n— 1) yiizey diye E" deki bir & # M kiimesine denir ve
bu M kiimesi

dif .bilir
L

Mz{XEVCE"]f:V R, x— f(x)=c V biragik altkime}, Vf|p#£0,VPEM,

gibi ifade edilir. E? de bir 1—yiizeye egri, E> de bir 2—yiizeye kisaca yiizey denir. n >3 ise
E" de bir (n— 1) yiizey hiperyiizey diye isimlendirilir [13].
Tanim 2.0.24. M ve N dif.bilir manifoldlar ve F : M — N diferensiyellenebilir doniisiim olsun.
Boylece Fp : T,M — Tp(,)N, tiirev doniisiimii olmak iizere

F*: TF(p)N* — TPM»<

F, tiirev doniisiimii

F* (0r(p)) (X()) = OF(p) (F (X))
11



seklinde tanimlanir. Bu doniisiime geri-¢agurma ( pull-back map ) doniisiimii denir. Eger ¢, N

iizerinde 2-form ise p € M noktasinda

(F*fP)p (Xpayp) = ¢ (F. (Xp) Fy (Yp>)

olarak verilen F*¢ bilinear formu tamimlar. En genel anlamda ¢, N iizerinde r. mertebeden

kovaryant tensor alani ise X1, ...,X, € U (TN) i¢in

(F*¢) (X1,....X) = ¢ (F (X1),.... Fs (X))

dir [14].
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3. ISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR

C*~ smifindan (n+ k) boyutlu bir Riemann manifold M ve V, M iizerinde bir afin koneksiyon
olsun. I'(E) ile E — M vektsr demetlerinin kiimesi gosterilsin. Boylece M iizerinde (p,q)

tipindeki tiim tensor alanlarinin kiimesi I (TM (p 74)> olarak gosterilir [5].

Tamm 3.0.1. (]\N/I ,V,g) bir istatistiksel manifolddur eger

i) V torsiyonsuz ve
i) (5x§> (v,2) = (%&) (X.Z), X.,Y,ZeTl (TAN/[)
dir.

~k

V , g ye gore V mn dual koneksiyonu olarak adlandirilir ve
~ ~* ~
X3 (Y,Z)=3 <VXY,Z> +3 <Y, VXZ) . XY ZeT <TM)

sartin1 saglar [18].

~ o~ %

(1\} ,§) istatistiksel manifoldu, torsiyonsuz V, V afin koneksiyonlar1 ile donatilmis,

(n+ k) — boyutlu bir Riemann manifolddur [5].

Onerme 3.0.1. (Z\Nd ,V, §) bir istatistiksel manifolddur gerek ve yeter sart (Zl} , V¥, §) de bir
istatistiksel manifolddur [18].

ispat: (A} v §) bir istatistiksel manifold olsun. X,Y,Z € T (TM) iin

Xg(Y,Z) =g (%XY,Z> +3 <Y, 5;Z> ,
olup buradan,
(%Xg) (V,Z)+3 (%XY, z) 43 (Y, %Xz> —3 (%XY, z) 3 (Y, 522) 3.0.1)
dir. Burada X ve Z (3.0.1 ) degistirilerek
(%Z’g“) (V,X)+3 <Y, %ZX) —3 (Y, %x) (3.02)
elde edilir. ( 3.0.1 ) den (3.0.2) ¢ikarilarak

~* ~*
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~

yazilir. Bu V* nin torsiyonsuz oldugunu gosterir.
Ayrica,
Xg(¥.2)=(Vxg) (¥, 2)+8 (V*XY, Z> +g (Y, VXZ) :
dan
g (VXY,Z> +g <Y, VXZ> =(Vyg)(Y.Z)+g (V*XY,Z) +g (Y, VXZ) : (3.0.3)
elde edilir. Burada X ve Y ( 3.0.3 ) de degistirilerek
g <VyX,Z) =(Vyg)(X,Z)+g (V*yX,Z> (3.0.4)
yazilir. ( 3.0.3) den ( 3.0.4) ii ¢cikarilarak,
g([va] 7Z) = (VXg) (Y,Z) T (VYg) (X7Z) +§<[X7Y] 7Z> )
elde edilir. Boylece
(Vx8) (¥,2) = (Vy8) (X.2).
esitligi bulunur. Bu da (]\Nd , V¥, §) nin bir istatistiksel manifold oldugunun ispatidir.

Diger yonde ayni sekilde ispatlanabilir [18].

~ %

Onerme 3.0.2. Herhangi torsiyonsuz V ve V afin koneksiyonlart icin her zaman

1/~ ~ % ~0
—|V4+V | =V
> ()

~0 ~

esitligi saglanir. Burada V ; M {izerinde Levi-Civita koneksiyondur [5].

Ispat: Bunu gostermek icin Riemann koneksiyonun tekligini kullanilir. Bu sebeple diger bir Y
Levi-Civita koneksiyonunu g6z oniine alalim.

_ 1 ~ ~ K
V= 5 (V—i—V ) (3.0.5)

~k

diyelim. Hem V hem de V torsiyonsuz oldugundan v torsiyonsuzdur. Fakat

~ (= ~ = 1~ /> 1~ [*
g (VXY,Z) +g (Y,VXZ> = Eg (VXY,Z> +§g (VXY,Z)
1~ ~* 1~ ~
+§g Y,VXZ +§g Y,VXZ
=Xg(v,2)

_ — ~0
dir. Bu da gosterir ki V Riemannian dir ve boylece V=V dir [16].
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Eger V=V ise bu durumda (1\71 ,V, §> bir agikar istatistiksel manifold olarak adlandirilir
[19].

~ ~ _ ~(12)
M de <V, g) istatistiksel yapisi icin fark tensor alan1 K € I’ (TM ) ,
K(X,Y)=VyxY —VyY (3.0.6)

olarak tanimlanir [8].

(3.0.5) ve (3.0.6) den

K=V0—v*=

(7-5)

| =

bulunur [19].

Boylece K asagidaki kosullar1 saglar:

Ry = BX, g (EXY,Z> — g (Y, EXZ) XY, ZEeT (TA}) : 3.0.7)

dir. K (3.0.7) yi sagliyorsa, <% =VO4+K , §> ikilisi de M de bir istatistiksel yapidir. Bir (V, §>
istatistiksel yapisi icin genellikle (% =VO4+K , §) gibi bir ifade kullanilir ve KxY = K (X,Y)

yazilir [6, 8].

Tamm 3.0.2. (1\} ,V, §) istatistiksel manifold sabit c € R egrilikli ise
RV(X,Y)Z:c{g(Y,z)X—g(X,z)Y}, X,Y,ZeF(TA}),

dir. Burada, RV, V nin egrilik tensoriidir.

(V, §> istatistiksel yapisinin egriligi O ise o zaman Hessian yap1 olarak adlandirilir [18].

Onerme 3.0.3. (Z\} ,V,E) istatistiksel manifoldunun sabit egriligi ¢ dir ancak ve ancak

(Ajl, v, §) ‘nin de sabit egriligi ¢’dir [18].

15



Ispat: (Ajl ,V, §) istatistiksel manifoldunun sabit egriligi ¢ olsun. X,Y,Z, W € I (T 1\7) icin

g (RV (X,Y)Z,W) =3 (V*XV*yZ,W) (V*YV*XZ,W> -8 (V*[X,Y]Z7W

=Xg (V*yZ W) ( *vZ, VXW> Yg <V*XZ W)

+§<V*XZ,VYW> Y3 (Z,W)+ §(Z,V[X7Y]W)

=X{Yg(Z,W)— ( Z,VyW ) }—Yg Z,NXW>
43 (z,%yexw) Y{ _3 (Z, %XW) }
+Xg (Z VyW) ( Z,VxV ) IX,Y]g(Z,W)

+g (z,%{,y]w) =—37 (Z,RV (X,Y)W)

dir. Bu denklemden (]\Nl , V¥, §) ’ nin c sabit egrilikli oldugu sonucuna varilir [18].

(Ail ,V, §) istatistiksel manifoldu icin

NG,;) s
R XY, ZW)=2 R (ZW)Y,X |,

~ ~ %

Nv7g va

N §> »
dir ve R( ) yi R ile ve R< yi de R 1ile kisaca belirtebiliriz [18].

Lemma 3.0.1. (AN4 ,V, §) istatistiksel manifoldu icin asagidakiler saglanir [18].

R(X,Y,W.Z) = —R(X,Y,Z,W)

~%

~k
R (X,Y,W,Z)=—R (X,Y,Z,W)
~ ~k
R(Y,X,W,Z)= R (X,Y,Z,W)
R(X,Y,Z,W)+R(X,Z,W,Y)+R(X,W,Y,Z) =0

~k

~k ~k
R (X,Y,Z,W)+R (X,Z,W,Y)+R (X,W,Y,Z)=0
16
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Ispat: (3.0.8 ) ve (3.0.9 ) formiilleri dogrudan egrilik tens6r tanimindan gelir.

Tanim 3.0.1( 2 ) ye gore ( 3.0.10 ) anlamina gelen

~k

v o
g(R (X,Y)Z,W)z—g ZR (X,Y)W

yazilabilir. 1. Bianchi 6zdegligi (3.0.11) ve ( 3.0.12 ) formiillerini ifade eder, ciinkii V ve

~ X

V torsiyonsuzdur [18].

Tammm 3.0.3. <A},V,§) istatistiksel manifoldu icin istatistiksel egrilik tensor alanm

o %,g) N
S:S( icin X,Y,Z,Wef(TM)

~

S(X,Y)Z= INQ(X,Y)Z+7€*(X,Y)Z}

| —

& y
—R (X,Y)Z+ [KX,KY] 7,

ve
S(X,Y,Z,W)=73 (§ (X,Y)Z,W) '

~E o~

ile tantmlanir. Burada R , V& ya gore egrilik tensor alanin1 gosterir [6, 20].

. ~Y ~ ~ (074)

Onerme 3.0.4. (M ,V, g) bir istatistiksel manifold olsun. S € T (TM ) tensor alani icin,
S(X,Y,Z,W)=—S(Y,X,Z,W),

S(X,Y,Z,W)=—S(X,Y,W,Z),

~ ~ ~

SX,Y,ZW)+S(Y,ZX,W)+S(Z,X,Y,W)=0,
S(X,Y,Z,W)=S(Z,W,X,Y).
dir [20].
Tamm 3.0.4. (Z\N/I ,%,5) istatistiksel manifoldun c kesit egriligi sabittir gerek ve yeter sart
X.Y,Z,eT (TA?) icin

~

S(X,Y,)Z= c{g;(Y,Z)X—gw’(X,Z)Y},

dir.
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M, M’ nin n—boyutlu altmanifoldu olsun. Herhangi X,Y € I'(TM) igin ilgili Gauss
formiilleri sunlardir:

VxY =VyY +h(X,Y), (3.0.13)

VY = VY -1 (X,Y). (3.0.14)

~ ~ %

Burada i ve h* simetrik ve bilineerdir, sirasiyla V ve V igin M daki M nin imbedding egrilik

tensor alan1 olarak adlandirilir [5].

(V,g) ve (V*,g), M iizerinde iki istatistiksel yapidir. Burada g, M iizerindeki Riemannian

metrigi g dan (T M) iizerinde indirgenen metriktir.

I (TM 1) ile M iizerindeki normal demeti gosterelim. i ve h* bilineer olduklarindan, Ay ve

Ay, lineer doniisiimleri ele alindiginda

g(AuX,Y) =g (h*(X,Y),U), (3.0.15)

g(ApX,Y) =g (h(X,Y),U), (3.0.16)

elde edilir, burada U € T’ (TM L) ve X,Y € I'(TM) . Ayrica ilgili Weingarten formiilleri

asagidaki gibidir:
VxU = A X +VxU, (3.0.17)
~ %k * L
ViU = —AyX +Vy U, (3.0.18)

dir. (3.0.17 ) ve ( 3.0.18 ) tarafindan verilen V)% ve V;L koneksiyonlar1 T" (TM L) iizerinde

indirgenen metrige gore Riemann dual koneksiyonlardir [5].

Ayrica; Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri de asagida verilmistir.

Onerme 3.0.5. V, M iizerinde bir dual koneksiyon ve V.M den indirgenen koneksiyon ve R

ile R de V ve V’ nin sirastyla Rieman egrilik tensorleri olsun. O halde ,

18



§<IN€(X,Y)Z,W> —g(RIX,Y)Z,W)+3 (h(X,Z),h* (Y,W)) — g (h* (X,W),h(Y,Z)),

(3.0.19)

(fe (X,Y)z)l = Vih(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (3.0.20)
—{VEn(X.2)~n(VyX,2) - h (X, Vy2)}

g (RFx U V) =g (RX.NUY) +e((A.AvIX,Y), (3.0.21)

dir. Burada R™, F(TML) tizerinde Riemannian egrilik tensorii, U,V € F(TML) ve
[A;},Av] :A;}AV —AvAzk] dir [5]

~k

Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri icin Z\N4 daki V dual koneksiyonu ile ilgili olarak

asagidaki 6nerme ele alinir:

~FY

Onerme 3.0.6. V , M iizerinde bir dual koneksiyon ve V*,M den indirgenen bir koneksiyon

~X ~ k

olsun. R ve R* de sirastyla V. ve V*’in Riemann egrilik tensorleri olsun. O halde

g (13* (X,Y)Z,W> =g (R*(X,Y)Z,W)+g (h* (X,Z),h(Y,W)) —g (h(X,W),h* (Y,Z)),

(3.0.22)
~ok 1 n
(R (X,Y)Z) =Vy W (Y,Z)—h* (VxY,Z) —h*(Y,VxZ) (3.0.23)
Vi (x,2) = (ViX,2) - (X, V52) },
g (R"L (X,Y) U,V) =g (13* (X,Y) U,V) +2([Au,AV]X,Y), (3.0.24)

burada R+, T (TM') iizerinde V*"’mn Riemannian egrilik tensérii, U,V € L(TM*) ve
(A7, Ay] = A% Ay — AyA, dir [5].

Ayrica,
2S=R+R", (3.0.25)

ve
2S=R+R* (3.0.26)
19



burada S = S(V:¢) | V ve V* (M,V,g) de istatistiksel egrilik tensor alanini gosterir [12].

Genel olarak standart tanimlarla ( metrik olmayan ) dual konneksiyonlara gore bir kesit
egriligi tanimlanamaz. Bununla birlikte B. Opozda [21, 22] istatistiksel bir manifold iizerinde
kesit egriligini agagidaki gibi tanimlamigtir: X, Y € I’ <TZ\N4> icin

H(XNY)=g (§(X,Y)Y,X> (3.0.27)
1 D Dk
- (g (R (X,Y)Y,X) +g (R (X,Y)Y,X)) .
dir [12].
3.0.1 istatistiksel Hiperyiizeyler

AN4 ,§,V) bir istatistiksel manifold olsun ve f : M — I\N4 bir immersion olsun. M de g ve

V ¢ifti X,Y,Z € T (TM) icin

g=f"g g(Vx¥,2)=g¢ <5xf*Y, f*Z) (3.0.28)

dir, burada indirgenen f* ™ — M demeti lizerinde V dan f ile indirgenen koneksiyon
ayn1 V sembolii ile gosterilir. (V,g) cifti, M tizerinde f tarafindan (V,§> den indirgenen bir

istatistiksel yap1 olarak adlandirilir [5, 8].

Tamm 3.0.5. (M,g,V) ve (A} ,§,V> iki istatistiksel manifold ve f : M — M bir immersion
olsun. Bu immersion (V,g) den indirgenen istatistiksel yaprya denk gelirse yani ( 3.0.28 )

saglanirsa buna bir istatistiksel immersion denir.

Kabul edelim ki f : (M,g,V) — (]\Nl , §, V> ek boyutu bir olan bir istatistiksel immersion

~ %

ve Uel ( fr ™ ) f iizerinde bir birim normal vektor alam olsun. Ayrica V , g ya gore V nin

dual koneksiyonunu belirtmek iizere;

Gauss ve Weingarten formiilleri asagidaki gibi verilir:

Vx /.Y = f.VxY +h(X,Y)U, (3.0.29)

VxU = —f,A*X + 7% (X) U, (3.0.30)
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Vi Y = £VY +h5(X,Y)U, (3.0.31)

~ %

VU =—f,AX +T(X)U, (3.0.32)

burada h,h* €T <TM(072)> , A A*eT (TM(171)> ve 7,7" € ['(TM*) ve herhangi X,Y, €

I'(TM) i¢in bu verilenlere ek olarak,

hX,Y) = g(AX,Y), K" (X,Y)=g(A"X,Y), (3.0.33)

T(X)+7°(X) =0, (3.0.34)
dir [5,8].

~% ~ ~ %

INQ, R, R ve R" sirasiyla V, V |V ve V* koneksiyonlarinin egrilik tensor alanlarini

gostersin.

O halde, istatistiksel hiperyiizeyler icin Gauss denklemini hesaplayalim.

~

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z—h(Y,Z)A*X +h(X,Z)A*Y 4+ (Vxh) (Y,Z)U (3.0.35)

— (Vyh) (X, 2)U +7* (X)h (Y, Z)U — " (Y)h(X,Z) U .

(3.0.35) den R(X,Y)Z nin normal bileseni,

(}3 (X,Y)Z)L = (Vxh) (Y,Z)U — (Vyh) (X,Z)U +* (X)h(Y,Z)U — " (Y h (X, Z) U,
(3.0.36)

Codazzi denklemi olarak bilinir [5].

Benzer sekilde, istatistiksel hiperyiizeyi i¢in Ricci denklemini asagidaki gibi elde edilir.

~

R(X,Y)U = — (VxA")Y + (VyA") X — t° (V) A*X + 7° (X)A*Y (3.0.37)

—h(X,A*Y)U +h(A*X,Y)U +dt* (X,Y)U.
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~ %

Gauss, Codazzi ve Ricci’nin 1\N4 tizerindeki V dual koneksiyonu ile ilgili denklemleri

~%

R (X,Y)Z=R"(X,Y)Z—h*(Y,Z)AX +h* (X,Z)AY + (Vih*) (Y,Z)U (3.0.38)

—(ViR*) (X,Z)U + T (X)h* (Y, Z)U —t(Y) h* (X, Z) U,

(?e* (x,y)z)L = (Vih*) (Y, Z)U — (Vih*) (X, Z)U + T (X) 1" (Y, Z)U — 1 (Y) h* (X, Z) U,

(3.0.39)
R (X,Y)U = — (VEA)Y + (V3A) X — T(Y)AX + 7 (X)AY (3.0.40)
—h* (X,AY)U +h*" (AX,Y)U +dt(X,Y)U.
dir [5].
Ele alinan uzayin egrili8i sabit yani, c ise ; Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri
RX,Y)Z=c{g(Y,2)X —g(X,2)Y}+{h(Y,Z)A*X —h(X,Z)A"Y}, (3.0.41)
(Vxh) (Y, Z)+ 1t (X)h(Y,Z) = (Vyh) (X, Z2)+ 1" (Y)h(X,Z), (3.0.42)
(VA" Y — 1" (X)A'Y = (VyA") X — 1" (Y)A™X, (3.0.43)
h(X,A*Y)—h(A*X,Y)=dt" (X,Y). (3.0.44)
ve duallerine indirgersek
RX,Y)Z=c{g(V,2)X —g(X,2)Y}+{h" (Y, Z)AX —h" (X,Z)AY }, (3.0.45)
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(Vih*) (Y,Z) + T(X) 1 (Y.Z) = (Vih*) (X,Z) + 7 (Y) " (X, Z), (3.0.46)

(VEA)Y — T(X)AY = (V3A)X — ©(Y) AX, (3.0.47)

h* (X,AY)—h* (AX,Y)=dt(X,Y). (3.0.48)
dir [5].
3.0.2 istatistiksel Altmanifoldlar Icin Genel Ifadeler

M , M (¢) ile gosterilen sabit ¢ € R egrilikli bir (n+ k) —boyutlu istatistiksel manifoldu ve

M, M (c) nin n— boyutlu istatistiksel altmanifoldu olsun.

Notasyon olarak;

R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)W,Z)

veE

R*(X,Y,Z,W) =g (R*(X,Y)W,Z),

seklinde olup, burada R ve R*, V ve V*m egrilik tensor alanlaridir.

{e1,...en} ve {ent1,...,ensr} sirasiyla M de ortonormal teget ve normal bazlar olsun.

Boylece, ortalama egrilik vektor alanlar

12 1 k n N
H=- h el7 - Z <Zhll) €n+to, hz] 8 (h (eivej) 7en+06) s (3049)
i3 ng\&
ve
1 & [ vy~
H" = Z Z en ’; Z Z €n+os hija =8 (h* (ei?ej) ’e"+a> ’ (3050)
i=1 a=1 \i=1

ile verilir [5].
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Ayrica 6nerme 3.0.2 den

W =h+h",
H’=H+H",
oldugu ispatlanabilir. Burada #° ve H° Ve ya gore ikinci temel form ve ortalama egriligidir [12].

Oyleyse ortalama egriliklerin kare normu

=Ly (3 a 2
= ¥ (B )
= 1=

Q

, 1 &
1H ) == ),

o=

AR
i ygt
~F*
TR
\/

[\®)

ile verilir [12].

Onerme 3.0.7. M, sabit egriligi ¢ € R olan (n+k) —boyutlu M (¢) istatistiksel manifoldunun
n-boyutlu altmanifoldu olsun. Herhangi X, Y € I'(TM) icin,

h(X,Y)=¢g(X,Y)H ve h*(X,Y)=g(X,Y)H",

dir. O zaman, g(H,H*) sabit oldugunda M, sabit c+g(H,H") egrilikli bir istatistiksel
manifolddur [5].

Tamm 3.0.6. M , (n+ k) —boyutlu bir istatistiksel manifold olsun. O zaman Ricci tensérii 5 (

(0,2) tipinde ) asagidaki gibi tamumlanir.
S1(Y,2) :iz{X—uNe(X,Y)Z}, (3.0.51)
burada I}, 1\N4 , daki V afin konneksiyonun egrilik tensor alamidir [5].

Boylece asagidaki teorem verilir:

~

Teorem 3.0.1. (n+k) boyutlu bir istatistiksel M (c) manifoldunun sabit egriligi ¢ €
R ve M, M (¢) nin n- boyutlu istatistiksel altmanifoldu olsun.  {ey,...,e,} ve
{ni,...,mi} M iizerinde sirastyla ortonormal teget ve normal yapt olsun. O halde M de Ricci

tensorii S1 ve dual Ricci tensorii S7 olup

S1(X,Y)=c(n—1)g(X,Y) +Z (An X, Y)trA; — g (AnY, A} X)] (3.0.52)
ve .
STX.Y)=c(n—1)g(X,Y)+ Y [g(A;X.Y)1rA, —g(AnX A Y)], (3.0.53)
i=1
dir.
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burada A, ve A;;l, (3.0.15) ve (3.0.16 ) tarafindan tanimlanan lineer doniisiimlerdir [5].

Ispat: M | M (¢) nin n- boyutlu bir altmanifoldu oldugunu varsayalim. M iizerinde V ya gore

egrilik tensoriinii R ile gosterelim. Daha sonra

n
Z e], Y,ej)

ve ( 3.0.19) tarafindan verilen Gauss denklemini kullanarak

Zc{g (X.Y)g(ejie;) —g(X,e;) g (Yoej) } (3.0.54)

((em) (X.¥)) =& (h(ejsY) 1" (X,e)))
—c(n=1gX. )+ Y [g(h (e),e)) h(X,Y)) = (h(e;,Y) " (X.e)))|

Jj=1

elde edilir.

Diger taraftan

=

g (h* (ej,e),h(X,Y)) =Y g(AnX,Y)g (A} eje)) (3.0.55)

1

ve
k
g(h(e;,Y).h* (X.ej)) =Y g(A;X,e;) g (AnY,e;). (3.0.56)
i=1
olsun.( 3.0.55) ve ( 3.0.56 ) yerine ( 3.0.54 ) yazarak

M=
.M»

Si(X,Y)=c(n—1)g(X,Y)+, [8(AnX.Y) g (Ane)jej) =g (AnX e)) g (ALY e;)]

~

I
—_

I
—_

=c(n—1)g(X,Y)+ ) [g(AnX.Y)trA; — g (A X, A} Y)],

VR

I
—_

elde edilir. Bu esitlik ( 3.0.52 ) ii verir. Dual Ricci tensorii S} icin benzer hesaplamalar

yapilabilir.

Boylece ispat tamamlanmus olur [5].

Onerme 3.0.8. M (¢), egriligi sabit ¢ € R olan (n+ k) —boyutlu bir istatistiksel manifold ve

M, J\N/I (¢) nin n - boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun. O halde

2r>n(n—1)c+n*g (HH*)—[|h] "], (3.0.57)

dir, burada r, (M,V,g) nin skaler egriligidir. Yani r = Z g (R (e,-, ej) ej, e,-) dir [5].
1<i<j<n
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Ispat: ( 3.0.19 ) den Gauss denklemi asagidaki gibidir.

R(X.Y,Z,W)=c[g(X,Z)g(Y,W)—g(X,W)g(Y,Z)]

+g (h* (X,2),h(Y,W)) — g (h(X,W),h*(Y,Z)),
burada X,Y,ZW €T(TM). X =Z=e¢; ve Y =W =¢j, i,j=1,....n yerine yazilirsa
R(eiej ene)) =c [g(e,-,e,-)g (ej.ej) — g (ei,ej)z] (3.0.58)
+g (h* (er,er) h(ej,e;)) —g (h(eive;) i (e er)) -
elde edilir.

2
|n|* =Xk _ x" fic1 (hf;) ve benzer sekilde ||7*|| da yazilirsa 1<i<j<n igin
(3.0.58) dan

2r= (nz—n)c-l—n g(H,H")— Z Zhah* >n(n—1)c+n’g (H,H*) — ||h| ||7*],
i,j=la=1
(3.0.59)

(3.0.49) ve (3.0.50 ) ile tanimlanan H ve H* ig¢in ( 3.0.57 ) u verir [5].
3.0.3 Istatistiksel Hiperyiizeyler Icin Esitsizlikler

Onerme 3.0.8 ile benzer sekilde, istatistiksel hiperyiizeyler icin asagidaki gibi bir esitsizlik
verilir:

Onerme 3.0.9. M, sabit egriligi c € R olan (n+1) boyutlu M (¢) istatistiksel manifoldunun

bir istatistiksel hiperyiizeyi olsun. Bu durumda

2r > n(n—1)c+n |H|||H*|| = ||A] |*]. (3.0.60)

dir. - Burada r, M nin skalar egriligidir [5].

Ispat: {e1,...,en}, M de ortonormal baz ve e,;; M de birim normal vektor olsun. (3.0.41)

den,

R(ei,ej,ei,ej) =c [g(ei,ei)g(ej,ej) —g (ei,ej)z] +§ (h* (ei,ei),h (ej,ej)) —§ (h (ei,ej) Jh* (ej,ei))
(3.0.61)

dir.
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H ve H* ortalama egrilik vektor alanlart

1 [ & ~
H= p (Zhn) ent1, hij=g (h(eie;) ent1)
i=1

ve
* 1 a * * ~ *
= (zh) erit, = 0 enes) i)
i=1
dir. Tim i,j=1,...,n icin (3.0.61 ) den

n
2r=n(n—1)c+n*|H|||H*| =Y hijhi;. (3.0.62)
irj

elde edilir.

Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizligi ( 3.0.62 ) e uygulanirsa,

2r > n(n—1)c+n |H||[H| — ||l 2]

esitsizligi elde edilir [5].
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4. KENMOTSU ISTATISTIKSEL MANIFOLDUN ISTATISTIKSEL
ALTMANIFOLDLARI

4.1 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar
Tamm 4.1.1. M, (2n + 1)—boyutlu bir dif-bilir manifold ve ¢, &, N da swrastyla (1,1)—tipinde
bir tensér alam, vektor alant ve I- form olsun. ¢, E,m ve VX €T (1\7[) icin
M n(E)=1
() ¢*°X=-X+n(X)&

kosullari saglamirsa (¢,&,7) iicliisine M iizerinde hemen hemen (h. h.) kontakt yap1 ve
(]\71 ,0,E, n) dortliisii de h. h. kontakt manifoldu olarak adlandirilir [23].

Teorem 4.1.1. M, (2n+1) boyutlu manifoldu, (¢,&,mM) h.h. kontakt yapustyla verilsin. O halde,

95 =0
no¢ =0
rank$ =2n

ifadeleri saglanir [24].

Tamm 4.1.2. M, (¢,&,1) h. h. kontak yapisina sahip (2n+ 1)—boyutlu bir h.h. kontak manifold
olsun. U,V €T’ (1\2) vektor alanlart icin

g(oU,oV)=gU,V)—n(U)n () (4.1.1)

esitligini veren bir g Rieman metrigi varsa (¢,&,m,8) dortliisiine h.h. kontakt metrik yapt ve M

manifolduna da h.h. kontakt metrik manifold denir. V.= & icin
nU)=g(V,§) (4.1.2)

oldugu goriiliir, [24].

Bir h.h kontakt metrik (g,¢,&,n) yapisi icin @ (U,V) = g(U,¢V) olacak sekildeki @ ye
temel 2—form denir, burada dn = & dir [19].
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Bir h.h. kontakt metrik manifold da % (1, 1)—tensdr alan
h= %0
ile tanimlanir. Burada, .Z Lie tiirevini gosterir ve Eﬁ =0dir[19].
Bir kontakt metrik manifold da A, g ye gore simetriktir, yani

g(hU,V) =g (U,hV)
dir. Asagidaki formiiller korunur:

ViE = —oU — ohU,

¢h+ho =0,

Ric (&) =2n— trﬁz,
Ayrica, Vg =0 ve Vgij = 0 bagintilar1 saglanir [19].
Sonuc 4.1.1. ML bir h. h. kontakt metrik manifold olsun. O halde YU,V € T (M) icin

dir. Bu da ¢’ nin g ye gore anti-simetrik tensor alan oldugu goriiliir [23].

Tamm 4.1.3. N bir Reel dif bilir manifold olsun. N iizerindeki bir tensor alani J, N nin her
p noktasinda J*> = —I olacak gekilde TpM uzaymun bir endomorfizmi ise N iizerinde ki J

tensor alani h.h. kompleks yapt olarak isimlendirilir. h.h. J kompleks yapisi ile donatilmis N
manifolduna h.h. kompleks manifold denir [23].

Tamm 4.1.4. N, h.h.kompleks J yapisina sahip h.h. bir kompleks manifold olsun. N iizerindeki

Hermitian metrigi, N deki herhangi U,V vektor alanlart icin
gUU,IV)=3(U,V)

ile tamimli g metrigine Hermitian metrik, g metrikli bir h.h. bir kompleks manifold, h.h.

Hermitian manifold olarak isimlendirilir [23].

Tamm 4.1.5. N, h.h. J kompleks yapisi ve g Hermitian metrigi ile donatilmus bir h.h. Hermitian
manifold olsun. N iizerindeki ® temel 2- formu, VU,V € T’ (]T/) icin

oU,V)=3(U,JV)

olarak tamumlanir [23].
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Tamm 4.1.6. M bir dif.bilir manifold olsun. M iizerinde (1,1)— tipinde bir tensor alant F olsun.
HerX,Y €T (M’) icin
Nr(X,Y)=F*[X,Y]+[FX,FY]|—F[FX,Y]—F [X,FY]

ile tamimli NF tensor alanina Nijenhuis torsiyon tensorii adi verilir.

F =J alinirsa,
Ny (X,Y)=J*[X, Y]+ [JX,JY] = J[JX,Y] = J [X,JY]
=—[X,Y|+ X, JY]-JJX,Y]-J[X,JY]
esitilgi yazilir [23,24].

Tamm 4.1.7. Bir (N, J, §) h.h. Hermitian manifoldunda ® temel 2- form olmak iizere d® = 0
ise (J,8) yapisina h.h.Kaehler yapi denir. N kompleks manifoldu Kaehlerian metrigi ile birlikte
bir Kaehler manifoldu olarak adlandirilir. Bir Hermitian manifoldunun bir Kaehler manifold

olmasi icin ancak ve ancak VJ = 0 olmasidir [23, 24].

Tamm 4.1.8. B ve D sirasiyla g ve gp Rieman metrikleri ile donatilmis iki Rieman manifoldu
ve [, B de pozitif tamimli fonksiyon olsun. @ : B x D — B ve ¢ : B X D — D projeksiyonlari ile

M =B x D warped ¢arpum manifoldu verilsin. Bu manifold
_ 2
g=gp +(fom) gp
Riemann metrigi ile donatilmis manifolddur, burada f fonksiyonuna warping fonksiyonu denir
[25].
4.1.1 Kenmotsu Manifoldlar

Tamm 4.1.9. M (¢, &1, 3) yapust ile verilmis (2n+ 1)—boyutlu bir h.h. kontak manifold olsun.
Eger M , h.h. kontakt metrik manifoldunda

dn =0, dd=2n NP
sartlari saglaniyor ise M manifolduna h.h. Kenmotsu manifoldu denir [11].

Tamm 4.1.10. M, (¢,£,1,3) yapust ile verilmis (2n+ 1)—boyutlu bir h.h. kontakt metrik
manifold olsun. M , h.h. kontakt metrik manifoldun Kenmotsu manifold olmasi icin <=
(%U¢>V:§(¢U,V)J; —n(V)eU, YU,V er(TM') (4.1.4)
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olmasidir. Bir M Kenmotsu manifoldundaV U € T <TM ) icin
VyE=U-n(U)E (4.1.5)
esitligi saglanir [11].
Bir Kenmotsu manifoldunda VU,V € T (TM ) i¢in

RUV)E=nU)V—n(V)U, (4.1.6)

51(U,8) =—(n—-1)n(U), 4.1.7)

olup, R egrilik tensoriinii ve S1 Ricci tensoriinii gosterir. (4.1.3 ) den

RU,E)V=g(U,V)E—1n(V)U, (4.1.8)

elde edilir [26].

S1(U,V)=g(RicU,V) den
S1(eU,9V) = g(RicoU,¢V),
dir, burada Ric, Ricci operatoriidiir.

gU,pV)=—g(9U,V), Ricp = @Ric,(4.1.1)ve (4.1.7) ozellikeri kullanilarak

S (oU, V) =S (U,V)+(n—1)nU)n (V) (4.1.10)
bulunur [26].
Ayrica,
(Vo) V) =gW.v)=n@)n(v). (.11
dir [26].

Tanmm 4.1.11. Bir Kenmotsu manifold M olsun. pE M noktasinda Tp1\7l tanjant uzayinda &
vektor alamina dik bir U birim vektor alant {U, QU } ortonormal olacak sekilde var ise {U,pU }

diizlemine TPM nin ¢ —kesitseli denir.

Ayrica,
H (U, 9U) =g (R(U,9U) 9U,U)

seklinde taniml ifadeye M nin ¢ —kesitsel egriligi adi verilir [15].
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4.1.2 Hemen Hemen Kontakt Metrik Istatistiksel Manifoldlar

Bu kisimda bir hemen hemen kontakt metrik manifold {izerinde uygun bir istatistiksel

manifold tanimlanir.

Lemma 4.1.1. (6@) bir istatistiksel yapi ve (g,¢,&,1m), M de bir h.h kontakt yapi olsun.

Bu durumda ;
Vx9 —9Vi¥ = (V39) Y +Kx Y + 9KxY
dir [19].

Tanim 4.1.12. <1\7I ,§,(]),§,n> bir h.h. kontakt metrik manifold ve (%,g) . M iizerinde
istatistiksel yapt olsun. Boylece (1\71 ,%,g,(p,é,n) yve h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold
denirVX,Y ey (M) icin,

Kx9Y +9KxY =0

esitligi ve buna denk olarak
Vx9 —oVxY = (Vx9)Y

saglanir [19].

Uyan 4.1.1. Eger (1\2,%@,(2),5,71) bir h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold ise, bu
durumda (M ,%*,(’gv, ¢,§,n> da bir h.h. kontakt metrik istatistiksel manifolddur [19].

Lemma 4.1.2. <Z\712”+1 .8, %, %*(])7 &, n) bir h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold olsun. Bu
durumda asagidaki denklem~ X, Y, Z €T’ (T]VI ) icin

#((Wxe)1.2) = =2(v.(Vie)2)
gecerlidir [27].
Lemma 4.1.3. Bir h.h. kontakt istatistiksel manifold igin
(%ch) (V,Z) = g( <€X¢> Y, z) _2g (I?Xq)y, z) VXY, ZeT (T]\7I>

ve
(%}cb) (vY,Z) = g((%;yp) Y,Z) 125 (Exw, z) L VX,Y,ZeT (TM)

dir [27].
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4.2 Kenmotsu Istatistiksel Manifoldlar
(N,g,J) bir Kaehler manifold ise (]V .V=V8+K,3, J) dortliisii holomorfik istatistiksel
manifold olarak adlandirilir eger, N de (?, §> istatistiksel yapis1 iizerinde

K(U,JV)+JK(U,V)=0,VYU,V €T'(TN) (4.2.1)

esitligi saglanirsa, N iizerinde (?,g,] ) ye bir holomorfik istatistiksel yap1 denir [6].

Bir holomorfik istatistiksel (N ﬁ,g,] ) manifoldunun sabit holomorfik kesit egriligi ¢ € R
ise VU,V,W €' (TN) igin

S(U, V)W = g{g (VW)U —g(U,W)V (4.2.2)
+g(JV,W)JU —g(JU,W)JV —2g (JU,V)JW}
dir [6].

Onerme 4.2.1. (]T/,g,]) bir h.h. Hermitian manifold olsun. M =N xR, g = ¥g+ (dt)z,
&= % el (T]V[) , olmak iizere herhangi bir U € I’ (T]V[) ve & =0 icin ¢U = JU ile ¢ €
r (T]VI (1’1)> tammlansin. Boylece,

(1) (g,9,&) iicliisii M de h.h. kontakt metrik yapidr.

(2) (g,J) ikilisi N de bir Kaehler yapidir gerek ve yeter sart (g, ¢, &) iicliisii M de bir Kenmotsu
yapidir [6].

Ornek 4.2.1. H = H*"t! c R?+! geT (TH(072)> L ECT(TH)vep €T (TH(“))
H? ! = {(x],...,x",y],...,y",z) e R | 7> 0}7
~_ 2 1\2 ny2 1)2 n\2 2
g§=z {(dx) o (dX)7+ (dy') 4 (@) + (d2) }

. 9 9
©T i Yaa T g 0ge w00

olarak tamimlanirsa (H ntl o g, é) Onerme4.2.1 (1.) sikkindan dolayt (]Tl,g, J) = C" kompleks

Oklid uzayi ve z = e™ € R™ kiimesi olarak insa edilen bir Kenmotsu manifoldudur [6].

Uyar 4.2.1.

(1) Herhangi bir kenmotsu manifoldu Onerme 4.2.1 de oldugu gibi yerel olarak elde edilir.
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(2) Bir (1\71 , g,(b,é) Kenmotsu manifoldunun sabit @- kesit egriligi ¢ dir <= VX, Y, Z €
r(rm

RE(X,Y)Z (4.2.3)

C —

S EX2X-Fx.2)7)

+ T E(07,2)0X ~ §(0X,2) 0¥ - 23(0X.Y) 07
_g(ng)g(ng)X+§<X7€)§<Z7§)Y

+§(Y7§)§(27X>§ _§<X7§)§<Z7Y)§}

dir.

(3) Onerme 4.2.1 de oldugu gibi bir <Z\7I =N x R,§,¢,§> Kenmotsu manifoldunun sabit ¢-

kesit egriligi c ile verilsin. Bu durumda ¢ = —1 yani
RE(X,Y)Z=—{g(Y,Z)X —§(X,Z)Y}, VX,Y,Z<c T (TN)
dir, (]V ,8,J ) h.h. Hermitian manifoldunun sabit holomorfik egriligi O dir [6].

Tanim 4.2.1. Bir <A7i,§,q),§> Kenmotsu manifoldu ve <%:§§—|— E,g), M iizerinde bir
istatistiksel yapt olsun. <€,§,¢,§) dortliisii M de bir Kenmotsu istatistiksel yapt olarak
adlandirilir eger, VX,Y € T’ (T]VI) icin

K(X,0Y)+¢K(X,Y)=0 (4.2.4)

saglamirsa. Kenmotsu istatistiksel yapist ile donatilmis bir manifold, Kenmotsu istatistik-
sel manifold olarak adlandirilir. (]\Z,%,ng,q),ﬁ) bir Kenmotsu istatistiksel manifold ise
<M , 6*,§, @, (’j) da Kenmotsu istatistiksel manifold olur. [6]

Teorem 4.2.1. (M V=VEiiK, 0, 5) istatistiksel manifold ve (3,¢,&), M de bir h.h. kontakt
metrik yapi olsun. (%,:g: 0,& ) , M de bir Kenmotsu istatistiksel metrik yapidir <= VX,Y €
r (TM) icin

Vx (9Y) — §V3Y = -1 (Y) 9X +Z($X,Y)¢, (4.2.5)

Vxé =X — {0 (X) - p(X)}¢& (4.2.6)

dir; burada j1(X) = —n (Vi€ ) =n (Vx&) =n (K (&,&)) n (X) dir [6].
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Ispat: (adim 1) Basit hesaplama ile, VX,Y € T (TM) icin
Vx (9Y) — oVLY = (V§¢) Y +K(X,07)+ 0K (X.,Y) 4.2.7)
dir. Bu denklem (4.2.5) ile esdegerdir. Bu esitlikten
—(V§0)Y —n(¥)oX +3(0X,¥) & = K(X,0Y)+ 9K (X.Y). (4.2.8)

olur. Buna gore, eger (%,:gj 9, é) , M de bir Kenmotsu istatistiksel yap1 ise (4.2.5), (4.1.4) ve
(4.2.4) saglanir.

Aynmi zamanda (%*,gf,(p,g) , M de bir Kenmotsu istatistiksel yap1 oldugundan asagidaki

formiil elde edilir,
Vi (9Y) — VxY = -1 (Y) 9X +§($X,Y)¢, (4.2.9)

(%*) =V oldugundan (4.2.9) da Y yerine & alinirsa,
OVxE = 90X,

elde edilir, bu (4.2.6) ve (4.1.2) ile esdegerdir.
(adim 2) Tersine, (4.2.5) de Y yerine ¢Y alinirsa
6 {Vx (92r) = 9Vi (61)} =0,
elde edilir. (4.2.6) de varsayilirsa,
0=9Vx (9°Y) — 9°Vi (§7)

=V {-Y +n(¥)E}+ Vi (0Y) —n (Vi (6Y)) &
= —9VxY +1 (Y)9VxE + Vi (97) +5 9V, VxE ) &
= —QVxY +1 (Y) X + Vi (§Y) +Z(9Y.X)&

= —OVxY +1n(Y) X + Vi (9Y) —Z(9X,Y)E,
(4.2.9) elde edilir.

(adim 3) (4.2.5) ve (4.2.9) denklemlerinin (4.1.4) ve (4.2.4) ile uyumlu oldugu
kanitlanacaktir. Adim 1 de oldugu gibi formiil (4.2.9), (4.2.8) ile (4.1.4) ve (4.2.4) den

— (V§0) Y —n (1) X +3(9X,Y)& = —K (X,6¥) — 6K (X,Y),

bulunur [6].
35



Onerme 4.2.2. (Tvﬁ —VE+K,g,J ) bir holomorfik istatistiksel manifold olsun ve
(]\71 =NxR,g,0, é) Onerme 4.2.1 de oldugu gibi bir Kenmotsu manifold olsun. Herhangi bir

vecC® (M) icinKeTl (TN(1’2)> tamimlandiginda
RW,V)=KW.V), RWU.&) =K(EU)=0, K(E,&)=vE UVeT(TH) 4210

dir. Bu durumda <% —VE&+K 8,0, é) , M iizerinde bir Kenmotsu istatistiksel yapudir [6].

Burada onerme 4.2.1 ve onerme 4.2.2 kullanilarak Kenmotsu istatistiksel manifolduna bir

ornek asagidaki gibi olusturulabilir.

Ornek 4.2.2. (NZ, V=V8+K,3zJ ) gibi bir holomorfik istatistiksel manifold goz oniine alalim.
Burada,

N = {"(x,y) € R? | x > 0}, g=x [(dx)z—k(dy)z} :

, 1=1,2 icin,

o

Joi =0, Jh=—01, Ji=

xl

K(01,01) = =101, K(01,02) =K(02,0)) = A2, K(0h,05) = A0,
N deki V afin koneksiyonlar1 su sekilde tanimlanir,
— 1 _
Valal = (E (x) 1—}[,) (91,
_ _ 1
Vo, 0h =V = (5 (x) 1+z> o,
_ 1,
V,9282:— E(x) —7L 31.

Burada M? = N x R, ve (W,gf,(p,g) tnerme 4.2.1 deki gibi bir Kenmotsu manifolddur.

Boylece,

d
(P(X,y,OC) = (_y7x50>7 5 = Z = 806

¢o = —, 9dh =01, 9§ =0,
§= ¢ |(dx) + ()] + ([da)’,
dir. Burada, (x,y, o), M? iin koordinat fonksiyonlaridir. B = 1, icin K € T (TM3> (1,2)- tensor
alani olarak tanimlanirsa,
K(01,01) = =201, K(31,02) =K(02,01) = A2, K (3, 00) = Oa,
K(dr,00) =A0d), K(0,04) =K (3gq,0)=0 i=172
olur. Boylece, onerme 4.2.2 den (% = V8 +K,3, 9, 6) nin, M> iizerinde bir Kenmotsu

istatistiksel yap1 oldugu sonucuna varilir [12,28].
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Teorem 4.2.2. Bir Kaehler manifold (N,3,J) olsun, (1\71 =NxR,g, ¢,§) Onerme 4.2.1 de
oldugu gibi bir Kenmotsu manifold ve (6 =Ve4+K , g> , M iizerinde bir istatistiksel yapi olsun.
Ael (TM(W) ® TI_\/> Aer <T1\7I(072)> veK el <TN(1’2)>

KX.Y)=AX,Y)+A(X,Y)E, KU V)=AU,V), X,Y € F<TM> ve U,V €T (TN)
4.2.11)

tammlandiginda, asagidaki kosullar esdegerdir:

1 <%,§, 9, 5) , M de bir Kenmotsu istatistiksel yapidir.
) (V =V8+K,g,J ) N iizerinde bir holomorfik istatistiksel yapidir ve A(X,€) =

0, A(X,V)=0 formilleri X € I (TA7[> ve V € T'(TN) igin salar.

Bir 6nceki 6nerme 4.2.2 de K min herhangi bir U, V € T (TN) i¢in K(U,V)=K(U,V)yi
saglayan bir holomorfik istatistiksel yapidan Kenmotsu istatistiksel yapisi olusturmak i¢in tek

secenek oldugu aciktir [6].

ispat: (4.2.11)den X,Y €T (TM) icin,
K(X,0Y)+0K(X,Y)=A(X,0Y)+ oA (X,Y)+ A (X,0Y)E
yazilir. K (X, 9Y) + 0K (X,Y) =0 «—
A(X,0Y)+0A(X,Y)=0, A(X,0Y)=0 (4.2.12)
ise gecerlidir.Bu da ispat1 verir [6].

Onerme 4.2.3. (N,V = V§+F,§,J> bir  holomorfik  istatistiksel — manifold ve
(1\7,% —VEL+K ,§,¢,§) bir onceki teorem 4.2.2 de oldugu gibi bir Kenmotsu istatistiksel
manifold olsun. Boylece herhangi U, V, W € I (T]V) icin asagidaki formiiller gecerlidir:

S(U,V)W=S(U,V)W—g(V,W)U—f—g(U,W)V, (4.2.13)
§(U,V)§ =0, :S'V(U,é)é =-U,

Burada, S. , (i?gv) nin ve S, (V,g) icin istatistiksel egrilik tensor alanini gosterir.
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Ayrica, M ﬁ,g,(p,é) Kenmotsu istatistiksel manifoldunun sabit ¢- kesit egriligi ¢ ise
UV,WeT TM) icin

S(U,V)W (4.2.14)
_3 _ _
= S {EVW)U-G(U. W)V}
L G VW) oU — (U W) 9V — 25 (9U.V) oW

4
_g(v7§)§<wvg)U+§(U’§)§(W7§)V

dir. Bu durumda ¢ = —1, ve (Nﬁ,g, J) nin sabit holomorfik kesit egriligi O dir [6].
Jakobi operatdriin taniminin istatistiksel versiyonunu asagidaki sekilde verilir:

Tamim 4.2.2. <M , 5,;;7) bir istatistiksel manifold olsun. Herhangi bir E| vektor alant ve p € M

icin Jakobi operatorii ﬁEl

(EE,FI) (p) = (ﬁ(Fl,El)El) (), F ¢ F(TM) , (4.2.15)
olarak tamumlanr [12].

Onerme 4.2.4. (N,V = V§+K§,J) ve <1\7I, V=VE&zg0, 5) yukaridaki teorem 4.2.2 de
oldugu gibi sirasiyla holomorfik istatistiksel manifold ve Kenmotsu istatistiksel manifold olsun.

O halde Jakobi operatoriiniin yaptisi Y ya gore paraleldir.

Ayni1 sekilde Jakobi operatoriiniin yapisi V*a gore de paraleldir [12].

Tamm 4.2.3. Istatistiksel bir manifoldun Ricci egriligi sifir oldugunda, Ricci-flat istatistiksel

manifold olarak isimlendirirlir [12].

Onerme 4.2.5. (N,? =VE&+K,z, J) ve (1\71, V=Vi+K,35,0, §> yukaridaki teorem 4.2.2 de
oldugu gibi sirasiyla holomorfik istatistiksel manifold ve Kenmotsu istatistiksel manifold olsun.
Eger N nin sabit ¢ —kesit egriligi c ve boy (]V) = 2n ise, 0 zaman Ricci tensorii Sy, herhangi bir

n e Ricin
_ c+l)(n+1)\_
S] eZa(( )2( >>g

ile verilir. Ayrica, c = —1 ise N , Ricci-flat istatistiksel manifolddur [12].
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Ispat: {¢|,...,e2,}, T,N,(pe N), de lokal ortonormal baz olsun.

Zg (e, E2) Ex e;)

S G M CSEC R N AREND

+g(JE2,E2 (Jei,e) — 38 (Jei, E2) § (JEs, )}
(C“) 2n—1 1E|| +3g(JE2,JE2)}
( ) {@n+2)|E2)}

((c—i—l) n+1)> B

elde edilir, burada R, (?, g) nin istatistiksel egrilik tensor alanini gosterir, n € R ve E; €
['(TN).c= —1 almrsa §; = 0, N nin Ricci egriliginin sifir oldugunu ve dolayistyla N nin

Ricci-flat istatistiksel manifold oldugunu ima eder [12].

Onerme 4.2.6. (Nﬁ: V§+K,§,J) ve (1\2,%: V84 IZ,g,q),é) onerme 4.2.2 de oldugu
gibi sirastyla holomorfik istatistiksel manifold ve Kenmotsu istatistiksel manifold olsun.
K(Uy,V5) =0 ve K(Ul,Vl) =vg(U1,§)g(V1,E) & ise herhangi U,,V, € F(TN) v E
Cc” <A7I) ve U,V e’ (TN ) icin asagidaki denklemler saglanir:

M R(ULVI)E=g(V1,E) U1 —g (U1,€) Vs

(2) R(E, UV =g(U,V1)§ -2 (&, V1)U

3) R(9U1,E)Vi =g(§,V1) U1 —g(9U1, V1) &.

@) R(ULOVI)E+R(E,U1) 9V = —R(9V1,€) U

(5) & yiigeren bir diizlem Kesiti i¢in kesit egriligi % M nin her noktasinda

A WnE) =g (RW,EEU) =g (U1, U) —g(U1,E).
dir [12].

Onerme 4.2.7. <N,§ =VE&+K,z, J) ve (1\7,% —VE+K.,3,0, 5) strasiyla Onerme 4.2.6 da
oldugu gibi sirasiyla bir holomorfik istatistiksel manifold ve Kenmotsu istatistiksel manifold
olsun. M nin sabit O-kesit egriligi c ve boy (1\7[) = 2n+ 1, olmak iizere M nin Ricci tensorii §1
asagidaki ozeliklere sahiptir:
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@) S1 (U1,V1) =61 (U1,Vi) + 18 (U1,€) & (V1,&) , burada

1)-3 1 — 1 1
t1:C<n+ >2 nt , Ve = (C+ 2)(71—}— )

Dahasi, M bir Ricci-flat istatistiksel manifold degildir.
@) 51 (U1,8) = ~2ng (U1, 6)

3) S (U1, 9V1) =81 (U, V1) +2n8 (U1,€) 8 (V1, )

[12].

Onerme 4.2.8. <M (c), %,fgv, 9, 'g') Kenmotsu istatistiksel manfoldunun sabit ¢-kesit egriligi ¢

ve (M,V,g), M/c) de bir istatistiksel altmanifold olsun, boylece &, M ve ¢ (TM) C TM ye tedet

olur. Varsayalim ki

D c=-1;
(2) /’L(U],V]):g(Ul,Vl)H Veh*(Ul,V1):g(Ul,Vl)H*,Ul,Vl EF(TM).

dir. O halde M istatistiksel manifoldun sabit egriligi g(H,H") — 1 oldugunda g (H,H")
sabittir [12].

4.2.1 Kenmotsu Istatistiksel Manifoldun Istatistiksel Altmanifoldlar1 icin Chen-Ricci
Esitsizligi

Teorem 4.2.3. <A7I (c) V.38, 0, é) bir (2n+ 1)-boyutlu Kenmotsu istatistiksel manifoldun sabit
¢-kesit egriligi ¢ ve (M,V,g), M(c) nin (k+1)- boyutlu istatistiksel altmanifoldu olsun. O
halde

(1) VE, € T,M, p € M birim vektdril i¢in,

STz aste) - (2 2E P e (-2 0.0) 4] | 6216
2
S T e ?),

dir, burada S(l) L-C. koneksiyonuna gore Ricci egriligini gosterir.
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(2) Dahasi, (4.2.16) esitsizliinde esitlik gegerlidir <= tiim F} € T,,M ’e ortogonal E i¢in
2h(E1, Er) = (k+1)H (p),
2h* (E1,Ey) = (k+1)H" (p),
ve
h(E(,F1)=0,
h* (E1,Fp) =0,
dir. Burada herhangi bir E; € I'(TM) sirasiyla teget ve normal ZE; ve CE| parcalarina
ayrilirsa  9E; = PE; + CE, dir. 2 nin kare normu || 2|* = Zﬁ:llgz (Peie;) ile
tanamlanir [12].
Ispat: {ei,...,exr1}, T,M nin ortonormal bazi olsun, dyle ki e; = Ey, ||Ei]| =1 ve
{eri2,...,eans1} de TpML deki ortonormal ¢ati alan1 olarak ele alindiginda (3.0.19), (3.0.22),
(3.0.25), (3.0.26) formiillerinden,
2§(61,e,~,el,ei) =2S(ey,ei,e1,ei) —g(h(er,er),h” (eie))
—g(h" (e e1) h(eiei)) +2g(h(er,ei) , h" (er,ei))
=2S(ey,ei,e1,€;) — {4g (ho (e1,e1) W (ei,ei))
—g(h(er,e1), h(el,e,)) g(h" (er,e1),h" (ei,ei))
—4g (ho (e1,ei),h el,e, )+g (e1,ei),h(er,e))
+8(h* (e1,€i) ™ (e1,e:))}
=28(ey,e;,e1,¢€;) Zn: < hor 0’)2)

r:k+1
n n

+ Z < hr 2) + Z < BT *r T}j)2> ’
r=k+1 r=k+1 l
turetilir. Buradan,

S(E1,F1,G1,Hy) =§<§(E1,F1)H17G1>-
2 <i<k+1 ve (4.2.3) kullanilarak,

2{3((:: § ||9”E1||2+§ [(c+1) (1-¢"(Er.9)) _4]}

2n+1 k+1

—osPV (B -4 Y Y (WY - (1))
r=k+2i=2
2n+1 k+1 ) 2n+1 k+1 )
+ Y Y (Hmi—)?)+ XY (ki - i),
r=k-+2 i=2 r=k+2 i=2
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sonucuna varilir. Burada SIV’V (E1), M nin V ve V* a gére p noktasindaki Ricci egriligini

gosterir. Ayrica,

. 3(c+1 k
287"V (Er) —2{ (C4 ) |’<@E1\|2+Z [(c+1) (1-¢*(E1,9)) _4]} (4.2.17)
21 kil 1 kit
=4 Y Y (W0 —8)7) = XY (hfan— )
r=kt2i=2 r=kt2i=2
2n+1 k+1 5
_ h*r *r ( *:’)
r=§+2i—22 ( : )

tiiretilir. V& ya gore Gauss denklemi ile

e - {2 128 P f ) (- £E1.8) 4]}

4
2n+1 k+1 or 10 D
=X X (nr - ).

r=k+2 i=2

elde edilir.
(4.2.17) esitlizi
# 3(c+1 k
257 <E1>—2{¥WE P4k [<c+1>(1—g2<E1,¢>>—4}}

=457 () = {3+ DI ZEP +k[(c+1) (1- 62 (E1,€) —4]}

2n+1 k+1 ) 2n+1 k+1 )
- XX (Mari- )= XY (wiih - (4i0)%)
r=k+2 i=2 r=k+2i=2

olur.

Onceki ifade sadelestirildiginde,

* 3(c+1 k
-5 <E1>—{ (4 )HWE1HZ+Z[(c+1)(1—g2<E1,€>)—4]} (4.2.18)
+280 (Ey)
2n+-1 k+1 ) 2n+4-1 k+1 5
= % X (il i) + X Y (it - 0i)’)
r=k+2i=2 r=k+2i=2
2n+1 k+1 2n+-1 k+1
r=k+2i=2 r=k+2i=
elde edilir.

imdi kuadratik formu su sekilde tanimlanur: 6, 8r* : REH 5 R
su§

2n+1 k+1

6’( qlvhgb hkk Z Zh u?

r=k+2i=
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2n+1 k+1
% (kI L XF xry P 1 kT
6 (W1,h55, .. i) = Y, Y hiihil.
r=k+2i=2
Kisith ekstremum problemini max®6, ye tabi tutulursa

k41

Q:Zh{i: g
i=1

dir. Burada a” bir reel sabittir. 8, fonksiyonunun gradyan vektor alami su sekilde verilir:

k+1
grad 6, = Z /Y P I

i=2

S6z konusu problemin optimal ¢6ziimii icin p = (h{ 1,hgz,...,h,’dc) olmak {izere grad®,
vektorii p noktasinda Q ya normaldir. Buradan

k+1 a’
ro_ ro__
1= Zhii =5

=2

dir. x € Q icin 7 : T,Q X T,Q — R bilinear form seklindedir.

n(E,F) = Hessg, (E1,F)+ <h, (E1,F1),(grad6,) (X)>,

Burada i/, R**! deki Q nun ikinci temel formunu belirtir ve (.,.) daR¥*! iizerindeki standart

i¢c carpimu belirtir. 6, nin Hessian matrisi su sekilde verilir

01 ... 1

1 0 ... 0
Hessg, = .

1 0 0

Ey+ ...+ E.1 = —E) bagintisi1 karsilayan bir E; € T,Q vektorii ele alindiginda R¥! de
h' = 0 olarak,

T (E1,E1) = Hessg, (E1,E1) =2E (Ex+ ... + E41)
= (Ey+E>+ ...+ Egy1)’
—(E1)* = (Bt .. + Egp1)?
= —2(E1)’

<0

elde edilir.
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Bununla birlikte, p noktas1 tek optimal ¢oziimdiir, yani evrensel maksimum problem

2
1 & r _ (k_l_l)z 2
6 < (Z h,.l) = (T) (H") (4.2.19)

noktasidir. Boylece

elde edilir.

Daha sonra,
k+1

Q* . Z h;klr — a*r,
i=1

tabi olan kisitl ekstremum prolemi max 6 ele alindiginda, burada a™" bir reel sabit olmak iizere

yukaridaki gibi benzer argiimanlarla

2
* 1R *7 _ (k+ 1)2 *r\2
6, <7 (Z hi,.> = < 1 ) (H™) (4.2.20)

bulunur.

(4.2.18), (4.2.19) ve (4.2.20) birlestirildiginde, istenen (4.2.16) esitsizligi elde edilir. Ayrica,

Ey vektor alani i¢in esitlik saglanir<—=-

r=0, K1=0, i€{2,...k+1}

r k+1 *r k+1 *
1= <T>H’ 1= (T)H

Boylece, ispat tamamlanir [12].

veE

Uyan 4.2.2. Bilindigi gibi, 2H® = H+H* dir. Boylece (4.2.16) esitsizligi yeniden yazilabilir
[12].

Sonucg 4.2.1. (M (c) ﬁ,g, 0, é) , (2n+ 1)—boyutlu Kenmotsu istatistiksel manifoldunun sabit
O-kesit egriligi c ve (M,V,g), M (¢) de bir (k+ 1)— boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun.
E\ € T,M birim vektirii i¢in,

3(c+1)
4

STV (Ey) 225?(151)—{ !\?El\!2+§ [(c+ 1) (1-g° (Er,8)) _4]}

k+1)° k+1)° .
_ k)7 5 ) HHOH2+—( 1 ) g(H,H").

dir [12]
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Sonug 4.2.2. <M (c) ﬁ,g, 0, 5) ,(2n+ 1)—boyutlu Kenmotsu istatistiksel manifoldunun sabit
O-kesit egriligi c ve (M,V,g) M (c) de bir (k+ 1)—boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun.
M nin V& ya gore minimum oldugunu varsayalim, o zaman her bir vektorii Ey € T,M birim

vektorii icin,

SV (1) 2 250 ) - 2 P e (- 21020 -4

k+1)* )
+( ) g(H,H").
4
dir [12].
Sonuc 4.2.3. ( V , 8,0, é) (2n 4 1)— boyutlu Kenmotsu istatistiksel manifoldunun sabit

O-kesit egriligi c ve (M V,g), M (c) de bir (k+1)— boyutlu bir istatistiksel altmanifoldu olsun

(1) & ye ortogonal her bir E; € T,M birim vektorii icin,

SIV’V*(EI)ZZS?(EO—{S(C—H)||<@E I %{} (4.2.21)
2
D (P + ]

(1.1) Eger M (invariant) ise
c(k+3)+3(1—k)

SYV(Ey) > 289 (E)) — " (4.2.22)
LV (P
(1.2) Eger M anti-invariant ise
SV (Ey) > 289 (Ey) — k (64_ 3) 4.2.23)
2
S Ty 4 e

(2) Ustelik (4.2.21)-(4.2.23) esitsizlikleri esittir eger E; e ortogonal V Fy € T,M igin
2h(Ey,E1) = (k+1)H (p),
2h* (Ey,Ey) = (k+1)H" (p)

ve

h(E\,F1) =0,
h* (E1,Fp) =0,
ise [12].
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Sonuc 4.2.4. (N,V:?ﬂk,y) ve (1\71,626'54—1?,(?,4),6) onerme 4.2.3 de oldugu
gibi sirastyla bir holomorfik istatistiksel manifoldun holomorfik kesit egriligi 0 ve Kenmotsu
istatistiksel manifoldun sabit ¢-kesit egriligi -1 olsun. Eger (M,V,g) M de bir istatistiksel
altmanifold, boy(M) = 2n+1 ve boy(N) = k+ 1 ise

(1) her E\ € T)M, p € M, birim vektorii igin

SYV(Er) > 289 (E) +4—

k+1)° .
( 8) |H|?>+|H ||2]. (4.2.24)

(2) Ustelik (4.2.24) esitsizliginin esitligi i¢in asagidaki denklemler saglanir E; e ortogonal tiim
Fy € T,M i¢in
2h(E1,Er) = (k+1)H (p),

2h* (El,El) = (k—l— 1)H* (p)

Ve

h(Ey,F1) =0,
h* (E1,F) =0,

dir [12].
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5. SONUC

Bu yiiksek lisans tezi olarak yapilan bu ¢alismada Oncelikle Riemannian istatistiksel manifold
yapisinin ele alinip tamitilmast hedeflenmistir. Daha sonra Kenmotsu manifold kavrami
verilerek Kenmotsu istatistiksel manifold yapis1 kururlup bunun iizerinde Kenmotsu istatistiksel

manifoldun istatistiksel almanifoldu yapisi i¢cin Chen- Ricci esitsizligi verilmistir.

Bu konuda calisacak diger kisiler i¢in orijinal olmayan bir temel kaynak temsil etmektedir.
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