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ABSTRACT

DEGENERATE TYPE2 POLY-BERNOULLI POLYNOMIALS WITH A g-
PARAMETER INCLUDING THE GOULD-HOPPER POLYNOMIALS

NEGIiZ, Ecem
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ

August 2022
65 pages

This thesis consists of eight chapters. The first chapter is introduction part which
includes the motivation of this thesis and some fundamental definitions and formulas.
The familiar Bernoulli polynomials in the second chapter, the poly-Bernoulli
polynomials in the third chapter, the degenerate Bernoulli polynomials in the forth
chapter, the Bernoulli polynomials with a q parameter in the fifth chapter, the Gould-
Hopper based Bernoulli polynomials in conjuction with their some extensions in the
sixth chapter are examined extensively. The seventh chapter deals with the Gould-
Hopper based fully degenerate type2 poly-Bernoulli polynomials with a q parameter
associated with the polyexponential function and degenerate exponential function and
investigate some of their properties, relations and formulas including addition
formulas, difference rule properties, recurrence relations, implicit summation

formulas, symmetric formulas.

Key Words: Gould-Hopper Polynomials, Bernoulli Polynomials, Polyexponential
Function, Degenerate Exponential Function, Stirling Numbers Of The
First Kind.



OZET

GOULD-HOPPER POLINOMLARINI iCEREN
-PARAMETRELI II. TiP DEJENERE POLY-BERNOULLI POLINOMLARI

NEGIZ, Ecem
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii

Damisman: Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Agustos 2022
65 Sayfa

Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, bu tezin motivasyonunu ve bazi
temel tanimlar1 ve formiilleri igeren giris kismidir. ikinci boliimde klasik Bernoulli
polinomlart, ii¢lincili béliimde poly-Bernoulli polinomlari, dérdiincii boliimde dejenere
Bernoulli polinomlari, besinci boliimde g parametreli Bernoulli polinomlari, altinci
boliimde bazi genellestirmeleriyle birlikte Gould-Hopper polinomlarini igeren
Bernoulli polinomlart kapsamli bir sekilde incelenmistir. Yedinci boliim, poly tistel
fonksiyon ve dejenere iistel fonksiyon ile iligkili bir q parametresine sahip Gould-
Hopper polinomlarini i¢eren dejenere IL.tip poly-Bernoulli polinomlarini ele almakta
ve bunlarin bazi 6zellikleri, iliskileri ve toplam formiilleri, fark kurali 6zellikleri,
yineleme bagmtilari, kapali toplam formiilleri, simetrik formiilleri incelenmistir. Son

boliimde ise sonuglar ve oneriler bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Gould-Hopper Polinomlari, Bernoulli Polinomlari, Poly Ustel
Fonksiyon, Dejenere Ustel fonksiyon, Birinci Tiir Stirling
Sayilart.
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BOLUM I

GIRIS

Sayilar teorisinde ¢ok Onemli yeri olan Bernoulli sayilar1 ve polinomlari
14+ 2 +3+..+(n —1)k sonlu toplaminin hesaplanmasinda ve matematigin bircok

alaninda kullanilir. Bu alanlar trigonometrik fonksiyon serileri, sonlu farklar analizi,
sayisal tiirev, integral denklemler, sayilar teorisi, kombinatorik, sayisal analiz, Q-

analizi gibi alanlardir.

Bu tez ¢alismasinda Bernoulli sayilarinin ve polinomlarinin farkli birer genislemesi
olan poly-Bernoulli, dejenere Bernoulli, g-parametreli Bernoulli ve Gould-Hopper
polinomlarimi igeren Bernoulli sayr ve polinomlar1 ele alinarak sahip oldugu

Ozdeslikler ve 6zellikleri farkli yontemlerle gosterilmistir ([1,2,10,12,16]).

g-parametreli Bernoulli polinomunun baska bir genellesmesi olan g-parametreli poly-
Bernoulli polinomlar1 ve g-parametreli Dejenere poly-Bernoulli polinomlar: verildi ve

bazi teoremleri gosterilmistir ([3,11,22]).

Gould-Hopper polinomlarini igeren Bernoulli polinomlarinin baska bir genellesmesi
olan Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli poly-Bernoulli polinomlart,
Gould-Hopper polinomlarini igeren Dejenere Bernoulli polinomlart ve bunlarin q
parametresi altindaki polinomlarina girilerek, bu polinomlarin sagladigi bazi teoremler

gosterildi ([4,5,6,7,8,9,18,19,20]).

Son olarak Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli dejenere birinci tiir
Stirling polinomlar1 ve Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli dejenere
[1.tip poly-Bernoulli polinomlari ile ilgilenilmistir. Ardindan, bunlarin gesitli iliskileri
ve Ozellikleri, toplam formiilleri, fark kurali 6zellikleri, yineleme bagintilari, kapali

toplam formiilleri, simetrik formiilleri incelenmistir ([14,17,22]).



1.1. On Bilgiler

Bu kisimda, tezde kullanilan bazi temel kavramlara ve tanimlara yer verilmistir.

00 00

Tanmm 1.2.1: M Zan — Ve N an — iki kuvvet serisi olmak iizere bu

n=| ' n=0

serilerin ¢arpimlari,

R,(1) - [Za J(Zb JZ[ 'ﬁJ

seklinde olur ve bu ¢arpima Cauchy ¢arpimi denir.

Tammm 1.2.2: j pozitif tamsayisi i¢in, Gould-Hopper polinomu asagidaki iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir ([17]):

Tamm 1.2.3: Birinci tiirden Stirling sayilar1 ve polinomlar sirasiyla asagidaki tireteg

fonksiyonlar1 ile tanimlanir ([17]):

(Iog(l+t)) e (Iog(1+t))m

ZS (n,m) T(lﬂf:%&(n,m:x)%.

Tamm 1.2.4: kinci tiirden Stirling sayilar1 ve polinomlar1 sirasiyla asagidaki iireteg

fonksiyonlar ile tanimlanir ([17]):

(¢-1)" ¢ t (1) , ¢ At
o :nZ:;Sz(n,m)m ve etzgsz(n,m.x)m.

m!

Tamim 1.2.5: ikinci tiirden A -Stirling sayilar1 asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile
tanimlanir ([3]):

(e 1) ) -3si ()t

2



A =1 oldugunda, ikinci tiirden Stirling sayilari olur.

Tanmm 1.2.6: xeR ve neN olmak tizere,

(x), = !j(x—k)zx(x—l)(x—z)...(x—n+1); n>0
| ! ; n=0

seklinde tanimlanan (x)n fonksiyonuna azalan faktoriyel fonksiyonu denir ([5]).

Tammm 1.2.7: xR ve neN olmak lizere,

(X)(n)= ﬁ(XJrk):X(X+1)(x+2),,,(x+n_1); n>0
; n=0

seklinde tanimlanan (x)(”) fonksiyonuna artan faktoriyel fonksiyonu denir ([5]).

Tamm 1.2.8: A -azalan faktoriyel,

(x)n,ﬁ={X(X_l)"'(x—ﬂ(n—l)); n=1.2,..

1 ; n=0
seklinde tanimlanir ([17]).

Tanmm 1.2.9: f:N—>R fonksiyonu igin A fark operatéri veya f in birinci

basamaktan farki,
Af (x) = f (x+1)— f (x)

seklinde tanimlanir ([15]).

Tanmim 1.2.10: A -fark operatord,
1
A f(x)==(f 1)-f , A#0
()= 2(F(x+1)- 1 (1)), 27

seklinde tanimlanir ([17]).

Tamm 1.2.11: Herhangi bir n reel sayisi igin |_n_| notasyonu n den kiigiik en biiyiik

tamsay1y1 gosterir.



Tamm 1.2.12: Asagidaki seri formiilii,

saglanir ([5]).

Tanim 1.2.13: Asagidaki seri formiilleri,

ve

saglanir ([17]).

Tammm 1.2.14: n mertebeli Bernoulli sayis1 asagidaki iirete¢ fonksiyonlar1 ile

tanimlanir ([11]):




BOLUM II

BERNOULLI SAYILARI VE POLINOMLARI

Bu béliimde Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: tanimlanacak ve bazi 6zellikleri

incelenecektir. Bu boliim hazirlanirken [16] nolu kaynaktan yararlanilmastir.

[k n dogal sayilarin toplami 1+2+3+...+n,

n n(n+1) n? n
S (n)=>m= (2 )=?+§

m=1

denkleminden hesaplanabilir.

Bu formiil suna dikkat edilerek tiiretilebilir:
S, (n)=1+2+3+..+nveS (n)=n+(n-1)+..+1
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
25,(n)=(n+1)+(n+1)+..+(n+1)=n(n+1)
elde edilir.

Yukaridaki toplamdan elde edilen iki 6zdeslik,

(i) (m +1)2 —m? =2m+1 ve buradan,
2 n m:i[(mﬂ)z—mz}—n
m=1 m=1

n

(ii) ;[(mﬂ)z—mz}:
2[22 —12]+[32 —22]+...+[n2 —(n—1)2}+[(n+1)2 —nz}



=(n+1)" -1
seklinde verilebilir.

Boylece,

(n +1)2 —(n+1) n(n+1)

()= 2 -

esitligi bulunur.
Daha genel olarak ilk n dogal sayilarinin k-inci kuvvetlerinin toplamu,

S, =1+2"+..+n"
seklindedir.

Herhangi bir sifirdan farkli a sayisi igin @’ =1 oldugundan, S, (n)=n elde edilir.

keN igin asagidaki 6zdeslikler kullanilarak S, (n) hesaplanabilir.

+ K(k+1)
(i) (m+1)“—mk*1:2( _ jm'
ve dolayisiyla,

(k+1)mzn_‘1mk :i[(mﬂ)m_mﬂ_fl : (kfrljmi

m=1 i=0 m=1

elde edilir.

(i)
(k+1)3 m* :(n+1)k+1—l—§(k+ljzn:mi

m=1 I m=1

~(n +1)k+1 ~ (n+1) 1 k-l(k +1
i

S(n) k+1 k+1 k+1iZ:1: _jSi(n)

denklemin sag tarafindan elde edilen formiil nin k+1 dereceli bir polinomudur.



Yukaridaki formil kullanilarak,

n n n
Sz(n)=€+?+g,
n* n® n?
83(n)=?+?+7,
n n* n® n
=5 T
n® n® 5n* n?
S.(N)= —+—+"—— ——,
(1) 6 " 2 12 12
n n® n® n* n
S, (N)=— 4 — 4+ ——— 4 —
(") 7 2 2 6+42
Uﬂ:f n’ 7' on®
! 8 2 12 24 12

bazi S, (n) ler bu sekilde hesaplanabilir.

Boylece Jacob Bernoulli ilk n tamsayilariin toplaminin K-inci kuvvetinin,

k+1
n +1nk+1k"’l+0n"’2
k+1 2 12

S.(n)=
seklinde yazilabilir oldugunu gérmiistiir ve buradaki katsayilar 1, % é 0,... dir.

Jacob Bernoulli yukaridaki ifadeyi,

(k+1)sk(n):nk+1_g(k+1)nk+1k(k+1) 1o L (k=2)(k-2)k(k+1)
2 6 30 41
seklinde yeniden yazdi ve
:ﬁi(kﬂ&n“‘ (21)
i=0

formiiliinii elde etti. Burada B, i-inci Bernoulli sayilaridir ve bu formiile Bernoulli

formiilii denir. Yukaridaki fomiilii daha iyi anlamak i¢in S, (n),

(n+B)™ -B,.,
k+1

Sk(n)=

seklinde yeniden yazilabilir.



Burada kullanilan B notasyonu, B nin i-inci kuvvetini tanimlamak i¢in kullanilan bir

gosterimdir.

k+1
(n N B)k+1 - z(k ?”-]Binkui _

io\ |

Bu gosterim ayni zamanda K dereceli Bernoulli polinomunu tanimlamamiza yardimci

olur.

B, ()= Zk“(ﬂ Bt“".

i-0
Burada B, Bernoulli sayilaridir. Bernoulli polinomlar1 agisindan, k-inci Bernoulli
sayisi, B, =B, (0)dir.

(2.1) den iki sonug hizli bir sekilde elde edilebilir.

(i) S, (n) de sabit terim yoktur ¢iinkii i, k+1 e gitmiyor.

(i) k-inci Bernoulli sayis1t B, n in Sk(n) deki katsayisidir. Ornegin,
Sy(n)=n de By, n in katsayisidir. Dolayisiyla By =1 dir. Benzer sekilde, bazi

Bernoulli sayilar1 agagidaki tablodan,

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
B 1 1 1 0 _1 0 1 0 1
" 2 6 30 42 30
n 9 10 11 12 13 14 15 16 17
B |0 5 |0 691 |0 7 |0 3617 | 0
; 66 2730 6 510

bulunabilir (Tablo 2.1).
Bernoulli say1 dizisinin giizelligi, neN ve keN U{O} olmak ftizere tim 0<i<k
igin, B; yi bilmek S, (n)i hesaplamada kolayhk saglar.

Bernoulli formiiliinde (2.1), n=1 alinirsa,

1 &K(k+1
1=m2( ) ]Bi (2.2)



elde edilir. Burada k >0 i¢in k-inci Bernoulli sayisinin,

1 “(k+1
B =1-— . |B,
K+1\ i

seklinde hesaplandig1 anlamina gelir. B;, By, B, nin 0 oldugu hatirlanirsa aslinda her

tek k >1sayisii¢in B, =0 oldugu ortaya ¢ikar.

Bazi Bernoulli sayilarinin 6zellikleri,

(i) k tek sayilarii¢in k>1, B, =0.

(i)  Diger k sayilariigin B, = O.

(i)  Tim B, eQ icin keNU{0}

(iv) B,=L1.

(v) jeN icin, B, j ler negatif rasyonel , B, i-2 ler pozitif rasyonel sayidir.

(vi)  Tim keN igin |B; =1/42|<|B,].

Leonard Euler, Jacob Bernoulli sayilari igin bir irete¢ fonksiyonu buldu. f () (0) =B,

olacak sekilde bir f(X) fonksiyonu tanimladi. Burada f(k), f nin k inci tiirevini
gosterir.

f kuralina gore £O=f olr.

Boyle bir f varsa o zaman 0 civarinda Taylor seri agilimi,

k

f()=2 1" (0)

olur.

Her xeR igin e* fonksiyonunun Taylor seri agilimini hatirlanirsa,



seklindedir.

Bu iki sonsuz serinin Cauchy ¢arpimlari,

-S(3(0)= s

seklinde olur. O halde,

k-1
C, (jB (jBi+Bk:k+Bk
i=0 i=0

seklinde yazilabilir. Buradan,

Zw:kJrB Z

k= ' l

=xe* + f (x)
olur. Boylece aranilan f,

Xe
f (X) = e)( _l

esitligini saglar. Bu esitlige Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu denir.

Burada tiim xR igin, e*>0 oldugundan f(X),

(2.3)

X
f =
()=
seklinde yazabilir.

Karmasik sayilara genellestirilirse Vz e C ve 0< S(Z) < 27 i¢in,

z
f -
(2)=1—F
olur.

Burada (2.2) ve (2.3) 6zdeslikleri standarttan farklidir. Ciinkii onlar, B, = % ile ikinci

Bernoulli sayilar1 i¢in tiretilmistir. Standart kural, B, = _?1 iken yani ilk Bernoulli ile

10



calismaktadir. Ik Bernoulli sayilar1, herhangi bir n sayisi igin ilk n-1 dogal sayinin

k inci kuvvetleri toplamina yaklagimi izlenerek elde edilebilir.

S, (n) , hesaplanirken goriinen Bernoulli sayilari birgok 6nemli yerde karsimiza ¢ikar.

0] tanz nin genislemesinde her |z| < % icin,
- k-1 22k (22k _1) 82k
tanz => (-1 7%t
é( ) 2n!

olur.

(i)  Riemann Zeta fonksiyonunun toplamini hesaplarken s pozitif ¢ift tam

sayilar i¢in,

olur. Burada s=2 durumu iinlii Basel problemidir. Euler bunu 7 olarak
6

hesaplamustir.

Teorem 2.1: Tiim keN igin,

(@)= ()"
saglanir. Ayrica,

B +.

iligkisi Riemann Zeta fonksiyonunun basit sifirlarini verir.

11



BOLUM 111

POLY-BERNOULLI POLINOMLARI

Bu boéliimde polylogaritma ve poly {istel fonksiyonlari ile tanimlanacak olan poly-

Bernoulli polinomlar: verilecektir ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tamm 3.1: Polylogaritma fonksiyonu,
. 2 t"
Li, (t)=>— (3.1)

ifadesiyle tanimlanir ([1]). Bu seri |t| <1 igin yakinsar. k negatif tamsay1 ise kK =—r

alinirsa,

(e

i (=2

J

()-$e{ oron

1=0

r
ifadesi elde edilir. Burada ki < > Eulerian sayisi,

esitligi ile tanimlanir.

k <0 tamsayisi igin polylogaritma fonksiyonu rasyonel bir fonksiyondur.

12



Li, (t) = 1%

—

Li, (t) = (1—t)3

3 2
i, (t) _ " +4t° +t

)

16 107 4t

-ty

2 +26t" +66t° + 26t% +t

-ty

seklindedir. (3.1) denkleminin t degiskenine gore tiirevi,

1

d CELik—l(t) k>1
— k=1
1-t
dir. Buradan,
Lll(t):Z%:—log(l—t)
n=1
elde edilir.

Tamm 3.2: Poly-Bernoulli polinomu,

" Lik(l—e’t) ;
n 1-et ¢

> B(x)
n=0

ifadesiyle tamimlanir ([1]).

k =1 igin (3.2) denkleminden,

Bernoulli polinomlarini verir.

13
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Xx=0 i¢in Br(]k) (O) = Br(]k) poly-Bernoulli sayisi olur.

Teorem 3.1: k € Z* olmak tizere n>0ig¢in,

() 3 y x— )" 3.3
B, (X) mzo(m+1ka_c; ( j J) (3.3)
esitligi vardir ([1]).
Teorem 3.2: k e Z*, n>0 igin,
0 () -y [ Mg (D (m
B, (X)_mzzo( 1) (m]Bnm |0n—l+1(IJB'(X) (3.4)

bagintis1 vardir ([1]).

Teorem 3.3: keZ, n>2 igin,

(9t el (-5 ppr o) e

B (x) = 5 (B (x)+ 48 (x))

esitligi vardir ([1]).

Tamm 3.4: Dejenere iistel fonksiyonu €} (t) :

X (t) = (14 At):

seklinde tanimlanir. Burada, LIfT(l) e; (t)=e" saglanr.

Dejenere iistel fonksiyonun iirete¢ fonksiyonu,

14



(=2 (), (36

n=0
ifadesiyle tanimlanir. Fark kurali ise, A, €] (t)=te§ (t) ifadesiyle verilir ve
e, =e,(t) olur.
Tamm 3.5: Dejenere logaritma fonksiyonu,

Iogl(1+t)::(1%)_1:%2(l)[% (37)

seklinde tanimlanir. Dejenere iistel fonksiyonu ile iliskisi,

log, (e, (1+t)) =1+t ve e, (log, (1+t))=1+t

seklindedir.

Tamm 3.6: Poly iistel fonksiyonu |t| <1 ve k € Z igin,

Ei, (t) = f:(n_tw (38)

n=1
ifadesi ile tanimlanir ([17]).

Tamm 3.7: Poly iistel fonksiyonu Ei,(x) kullanilarak ILtip poly-Bernoulli

polinomlart,

Ei, (log(1+2)) o _ i

M (2 (ke
o 1 2./ (x)=. (keZ) (3.9)

seklinde tanimlanir ([17]).

x =0 alindiginda, A (0):= 4% ILtip poly-Bernoulli sayilart elde edilir.

Ayrica Ei(z)=e’-1 oldugu goriilir ve k=1 alindiginda ILtip poly-Bernoulli

polinomlart A (x), klasik B, (x) Bernoulli polinomlarina indirgenir.
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BOLUM 1V

DEJENERE BERNOULLI POLINOMLARI

Bu boéliimde dejenere Bernoulli polinomlar1 tanitilacak ve bazi temel 6zellikleri

incelenecektir. Bu boliim hazirlanirken [10] nolu kaynaktan yararlanilmistir.

Bilindigi gibi Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu,

Uy 14
(e‘—1]e ..§:Bn(x)n! (4.1)

n=0
seklindedir.

X=0 oldugunda,

Bernoulli sayilari elde edilir.

(4.1)den (n>0,d eN),

d-1
¢S, (?) @2)

elde edilir.

Asagidaki esitlik,

Ut (4.3)

seklinde kolayca elde edilebilir.

Boylece (4.1) ve (4.3) ten,

16



i(Bn (l)—Bn)ﬂzt (4.4)
elde edilir.

Her iki taraftaki katsayilar1 karsilastirarak,

B,=1veB, (1)-B,=4,, (4.5)
bulunur. Burada 5n,k , Kronecker’in semboliidiir.

AeC igin, Leonard Carlitz dejenere Bernoulli polinomlarin1 asagidaki gibi

tanimlamistir ([2]).

n

L @ty =S4 x|/1 (4.6)
n=0 -

(L+ Aty -1

Xx=0 oldugunda f, (/1) =f (0 | /1) dejenere Bernoulli sayilari olarak adlandirilir.

(4.6) esitliginden,

i B.(x]2) L::Eim)—t (1 at):
- " (1 at)r -1
t
= e
e -1
-YB, ()= .7)
n=0 n!

elde edilir.

Boylece, (4.7) esitligi ile,
lim , (x| 1) =B, (x), (n>0)

elde edilir ([10]).

17



Asagidaki esitlik,

t L t
(L At - ———— =t 4.8)
(l+ /1t)/1 -1 (1+ ﬂt)z -1
seklinde kolayca elde edilir. (4.6) ve (4.8) den
') tn
B 1A)- z)}m =t (4.9)
n=0 :

olur. (4.9) un her iki tarafindaki katsayilar1 karsilastirarak,

ﬁn(lM)—ﬂn(l):ém , ,Bo(/l):l (neN) (4.10)
elde edilir.

(4.10) denklemi (4.5) in A -benzeridir. (4.6) esitliginden,

0 m

t(1+/1t)j~—( 1+2,t - ]Z x|/1

=0

z(i 1)M|J(iﬁm x| 1) ) (4.11)

| m=0
denklemi tiiretilebilir.

Burada A -azalan faktoriyel,

(%), , =X(x=2)..(x=2(n-1))=2" (%) =2"> S, (n1)A "X

seklindedir. Boylece (4.11) ile,

i(x) _ Z(Z P‘f;[] nl(XM)Jtn—n! (4.12)

n=0

elde edilir.

18



(4.12) in her iki tarafindaki katsayilar karsilastirarak,

(X)n,ﬁi(ll)'ﬁmﬂnl(xw . (n>0) (4.13)

1=0

elde edilir. Ayrica dikkat edilirse,

(x), = lim(x),, = zm B

olur. Diger taraftan,

> (X1 2) o =| ———— [[L+2t)¢
e
(L+2t)7 -1

o0

(Samt) Swn. )

m=0

i(z,ﬁ,(ﬁ ( j ). Mjﬂ (4.14)

n=o\ 1=0 n!

olur. (4.14) in her iki tarafindaki katsayilari karsilagtirarak,

n

ﬁn(xM):Z[T]ﬂ, (2)(%),,, . (n>0) (4.15)

1=0

elde edilir. Bu nedenle (4.10), (4.13) ve (4.15) esitliklerinden asagidaki teorem elde

edilmistir.
Teorem 4.1: n>0 igin,

n

A,040)=3(] A,

Zn: ||+11&(] m(x14)

1=0

ve

By (2)=1, B.(LA)-5(4)=46, dir ([10]).

19



(4.6)’den asagidaki denklem tiiretilebilir:

t x t < anx
1+ 2t)r = ———— > (1+4t) 7
7 + At -1%%

Y Tt

Bu nedenle (4.6) ve (4.16) den asagidaki teorem elde edilir.

;)

Teorem 4.2: n>0i¢in, d eN olmak iizere,

d-1
B, (x| 2)=d" ﬂn(a”

a=|

esitligi saglanir ([10]).

Teorem 4.2, (4.2) esitliginin A -benzeridir. Yani,

Bn(x):lligg,b’n(xu):d”‘ldz_i B, (?j , (deN)

LAty
(1+4t)1 -1 (1+4t)1 -1
t n
=—1((1+u)4 _1j
(1+At)7 -
t

= —1((“ lt)% —1)(1+(1+ /It)% +o.+ (14 }tt)ni_l)

(1+t): -1

20
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olur.

elde edilir.

(4.17) ve (4.18) ile asagidaki esitlik elde edilir:

(4.17)

(4.18)

, (neN).  (4.19)

Bu nedenle (4.19)’ nin her iki tarafindaki katsayilar karsilagtirilirsa asagidaki teorem

elde edilir.
Teorem 4.3: m>0 ve neN ig¢in,

n-1 1

> (D, = =1 Bna (n]2) = B (2)]

o m+1

esitligi saglanir ([10]).
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(4.1yde ki tyi %Iog (1+At) ile degistirerek,

—Iog(1+ﬂt) (1+ gt§ iBn (Iog(1+/1t))
(L+ 4t): —1 =
:i(z B, (X)2™™S, ( )j% (4.20)

elde edilir.

Diger taraftan,

|09(1+/1t)% N - log (1+ At) t .
(1+/1t)1—1(1 p ( A ]{(n;a)i—l(l M)]
{2%1&'}[%%(42)%}

(st 1) 2 B, (Xwnljn.

ol 1+l ( —l)

SIS (Vo e
olur.

Bu nedenle (4.20) ve (4.21) ile asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4: n>0 igin,

n no1

B, (x)A"™"S,(n,m) = Zm(?j(—l)' A B, (x]2)

esitligi saglanir ([10]). Burada S, (n, m) birinci tiir Stirling sayisidir.
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(4.6) esitligindeki t yi %(eﬂt - 1) ile degistirerek,

m=0
burada S, (n, m), ikinci tiirden Stirling sayisidir.

Diger taraftan,

i et _1 ext:i( t'[ j(e()wl)t_ext)
Al e -1 Atle -1

yazilirsa (4.22) ve (4.23) ten,

B,..(Xx+4)-B,..(x) _”
n+1 B

S, (nm)A"™ B, (x|4)

m=0
olur.
Bu nedenle (4.24) ten asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5: n>0 igin,

Bn+1(x+ﬂ’)_Bn+1(X) C

- :m_OSZ(n,m)i”‘m”ﬁm(xM)

esitligi saglanir ([10]).

23

= i[iz"-msz (n,m) A, (x|/1)]tn_n!,

(4.22)

(4.23)

(4.24)



Teorem (4.3) ten,

n-1

S (1), =timS (1), , ~tim

1=0

Bt (n|2) =B (2)

m+1

_ Bm+l (n)_ Bm+l
m+1

, (m=0,neN)

elde edilir.
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BOLUM V

g-PARAMETRELI POLY-BERNOULLI POLINOMLARI

Bu boliim [3] ve [11] calismalarinda yer alan tanimlardan ve elde edilen sonuglardan
yararlanilarak yazilmistir. Oncelikle g-parametreli poly-Bernoulli polinomlari
tanitilacak ve bazi teoremleri isparlanacaktir. Daha sonra g-parametreli dejenere poly-

Bernoulli polinomlariyla ilgili tanimlar verilecek teoremleri ispatlanacaktir.

5.1 g-parametreli Poly-Bernoulli Polinomlari

n ve k, n>0 ve k>1 olan tamsayilar ve =0 olan bir ger¢ek say1 olsun. Poly-

Bernoulli sayilari g-parametresi ile su sekilde tanimlanir ([3]):

S jingﬂ_ (5.1.1)

(k)

Dolayisiyla =1 ise B, = Br(]k) Bernoulli sayilaridir.

Poly-Bernoulli sayilarmin genel bir durumu olarak, g-parametreli poly-Benoulli
sayilar Br(]kq) : Sz(n,m) ikinci tip Stirling sayilar1 cinsinden ifade edilebilir. Buna gore
asagidaki teorem ispatlanir.

_ )n— m!

Teorem 5.1.1: S n, m
Z (m 1)

esitligi saglanir ([3]).

Ispat: (5.1.1) esitligini kullanarak,

i 1—e*qt l—e’qt "
o © tn aLl o
Sel - -3

n.q
n=0 n! 1-e qt m=0 m+1)

25



olur. Sonug, katsayilar karsilastirilarak elde edilir. Giris boliimiinde verilen B,(]k) icin

iirete¢ fonksiyonu ve kombinasyonel ifadenin karsilagtirilmasiyla gosterilir.

Bu formiil, Br(]kq) nun polinom yapismi verir. N0 ve S, (n, n) =1 igin S, (n,O) =0

(k)

5 (k) _
oldugundan, B = B basit poly-Bernoulli sayilari ve B,

nun rasyonel katsayilari

olan n-1 dereceli g nun bir polinomu olur.

Bﬁkg tanimindan farkli {ist indeksli Br(]'fq_l) sayilarint igeren bir yineleme bagintisi

tiretilebilir. Bu tiir yineleme bagintilart poly-Bernoulli sayilari i¢in ve poly-Bernoulli

polinomlari i¢in elde edilebilir.

Teorem 5.1.2: k ve n>1 tamsayilar1 igin,

B _ B0 _ n-m B
4 n+1{ 4 Zq m-1) ™

esitligi saglanir ([3]).

ispat: Li; (t)= % Li_, (t) esitligi bu iliskiyi verir.

" —qt -t
i (1 e j: e " Lik—l(l e J
q l-e q

Diger taraftan (5.1.1) esitliginden,

n—1

L (1—e™ t" l et
L! qt (k) Bk
'k( q ] Z > (n-1)!

n=1

oldugu anlagilir.
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n=0 n! qno mOn mlml

o 1 gvmpk)
:ZB t_ _ZLZlq Bm+1q Jt

elde edilir.

Bu nedenle, son denklem n+1 e bolunturse,

elde edilir.

Teorem 5.1.3: Negatif olmayan n ve pozitif k tamsayilari i¢in,

min(n k)

nq Y=g > (] (nj.q)s; (k+1,j+1)

j=0
esitligi saglanir ([3]).

Ispat icin ikinci tiirden agirlikli Stirling sayilarma ve A -Stirling sayilarina iliskin iki

bagintiya ihtiyag vardir.
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Lemmab5.1.4:

n

Z(qu”_ksz(k,j):Sz(n,j,q) (5.1.2)

k=0

ve
1 k k -1 . -1 .
=08 (nj)=S] (k+1,j+1) (5.1.3)
o\ N
olur ([3]).
Ispat: ikinci denklem igin A -Stirling say1larinin tanimi kullanilarak ve m, j+1 ile
degistirildiginde,
j+l
(q‘let _1) S v ) tn © o ] n+l
e TR Sy (n,j+1)—=> S} (n+L j+1
(j+1)! Z,l 2 (0 )n! Z, : N+ )(n+1)!
elde edilir.

t degiskenine gore tiirevi,

. . o (g -1 J qle'
ZSS (n+1,1+1)m:( _!)
n=j J

olur.

O halde,

n

] B t o
(n+1, j +1)m =>'S

0

n

S 71(n +1,j+1)%

=1
Il 8
—

N o
=]
I

N o

(q—let _1)j q—let

1& 1, &t

==%s (k)= —
qZ : J)k!k=0|<!

k=0
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I
Qo
=
e
7\
>
M-
7 N\
> X
N——
(9]
Qo
—~~
>
N
N—"
N—

elde edilir.
Katsayilarin karsilastirilmasi sonucu verir. (5.1.2) denklemi daha dogrudan,

i(knoq”k@sz("’”jt_ Z[Z “kS(k!J) ]

n=0

seklinde ifade edilir ([3]).

Teorem 5.1.3’iin ispati: Brgqu) nun lirete¢ fonksiyonunu,

& ot U &&r
>3 E =S e ) (e
= " g™ 1_e @ (m+lu _ qeu+qt
mZ:Oq ( € ) e q (eql 1)(eu_q)
:ie (a7%e"~1) e*(e" 1)‘
=0
w [ 2 Uk 0 uk & qntn o qntn
:JZC;_J!;;;SS ( J)EMJ!; n! gsz(n i) nl}

seklinde hesaplanir ([3]). Simdi, Lemma 5.1.4 ten,

iiBﬁ,‘J);,i. i[JZS (n.J.a) }{ s "+1'j+1)%}

=0
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min(n,k) tn uk

Y3 (3 as,(na)sy (k+L 1) ikt

olur.

Stirling sayilar1 i¢in ortogonallik ve ters bagintilar, poly-Bernoulli sayilarinin bazi

bagmtilarini g parametresi ile tanimlar. Ortogonallik bagintilarindan,

n n

Z(—l)"frsl(n, r)S,(r.m)=> (-1)""s,(n,r)s,(r,m)=3,,
olur. Burada O, Kronecker semboliidiir. Burada, m=n ve &, =0 i¢in &, =1 olur.

Aksi halde ters bagntilar,

f,=> (-1)""s,(n,m)g, < g,=>.S,(nm)f,
m=0

k)

olur. Bu ters bagmtilarla, B,(Lq

Stirling sayilaria baglanir.

Teorem 5.1.5: Poly-Bernoulli sayilari bir g parametresi ile

3 S, (n,m "“B(k)zn—!
Sttt

seklinde tanimlanir ([3]).

n__

m
M — np(k) .- - .
ve g, = (—1) q "By, icin ters bagntilardan gelir.

Ispat: Denklem f, =
P (m+1)

Simdi poly-Bernoulli polinomlar1 bir q parametresi ile tanimlansin:

aLi, [1_em] ;
q %O pk) ot
— € —Z B.q (X)ﬁ’ (3D

1-e®

Eger, q=1 ise B,gf(l)(x):Bék)(X) poly-Bernoulli polinomlaridir. X ve —x ile
degistirilen poly-Bernoulli polinomlar1 i¢in farkli bir tanim vardir. x=0 ise
Br(]kq) (O) = Brskq) poly-Bernoulli sayilaridir.
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Bir q parametresine sahip poly-Bernoulli polinomlari, ikinci tiirden Stirling sayilar

ile ifade edilebilir.

Teorem 5.1.6: q parametreli poly-Bernoulli polinomlart igin,

ispat:

Bdylece sonug asagidaki gibidir.

Bﬁkq)(x) polinomlart i¢in, Teorem 5.1.2 nin ispatindaki say1 durumuna benzer bir

yineleme formiilii elde edilir.
Teorem 5.1.7: k ve n>1 pozitif tamsayilari i¢in,

()= w -t S et

m=0

esitligi saglanir ([3]).

Birinci tiirden Stirling sayilari,

(1+t) *[log(1+1)]" :i(—l)“““sl(n.m,x)ﬂ

m! o n!
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ve

s.(nm)=3 (705, (n-r.m)

n=0 r

seklinde tanimlanmisti. Burada (X)(r), artan faktoriyeldir. Bu denklem n<m i¢in

S,(n,m,x)=0 oldugunu gosterir.

Teorem 5.1.8: q parametreli poly-Bernoulli polinomlart igin,

n X) o m n!
Z;)Sl(n,m,ajq BY) (X) = ———

q"(n+1)

esitligi saglanir ([3]).

5.2. g-parametreli Dejenere Poly-Bernoulli Polinomlar:

Bu kisimda g-parametreli tamamen dejenere poly-Bernoulli polinomlari ,B (/1 x) ile

5.1 den g-parametreli poly-Bernoulli polinomlari ise Br(]kq) (X) ile verilmistir.

Ureteg fonksiyonu olarak ,BS;) (4.%),

_a
aLi 1—(1;ﬂ,t) 2
1+/It => B9 (4, x)t—I (5.2.1)
1-(L+At) n=0 n

seklinde tanimlanir ([11]).

g=1 alindiginda ,Brfk)(/i,x)zﬂn(f‘l)(i,x) tamamen dejenere  poly-Bernoulli

polinomlar elde edilir.

Diger yandan lim B (4, x) =B (x) olur.
X =0 alindiginda ise ﬂ,gkq) (4,0) g-parametreli poly-Bernoulli sayilari elde edilir.
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(5.2.1) den bir g-parametreli tamamen dejenere poly-Bernoulli polinomlarinin Sheffer

dizisi tarafindan verildigi gosterilebilir.

l1-e® e -1

Frid (2%) ~ =Y (5.2.2)
qLik(l—e j A

g-parametreli tamamen dejenere poly-Bernoulli polinomlarinin  6zellikleri

incelenirken birinci tiirden Stirling sayilarina ihtiya¢ duyulur. Bu nedenle Stirling

sayilart S (n, m) in daha 6nceki boliimlerde de verildigi gibi,

(x),, =2"(x/ 2) =38, (n1) 2" '~ (1(e"-1)/2) (5.2.3)

1=0
olur.

Burada (x), ,, n>1 igin,
(%), , =X(x=2)(x=24)..(x=(n-1) 2) (5.2.4)
olur ve (x), , =1 dir.

Teorem 5.2.1: Tim n>0sayilari igin,

S, (n,1)S, (1-r,m) A" (=q) "™ |x'

esitligi saglanir ([11]).

Teorem 5.2.2: Tim n>0 sayilari igin,

r=0\_l=r m

LY (2,%) = Z[ZZ( ]/1" s, (n1)S, (1-r,m) 8% (4, o)]

esitligi saglanir ([11]).
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Teorem 5.2.3: Tiim n>1 sayilari igin,

B (2,x)= ‘Z[Zi(n |_1j(n —|j miA' (-q)" " 5 (s m)}(r

r=0| 1=0 m=0 r (m+1)k

Burada B,(n), n mertebeli Bernoulli sayisidir.

Teorem 5.2.4: Tim n>1 sayilari igin,

=3 ST (" st a0s. r-1-nm e

r=0\_1=0 m=0
esitligi saglanir ([11]).

Teorem 5.2.5: k > 2olsun. O halde,

A (A,x)= > B;q(-9) B, (1)a* B,q’
" ot e <n jl!( h +1) J! iz i !(jl +.+ §+1

) ajl*m*]k
esitligi saglanir ([11]).

o+ ) & (N . : .
Burada o, , ., :(Jl/w—ﬂkjk) > [Ijsl(l’ i+t i) A (x),,, dir
I=jy+.t i

e -1

(5.2.2) esitligine ve (x)_ i [1, ] olduguna dikkat edilirse Sheffer 6zdesligi elde

edilir: A% (1,x+y) = i(?)ﬂﬁf (4X)(Y), -

j=0
Teorem 5.2.6: Tiim n>1 sayilari igin,
B (A,x+4) =AY (4,x)+nABY (A, %)

olur ([11]).
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Teorem 5.2.7: Tim n>0sayilari igin,

LY (Ax)=xBY (2,x-2)

33T '[m”js (n.m)(BL,., ~ B B (x=2)/0)

moio M+1
esitligi saglanir ([11]).
Teorem 5.2.8: Tiim n>1 sayilar1 igin,

- 1 n—I—l
i =nl!
dx = (n-

ﬁ.q)

esitligi saglanir ([11]).
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BOLUM VI

GOULD-HOPPER POLINOMLARINI iICEREN BERNOULLI
POLINOMLARI

Bu béliimde Gould-Hopper polinomlarini igeren Bernoulli polinomlar1 incelenmistir.
g-parametreli poly-Bernoulli polinomlarinin Gould-Hopper polinomlarini igeren

tanimi1 verilmistir ve bazi teoremleri ispatlanmistir.

Daha sonra Gould-Hopper polinomlarmni igeren dejenere Bernoulli polinomlari

tanimlanmistir. g-parametreli dejenere Gould-Hopper polinomlari verilmistir.

Son olarak Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli dejenere poly-Bernoulli

polinomlarinin tanimi verilmistir ve teoremleri ispatlanmugtir.

6.1. Gould-Hopper Polinomlarim Iceren g-parametreli  Poly-Bernoulli
Polinomlari

Tanmm 6.1.1: n,k € Z i¢in n>0 ve k>0 alinirsa ve g € R—{O} icin, Gould-Hopper

polinomlarmi igeren q-parametreli poly-Bernoulli polinomlarinin istel iireteg

fonksiyonu,
1-e®
0 . t q Ik q )
Z_;GH B (% y)mzvemw (6.1.1)

seklinde tanimlanir ([4]).

Xx=y=0 alinirsa g, ,B,E:”(0,0) =lH (:j) Gould-Hopper polinomlarini igeren Q-

parametreli poly-Bernoulli sayilari elde edilir.

GH rEkq’) (X, y) nin bazi 6zel durumlar1 asagidaki ardisik agiklamalarla listelenmistir.

36



Agiklama 1: y=0 icin, o, A% (x 0) =gy Ifkq)(x) g-parametreli poly-Bernoulli

polinomlar elde edilir.

Aciklama 2: | ( y) ’de q=1 alinirsa, GH,Bn(k'”(x,y) Gould-Hopper

polinomlarini igeren poly-Bernoulli polinomlar: elde edilir.

A¢iklama 3: g=1 ve y=0 almrsa, B\* (x), poly-Bernoulli polinomu elde edilir.

Agiklama 4: q=k =1ve y=0 alinirsa, B, (X) klasik Bernoulli polinomu olur.

GH ,Ekq 2 icin toplama formiilii agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 6.1.1:

n

(X + X Yy +Y,) =Z[ jGH D (% Y ) HY (%, v, (6.1.2)

m=0
esitligi saglanir ([4]).

Ispat: (6.1.1) esitligi yardimiyla ve seri agilimi kullanilarak,

(1-e®
0 i tn quk( q J .
> BED (X X0 i+ Y, ) — PO

= €
—qt
“— n! 1-e™
(1-e™
qLi [
_ q ex1t+y1tj ex2t+y2tj
1-e ™

=(§Gm( j(gH”(xy j

n

-3 (S o )|

n=0 \ m=

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 6.1.2: Asagidaki esitlik saglanir.

. " (n
GH n(,kq'”(x’ y)zz(m}GH rgk“?qH (%,y).

m=0
GH ,Ekq’ ) (X, y) in tiirev Ozellikleri asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 6.1.3: Asagidaki formiiller saglanir ([4]).

O (x y)
8x

dan B (%Y k.
GHIB—lq( y) ve 8y( ):(n)j anPrsia (%, Y)-

Burada (n)j azalan faktoriyel fonksiyonudur.
Ispat: Ispat (6.1.1) esitliginden kolaylikla yapilabilir.
GH rEkq’) (X, y) in integral 6zellikleri asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 6.1.4: Asagidaki esitlikler saglanir.

_ oH rm (,U’ y)_GH ﬂrsiljti (01 Y)
n+1

H .
[ B (%, y)dx
ve

v (%)= ﬂnﬂq(x 7)
(n+1) '

g .
Jan B (xy)dy ==
v

Burada (n)(j ) artan faktériyel sembolidiir.
Ispat: o, (X y) in tlirev Ozelliklerini kullanarak ve Teorem 6.1.3 ten ispat
kolaylikla yapilabilir.

Teorem 6.1.5: Asagidaki formiil saglanir ([4]).

m

H )

(n jm)t”
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Ispat: (6.1.1) esitliginden,

:i ZGHIB(kqu( )(n—)m.ym v

n=0| m=0 (n—Jm)' n!

seklinde ispat tamamlanmis olur.

6.2. Gould-Hopper Polinomlarim iceren Dejenere Bernoulli Polinomlar

A By ER\{O} olmak iizere g, Br(]J/)I 5., (X, ¥) Gould-Hopper polinomlarmi igeren

dejenere Bernoulli polinomunun iirete¢ foksiyonu,

seklinde tanimlanir ([7]).

A, B ve y sifira giderken Gould-Hopper polinomlarini igeren dejenere Bernoulli

polinomlari, klasik Bernoulli polinomlarina doniisiir.

x =y =0 igin, & B!, (0,0):=B,, dejenere Bernoulli sayilart elde edilir,

o BU) 5., (X, Y) in toplam formiilii asagida verilmistir.
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Teorem 6.2.1: Asagidaki formiil saglanir ([7]).

GHBrsJi)/fy X+g y+9 :Z_(;( jGH nklﬂy(g ‘9)H J}y(x y)

6.2.1. g-parametreli Dejenere Gould-Hopper Polinomlar:

n,jeZ igin n>0 ve q,x,yeR/{O} icin q = 0o0lsun. g-parametreli dejenere

Gould-Hopper polinomunun iirete¢ fonksiyonu,

| x

G(x,y,t):iHﬁfq)(x,y z)n =(1+Aqt): (1+ Aqt!)* (6.2.1.1)

seklinde tanimlanir ([5]).

g-parametreli dejenere Gould-Hopper polinomlarinin bazi 6zel durumlari agsagidaki

acgiklamalarda incelenmistir.

Aciklama :

1. 2—0 igin H,ﬁ’g (X, y) , §-parametreli Gould-Hopper polinomlari elde edilir.
(i)

n

2. g—ligin H (X, y; 4), dejenere Gould-Hopper polinomlari elde edilir.

—_

3. 1—0veq—1icn HY (x,y), Gould-Hopper polinomlari elde edilir.

4, j=2ve q—1icin H, (X, y;/i) , dejenere Hermite polinomlari elde edilir.

5. A—0, j=2,q9—1i¢in H, (X, y) , klasik Hermite polinomlari elde edilir.

Teorem 6.2.1.1: g-parametreli dejenere Gould-Hopper polinomlar1 asagidaki gibi
gosterilebilir ([5]).

[n/j] X(n—jk,/l)y(k,i)
= (n-jk)k!

n—(j-1)k .

q

Ispat: Bir g-parametresi ve ile dejenere Gould—Hopper polinomlarinin iireteg

fonksiyonundan,
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(1+,1qt)§(1+/1qt’)i—[ix ! J[i o ]

n=0 0

_$ Sy (A gt

n=0 k=0 n! kl

-y I S g0 |
0\ k=0 n k) 'kl n!

bulunur.

Teorem 6.2.1.2: Asagidaki fark formiilleri gecerlidir ([5]).

AXHD (x,y;2)=anHU) (x,y;4), (6.2.1.2)
AYHI (%, y; ) =anUIHD. (%, y;4). (6.2.1.3)

ispat: A, XG(X,y,t)=0qtG (X, ,t) esitliginden,

n

ZAxH xtﬂb)n quﬁfJ(x,y;l)
. n=0

n+l o) n

- t
=2 anH Y, (xyid)—
n=0 n:

elde edilir. Dolayist ile (6.2.1.2) ispatlanir. Ayni sekilde (6.2.1.3) te elde edilebilir.
Teorem 6.2.1.3: Asagidaki ters doniisiim formiilii gecerlidir ([5]).

[n/j| (k.2
X" =n1 (q IZ ™ HY L (X y;2)
k=0 (N— J

(1-j)k

. X Y
Ispat: (1+ Q' )ﬂ = (1+ Aqt’ ) #G(x,y,t) denkleminden ispat yapilabilir.

Teorem 6.2.1.4: Asagidaki toplam formiilii gegerlidir ([5]).

k=0

) n(n .
Hﬁ,‘J(Xﬁxz,y1+yz:ﬂ):Z(k]Hé,’J(xl,yl:ﬂ)HéLq(xz,yz,ﬂ) (6.2.1.4)

ispat: G(X +%,, Y, +Y,,t)=G (X, ,,1)G(X,,,,t) fonksiyonel denkleminden ispat
yapilabilir.
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Teorem 6.2.1.5: a sifir olmayan bir karmasik say1 olsun, o zaman asagidaki denklem
gegcerlidir ([5]).

HY) (ax,ay; 4)=a"H ') (x, y;gj ,

6.2.2. Gould-Hopper Polinomlarimi I¢eren g-parametreli Dejenere poly-Bernoulli

Polinomlari

nk,jeZ i¢in n>0 ve q,x,y e R/{0} icin k, j >0 ve q=0 olsun. Gould—Hopper

polinomlarini igeren g-parametreli dejenere poly-Bernoulli polinomlarinin iireteg

fonksiyonu,
1
qui | -
0 i n X oy
> B (%, y;/l)t—|= —(1+Aqt): (1+Aqt’)>  (6.2.2.1)
" " 1-(1+aqt)

seklinde tanimlanir ([5]).

x=0=y almirsa g, A" (0,0;4):= 8% (1), g-parametreli tamamen dejenere poly-

Bernoulli sayilari elde edilir.

H r(]:j)(x, y;/I) nin bazi 6zel durumlar1 agagidaki aciklamalarda listelenmistir.

Aciklama :

1. 2 —>0 almrsa g, n(kq‘) (X, y), Gould-Hopper polinomlarini igeren g-
parametreli poly-Bernoulli polinomlar1 elde edilir.

2. g—1alinirsa g, ﬁﬁk'” (X, y; /1) , Gould-Hopper polinomlarin1 igeren dejenere
poly-Bernoulli polinomlari elde edilir.

3. y=0 alimirsa ,B,Skq) (X;i), g-parametreli dejenere poly-Bernoulli polinomlari

olur.
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4, A—>0ve gq—1alinirsa g, ﬂn(k'” (x,y), Gould-Hopper polinomlarini igeren
poly-Bernoulli polinomlari olur.

5. k=1 alimirsa ﬁ‘q) (X, y;ﬂ) ,  Gould-Hopper polinomlarin1 igeren Q-
parametreli dejenere Bernoulli polinomlar1 elde edilir.

6. 12 —0 ve k=1 alinirsa g, ,(]'q) (x,y), Gould-Hopper polinomlarini igeren g-
parametreli Bernoulli polinomlar elde edilir.

7. k=1 ve q—1 alinirsa g, ﬁﬁ”(x, y; 1), Gould-Hopper polinomlarini igeren
dejenere Bernoulli polinomlar: elde edilir.

8. k=q—1 ve y=0 alinirsa S, (X;/i) , dejenere Bernoulli polinomlar1 elde
edilir.

9. k=q—1, A—>0 ve j=2 almirsa o, 3, (X, y), Hermite tabanli Bernoulli
polinomlar1 olur.

10. k=q—>1, A—>0 ve y=0 almirsa B, (X), klasik Bernoulli polinomlar1 elde

edilir.

Teorem 6.2.2.1: Asagidaki baglant1 formiilii gegerlidir ([5]).

. (N j
o5 (0i2) =3 A AL (1330)

s=0
Ispat: ispat Cauchy ¢arpimindan yapilabilir.

Teorem 6.2.2.2: Asagidaki fark formiilleri saglanir ([5]).
A on B (0 yi2) [=an 6 B (X, 3 2)
Ay I:GH ﬁn(,kéj) (X' y;l)] = qn(jl) GH ﬁrgﬁ'jj,; (X, y;ﬂ) .

Teorem 6.2.2.3: Asagidaki esitlik saglanir ([5]).

il

(S,l) S S
Dy v y)_Ad -
023 ] e ttnd)
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Ispat:

_a
aLi. {1(1;/&) A]
) . n X oy
> e Brg (% Yi2) = (1+Aqt)+ (1+ Aqt’ )

olur ve ispat tamamlanir.
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BOLUM VII

BULGULAR

7.1. Gould-Hopper Polinomlarmm Igeren g-parametreli 11.Tip Dejenere Poly-
Bernoulli Polinomlari

Bu boéliimde, Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli dejenere birinci tiir
Stirling polinomlar1 ve Gould-Hopper polinomlarini igeren q-parametreli Il.tip
dejenere poly-Bernoulli polinomlar: ile ilgilenilmistir. Ardindan, bunlarin c¢esitli

iligkileri ve 6zellikleri verilmistir.

Tammm 7.1.1: nmeN, olmak lizere jeN ve Q& R/{O} alinsin. Gould-Hopper

polinomlarin1 igeren (-parametreli dejenere birinci tlirden Stirling polinomlart

asagidaki gibi tanimlanir ([17]).

* t" (log, (1+qt .
nzmsuqnm %Y) = ( ‘(m! )

e} (at)e! (at’). (7.1.1)

Aciklama 1:

1. A —0 alinirsa Sl( q) (n m:X, y) Gould-Hopper polinomlarin1 igeren (-
parametreli birinci tiirden Stirling polinomlar: elde edilir.

2. q—1 alimirsa 31(,2 (n, m:Xx, y) , Gould-Hopper polinomlarini igeren dejenere
birinci tiirden Stirling polinomlar: elde edilir.

3. y=0 almrsa S, 2 (n,m : X), g-parametreli dejenere birinci tiirden Stirling
polinomlar1 elde edilir.

4. A —>0ve q—1 alinirsa Sl(j) (n, m: X, y) , Gould-Hopper polinomlarini igeren

birinci tlirden Stirling polinomlari elde edilir.
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5. 2—>y=0 alnirsa Sl;q(n,m:x), g-parametreli birinci tiirden Stirling

polinomlar elde edilir.

6. 1—>y=0 ve q—1 alinrsa Sl(n, m: X) , birinci tiirden Stirling polinomlar1

elde edilir.

7. x=y=0 alirsa S, 2 (n, m), g-parametreli dejenere birinci tiirden Stirling

sayilar1 elde edilir.

8. 1—>y=x=0 Ve q—a=1 alinirsa S, (n, m) , bilinen birinci tiirden Stirling

sayilar1 elde edilir.

Teorem 7.1.1: jeN ve g€ R/{0} igin toplam formiilleri,

. 0 (n
Sf,ﬁ);q (n,m:x, y):Z(SjSMq (ssm)GH/, .., (x,y)

s=0

Sika (MM x,y) = Uﬁ (lj S{ka (n=5,m:0,y)

A [n/j] 250° ) Y
st (nm:x,y)=n! ; s'(n—?Js)'(%l s\, (n—js,m:x)

M
>
o

saglanir ([17]).

Ispat: (7.1.1) esitliginden,

isl(i)_ (n,m:x, y)tn_nlz(logz (r::‘qt)) el (qt)e (th)

o " (log, (1+qt))" _
550, (nmiy) s - L) o gy )
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(n—js)! n!

AL .. n
=Z( sf,;{q(n_js,m;x)[%j S'ﬁLn']t

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.1.2: Asagidaki fark kurallari,
A, S (nmix,y)=ans{) (n-Lm:x,y)
ve
AlvySl('L);q (nm:xy)=aq(n), S]Sil);q (n—j,m:x,y)
saglanir ([17]).
Ispat: A,XG(x,y,t)=qtG(x,y,t) esitliginden,

n+1

) i tn o .
>aA,,8H (nm:x, y)ﬁ =>"ast (n,m:x,y)
. n=0

n=0 n!

n

> ; t
_ Zoqnsl(");q (n-1,m:x, y)m
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bulunur ayni sekilde diger esitlikte bulunabilir.

Tanmm 7.1.2: nk,jeZ i¢gin n>0 ve j>0 ayni zamanda q,x,yeRl{O} igin
q# 0 olmak iizere, Gould-Hopper polinomlarini igeren q-parametreli Il.tip dejenere

poly-Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu,

quk(log*(H qt)] )

q ' - (k.j) t"
t)e/(qgt! )= Xy )— 7.1.2
1—egl(qt) q )eﬂ, (q ) ;GH ﬂn,l,q(x y)nl ( )

seklinde tanimlanir ([17]).

x=0=y almirsa g, ﬂm (0,0) =g, m , Gould-Hopper polinomlarini igeren g-

parametreli dejenere 11.tip poly-Bernoulli sayilari elde edilir.

GH ,Ekﬂ’q) (X, y) in baz1 6zel durumlar1 asagidaki agiklamalarda listelenmistir.

Aciklama 2:

1. 2 —>0 alimirsa g, ﬂ,fkq’) (X, y), Gould-Hopper polinomlarmi igeren ¢-
parametreli Il.tip poly-Bernoulli polinomlari elde edilir.

2. g—1 almirsa g, ﬂﬁﬁ;” (X, y), Gould-Hopper polinomlarmi igeren Il.tip
dejenere poly-Bernoulli polinomlari elde edilir.

3. y=0 almirsa ,B,Ef;);q (x), g-parametreli Il.tip dejenere poly-Bernoulli

polinomlar1 elde edilir.

quk(logi(lJrqt)j |

4 _N a0 (L
1—egl(qt) el(qt)_nzz(;ﬂn,ﬂ;q(x)n!.

4. x=y=0 alinirsa ﬂﬁﬁ;q , g-parametreli 11.tip dejenere poly-Bernoulli sayilar

elde edilir.




5.

10.

11.

12.

A—0 ve g—1 alinirsa g ﬂr(]k'j) (x, y), Gould-Hopper polinomlarini i¢eren
[1.tip poly-Bernoulli polinomlari elde edilir.

k=1 alinirsa g, r(]'jl);q (X, y), Gould-Hopper polinomlarin1 igeren Q-
parametreli dejenere Bernoulli polinomlar1 elde edilir.

A —0 ve k=1 alinirsa g, ,(];jq) (x,y), Gould-Hopper polinomlarini igeren g-
parametreli Bernoulli polinomlar: elde edilir.

k=1 ve q—>1 alinirsa g, ﬂé'j (X,y), Gould-Hopper polinomlarini igeren
dejenere Bernoulli polinomlari elde edilir.

k=q—>1ve y=0 alimisa 3, , (X), dejenere Bernoulli polinomlar: elde
edilir.

k=qg—>1ve A—0 almrsa g, ﬁn“’ (X, y) , Gould-Hopper polinomlarini
iceren Bernoulli polinomlar1 elde edilir.

k=q—>1, A—>0 ve j=2 ahnirsa ., B, (X, y) , Hermite tabanli Bernoulli
polinomlar1 elde edilir.

k=g—>1, A—>0 ve y=0 alinirsa B, (X) , klasik Bernoulli polinomlar1

elde edilir.

Teorem 7.1.3: (Toplam Formiilleri)

ve

s=0

. nn .
o F2000) =3 AL G (1)

) |[n/j] 150°
GH ﬂrgkzqu) (X’ y) =n! Z (%j —q'Br(IE)js,/l:q (X)

= ;. s!(n—js)!

esitlikleri saglanir ([17]).
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Ispat: Oncelikle,

. o OEk (Iog*(;”t)J
(k.j) _ X '
;GH ﬁn,ﬂ,lq(x’ y)m_ 1—e;l(qt) ei (qt)e)): (qtj)

© n tn
-S(E(0)pen e [
ve

. i (Iogl(1+ qt)

iGH ﬁr&kﬂg(xi Y)_: -1 ] Je; (qt)ei (qtj)

n=0 o n! ].—e/1 (qt)

S k) Y jngnt”
(Z; B (x)— ](;(Zlq A H]
0 |_n/jJ n—js is
4 (i) (x) Lt xj et
;[ < ﬂn—JS,l;q( )(n_ jS)!(l Sq Sl

w (0] $9s n
_ (k) y) _g4nt it
;[ - ﬂnfjs,/l:q (X)(/ll S!(n— JS)I] n!

seklinde seri agilimlar1 kullanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 7.1.4: (gy ﬁn Jied (X y) igin A -fark kurallar1)

B o Bia (V) =0 6a B30 (X Y) Ve A, 6l (%) =a(n), e APk (%)
esitlikleri saglanir ([17]).
Ispat: A xG(X,y,t)=qtG(x,Y,t) esitliginden,

n+1

ZA“GH n/lq Xy | ZqGHﬂn/lq XY)

n=0
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:Z GH nuqu)
-0

seklinde ispat yapilabilir ve ayn1 sekilde diger esitlikte bulunabilir.

Burada, Gould-Hopper polinomlarini igeren ¢-parametreli Il.tip dejenere poly-
Bernoulli polinomlar1 ve Gould-Hopper polinomlarini igeren bir g parametresi olan
dejenere birinci tiirden Stirling polinomlartyla ilgili asagidaki teoremlerle ¢ok ¢esitli

baglant1 formiilleri verilmistir.

Teorem 7.1.5: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

B3 (0 sl (09

1=0

20( jz[lz[ j L (Lm)(2) =S, (u, m)j%emﬂ;q(x,y).

m+1)k

ispat: Oncelikle,

(1-e;*(qat) )(ZGH (k‘j gEi [wJeﬂqt)eﬂqtj) (7.1.3)

verilsin. (7.1.3) esitliginin sirasiyla sol tarafi ve sag tarafi LHS ve RHS olsun. O halde,

ntn 0 n

LHS = ZGHﬂnnq (xy ___Z ZGHﬁéﬁfq)(x,y)m

n=0 - n=0

IR (j( .0 el () |

e st |5

Il
M
7\
®
I
=
NT
o=
—~
x
<
h—
|
=]

ve
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= (log, (1+qt))".q" | .
=q; (m-1)t.m" 'el(qt)eﬁ(qt)

seklinde ispat tamamlanir.

Teorem 7.1.6: ‘ej(qt)‘<1 igin,

n
GH n,1q Xy :Z_

A'DMS
b—\
)

.Q
3
3
><
C
<

N—

esitligi saglanir ([17]).
Ispat: (7.1.2) esitliginden,

0

t" . (log, (1+qt) |\ & < .
> e B (%, y)mqulk [—g* (q d )JZ:e,1 (qt)e; (at)e} (at’)
- u=0

n=0

i(logl )) q_mﬂgej” (qt)e{(qtj)

:mo ~1)!m"
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~ (log, (1+qt "t @ u _
:Z( z(ml )) ?nk—l A (qt)e}(qt’)
m=! - u=0

i

o0

-3 Ssunm T S e (o)

0 n

:iiq (Zsl(,jl):q (n,m;x—u, Y)qn%j

n=m

S ™ iy t
-3 x|

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.1.7: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

0 1-

o P2009)- 3 106 (1)

1=0

Mq (n,m;x,y).

m=1

Ispat: (7.1.3) iin sirasiyla sol tarafi ve sag tarafi LHS ve RHS olsun. O halde,

LHS:ni;(GH B (x,y)- Zn:[an(_l)Mq. o B o (X y)]

1=0

ve

RHS - qu "™ log, (1+qt) e (qt)e’ (qt‘)

ml m
0 I-m o« n
YAy )
= st nmxy
k-1 L9
m:1m n=m n

=i{i o nm;x,y)}tn—n!

n=m| m=1

seklinde ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 7.1.8:

1 n+1 n_|_1 u-1-m .
nk/‘tjq)( y) ( J(Zsli U m qm k-1 jGH r(1+iulq(x+1 y)

n+1uO

Burada ﬁ,f]ji);q(x, y), Gould-Hopper polinomlarin1 igeren ¢-parametreli 1l.tip

dejenere Bernoulli polinomlaridir. Ureteg fonksiyonu ise,

t" t

D on ks (49) =y (el (o)

seklindedir ([17]).
Ispat: (7.1.2) esitliginden,

i [Iogi(1+ qt)] t
x+1

. (k.) L a
2yonPriia (% Y) = t e, ()1

(at)e!(at’)

j [Z AL (x+1y) = j
=%[i ” sm(n,m)qnf—ft_nj(i%ﬂé,’)q(x+1, y)tn—n!j

oS om L ettt |

seklinde istenen sonug elde edilir.

Teorem 7.1.9: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

-m+1

o B (X1 Y) =a B (X Y) Zq St (NMx+1Y).
Ispat: (7.1.2) esitliginin her iki tarafi (e/1 (qt)—l) ile carpilirsa,

i( (k J) (X+1,Y)—en ﬁnk J)(X y)) (wj ;" (at)ef (qtj)

n=0
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m! m“-

_ i[(logl (1+ qt))m J g™ el (qt)e} (th)

—m+1

00 tn
-3 a st nmxen)

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.1.10: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

1 BE(n+l - i X+u-1
TR R o i e e ST R R e

r]'*_:I-u 0 s=0 —lm

Ispat: (7.1.2) esitliginden,

log, (1+qt)
S )ﬂ_ej(qt)_lmq k q e (qt)e! (at')
Zyon Praa X V)= e, (qt)-1 el (qt)-1 e 8
qEi, |09,1(;-+qt)Jm_l
— Ze;+u+l—m (qt)E,{ (th )

x+u+l m (qt) (qtj)

. (log, (1+qt
a qEIk (g/l((”j x+u-1 y
=3 a t e,m _l(qmt)ea (amt)
t 1-e;), (qmt) " i
~ m—ll o n q—m+l+n tn U1 t”
_(U=OEL§; mk—l Sl,i(n’m)j } (Z GH nzl/m qm( m -1 r)r/J I’l'j
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m-1 o s—m+1 X u-— 1
= |:Z( qu k-1 1,1 (S7m)GHﬂrEJ)s/1/mqm( i _1 y):|
n=0

u=0 m m

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.1.11: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

: nin
GH nf(}:gg(xl+x2’yl+y2):z GH n/lq(xl yl)GHrERJA;q(XZ’yZ)'
( u

u=0

Ispat: (7.1.2) esitligi kullanilirsa,

o [Iogi(ljtqt)j

n k

5 (k.J) t_ — q XX t Y1tY2 tj
nZ:;GHﬂn,l;q(Xi+X2’yl+y2)n! —e;l(qt) e& (q )el (q )

(ZGH Brita (%, Y1) j{iGHm(Xz’yz) j

n=0

5[5

n=0 \_u=0 n!
seklinde ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7.1.12: Asagidaki esitlik saglanir ([17]).

L”/JJn is(n— |
(k J Js mig (1) (lj /1m+sqm+s n: : .
s=0 m=0 A )\ A s!(n— JS)!

Ispat: (7.1.2) esitligi kullanilirsa,

. i [Iogl(1+qt)

nZ:;;GHIBn,l;q(X’ y)n! 1_e;1(qt) e/l(q )eﬂ (q )

w52 #el)
(S5 (otiana(2) b E(2) o)
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S HJ < n—jS y M+S ~M+S n! tn
:z ( m ]GH an mq(Xy/’L)( ]m(ZJ ﬂv q . o~ |

s sl(n—js)! [n!

ispat tamamlanur.

Teorem 7.1.13: (Kapali Toplam Formiilii)

w Brita(7.Y)= me e (V) (7 =) (7.1.6)

nmo\M/{M
saglanir ([17]).
Ispat: (7.1.2) esitligindeki t, t+u ile degistirilirse,

quk(logl(l+q(t+u))J
q y j S (k.j t° u'
e ) e (a(tu)’) =e(a(t+v) X i (6 Y) Gy

ve son denklemde ki x yerine z yazilip (7.1.4) esitligi de kullanilirsa,

quk{Iogi(1+q(t+u))
t° u'

& (a(th) 3wl (my) S - q Je%(q<t+u>j)

S0 1-e;*(q(t+u))

elde edilir. Son iki denklemden,

s e s I

o t u x tu

|Z_OG s+|/1q Z'y -ﬁzeg (Q(H‘U))IZ:O GH s(tljﬁ)q(x y)S.ﬁ
olur. Buradan,

) ts ul o tn um > ts UI
;) GH s+|/lq 7, y ' || = ZO(T_X)mm,i mmei (q(t‘i'U));) GH S(EIJ))“q(X y)_IF

elde edilir. 1eC igin A — azalan faktoriyeli kullanarak,

S H ﬂs(tij)r\—m,l:q (X' y)(T - X)n+m,i tsul

0 ts uI o s
2 on i aﬁ_s%n,m_o nim!(s—1)!(1-m)!

s,1=0
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elde edilir ve (7.1.6) esitligi ispat edilmis olur.

Sonug 1: (7.1.6) esitliginde s=0 alinirsa asagidaki kapali toplam formiilii saglanir.

on B (2,y) = ZI‘,{ jGHﬂ.mlq (xy)(r=x),,-

m=0

Sonug 2: (7.1.6) esitliginde s=0 alindiginda ve z yerine 7+ X yazildiginda,

B e x)= 3 o (1)),

m=0
esitligi elde edilir. Simdi asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 7.1.14: (Simetrik Ozellik)

aeN, a,beR ve n>0 i¢in asagidaki simetrik 6zdesligi,

m n-m n m n-m -
Z (mj[sj( u j(a y)u ali (b y)s,bi/l G rEE’nQu,aA;q (ax) GH Fm- smq(bx) am™" ™"

n m n-—m n m n_m J J
:m=o§‘ o(mJ(SJ( u j(b Do @)1 (7.1.7)

GHﬁn ) blq(bX)GH r$1ksjalq( )bm n "

saglanir ([17]).

Ispat: Asagidaki esitlik verilsin.

(Ei (Iogi(1+ qat)]
Y= lk a ejx(qabt)ejy(q(abt)j)
(e, )

—e;*(qat))(1-e;" (qbt)

O halde, Y ifadesi a ve b de simetriktir ve Y nin asagidaki iki agilimini elde ederiz:

0

T-% itk SE S0, B

n=0 = n=0 ! n !
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bt)" &, . bt)"
XZ il rskaﬂl.)q ( ) Z(ajy)nauu

55 sty )

(k.J) (ax)( t)

n s,al;q

z(mj(z(”‘j(by) o (09

n-mn—m . _ o
X( ( s j((’:‘.JY)S‘aj/1 GH 'Sk}d)syal:q(aX)Jamb” mm.

X
M
S
7 N\
w 5
N—
—~
<
N—
w
2
~

P33 87 @), s a0

n

n-mn—m _ - y
X[Z[ S j(bjy)s,bjﬂ, GH nkn:)sbgq(bX)J b m

elde edilir ve (7.1.7) esitliginin ispati tamamlanmais olur.
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BOLUM VIII

SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak Bernoulli polinomlar1 ve genellestirmeleri ile ilgili literatiirde yer
alan bazi c¢aligmalar incelenmistir ([3,4,5,6,7,10,11,12,13]). Klasik Bernoulli
polinomlarinin tanimi ve 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra polylogaritma ve poly
iistel fonksiyonlari ile tanimlanmis olan poly-Bernoulli polinomlar1 verilmistir ve bazi
ozellikleri incelenmistir. Ayrica dejenere Bernoulli polinomlart tanitilmig ve bazi
temel Ozellikleri incelenmistir. Ardindan, g-parametreli poly-Bernoulli polinomlari
tanitilmis ve baz1 teoremleri ispatlanmistir. Daha sonra g-parametreli dejenere poly-
Bernoulli polinomlariyla ilgili tanimlar verilmis, teoremleri ispatlanmistir. Bazi
genellestirmeleriyle birlikte Gould-Hopper polinomlarini igeren Bernoulli polinomlari
incelenmistir.  g-parametreli  poly-Bernoulli  polinomlarinin ~ Gould-Hopper
polinomlarini igeren tanimi verilmistir ve bazi teoremleri ispatlanmistir. Daha sonra
Gould-Hopper polinomlarini igceren dejenere Bernoulli polinomlar1 tanimlanmstir. g-
parametreli dejenere Gould-Hopper polinomlar1 verilmistir. Son olarak Gould-Hopper
polinomlarimi igeren g-parametreli dejenere poly-Bernoulli polinomlarinin tanimi

verilmistir ve teoremleri ispatlanmustir.

Bulgular kisminda ise asagidaki makalede yer alan sonuglar detayli bir sekilde

incelenmistir:

e Negiz, E., Acikgoz, M., Duran, U. (2022), On the Gould-Hopper based fully
degenerate type2 poly-Bernoulli polynomials with a g-parameter, accepted for
publication in Journal of Nonlinear Sciences and Applications.

Gould-Hopper polinomlarini igeren Q-parametreli dejenere birinci tiir Stirling
polinomlar1 ve Gould-Hopper polinomlarini igeren g-parametreli Il.tip dejenere poly-

Bernoulli polinomlari ile ilgilenilmistir. Ardindan, bunlarin ¢esitli iligkileri ve
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ozellikleri, toplam formiilleri, fark kurali 6zellikleri, yineleme bagintilari, kapali

toplam formiilleri, simetrik formiilleri incelenmistir.

Bu makalede kullanilan teknik, yontem ve uygulamalar bagka tiir polinomlara

uygulanabilir.
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