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OZET
KONTROLLU KUME CEBIiRLERIi

Fuzzy Kiime kavramu ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan verilmistir. Daha sonra
Intuitionistic Fuzzy Kiimeler 1983 yilinda Atanassov tarafindan tanimlanmistir ve bu iki kiime teori
tizerindeki cebirsel ozellikler bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Tanimlanan bu iki kiime teori
ve licgensel normlar igin gosterim teoremleri verilmistir.

Bu tezde, 2014 yilinda Cuvalcioglu tarafindan tanimlanan Kontrolli Kiimeler ¢alisilmustir.
Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin 6zel bir hali olan Kontrollii Kiimelerin seviye altkiimeleri tanimlanmigtir
ve seviye altkiimeler arasindaki iligkiler incelenmistir. Son olarak, Kontrollii Kiimeler i¢in gosterim
teoremi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Kiime, Intuitionistic Fuzzy Kiime, Kontrollii Kiime, Gosterim Teoremi.

Damisman: Dogc. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dall,
Mersin.



ABSTRACT
CONTROLLED SET ALGEBRAS

The notion of Fuzzy Set has been introduced by Zadeh in 1965. After that, Intuitionistic Fuzzy
Sets have been defined by Atanassov in 1983 and algebraic structures on these two sets have been
studied by many researchers. Representation theorems for these two set theories and for triangular norms
have been given.

In this thesis, the concept of Controlled Set, which has been defined by Cuvalcioglu in 2014, is
studied. Level sets of Controlled Sets, which are a special type of Intuitionistic Fuzzy Sets, are defined
and the relationship between these crisp sets are studied. Finally, representation theorem for Controlled
Sets is given.

Keywords: Fuzzy Set, Intuitionistic Fuzzy Set, Controlled Set, Representation Theorem.

Advisor: Assoc. Prof. Gokhan CUVALCIOGLU, Department of Mathematics, University of Mersin,
Mersin.
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1. GIRIS

Fuzzy Kiime Teori, 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan ortaya konulmustur (Zadeh, 1965).
Klasik mantikta bir dnermenin dogruluk degeri {0,1} kiimesinin elemanlar ile belirlenirken, Fuzzy
mantikta bu deger [0,1] araligina genisletilmistir. Bu sayede klasik mantikta bir elemanin bir kiimeye
ait olup olmadigina karar veremedigimiz durumlar i¢in bir ¢6ziime ulagilmigtir. Fuzzy Kiime Teoride
bir elemanin bir kiimeye ait olma derecesine o elemanin {iye olma derecesi denir. Bir elemanin {iye olma
derecesi ve liye olmama derecesi toplami 1 dir. Fuzzy Kiimeler arasindaki birlesim, kesisim gibi cebirsel
islemler tammlanmistir (Zadeh, 1965). Daha sonra bir¢ok arastirmaci tarafindan Fuzzy cebirsel
ozellikler incelenmistir ve bircok uygulama alani ortaya ¢ikmistir. Fuzzy Kiimeler kullanilarak 1971
yilinda Rosenfeld tarafindan Fuzzy altgrupoid, Fuzzy altgrup ve Fuzzy ideal tammlar1 verilmistir
(Rosenfeld, 1971). Rosenfeld’in bu ¢alismasinda verdigi en énemli sonu¢ bir Fuzzy Kiimenin sahip
oldugu P 6zelliginin seviye altkiimeler araciligiyla klasik kiime teoride de P 6zelligi olarak karsimiza
cikmasidir. Bunun sonucu olarak Fuzzy Kiimelerin klasik kiimeler (bir evrensel kiimenin altkiimeleri)
ile karakterize edilebilecegi fikrine ulagilmistir. Bu problemin ¢6ziimi i¢in 1991 yilinda Ralescu, Fuzzy
Kiimeler i¢in Gosterim Teoremini vermistir (Ralescu, 1992).

Fuzzy Kiimelerin bir genislemesi olan Intuitionistic Fuzzy Kiimeler 1983 yilinda K. T.
Atanassov tarafindan tammmlanmistir (Atanassov, 1983). Intuitionistic Fuzzy Kiime Teoride bir elemanin
iiye olma ve liye olmama derecelerinin toplami 1 den kiigiik esittir. Bu toplamin 1 den ¢ikarilmas1 sezgi
derecesi olarak adlandirilir. Daha sonra Intuitionistic Fuzzy Kiime Teori tizerinde cebirsel ozellikler
bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir ve Fuzzy cebirsel yapilar da klasikteki cebirsel yapilarin bir
genellestirilmis halidir. Mevcut (Intuitionistic) Fuzzy Kiimeler arasindaki birlesim, kesisim gibi cebirsel
islemler aslinda infimum ve supremum kavramlaridir. Fakat infimum ve supremum operator olarak
dikkate alindiginda sirasiyla t-norm ve t-conormdur. Bu bakis acisiyla farkli t-norm ve t-conorm
kullanilarak birlesim, kesisim gibi cebirsel iglemler tanimlanabilir. Genel olarak t-normlar {izerinde
tanimlanan Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in (yani bir t-normla belirlenen Intuitionistic Fuzzy Kiime
Teori i¢in) gosterim teoremi 2010 yilinda V. Janis tarafindan verilmistir (Janis, 2010).

Genel olarak ifade edildigi gibi Fuzzy Kiimeler klasik kiimelerin bir genellestirilmis halidir.
Benzer sekilde Intuitionistic Fuzzy Kiimeler de Fuzzy Kiimelerin genellestirilmis hali olarak ifade edilir.
Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri klasik kiime olarak karsimiza ¢ikmaktadir. O halde Intuitionistic
Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimelerinin Fuzzy Kiime olarak karsimiza ¢ikmasini beklememiz normaldir.
Ancak M. Li tarafindan yapilan ¢alismada Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri de klasik
altkiime olarak tanimlanmustir (Li, 2007). Bu seviye altkiimeleri araciligiyla 2010 yilinda R. R. Yager
tarafindan Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gosterim teoremi verilmistir (Yager, 2010). Ancak 2019
yilinda Cuvalcioglu tarafindan Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri Fuzzy Kiime olacak

sekilde sheet level tamimi verilmistir (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019). Yine ayni yazar
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tarafindan Fuzzy Kiimeler araciligi ile Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gosterim teoremi verilmistir
(Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019).

Cok degerli kiimeler i¢in olusturulan teoriler aslinda giincel yasamda klasik mantik ile cevap
veremedigimiz sorularin ¢oziimlerine cevap bulmak igin ortaya atilan felsefik diisiincenin sonucudur.
Bu tezde kullanilacak olan Kontrollii Kiimelerin tanimlanmasina aracilik eden diisiince aslinda normal
hayatta her kavramin tam karsit bir kavramla anlam bulmasidir. Yani iyiligin ifade edilebilmesi igin
katiiliigiin bilinmesi gerekir. Basarinin anlamli olabilmesi i¢in basarisizligin olmasi gerekir. Bu diisiince
ile bir kiimeyi olustururken kiimenin elemanlarinin kiimeye ait bagka elemanlar tarafindan kontrol
edilmesi gerekir. Bunun i¢in asagidaki 6rnek yol gosterici olacaktir.

Zadeh tarafindan Fuzzy Kiimeler tamtilirken verilen &rneklerden biri insanlarin boy
uzunluklarini iyelik dereceleriyle iligskilendiren 6rnektir (Zadeh, 1965). Bu ornekte insanlarin boy
uzunluklarinin kiimeye ait olma dereceleri verilmistir. Ancak kiimenin igerisinde boy uzunlugu 50 cm
den kisa insanlar da vardir. 180 cm olan bir A kisisinin Zadeh’in 6rnegine gore iiyelik derecesi yaklasik
olarak 0.8 dir. Fakat bu kisiler belli gruplara béliindiigiinde boylarnin iiyelik derecelerinin degismesi
beklenir. Ancak bu A kisisi NBA basketbol takiminda disiiniiliirse bu A kisisinin tiyelik derecesi
neredeyse 0 olmalidir. Ciinkii Zadeh’in 6rneginde boyu 100 cm olan bir B kisisinin {iyelik derecesi
neredeyse 0 dir. Zadeh’in 6rnegindeki bu B nin tiyelik derecesinin 0 olmasi, A nin iiyelik derecesinin
0.8 olmasinin sebebi agiktir. Ciinkii Zadeh’in 6rneginde iiyelik derecesi 0.2 olan bir C kisisi, tiyelik
derecesi 1 olan bir D kisisi vardir ve bu kisilerin iiyelik dereceleri A nin ve B nin iiyelik derecelerini
etkilemektedir. NBA basketbol takimi 6rnegimize donersek aslinda A kisisi Zadeh’in 6rnegindeki B
kisisinin roliinii istlenir. O halde bir elemanin bir kiimeye ait olma derecesini belirleyen yani kontrol
eden o kiimeye ait baska bir elemanin olmas1 gerekir.

Bu tezde kullanilan Kontrolli Kiimelerin tanimi ilk olarak 2014 yilinda Cuvalcioglu tarafindan
verilmigtir (Cuvalcioglu, 2014). Kontrollii Kiimeler, Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin 6zel bir halidir.

Bu tezde oncelikle Kontrollii Kiime tanimi ve Kontrollii Kiimeler i¢in farkli seviye altkiime
tanimlar1 verilmistir. Tanimlanan bu seviye altkiimeleri arasindaki iligkiler incelenmistir ve bu iliskiler
cesitli drnekler ile desteklenmistir. Son boliimde Kontrollii Kiimeler i¢in Gosterim Teoremi verilmistir.
Bu teorem araciligiyla belli kosullar1 saglayan bir kiimeler ailesini kendine seviye altkiimesi kabul eden

bir Kontrollii Kiimenin elde edilebilecegi gosterilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Fuzzy Kiime Teori 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan tanimlanmistir ve Fuzzy Kiimelerin
cebirsel ozellikleri incelenmistir (Zadeh, 1965). Yine aymi yazar tarafindan Fuzzy Kiimelerin klasik
kiimeler olarak karsimiza ¢ikan seviye altkiimeleri tanimlanmustir ve seviye altkiimeler {izerinde cebirsel
islemler incelenmistir (Zadeh, 1965). Farkli arastirmacilar tarafindan Fuzzy Kiimelerin birgok
genellemesi ortaya konulmustur. J. Goguen tarafindan L-fuzzy kiimeler (Goguen, 1967), L. A. Zadeh
tarafindan Aralik Degerli Fuzzy Kiimeler (Zadeh, 1975), K. T. Atanassov tarafindan Intuitionistic Fuzzy
Kiimeler (Atanassov, 1983) bunlara 6rnek olarak verilebilir. Daha sonra bir¢ok arastirmaci tarafindan
Fuzzy Kiimeler iizerindeki yapilar incelenmistir. 1971 yilinda A. Rosenfeld tarafindan Fuzzy altgrupoid,
Fuzzy altgrup ve Fuzzy ideal tamimlar1 verilmistir (Rosenfeld, 1971). Bu tamimlar ile birlikte Fuzzy
cebirsel yapilar {izerinde bir¢ok ¢aligma ortaya ¢ikmistir. 1991 yilinda Ralescu, Fuzzy Kiimeler icin
Gosterim Teoremini vermistir (Ralescu, 1992).

Intuitionistic Fuzzy Kime Teori 1983 yilinda K. T. Atanassov tarafindan tanitilmistir
(Atanassov, 1983). Intuitionistic Fuzzy Kiimeler iizerinde islemler yine aymi yazar tarafindan
calisgilmistir (Atanassov, 1999). Intuitionistic Fuzzy Kiime Teoride Onemli bir yer tutan seviye
altkiimeleri M. Li tarafindan ¢alisilmistir (Li, 2007) ve Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin sheet seviye ve
block seviye altkiimeleri 2019 yilinda Cuvalcioglu tarafindan verilmistir (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve
Demirbasg, 2019). P. K. Sharma tarafindan Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri tizerinde
calismalar ortaya konulmustur (Sharma, 2011). 1989 yilinda R. Biswas tarafindan Intuitionistic Fuzzy
grup tanimu verilmistir (Biswas, 1989) ve Intuitionistic Fuzzy gruplarin bazi genislemeleri bir¢ok
arastirmaci tarafindan ¢alisilmigtir. 2008 yilinda L. Yan tarafindan Intuitionistic Fuzzy halka tanimi ve
ozellikleri verilmistir (Yan, 2008). 2010 yilinda R. R. Yager tarafindan Intuitionistic Fuzzy Kiimeler
icin gosterim teoremi verilmistir (Yager, 2010). 2019 yilinda Cuvalcioglu tarafindan Intuitionistic Fuzzy
Kiimelerin seviye altkiimeleri Fuzzy Kiime olacak sekilde Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gésterim
teoremi verilmistir (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019).

Uggensel normlar 1942 yilinda K. Menger tarafindan ortaya konulmustur (Menger, 1942). Daha
sonra, iiggensel normlar Fuzzy Kiime Teori ve Intuitionistic Fuzzy Kiime Teoride genis bir ¢aligma
alanina yayilmistir. Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin tiggensel normlar ile belirli klasik kiimeler olarak
karsimiza ¢ikan seviye altkiimeleri yilinda V. Janis tarafindan tammlanmstir (Janis, 2010). Sonraki
yillarda, tiggensel normlarin cebirsel yapilari bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. t-normlar
iizerinde tanimlanan Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gosterim teoremi 2010 yilinda V. Janis tarafindan
verilmistir (Janis, 2010).

Kontrollii Kiime Teori 2014 yilinda Cuvalcioglu tarafindan ortaya konulmustur (Cuvalcioglu,
2014). Bunlara ek olarak Kontrollii Kiimeler i¢in seviye altkiime tanimi verilmistir (Cuvalcioglu, 2014).

Bu kiimelerin temel 6zellikleri incelenmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kafesler

Kafesler matematigin birgok dalinda karsimiza ¢ikar ve evrensel cebirde 6nemli bir rol oynar.
Ciinkii evrensel cebirdeki bir¢ok cebirsel yap1 kafesler tizerine kuruludur ve sadece kafesleri incelenerek
bu cebirsel yapilar hakkinda ¢ok sey bilinebilir. Kafes teori ile ilgili tim kavramlar tek bir baginti ile

tanimlanabilir. Bu bagint1 ve kafes teori ile ilgili temel bilgiler asagidaki sekilde verilir.

Tamm 3.1.1: (Birkhoff, 1940) L bir kiime, <, L de bir bagint1 olsun.

i. Vael,axa (Yansima)
ii. VabelLa<xbveb<a=a=b (Ters Simetri)
iii. Vab,celLasbvebsc 2>axc (Gegisme)

kosullar1 saglanirsa < bagitisina L iizerinde kismi siralama bagintist denir ve (L, <) ikilisine kismi

sirali kiime denir.

Tamm 3.1.2: (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi sirali kiime olsun. Va,b € Li¢in a < b veya b < a kosulu

saglanirsa (L, <) kismi sirali kiimesine tam sirali kiime veya kisaca zincir denir.

Tamm 3.1.3: (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi sirali kiime olsun. Va, b € L i¢in sup{a,b}, inf{a,b} L ise
L ye kafes denir.

VabeL,sup {a,b}:=aVvb ve inf{ab}:=aAb
olarak ifade edilir.

Tamm 3.1.4: (Birkhoff, 1940) (L, <) kismi sirali kiime olsun.

i. VaeL icin x < a kosulunu saglayan xeL. elemanina L nin en kii¢iik eleman1 denir.

ii. VaeL i¢in a < y kosulunu saglayan yeL elemanina L nin en biiyiik eleman1 denir.
Bu elemanlara sirasiyla evrensel alt sinir ve evrensel {ist sinir denir. Bu elemanlar varsa tektir.

Tamm 3.1.5: (Birkhoff, 1940) L bir kafes olsun. L nin evrensel iist sinir ve evrensel alt sinir1 varsa L
ye tam kafes (veya siirh kafes) denir. Eger Va,b,ceL i¢in asagidaki esitlikler saglanirsa L ye tam

dagiliml tam kafes denir:

i. a v (bac) = (avb) A (avc)

ii. a A (bvc) = (anb) v (anc)
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3.2. Klasik Kiimeler

Kiimeyi belli 6zelliklerin olusturdugu nesneler toplulugu olarak diigiinebiliriz. Bir kiimenin
altkiimelerinin ailesi g (X) ile gosterilir. Ancak kiimelerin altkiimelerinin ailesini asagidaki tanimda

oldugu gibi karakteristik fonksiyonlarla da ifade edebiliriz.

Tamm 3.2.1: (Halmos, 1978) X bir kiime, g (X) = {A|A < X} olsun.

1,x€eA
XaiX = (01}, xa0:= {3 ¢

fonksiyonuna A nin Karakteristik fonksiyonu denir.

Kiimeler arasindaki cebirsel islemlerin karakteristik fonksiyonlarla olan iligkilerini agagidaki

tanimda da gorebiliriz. Asagidaki tanimda v maksimum, A minimum olarak kullanilmistir.
Tamm 3.2.2: (Halmos, 1978) X bir kiime, A, B € X olsun.

i. A=Be VxeXxax) = xg(x)

ii. AUB = {<x,xaus(X) > |x € X}. Burada x5 ,5(x) = xa(x) V xg (%)
iii. ANB={<xxans(x) > |x € X}. Burada x5 ng (%) = xa(x) A xg(x)
iv. A¢ = {< X, xac(x) > [x € X}. Burada xac(x) = 1 — x5 (%)

V. ACBoeVVxeXxa(x)<xz®)

3.3. Fuzzy Kiimeler

Fuzzy Kiime kavramu, klasik kiime kavraminin eleman olmanin derecelendirilmesine dayanan
bir genellemesidir. Fuzzy Kiimeler 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan tanimlanmistir. Bir elemanin

bir kiimeye tiye olma derecesi [0,1] araliginda deger alir.

Tamm 3.3.1: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime olsun. X de bir A Fuzzy Kiime

A={<xua(x) > I|x€X}

seklinde tamimlanir. Burada pa:X — [0,1] A kiimesinin iiyelik fonksiyonudur. Bir xeX igin p, (x)

degerine x in A daki tiyelik derecesi denir. X tizerindeki tiim Fuzzy Kiimelerin ailesi FS(X) ile gosterilir.
Fuzzy Kiimeler arasindaki cebirsel islemler asagidaki tanim ile verilir.
Tamm 3.3.2: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime, A, B € FS(X) olsun.

i. A=Boe VxeX ux) = pusx)
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ii.  AUB={<xpaup(x) > |x € X}.Burada payp(x) = maks{pua (x), pg ()} = pa(x) V up(x)
iii.  ANB={<xuanp() > Ix € X}. Burada psng(x) = min{ps (x), ug ()} = pa(x) A pp(x)
iv. A€ = {< X, upc(x) > |x € X}. Burada pac(x) = 1 — py(x)

V. ACBoe VxeX ua(x) < pug(®)

Tamm 3.3.3: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime, p: X = [0,1] Fuzzy Kiime olsun.

Ja € X 3 sup u(x) = p(a)
xX€eX
ise p sup-6zelligine sahiptir denir.

Tamm 3.3.4: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime, pw: X = [0,1] Fuzzy Kiime olsun.

3b € X 3 inf u(x) = p(b)
x€X
ise u inf-ozelligine sahiptir denir.

Tamm 3.3.5: (Rosenfeld, 1971) G bir grup, u € FS(G) olsun. p Fuzzy altgruptur : & Asagidaki kosullar

saglanir:

i. Va,b € G,u(ab) = p(a) A u(b)
ii. Va € G,u(@a™?t) > p(a)

Fuzzy Kiimelerin, klasik kiimeler olarak karsimiza ¢ikan seviye altkiimeleri ve seviye altkiimeler

arasindaki cebirsel islemler asagidaki gibidir.

Tamm 3.3.6: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime, A € FS(X) olsun. Va.€[0,1] i¢in A kiimesinin sirasiyla

a-seviye ve giiglii a-seviye altkiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir:

Aq = {x EX[ua(x) = o} Ve Aces = {x €Xlps(x) > o}

Onerme 3.3.7: (Zadeh, 1965) X evrensel kiime, A, B € FS(X) olsun. Vo.e[0,1] i¢in asagidaki esitlikler

saglanir:

i. (AUB), =A, UB,

ii. (ANnB),=A,NB,
iii. (AUB)<o> = Aca> UBoos
iv. (ANB)co> = Aca> N Begs

Fuzzy Kiimeler igin gosterim teoremi 1991 yilinda Ralescu tarafindan verilmistir. Gosterim teoremi
araciligiyla belli kosullar1 saglayan bir kiimeler ailesini kendine seviye altkiimesi kabul eden bir Fuzzy

Kiimenin elde edilebilecegi gosterilmistir.
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Teorem 3.3.8 (Gosterim Teoremi): (Ralescu, 1992) ¢:[0,1] — [0,1], (Ay)« X in altkiimelerinin bir
ailesi olsun. 0 < a < 1 olmak iizere f,o) = Ay olacak sekilde bir f € FS(X) Fuzzy Kiime vardir <>

Asagidaki kosullar saglanir:

L @9 <eB)=>A 24
i @) < @ap) < - veplay) = @(a) = Npzg A, = Aqy

Burada ¢ fonksiyonu, f in seviye altkiimelerinin bir permiitasyonu olarak karsimiza ¢ikar.

3.4. Intuitionistic Fuzzy Kiimeler

Intuitionistic Fuzzy Kiimeler, Fuzzy Kiimelerin bir genellemesi olarak 1983 yilinda K. T.
Atanassov tarafindan tammlanmistir. Fuzzy Kiime Teoriden farkli olarak Intuitionistic Fuzzy Kiime

Teoride bir elemanin iiye olma ve iiye olmama derecelerinin toplam 1 den kiigiik esittir.

Tamm 3.4.1: (Atanassov, 1983) X evrensel kiime olsun. X de bir A Intuitionistic Fuzzy Kiime

A={<xpa(x),va(x) > [x € X}

seklinde tanimlanir. Burada py,va: X = [0,1], VX € X, 0 < pa(x) + vo(x) < 1 kosulu saglanir. p, (x)
Ve va(x) degerleri sirasiyla x in A daki iye olma ve iiye olmama derecesidir. X {lizerindeki tiim

Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin ailesi IFS(X) ile gosterilir.

Tamm 3.4.2: (Atanassov, 1983) X evrensel kiime, A € IFS(X) olsun.

VxeX mp(x) =1—pax) —va(x)
degerine x in A daki sezgi derecesi denir. VxeX, 0 < Ty (x) < 1 oldugu agiktir.
Intuitionistic Fuzzy Kiimeler arasindaki cebirsel islemler asagidaki tanim ile verilir.
Tamm 3.4.3: (Atanassov, 1983) X evrensel kiime, A, B € IFS(X) olsun.

i. A=B&VxeX ua(x) = ug(x),va(x) = vg(x)
” AUB = {< X, HAUB(X)JVAUB(X) > IX € X}

Burada payp (x) = maks{pa (x), ug(x)} = pa (%) V ug (%),
Vaup(x) = min{va (x), vg(X)} = va(x)Avp (%)

iii. ANB= {< X, P—AnB(X);VAnB(X) > IX € X}
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Burada pang(x) = min{uy (%), pp(x)} = pa ()Apg(x),
Vang(x) = maks{va(x), vg ()} = va(x)vvg(x)

iv. A ={<x,va(x), ua(x) > Ix € X}
V. ACBoe VxeX u(x) < pp(x),vax) = vg(x)

Not: X de bir A Fuzzy Kiime A = {< %, pa(x),1 — pa(x) > |x € X} seklinde bir Intuitionistic Fuzzy

Kiime olarak yazilabilir.

Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin, klasik kiimeler olarak karsimiza ¢ikan seviye altkiimeleri ve seviye

altkiimeler arasindaki cebirsel islemler agagidaki gibidir.

Tamm 3.4.4: (Sharma, 2011) X evrensel kiime, A € IFS(X) olsun. Va,B€[0,1] i¢in A nin sirasiyla

(o, B)-seviye ve giiclii (a,B)-seviye altkiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir:

Agpg = (X EX[pa(x) = o, va(x) < B} Ve Acgps = (X EX[pa(®) > a,va(x) < B}
Eger o= B ise A, 3 = A, seklinde yazilir.

Onerme 3.4.5: (Sharma, 2011) X evrensel kiime, A, B € IFS(X) olsun. Ya,B€[0,1] i¢in asagidaki

ozellikler saglanir:

i. AygSAspea=8vepf <0
ii. Ai_gp SAup S Agi-«a
iii. ASB=Aqp S Byp
iv. ~ (ANB)gp =A~AqgNBug
V. (AUB)gpg 2 Agg U By g, at+p=1 ise esitlik saglanir.
Vii  (NADep = NADap
vii. Ag1 =X

2019 yilinda Cuvalcioglu tarafindan Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri Fuzzy
Kiime olacak sekilde sheet seviye tanimi ve Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin seviye altkiimeleri klasik
kiime olacak sekilde block seviye tanimi verilmistir. Yine ayn1 yazar tarafindan Fuzzy Kiimeler araciligi

ile Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gosterim teoremi verilmistir.

Tamm 3.4.6: (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime, A € IFS(X) olsun. Vte[0,1]

icin A nin sheet t-seviye altkiimesi

A = {<xpa(x),va(®) > |pa(®) +va(x) =t,x € X}
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seklinde tanimlanur.

Onerme 3.4.7: (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime, A, B e IFS(X)
olsun.vte[0,1] i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

i. (AuB)(t) = A(t) UB(t)
ii. (AnB)(t) = A(t) n B(t)
iii. (A°(t)° = A(b)

Tamm 3.4.8: (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime ve AelFS(X) olsun.
Vte[0,1] ve a.e[0,t] i¢in A nin a-t block seviye altkiimesi

A = {xIx€X, ADOX) = (o, t — a)}
seklinde tanimlanur.

Onerme 3.4.9: (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime ve AelFS(X) olsun.
Vvte[0,1] ve a,Be[0,t] igin
a<B=>A)p A

Onerme 3.4.10. (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime ve A,BelFS(X) olsun.
Vte[0,1] ve ae[0,t] i¢in asagidaki esitlikler saglanir:

i A UBM)g = (A(t) UB()q
i.  A()gNB{®), = (A(t) N B(b),
iii. A =t— Ay (tx) =1t)

Tamm 3.4.11: (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime, A € IFS(X) olsun.
Vte[0,1] i¢in A nin t-altkiimesi

At = {< X, HA(X); VA(X) > | <X, HA(X)' VA(X) >€ A(r);v t< r}
seklinde tanimlanur.

Teorem 3.4.12 (Gosterim Teoremi): (Cuvalcioglu, Tarsuslu ve Demirbas, 2019) X evrensel kiime,
{X¢}ter Fuzzy Kiimelerin bir ailesi olsun. Bu takdirde A* = X, olacak sekilde bir A e IFS(X) vardir. &
Asagidaki kosullar saglanir:

i. t<s=X;2X;

i Sty <-, ot N X, =X
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3.5. Ucgensel Normlar

Fuzzy Kiime Teori ve Intuitionistic Fuzzy Kiime Teoride genis bir ¢aligma alanina sahip olan

ticgensel normlar asagidaki sekilde tanimlanur.

Tamm 3.5.1: (Klement, Mesiar ve Pap, 2000) T:[0,1]?> — [0,1] fonksiyonu V x,y,z € [0,1] igin

asagidaki 6zellikleri saglarsa T ye liggensel norm veya kisaca t-norm denir:

i Ty =T(y,x)

ii. T(X, T(y, Z)) = T(T(x,y),2)
iii. y<z=Ty) <T(7z)
iv. T(x,1) =x

Eger T sol siirekli ise T ye sol siirekli {iggensel norm denir.
Bazi norm ornekleri asagidaki gibidir.

Ornek 3.5.2: (Klement, Mesiar ve Pap, 2000) Ty, Tp, Ty, temel t-normlar V(x, y) € [0,1]? i¢in asagidaki

sekilde tanimlanir:

1. Tu(xy) = min{x,y} (Minimum t-norm)
2. Tp(xy) =xy (Carpim t-norm)
3. Tu.(x,y) = maks{x+y—1,0} (Lukasiewicz t-norm)

Tamm 3.5.3: (Klement, Mesiar ve Pap, 2000) (L, <, A, v, 0, 1) bir sinirli kafes, { (aj, b;) }ier L nin
ikigerli ayrik alt araliklarinin bir ailesi, {T;};<; bu alt araliklar tizerindeki t-normlarin bir ailesi olsun. T

ordinal toplam asagidaki sekilde tanimlanir:
T = {(aj, bj, Ti)}jer:LxL—>L

Ti (XI Y); (X' Y) € [ai' bi]z
xAy, diger durumlar

TGxy) = {

Tamm 3.5.4: (Klement, Mesiar ve Pap, 2000) S: [0,1]* - [0,1] fonksiyonu V x,y,z € [0,1] igin

asagidaki 6zellikleri saglarsa S ye tiggensel conorm veya kisaca t-conorm denir:

i S(xy)=S(y.x)

ii. S(X,S(y,2)) = S(S(x,y),2)
iii. X <y = S(x,2) < S(y,2)
iv. S(x,0) =x

10
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Not: (Klement, Mesiar ve Pap, 2000) Her tiggensel norma karsilik gelen bir iiggensel conorm vardir.

Bu normlar
S(x0,y0) = 1-T(1-x%0,1-yo)

esitligi ile verilir. Buna gore yukaridaki normlara karsilik gelen conormlar asagidaki gibidir:

1. Sm(xy) = maks{x,y} (Maksimum t-conorm)
2. Sp(x,y) =x+y—xy (Carpim t-conorm)
3. Su(xy) = min{x+y,1} (Lukasiewicz t-conorm)

Ucgensel normlar ile belirli seviye altkiimeler asagidaki tanim ile verilir.

Tamm 3.5.5: (Janis, 2010) X evrensel kiime, A € IFS(X), T sol siirekli tiggensel norm olsun. Yo €

(0,1] i¢in A nin o — seviye altkiimesi asagidaki sekilde tanimlanir:

Ara = (XEX | T(y(0), 1-va(x)) = a}

Onerme 3.5.6: (Janis, 2010) X evrensel kiime, A € IFS(X), T sol siirekli iiggensel norm olsun. Vo, B
€ (0,1] igin

o> B = AT,a c AT'B
t-normlar ile belirli Intuitionistic Fuzzy Kiimeler i¢in gdsterim teoremi asagidaki sekilde verilir.

Teorem 3.5.7 (Gosterim Teoremi): (Janis, 2010) X evrensel kiime, {Aq}qeo,1] X in altkiimelerinin bir

ailesi,

T sol siirekli tiggensel norm olsun. X in altkiimelerini aa—r seviye altkiimesi kabul eden X de bir

Intuitionistic Fuzzy Kiime vardir << Asagidaki kosullar saglanir:

i (X>B :Aa QAB

ii. AGE(O,l],Aa: mB<OLA[3

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Kontrollii Kiimeler

Tamm 4.1.1: (Cuvalcioglu, 2014) E evrensel kiime, p € FS(E) olsun. Eger
vx€E3IyeEoux) =1—u(y)

ise u ye E de p —kontrollii kiime denir.

Tamm 4.1.2: (Cuvalcioglu, 2014) E evrensel kiime, p, E de p —kontrollii kiime ve a € E olsun.
a={b€eElu@ =1-ub)}

kiimesine a nin kontrol kiimesi denir.

n —kontrollii kiimeler Fuzzy Kiimelerdir. Ancak bir elemanin iiyelik derecesini belirlemenin zor
ve karmasikligindan daha karmasik olan durum iiye olmama derecesinin belirlenmesidir. O halde bir
kiimedeki elemanlarin {iyelik dereceleri bilindiginde bu kiimenin Fuzzy olmasi gerekmez. Bu tip

kiimeleri Kontrollii Kiime yapma yontemi asagidaki tanimda verilmistir.

Tamm 4.1.3: (Cuvalcioglu, 2014) E evrensel kiime, p € FS(E) olsun. E iizerinde asagidaki doniisiim

tanimlanir:

W) = sup p(y),VxeE
nE)<1-u(y)

p* m E den I ya bir doniisiim oldugu agiktir. Ayrica p 4+ p* < 1 oldugu kolayca goriilebilir.
Tamm 4.1.4: (Cuvalcioglu, 2014) E evrensel kiime, p € FS(E) olsun.

{x n), W ®Ix € E}
kiimesine E de (y, p*) —kontrollii kiime denir.

Yukaridaki tanimlar dikkate alindiginda p —kontrollii kiimeler Fuzzy Kiimelerin 6zel hali,

(1, *) —kontrollii kiimeler Intuitionistic Fuzzy Kiimelerin 6zel halidir.

Tamm 4.1.5: (Cuvalcioglu, 2014) G bir grup, u, G de (u, u*) —kontrollii kiime olsun. u ye G de
(u, *) —kontrollii grup denir : & Asagidaki kosullar saglanr:

i. ue) =1
ii. u(a.b) = u(a) A u(b)
iii. w(a.b) < p*(@ v u*(b)
iv. p@zp@Hvep @ =p@™M)

12
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Teorem 4.1.6: G bir grup, p, G tizerinde Fuzzy grup olsun. Bu takdirde p, G de (y, p*) —kontrolli

gruptur.
Ispat:
i. ue) =1
ii. Va,b € G, u(ab) = u(a) A u(b)
iii. a,b € G keyfi verilsin.
w(@b)= sup u< sup u(e) = sup u(c)
n(ab)<s1i—p(c) p(@Ap(b)<1—p(c) 1—(p(a)Ap(b))zp(c)
= sup u@ = sup up@v sup (o)
(1-p@)Vv(1-p®)zp(c) n(e)s1-p(a) r(0)=1-p(b)
= sup plVv sup ple)=p(@Vu(b)
p(a)=1-p(c) u(b)s1-p(c)
iv. VaeGu@ =p@vep @@= sup pub)< sup u(b) = p*@@™™)

p(@)s1—p(b) @ H<1-u(b)

Tamm 4.1.7: E evrensel kiime, p, E de p —kontrollii kiime ve t € [0,1] olmak {izere p kiimesinin

t —seviye altkiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir:

e = {x € Elp(x) = t}

= {x €EWX <t}
W=KxeEN®=21-1t

W ={x€E k=t

(W) ={x€Elpx) 2 tvepw'x) <1-t}

o w0 Do

Tamm 4.1.8: E evrensel kiime, , E de (y, u*) —kontrollii kiime olsun.

W = {x € Elpn() + () < 13
seklinde tanimlanur.

Teorem 4.1.9: E evrensel kiime, y, E de (u, p*) —kontrollii kiime olsun. Bu takdirde

VX € U-V't € [Oll]l Mt = (I’l*)t
Ispat: x € p, keyfi verilsin. O halde p(x) > tdir.
=1-ukx) <1-t p' tammindan,

nx) + ' (x) <1
13
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S <1—-ux) <1-t

sSuwrx)<1-t

=X € (W)

= He © (M)t (4.1)
y € (u*), keyfi verilsin. O halde p(y) = tve u*(y) < 1 — tdir.

=Y E I

= (W)t © W (4.2)
(4.1) ve (4.2) den p; = (u*), elde edilir.

Ornek 4.1.10: E = {a,b,c,d, e, f, g h,i,j, k} ve

n=9{(@0.9),(b,0.8),(c0.7),(d,0.6), (e 0.15), (f, 0.25), (g, 0.35), (h,0.7), (i, 0.9), (j, 0.8), (k, 0)}

olsun.

(1, 1*) = {(a,0.9,0), (b, 0.8,0.15), (c, 0.7,0.25), (d, 0.6,0.35), (e, 0.15,0.8), (f, 0.25,0.7), (g, 0.35,0.6),
(h,0.7,0.25), (i, 0.9,0), (j, 0.8,0.15), (k, 0,0.9)}.

p =Et=0

u. = {a,b,c,d, e f,gh,i,j},0 <t <0.15

u. = {a,b,c,d, e f,gh,i,j},t =0.15

u. = {a,b,c,d,f,gh,i,j},0.15 <t < 0.25

u. = {a,b,c,d,f, g h,i,j},t =0.25

1. = {a,b,c,d, g h,i,j},0.25 <t < 0.35

u; = {a,b,c,d, g h,i,j},t =0.35

ue = {a,b,c,d,h,i,j},035<t<0.6

1. = {a,b,c,d,h,i,j},t =0.6

14
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1. = {a,b,c,h,i,j},0.6 <t< 0.7
1 = {a,b,c h,i,j},t =0.7

u ={ab,i,j},0.7 <t<0.8

1 ={a,b,i,j};,t =0.8

1 ={a,i},08 <t < 0.9

ue = {a,i},t = 0.9

W =009<t<1

Wy=Et=01-t=1

(W) =1{a,b,cdefghij},0<t<0.15085<1-t<1
(W) =1{a,b,c,defgh,ij},t=0151—-t=0.85

(W) =1{a,b,cdfgh,ij}, 015 <t<0.25075<1-t<0.85
W)y =1{a,b,cdfgh,ij},t=0.251-t=0.75

(W) =1{a,b,cd gh,ij},025 <t<0.35065<1-t<0.75
(W) =1{a,b,cd gh,ij},t=0.351—-t=0.65

(W) =1{a,b,cdh,i,j},035<t<0.6,04<1—-t<0.65
(W) ={a,b,cdhij,t=061—-t=04

(W) =1{a,b,chij},06<t<0703<1-t<04

W) =1{a,b,chij}t=071-t=0.3

W) =1{a,b,i,j},0.7<t<08,02<1-t<0.3

(u*)t = {al bl 1,]},t = 08, 1—-t=0.2

15
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1)e=1{ai},08<t<09,01<1-t<0.2
M) ={ai},t=091-t=0.1
W)=0,09<t<1,0<1-t<0.1
W)=0,t=11-t=0
Aciklama: Bir onceki teoremde x € pV¥ kosulu kaldirilirsa 3 t € [0,1] bulunur dyleki
Me # (W)e
Ornek 4.1.11: E = {3,b,c,d, e}, p = {(a,0.2), (b,0.5), (c,0.3), (d, 0.7), (e, 0.4)} olsun.
(1, 1) ={(@,0.2,0.7), (b, 0.5,0.5), (¢, 0.3,0.7), (d, 0.7,0.3), (e, 0.4,0.5)}}
t=0.5i¢in u(b) = 0.5=>t=b € p dirancak p*(b) =05« 05=1—-t=b & (1),

Teorem 4.1.12: E evrensel kiime, p, E de (p, p*) —kontrollii kiime 6yleki p sup-ozelligine sahip olsun.

Bu takdirde vx € pY, t, € imy,

i- My = (u*l_t)c
i ope=(p)°
ii. He = 10"

ispat:

i. x € p keyfi verilsin. O halde p(x) > t dir.

=1-ux) <1-t p' tammindan,
nx + ) <1
SpPx)<1l-px)<1-t

S <1-t

SXE N,

= XE (“*1—t)c

e ()" @3)

16
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y € (w*,_,) keyfi verilsin. O halde y & ", _ dir.
S>p(y)<1-t

> sup uE)<1-t
n(y)<1-p(z)

> sup uE)<1-t
n(z)s1-p(y)

>1l-—uy)<1-t

= u(y) >t

>y E K

= (o) S e (4.4)
(4.3) ve (4.4) den pe = (u*,_)°¢ elde edilir.

ii. x € p keyfi verilsin. O halde p(x) > t dir.

= 1—pu(x) <1-t p' tammndan,

)+ <1

SpPx)<l-px)<1-t

S <1-t

Sxg

= x € ()

= pe © (p)° (4.5)
y € ( 'p*)¢ keyfi verilsin. O halde y ¢ ‘u* dir.

> p(y) <1-t

= sup u@<1-t
r(y)<1-u(z)

> sup uE)<1-t
r(z)s1-p(y)
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>1l-—uy)<1-t

= u(y) >t

=y €

= (W) (4.6)
(4.5) ve (4.6) dan p, = ( 'u*)¢ elde edilir.

iii.  x €y keyfi verilsin. O halde u(x) = t dir.

= 1—p(x) <1 -t p’ tammindan,

)+ <1

S <1l-px) <1-t

sSuwrx)<1-t

=X E i

= P © gt (4.7)
y € ;_* keyfi verilsin. O halde p*(y) < 1 — tdir.

> sup u@)<1-t
n(y=1-u(z)

> sup u@)<1-t
r(z)=s1-p(y)

>1—-uly)<1-t

= ply) >t

=y €

= W C e (4.8)

(4.7) ve (4.8) den p, = ,_p" elde edilir.
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Ornek 4.1.13: Ornek 4.1.10 u gdzoniine alalim.

1 ={a,b,cd,efgh,ij},t=0.15
u ={a,b,cd,f gh,ij},t =025
u: = {a,b,c,d, g h,ij},t =0.35

1 ={a,b,c,d, hij},t=0.6

ue = {a,b,ch,i,j},t =07

1. = {a,b,i,j},t = 0.8

ue = {a,i},t = 0.9

B =0,t=1

M ={ai},t=0.15

" ={ab,ij},t =0.25

+* ={ab,ch,ij},t=0.35
+*={ab,cdh,ij},t=06

M ={ab,cdghijlt=07
+* ={ab,cdfghij},t=0.8
& ={a,b,cdefghiijlt=09

tu*=E,t=1

tu*=®,t=0,1—t=1

19
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W ={k},t=0.151—t=0.85

‘W ={e,k},t=0.251—-t=0.75

'u* = {e,fk},t = 0.351—t = 0.65

W ={efgkl,Lt=061—t=04

W ={defgkhLt=0.71-t=0.3

W ={c,d,efghk}t=081—-t=0.2
‘w*={b,c,defghjk},t=091—-t=0.1

W=Et=11-t=0

w, =1{b,cdef,gh,jk}t=015

w, ={cdefghk}t=0.25

w, =1{d,efgk}t=0.35

w,={efgkht=06

. ={efkhLt=07

uw, ={ek},t=0.8

w, ={k},t=09

we=0,t=1

Ac¢iklama: Bir 6nceki teoremde ty € imp kosulu kaldirilirsa 3 t € [0,1] — imp bulunur 6yleki

* c * *
e () ke = CRODS B # 1ol
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Ornek 4.1.14: Ornek 4.1.10 u gdzoniine alalim. t = 0.05 igin

Ho.05 = {a, b! o d: €, f, g h, i; ]}

005k’ =E
(O.OSH*)C =F

Dolaysiyla t = 0.05 i¢in o 05 # g.95H") Ro.os # (K g5)  Ho.o5 # GRS
Ornek 4.1.15: E = {a,b,c,d, e, f}, i: E = (0,0.5),

u={(a,0.1), (b,0.15),(c,0.2),(d, 0.3), (¢, 0.35), (f, 0.4)} olsun.

(L 1) = {(a,0.1,0.4), (b, 0.15,0.4), (c, 0.2,0.4), (d, 0.3,0.4), (e, 0.35,0.4), (f, 0.4,0.4)}
w=E0<t<0.1

e =Et=0.1

u = {b,c,d,e f},0.1 <t<0.15

ue = {b,c,d, e f},t = 0.15

u ={cd, e f},015<t<0.2

U ={cd,e f},t =0.2

e ={d, e f},0.2 <t<0.3

ue = {d, e, f},t = 0.3

ue = {e,},0.3 <t < 0.35

u. = {e, f},t = 0.35

ue = {f},0.35<t< 04

u = {f,t =04

w=004<t<1
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(W)e=E0<t<01,09<1-t<1

W) =Et=011-t=09

(1) = {b,c,d, e f},01 <t<0.15085<1—-t<09
(W) = {b,c,d e f},t = 0151 —t = 0.85

(W) ={cd e },015<t<0.2,08<1-t<0.85
(W) ={cdef},t=02,1—-t=0.8

(W) =1{d,ef},02<t<03,07<1-t<0.8
(W) ={d, e f},t=03,1—-t=0.7

(W) =1{e},03<t<0.35065<1-t<0.7
(W) ={e f},t =0.351—-t=0.65

(W) =1{f},035<t<04,06<1—-t<0.65

(W) ={f},t=04,1—t=0.65

(1) =0,04 <t<1,0<1-t<0.6

WM =0,0<t<04
M =E04<t<1

W=0,0<t<06

W,=0,04<t<1
Ornek 4.1.16: E = {a,b,c,d, e, f}, i: E — (0.5,1),

1= {(a,0.55), (b, 0.6), (¢, 0.7), (d, 0.8), (e, 0.85), (f, 0.9)} olsun.
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(w, 1) = {(a,0.55,0), (b, 0.6,0), (c, 0.7,0), (d, 0.8,0), (e, 0.85,0), (f, 0.9,0)}
e =E 0<t<0.55

e = E,t = 0.55

1 = {b,c,d, e, f},0.55 <t < 0.6
u = {b,c,d, e f},t =0.6

u ={cd, e f},06 <t<0.7

u ={cd,e f},t =0.7

u = {d,e f},0.7 <t < 0.8

ue = {d, e, f},t = 0.8

1 = {e,},0.8 <t < 0.85

u. = {e, f},t = 0.85

ue = {f},0.85 <t < 0.9

we ={f}t=09

n=009<t<1

(W) =E0<t<055045<1—-t<1

(1) =Et=0551—t= 045

(W) =1{b,c,d e f},055<t<0.604<1—-t<045
(W) =1{b,c,d, e f},t=06,1—t=104

(W) ={cdef},06<t<0.7,03<1-t<04
(W) ={cde f,t=07,1—-t=0.3

(W) =1{d,ef},07<t<0802<1-t<0.3
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(W) =1{d,ef},t=081—-t=0.2

(1) ={ef},08<t<0.85015<1—t<0.2
(1), = {e,f},t=0.851—t =0.15

(1), = {f},085<t<09,01<1—-t<0.15
W) ={t=091—-t=0.1

(W) =0,09<t<1,0<1-t<0.1

M =E0<t<1

Wwr=p0<t<1

we=0,0<t<1

Ornek 4.1.17: : [0,1] - [0,1], p(x) =

[[1100x]] fonksiyonunu ele alalim.

0<x<01L,ux =0,px =1

1

0.1<x<0.2pkx) = 10’

9
H(X)—E

2 8
0.2<x<03u®x = E'”*(x) =75

3 7
0.3<x<04u®x = E'”*(x) =75

4 6
A4 < . =— u = —
0.4 <x<0.5uk) 10,u x) 10
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5 5
b5 < . =— u* = —
0.5 <x < 0.6, u(x) s (x) 0

6 4
0.6 <x<0.7,ux = 10 wx =—

0’ 10
0.7<x<0.8 ()—7 *()—3
7 <x .,ux—lo,ux—lo

8 2
< : =—, WX =—
0.8 <x< 0.9 ux oM x) 10

9 1
9< = wkx)=—
09 <x<1,uk) 10'“ x) 10

x=1Lux) =1,px =0

ue=1[01],t=10

we =1[0.1,1],0 <t < 0.1
we=[011],t=1

ue = [0.2,1],0.1 <t < 0.2
we = [0.2,1],t = 0.2

ue = [0.3,1],0.2 <t < 0.3
ue = [0.3,1],t = 0.3

ue = [0.4,1],03 <t < 0.4
we = [0.4,1],t = 0.4

ue = [0.5,1],0.4 <t < 0.5
ue = [0.5,1],t = 0.5

ue = [0.6,1],0.5 <t < 0.6

w = [0.6,1],t = 0.6
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1 =[0.7,1],0.6 < t < 0.7
we = [0.7,1],t = 0.7
ue = [0.8,1],0.7 < t < 0.8
u =[0.8,1],t = 0.8
we =[0.9,1],0.8 <t < 0.9
ue =[0.9,1],t = 0.9
e ={1},09<t<1

Mt = {1},t= 1

W =0,t=0

M ={1},0<t<01

W= (1t=01

#*=1[091],01 <t<0.2

M =1[09,1],t=0.2

#*=1[0.81],02<t<0.3

M =1[081],t=03

#*=1[0.7,1],03 <t< 04

M =1[07,1],t = 0.4

*=1[0.61],04<t<05

M =1[061],t =05

#*=1[051],05<t< 06



Dilara GUNDOGDU, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2022

M =1[051],t=0.6

M =1[04,1],06 <t < 0.7
M =[04,1],t = 0.7

M =103,1],07 <t <038
M =103,1],t =038

M =1[0.2,1],08<t<09
M =1[021],t =09

M =1[0.1,1],09<t< 1

w=[011]t=1

Ww=1001),t=01-t=1
w*=1001),0<t<01,09<1-t<1

W =10,02),t=01,1-t=0.9

w* =10,0.2),01<t<0.2,08<1-t<09
W =10,03),t=02,1-t=0.8

" =10,03),02<t<0.3,07<1-t<0.8
Ww=10,04),t=031-t=0.7

W =10,04),03<t<04,06<1—-t<0.7
W =10,0.5),t=04,1—-t=0.6

W =10,0.5),04 <t<0505<1—-t<0.6

W =10,0.6),t =0.51—t=0.5
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W =10,0.6),05<t<06,04<1—-t<0.5
w*=1[0,0.7),t=0.6,1—t=0.4

w* =1[0,0.7),06 <t<0.7,03<1-t<0.4
‘u* =1[0,0.8),t=0.7,1-t=0.3

' =10,08),0.7 <t<08,02<1-t<0.3
' =10,09),t=08,1—t=0.2

' =10,09),08<t<09,01<1-t<0.2
W =1[0,1),t=09,1—-t=0.1

W =101),09<t<1,0<1-t<0.1

Ww=1[01,t=11—-t=0

w,=[01],t=0
u,=1[01),0<t<0.1
w,=[01),t=0.1

n', =[0,0.9),01 <t<0.2
W, =[0,09),t=0.2

n*, =[0,0.8),02<t<0.3
W, =[0,08),t=03

u, =1[00.7),03 <t<0.4
W, =[0,0.7),t= 0.4

u, =1[0,06),04 <t<0.5
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w', =[0,0.6),t = 0.5

u', =[0,05),05<t<0.6
W, =[0,0.5),t=06

u', =[0,04),0.6 <t<0.7
W, =[0,04),t=0.7

W, =[0,0.3),07 <t<0.8
W, =[0,03),t=08

W, =[0,0.2),08 <t<0.9
W, =[0,0.2),t=09

W, =1[001),09<t<1

W, =[001),t=1

W) =[011],t=0,1—-t=1

(1) =1011,0<t<0.1,09<1-t<1
(W) =[021],t=0.1,1—t=10.9

(1) =10.2,1],01<t<0.2,08<1-t<09
(W) =[031],t=02,1-t=0.8

(1) =10.3,1],02<t<03,07<1-t<0.38
(W) =[041],t=03,1—t=0.7

(W) =10.4,1],03<t<04,06<1-t<0.7
(W) =[051],t=0.4,1—-t=0.6

(1) =10.51],04<t<0.505<1-t<0.6
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(W), =[0.61],t=0.51—t=0.5
(1) =1[061],05<t<0.6,04<1-t<0.5
W), =[0.7,1],t=0.6,1 —t = 0.4
(1)e=1[0.71],06<t<0.7,03<1-t< 04
1)e=1[081],t=0.7,1-t=10.3
(1)e=1[081],0.7<t<0802<1-t<0.3
1)e=1[091],t=081—-t=0.2
1)e=1[091],08<t<0901<1-t<0.2
M)e={1}t=091-t=0.1
W) =1{1},09<t<1,0<1-t<0.1
MW)=0t=1,1-t=0
Teorem 4.1.18:E evrensel kiime, p, E de p —kontrollii kiime ve t = p*(x) ise
X=p— (W)t
Ispat: a € p, — (u*)keyfi verilsin. O halde a € p, vea & (u*), dir.
Su@ =tvep (@ =1-—t
ep@ =z vep(@=1-p®
e wa=21-px vel—p@) = pux)
@ =1-ux
S a€eXx
Teorem 4.1.19: E evrensel kiime, p, E de (u, p*) —kontrollii kiime,

im(u*), = {tx € [0,1]|k € N, t, < tpyq } Ve ty € im(u)g, tx = p*(x) ise

X =y — (W),
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Ispat: t, = p*(x) ancak X # pg, — (W)g,,,0lsun. O halde Ja € X3 a & py, — (W), dir.
= () ux) =1 —p(a) vea € py vea € (W), olsun.
= px) =1—p@), @ =t vep (@) <1 —typqg, p@) =ty
=a € g Vea € (1),
> p@ =t vep (@ <1-—ty
= pl@) =t vel—p*(a) >ty

=>1— sup ) >ty
u(a)s1-p(b)

1- > inf 1—p()) >t
Sl-p@z oinf (1= pb) >t

(a)s
=>1—p@) >ty
= u@) <1-—ty
St <p@)<1-ty

St <1-—1y
1
St<=%
k=2

(i) a & pg, olsun.
= u(a) <ty
>1-—p@>1—t (4.9)

w@==te= sup pb) =ty
p(a)si—p(b)

=>1—p@) =ty

= ux) =ty (4.10)
(4.9) ve (4.10) dan p(a) < ¢

Uyari: Bir 6nceki teoremde eger 1, i —kontrollii kiime yani u*(x) = 1 — u(x) kosulu saglanirsa

tx+1 = tx olur.
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4.2. Gosterim Teoremi

Teorem 4.2.1 (Gosterim Teoremi): E bir kiime, {A |k € N}, E nin altkiimelerinin bir ailesi olsun

oyleki A = {tq, ..., t,} € [0,1], veVt,s € At #5s,A; N Ag = @ olsun.

Cy, = {Btk|Btk+1 = By UAyg,, Br, = A¢ 1} olsun. pg(t,) = By, olacak sekilde C;, 1 elemanlarmni seviye

altkiimesi kabul eden bir p-kontrollii kiime vardir & Asagidaki kosullar saglanir:

i. 0:[0,1]—-[0,1], (t)=tn_i4+1 olmak iizere @(ty) < @(ty1) = By, 2 By, k=1

i @t) < @(t) < - veo(t) » @(ty) = My By, = By,
Ispat: ""=. p,p-kontrollii kiime olsun. = p fuzzy kiimedir. Gosterim teoreminden agiktir.

"eno @:[0,1] - [0,1], @(ty) = th_x4q olmak iizere @(ty) < @(tgyq) = By, 2 B, k=0 ve

@(to) < (ty) < - ve o(ty) — @(ty) = Ny By, = By, olsun.

= Gosterim teoreminden 3y € FS(E) 3 () = By, dir. acE keyfi verilsin. 3k € N 3 p(a) = ty.
A€, >p@=1-ty=>a=w 4 — Wiy,

= 3b € wy_¢, — (W)1-¢,, D u(b) =1 -t =1 —p(a) = u, pn —kontrollii kiimedir.
Ornek 4.2.2: E=[0,1], A = {0,0.1,0.2, ...,1} olsun.

Ag={1}, A1 = [0-9:1):A0.2 = [0-8;0-9),

Agz =1[0.7,0.8),A04 = [0.6,0.7), Ay 5 = [0.5,0.6),

Age =[0.4,0.5),A0, =[0.3,04),A,5 = [0.2,0.3),

Ago =1[0.1,0.2), A; =[0,0.1)

Co = {Btk|Btk+1 = By WAy, Bo = AO} olmak iizere

By = Ao ={1},Bo1 = BoUAg; =[0.9,1],Bg; = Bo1UAg2 =[0.8,1],

Bos = Bo2UAgs = [0.7,1], By = Bo3WAg4 = [0.6,1],Bos = BoalJAgs = [0.5,1],
Bos = BosUAge = [0.4,1],Bg; = BoglAg7 = [0.3,1],Bog = BosUAgg = [0.2,1],

Boo = BogldAgg = [0-1:1]:]31 = [0'1]
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Vts EMNt#ES, A NA; =0 dir.

i. @:[0,1] - [0,1], @(ti) = 1 — ty olmak iizere @(ty) < @(txy1) = By, 2 By,
. @(to) < @(ty) < -+ ve @(ty) - @(ty1) = NL, By, = {1} =By,

O halde {Bg, }t,ef0,1] kiimelerini seviye altkiimesi kabul eden bir p-kontrollii kiime vardir. Bu kiimeye

karsilik gelen tiyelik fonksiyonu

w [0,1] = [0,1], u(x) = @ dur.

Ornek 4.2.3: E=Z¢ ve A = {0.1,0.9,1} olsun.

Apq = {0}:A0.9 = {2,4}, A, = {1:3:5}

Bo1 =Ao1 ={0},Bog = Bo1WAg9 ={0,2/4}, By = BooUA; = Zs
Vts EANt#s,AcNAg = @dir.

i. @:[0,1] - [0,1], @(ty) = tp_g41 olmak iizere @(ti) < @(ty41) = By, 2 By, ,tk €A

i @t < 0(t) < @(ts) ve o(ti) = @(ts) = Ni_; By, =By,

O halde {By, }t,ea kiimelerini seviye altkiimesi kabul eden bir p-kontrollii grup vardir. Bu gruba kargilik

gelen iiyelik fonksiyonu
wZg — [0,1], n(0) = 1, u(1) = p(3) = p(5) = 0.1, u(2) = p(4) = 0.9 dur.
Aciklama: Bir dnceki ornekte 0.1 <t < 0.5 olmak iizere

n(0) = 1,p(1) = u3) = u) =t u(2) =pM) =1 -t

alinarak Zg tizerinde sonsuz sayida p-kontrollii grup elde edilebilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde oncelikle Kontrollii Kiime tanimi ve ornekleri verilmistir. Daha sonra Kontrollii
Kiimeler i¢in farkli seviye altkiime tanimlari verilmistir. Tanimlanan bu seviye altkiimeleri arasindaki
iligkiler incelenmistir ve 6nemli sonuglar elde edilmistir. Seviye altkiimeleri arasindaki iligkiler ¢esitli
ornekler ile desteklenmistir. Son bdliimde, daha 6nce birgok arastirmaci tarafindan farkli kiime teoriler
tizerinde ¢aligilmis olan gosterim teoremleri Kontrollii Kiimeler i¢in verilerek ispatlanmistir. Bu teorem
araciligiyla belli kosullar1 saglayan bir kiimeler ailesini kendine seviye altkiimesi kabul eden bir
Kontrollii Kiimenin elde edilebilecegi gosterilmistir. Son olarak Kontrollii Kiimeler i¢in verilen

gosterim teoreminin Kontrollii Gruplar iizerinde de saglandigi gosterilmistir.
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