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Bu calismada, Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) incelenmistir. VIM lineer veya
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmakta
kullanilmaktadir. VIM tamitilmis, daha sonra bazi uygulamalarma yer verilmistir.
Ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemler igin Lagrange ¢arpaninin
bulunus yontemi belirlenmistir. Lagrange c¢arpaninin ve ilk yaklasim fonksiyonunun
metodun basarisina etkisi iizerinde durulmustur. Laplace donilisim formiilleri,
Sumudu ve Elzaki déniisiim formiillerinin de VIM ile bulunabilecegi gdsterilmis ve
bu formiillere ulagilmigtir. Ayrica bu yontemle kompleks diferansiyel denklemler de
¢Oziilmiistiir. Son olarak VIM ile matematikte ¢ok bilinen ve 6nemli sonuglar1 olan

Airy denklemi, Burgers’ denklemi ve KdV denklemlerinin ¢dziimlerine ulagilmistir.
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In this study, the variational iteration method (VIM) was investigated. VIM is used to
find approximate solutions of linear or non-linear differential equations. VIM was
introduced, and then some of its applications were included. The method of finding
the Lagrange multiplier has been determined for the second order differential
equations with constant coefficients. The effect of the Lagrange multiplier and the first
approximation function on the success of the method is emphasized. It has been shown
that Laplace transform formulas, Sumudu and Elzaki transform formulas can also be
found with VIM and these formulas have been reached. In addition, complex
differential equations are solved with this method. Finally, the solutions of Airy
equation, Burgers' equation and KdV equations, which are well known and have

important results in mathematics, have been reached with VIM.
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BOLUM 1

GIRIS

Diferansiyel denklemler matematik, miihendislik basta olmak {izere bilimin pek ¢ok
alaninda kullanilan denklemlerdir. Bu denklemlerin ¢6ziilebilmesi bir¢ok yeniligin
olusmasinda ve bilimin ilerlemesinde etkilidir. Ne yazik ki birgok diferansiyel
denklemi ¢6zebilmek miimkiin degildir. Lineer diferansiyel denklemler i¢in genellikle
coziimler bulunabilmekte ama ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemlerin

kesin ¢oztimleri ¢ogunlukla bulunamamaktadir.

Tam ¢oziime ulasilmasi giic olan denklemlerin yaklasik ¢ozliimlerine ulagsmak igin
diferansiyel doniisiim metodu, homotopi pertiirbasyon metodu gibi bir¢ok yontem
kullanilmaktadir. Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) da ¢bziime adim adim
yaklagma prensibi tizerine kurulu bir yontemdir. Bu metot ile bazi denklemlerde tam
¢oziime de ulasilabilmektedir. Ayrica bir¢ok denklemde varyasyonel iterasyon metodu

diger yontemlerden ¢ok daha hizli ¢6ziime yaklagmaktadir.

Daha onceleri de bu yonteme benzer yontemler iizerine calisilmistir. 1978 yilinda
Inokuti Onciiliiglinde tanimlanan Lagrange carpani kullanilarak olusturulan yaklagim

metodu, VIM igin bir temel olusturmaktadir[1].

Lineer ve lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢ézlimlerini bulmakta kullanilan ve
oldukca etkili bir yéntem olan VIM literatiirde ilk kez matematik¢i Ji-Huan He

tarafindan 1997 yilinda tanimlanmistir[2].

Daha sonraki zamanlarda VIM kullamilarak bir¢ok calisma yapilmistir. Bazi dnemli

calismalar soyle siralanabilir:



2005 yilinda Abdou ve Soliman bu yontem ile Burger’s denklemini ¢ozmiislerdir[3].
Ayrica Abdou ve Soliman ayni yil KdV denklemini de bu yontemle ¢ozmiislerdir[4].
2006 yilinda Bildik ve Konuralp VIM, diferansiyel doniisiim metodu ve Adomian
ayristirma metodu ile diferansiyel denklem ¢dziimleri yapmis, VIM ile ¢dziime daha
hizli yaklagmislardir[5]. 2007 yilinda Wang ve He integro-diferansiyel denklemler i¢in
VIM kullanmislardir[6]. Wazwaz 2008 yilinda lineer ve lineer olmayan Schrodinger
denklemini VIM ile ¢dzmiistiir[7]. Ayn1 yil Hemeda da bu ydntem ile dalga
denklemini ¢6zmiistiir[8]. Yine 2008 yilinda Yusufoglu Klein-Gordon denklemi igin
bu yontemi kullanmistir[9]. 2009 yilinda Altintan ve Ugur Sturm-Liouville denklemi
icin VIM ¢alismas1 yapmislardir[10]. 2012 yilinda Sakar, Erdogan ve Yildirim kesirli
Fornberg-Witham denklemi tizerine ¢alismiglardir[11]. 2020 yilinda He ve Latifizadeh
lineer olmayan diferansiyel denklemleri VIM ile c¢ozerken kullanilan genel bir

niimerik algoritma ¢aligmasi yapmuslardir[12].

Bu tez ¢alismasinda ise Airy denklemi VIM ile ¢oziilmiistiir. Kompleks diferansiyel
denklemler icin VIM calismas1 yapilmustir. Ayrica ikinci mertebeden sabit katsayili
diferansiyel denklemler i¢in Lagrange ¢arpani belirleme yontemi belirlenmis, boylece

bu tiir denklemler i¢in sadece bir iterasyonla ¢oziime ulagilmistir.



BOLUM 2
VARYASYONEL iTERASYON METODU
2.1. VARYASYON

Varyasyonel analiz genellikle fonksiyonellerin extremum degerlerinin belirlenmesi ile
ilgilenir. Fonksiyonel, belirli sartlar1 saglayan tiim fonksiyonlarin olusturdugu bir

kiime gibi diisiintilebilir. Genellikle

b

I[Y(x)] = f F(x,Y(x),Y'(x))dx (2.1)

a

bigimindedir. y(x) fonksiyonu (2.1) fonksiyonelini extremum yapan fonksiyon olsun.
n(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve n(a) = n(b) = 0 sartin1 saglayan bir
fonksiyon ve ¢ bir parametre olmak iizere, Y (x) fonksiyonu y(x) + en(x) seklinde

tanimlanabilir. Bu durumda (2.1) integrali
b

I[e] = jF(x,y(x) +en(x),y'(x) + en’ (x) )dx (2.2)

a

seklinde yazilabilir. (2.2) denkleminde tiirev alinirsa

ar _ f F o+ n'(x) | dx (2.3)
de J (y(x) + en(x)) a(y'(x) + en'(x))

ifadesi elde edilir. (2.3) ifadesi € = 0 igin



b
oF d( oF oF b
af [a(yoc))”(x) B ”(x)a<a(y'(x>)>l R TCD KA Pk @

seklindedir. Buradan

b

J‘(’)F d(aF) dy = 0 (2.5)
oy dx\ay’ /|1 T '

a

elde edilir. Bu ifade &1 ile gosterilir ve | nin varyasyonu denir. (2.5) denklemindeki

oF d (OF) “ 2.6)

ay dx\ay’
esitligine Euler-Lagrange denklemi denir. (2.1) formundaki fonksiyonellerin
extremum degerleri i¢in (2.6) denklemini saglamalar1 gerekir. Varyasyonel analiz

hakkinda daha ayrintili bilgiler ilgili kaynaklarda mevcuttur[13-14].
2.2. VARYASYONEL iITERASYON METODU

L lineer operator, N lineer olmayan operator ve g(x) siirekli bir fonksiyon olmak tizere

Ly(x) + Ny(x) = g(x)

denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢in kullanilan bir yontemdir. Yontem varyasyonel
analiz alt yapisini kullanir. Bunun i¢in baslangi¢ sartlarii saglayan bir baslangic
fonksiyonu yardimiyla asama asama gergek ¢oziime yaklasilir. Bu islem igin bir
diizeltme fonksiyoneli kullanilir.

Diizeltme fonksiyoneli

Y (X) = yu () + f AC6 LY (D) + N7u(0) — g(©))dt
0



seklinde tanimlanmistir.

Burada y,, n. mertebeden yaklasik ¢6ziim, ¥, Kisitlanmis varyasyon, A Lagrange

carpanidir.

Diizeltme fonksiyoneline §y,,(0) = 0 olmak {izere varyasyon uygulanir.

8Yna1 () = Byn(x) + 8 f ACx, OLyn(0) + N3 (6) — g ()}

Buradaki Euler-Lagrange denklemi ¢oziilerek Lagrange carpani bulunur.

Yo (x), ilk yaklagim fonksiyonudur. Keyfi segilir ancak baslangic kosullarini saglamasi

gerekir.

[Ik yaklasim fonksiyonundan hareketle her asamada gercek ¢dziime adim adim

yaklagilir. Sonugta ¢6ziim

y(x) = lim y, (x)

esitligi ile elde edilir.

2.3. LAGRANGE CARPANI

Lagrange ¢arpani varyasyonel analiz ile bulunabilen genel bir ¢arpandir. Genellikle A
ile gosterilir. Bir diferansiyel denklemde VIM kullanabilmek i¢in mutlaka &nce
Lagrange carpani belirlenmelidir.

2.3.1. Lagrange Carpaninin Bulunusu

Temel denklemler i¢in Lagrange c¢arpanlart hesaplanabilir ancak gilinlimiizde

bilgisayar programlar1 ile daha karmasik denklemler i¢cin de Lagrange carpam



hesaplanabilmektedir. VIM’in kullanilabildigi temel denklemler igin kullanilabilen

Lagrange carpanlar1 derlenmis ve asagida verilmistir[15-17].

vy +fy)=0
Alx,t) = -1

y'+fy,y")=0
A, t) =t —x

y”’ + f(y,y”y’l’y”’) - 0
1
Alx, t) = _E(t — X)Z

y(n) +f(y’yl’yu’ ,y(TL)) =0

—1)n
Alx, t) = % (t—x)" 1

y'(x) +cy(x) + f(,y) =0
Ax, t) = —ect—x)

y'(x) = c2y(x) + f(y,y',¥y") =0
1
A(x, t) = Z_C[eC(t x) _ ec(x t)]

y"(x) +wly() + f(y,y",y") =0
Alx, t) = %Sin[w(t —x)]

y' () +w)y) + f(y,y)=0
Ax, t) = _ oo w®ag- [T w($)ag)

2
y”(.X') + ;yl(x) + f(y;y,;y”) =0
2

t
A(x,t) :I—t

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



c
') +=y'(x)+f,y,y")=0 ise
x
te ( (2.16)

(c—1)xc‘1_c—1' c=21c€eN

Alx, t) =

Bu ¢arpanlar bir¢ok denklemi VIM ile ¢dzmemiz igin yeterlidir. Ancak daha yiiksek
boyutlu diferansiyel denklemlerle karsilasildig1 zaman VIM kullanmak zorlasir. Bu
durumda Lagrange carpani bilgisayar programlari yardimiyla bulunabilir veya bagka

yontemlerle denklem ¢oziilmeye calisilir.

Lagrange ¢arpani ¢ogunlukla kismi integrasyon kullanilarak elde edilir. Asagida bu

carpanlardan birkac tanesinin elde edilisi gosterilmistir.

Ornegin (2.8) ile verilen y"” + f(y,y’,y"") = 0 denklemini ele alalim. Diizeltme

fonksiyoneli

Yarn(X) = yu () + j G 0" (0 + £,y (O)}de
0

olur. Varyasyon uygulanirsa

8Yn+1(x) = 8y, (x) + 6 f 206, 0{y" @ + f(n,y', ¥y (0)}dt
0

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanirsa

8Ynsa () = Bya(3) + A, 087 (6) = X Ce, 083Dl + 6 | 4G OOt
0

elde edilir. Buradan



1— A(0,x)=0
A, x) =0
A, t) =0

sistemi ¢oziiliirse
A, t) =t —x
elde edilir.

Simdi de (2.11) ile verilen y'(x) + cy(x) + f(y,¥") =0 denklemini ele alalim.

Diizeltme fonksiyoneli

Yars(0) = yu) + f G O (©) + (D) + F(©)}dt
0

olur. Varyasyon uygulanirsa

8Ynsr () = Byn(x) + j A0, O (©) + cya(t) + (O}t
0

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanirsa

8Yna1 () = 6y () + A, )8y (O]

- Sf/l’(x, t)y,(t)dt + 5f c. A(x, t)y,(t)dt
0 0

elde edilir. Buradan

1+ A(x,x) =0 }
AMlx,t) —cAlx,t) =0



sistemi ¢oziiliirse
Ax, t) = —e€t=0)
elde edilir.

2.3.2 Ikinci Mertebeden Sabit Katsayih Diferansiyel Denklemler I¢in Lagrange

Carpaninin Bulunusu

ay” (x) + by'(x) + cy(x) = f(x) (2.17)

denklemi ikinci mertebeden sabit katsayili lineer denklemdir. Bu denklem igin

Lagrange ¢arpanint hesaplayalim. Sadece homojen kismi incelemek yeterlidir. Burada
ar?+br+c=0 (2.18)

denklemine karakteristik denklem denir. Lagrange ¢arpanini bulmak i¢in iterasyon

Vs (0) = yu () + f Gt Oy, () + by (©) + cyu(D)}dt
0

olur. Varyasyon uygulanirsa

8Ynsr () = Byn(x) + j A, Ofay," (0 + by (©) + cya(D)}dt
0

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanirsa



8Yna1 () = 5y (x) + A0x, a8y, (€) + b8y, (O} — X' (x, ©)adyn (B

-6 f bA' (x, )y, (t)dt + & f cAlx, )y, (t)dt
0 0

X
+6 f A (x, t)ay, (t)dt
0

elde edilir. Buradan

1+bA(x,x) — al'(x,x) =0
al”(x,t) = b A'(x,t) + cA(x,t) =0
Alx,x) =0

sistemi ¢Oziilmelidir. Buradan

1
Alx,x) =—
a
elde edilir.
al’(x,t) —b A'(x,t) + cA(x,t) =0 (2.19)

denklemine gore Lagrange ¢arpani bulunacaktir. (2.19) igin karakteristik denklem
ar?—br+c=0 (2.20)
olur.

Buradaki karakteristik denkleme gore ii¢ durum incelenecektir.

Ik durum olarak (2.18) karakteristik denklem igin diskriminant pozitif olsun ve

karakteristik denklemin kokleri r; ve r, olsun. Bu durumda (2.20) denklemine ait olan

karaktersitik denklemin kokleri de —r; ve —r, olur. Buradan

10



A, t) = fi()e ™t + fo(x)e ¢

olmalidir.

Alx,x) =0veA'(x,x) = %oldugundan

fil)e™™* + fL(x)e™* =0

1
—rfi(x)e™* = f(x)e”"? = 2

sistemi ¢oziiliirse

eTX
fi(x) = —m
f2(x) =m

bulunur. Sonug olarak

ay" +by'+cy=0
ar? + br + ¢ = 0 icin farkl reel kékler r; ve
(ex—t)rz _ (ex—t)r1

a(ry —13)

(2.21)
Alx, t) =

durumu elde edilir.
Ikinci durum olarak (2.18) karakteristik denklem igin diskriminant sifir olsun ve

karakteristik denklemin kokii r olsun. Bu durumda (2.20) denklemine ait olan

karaktersitik denklemin kokii de —r olur. Buradan

A, t) = [1(x) + f()t]e™™

olmalidir.

11



Alx,x) =0veA'(x,x) = %oldugundan

[f1(x) + f(x)x]le™™ =0
—rfi()e ™ + (1 — rx)fo(x)e ™ = i

sistemi ¢oziillirse

rx

xe
fi(x) = — 7
fo() = —

bulunur. Sonug olarak

ay”" +by' +cy=0
ar? + br + ¢ = 0 i¢in esit reel kékler r

e™@ 0 (¢ — x) (2.22)

Alx, t) =

durumu elde edilir.

Ucgiincii durum olarak (2.18) karakteristik denklem icin diskriminant negatif olsun ve
karakteristik denklemin kokleri m + ni olsun. Bu durumda (2.20) denklemine ait olan
karaktersitik denklemin kokleri de —m + ni olur. Buradan

Alx, t) = [fi(x)cosnt + f,(x)sinnt]e™™

olmalidur.
Alx,x) =0ve A'(x,x) = ioldugundan

[fi(x)cosnx + f,(x)sinnx]e™™ =0

1
—nsinnx — mcosnx) f;(x)e™™ + (ncosnx — msinnx) f,(x)e ™™ = —
1 2 3

12



sistemi ¢oziiliirse

£ sinnxe™*
X)) = ——m— —
1 an
cosnxe™
x = —
ful) = =

bulunur. Sonug olarak

ay" +by'+cy=0
ar? + br + ¢ = 0 i¢cin karmasik kokler m F ni
emC=Dgsin[n(t — x)]

an

(2.23)

Alx, t) =

durumu elde edilir.

2.3.3 Lagrange Carpaminin Coziime Yaklagsmaya Etkisi

Lagrange carpani bulunurken kisitlanmis varyasyon uygulanan terim sayisi az olursa,

analitik ¢6ziime daha hizli ulasilabilecegi diisiiniilmektedir.

Ornek 2.3.3.1:
I __ — 0
yy(())}/: ) } (2.24)

baslangi¢ sartiyla verilen denklemin analitik ¢dziimii y(x) = e* dir. Ik yaklagim

fonksiyonu olarak y,(x) = 1 alinabilir.

Bu denklem (2.7) formunda oldugu igin Lagrange g¢arpanmi (—1) alarak VIM

uygulanirsa

Y1 () = yn() — f ' (®) — y(©)]dt
0

13



Yo=1

y1=1+x
=1+ +x2
V2 = X 2
x? x3
=1 4+
ys=l+x+—+7

seklinde adim adim analitik ¢6ziime yaklasilir.

x—t

Denklem ayrica (2.11) formunda oldugu igin Lagrange carpanint A(x,t) = —e

alirsak

oldugundan analitik ¢o6ziime ulasilir. Bu durum Lagrange carpani belirlenirken

kisitlanmis varyasyon uygulanmazsa ¢oziime hizli ulasabilecegini gostermektedir.

Omek233.2: Y 3y +2y=0

, baslangig sart1 ile verilen denklemin ¢6ziimiinii
y<0)=z,y(0)=3} PSS N

bulalim.

Verilen denklem (2.8) formunda oldugu igin A(x,t) = t — x almabilir. ilk yaklagim
fonksiyonu baslangig¢ sartin1 saglayan y,(x) = 3x + 2 olsun.

Yo(x) =3x+2

y1(x) =3x + 2 +f(t—x) (6t —5)dt
0

5x?
yi(x) =2 +3x+7—2x3

X
5 2
y,(x) = 2 + 3x +%— 2x% + J(t — %) (=21t + 5% — 4t3)dt
0

14



5x* 3x%® Sx* |
Vv (x) =2+ 3x + >t~ X

seklinde adim adim analitik ¢dziim olan y(x) = e* + e?* ¢oziimiine yaklasilir.

Buradaki ilk dort terim ile analitik ¢6ziimiin ilk dort terimi aynidir.

Ayrica verilen denklem (2.21) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpani olarak
A(x,t) = e*~t — e2%72t alinabilir. i1k yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartin1 saglayan

Yo(x) = 3x + 2 olsun.

Yo(x) =3x +2

X
yi(x) =3x+2+ j(ex‘t — e?*¥72t Y (6t — 5)dt
0

y.(x) = e* + e?*
y,(x) = e* + e?*

Boylece genel ¢oziim olan y(x) = e* + e?* ¢dziimiine ulasilmus olur.

Burada da Lagrange garpani bulunurken kisitlanmis varyasyon uygulandigindagoziime
adim adim yaklasilmakta ancak kisitlanmis varyasyon uygulanmadiginda sadece bir

iterasyonla ¢6ziime ulagilmaktadir.
2.4. TLK YAKLASIM FONKSIYONUNUN COZUME YAKLASMAYA ETKISI

[k yaklagim fonksiyonu keyfi secilebilir ancak baslangi¢ sartlarini saglamalidir. Tlk
yaklasim fonksiyonu gercek ¢oziime yakin olursa iterasyon ile ¢éziime daha hizl
yaklasilabilecegi diisiiniilmektedir. Bu yiizden ilk yaklasim fonksiyonunun se¢imi

Oonemlidir.
Ornek 2.4.1: (2.24) denkleminin analitik ¢dziimii y(x) = e* dir.

Bu denklem (2.7) formunda oldugu igin Lagrange c¢arpanmi (—1) alarak VIM

uygulayalim.
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Once denklemi f (x) tiiriinden yazip ilk yaklasim fonksiyonu olarak f,(x) = 1 alalim.
X

farn (0 = fa(00) - f f/(O) — F(©)]dt

0

iterasyonu kullanilir.

f0=1
f1:1+x

x2
=1 -
fz +x+2

x? x3
=1 Z 4
fiml4x+5+=

seklinde adim adim analitik ¢6ziime yaklagilir.

Simdi denklemi g(x) tiiriinden yazip ilk yaklagim fonksiyonu olarak go(x) =1 + x

alalim.

X

Insr () = gn) — f g (6) — g(O)]de

0

iterasyonu kullanilir.

g0=1+x
xZ
g1=1+x+7

XZ 3

X
=1+x+—=+—
9> X 2 3
x% x® x*
=1 oy 4z
g3 +x+2+6+24

seklinde adim adim analitik ¢6ziime yaklasilir.
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Simdi de denklemi h(x) tiiriinden yazip ilk yaklagim fonksiyonu olarak hy(x) = cosx

alalim.

X

s () = b () — f [h'(£) — h(D)]dt

0

iterasyonu kullanilir.

hy = cosx
hy =1+ sinx

h, =2+ x — cosx
xZ
h3=1+2x+7—sinx

seklinde adim adim analitik ¢6zlime yaklagilir.
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Sekil 2.1°de ilk yaklasim fonksiyonlar1 karsilagtirilmigtir.

go(x)

f()(X)

ho(x)

-2 - 0 1

Sekil 2.1. Tlk yaklagim fonksiyonlart
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Sekil 2.2°de bir iterasyondan elde edilen sonuclar karsilastirilmistir.

-1

-2 1

Sekil 2.2. Bir iterasyonla elde edilen sonuglar
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Sekil 2.3’te iki iterasyondan elde edilen sonugclar karsilastirilmistir.

2 -1 0 1 2 3 4 5

Sekil 2.3. iki iterasyonla elde edilen sonuglar

Sekil 2.1°de ilk yaklagim fonksiyonlarinin analitik ¢o6ziime yakinlig1 goriilmektedir.
Sekil 2.2°de bir iterasyondan elde edilen sonuglar karsilastirilmistir. Sekil 2.3’te iki
iterasyondan elde edilen sonuglar karsilastirilmistir. Bu durum da ilk yaklagim

fonksiyonunun se¢iminin dnemini gostermektedir.
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2.5. VARYASYONEL iTERASYON METODU UYGULAMALARI

I A,2 —
Ornek 2.5.1: Y 7 031 _ 10} baslangig sarti ile verilen nonlineer denklemin ¢oziimiinii

bulalim. Verilen denklem (2.7) formunda oldugu i¢in Lagrange carpani olarak

A(x,t) = —1 almabilir. Ik yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartin1 saglayan

yo(x) =1 olsun.

Y (1) = yu () — f ' (©) — y2(O)]dt
0

iterasyonu kullanilabilir.

Yo(x) =1
yi(x)=1+x
X3
Y, (x) = 1+x+x2+?
2x% x5 x® X7

y3(x)=1+x+x2+x3+7+?+?+@

elde edilir. Her adimda analitik ¢6ziim olan y(x) = i ¢ozlimiine yaklaglir.

) y" — 2y’ 4+ 5y = 5x — 2
Ornek 2.5.2: ,
y(0) =0, y'(0) =3

¢Ozimiinii bulalim.

} baslangic sart1 ile verilen denklemin

Esitligin sol tarafi (2.23) tiirlinde oldugu i¢in Lagrange carpani

e*"tsin(2t — 2x)
2

Alx, t) =

olarak anilabilir.
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X
e* tsin(2t — 2x
V() = () + [

0

[y () — 2y, (t) + 5y, (t) — 5t + 2]dt

iterasyonu kullanilabilir. Ik yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartlarini saglayan bir

fonksiyon olmalidir. Buna gore

Yo(x) = 3x
y1(x) = x + e*sin2x

y2(x) = x + e*sin2x
analitik ¢oziimii elde edilir.

U+ Uy =0

Ornek 2.5.3: u(x, 0) = cosx

} baslangig sarti ile verilen denklemin ¢ézlimiinii bulalim.

Bu denklemin ¢oziimii u(x,t) formundadir ve t degiskenine gore verilen denklem

(2.7) formunda oldugu i¢in Lagrange garpani olarak (—1) alinabilir.

t
0 02
Ups1 (X, 0) = uy(x, t) — f (aun(x, t) + ﬁun(x, t)) dt
0

iterasyonu ile ¢oziime yaklasalim.

uy(x,t) = cosx

Uy (x,t) = cosx(1+1t)

tZ
u,(x,t) = cosx (1 +t+ ?>

t? 3
us(x,t) = cosx (1 +t +—+—>

2 6

Bu sekilde devam edilirse u(x, t) = e‘cosx ¢dziimiine yaklasildig1 goriiliir.
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. y —y=0
Ornek 2.5.4:
-y =e

denklem (2.11) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpani olarak A(x,t) = —

} ile verilen baglangig-deger problemini inceleyelim. Verilen
ex—t

almabilir. Ik yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartini saglayan y,(x) = e olsun.

Y (X) = yu () — f e[y, (8) — yu(D)]dt

iterasyonu kullanilabilir.

Yo(x) =e
yi(x) = e*
y2(x) = e*

elde edilir. Bu durumda analitik ¢6ziim olan y(x) = e* ¢6ziimiine ulagilmis olur.

Ornek 2.5.5: yy-(l—oa)cy_=10} baslangig sart1 ile verilen denklemi inceleyelim. Bu

t2—x2

t X
denklem (2.14) formunda oldugu igin ACx,t) = —elo$%~Jo €8} = _ "5 elge
edilir. 11k yaklagim fonksiyonu baslangi¢ sartin1 saglayan y,(x) = 1 olsun.

t2—x2

Y (X) = yu () — j e 7 [y (8) — tyn(D)}dt
0

iterasyonu kullanilabilir.

Yo(x) =1

X

tZ_xZ tZ_xZ
yl(x)zl—fe 2 tdt=1—<e 2 )

0

x2
yo(x) =e 2
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¢oziimii elde edilir. Bu zaten denklemin genel ¢oziimiidiir. Sadece bir iterasyonla

¢Oziime ulasilmis olur.

y' +xy—x3-2x=0
y(0) =1
inceleyelim. Bu denklem (2.14) formunda oldugu i¢in

Ornek 2.5.6: } baglangic sart1 ile verilen denklemi

t2 —x2

t X
Alx, t) = —e{fo §ag-fy g} _ —e~ 2z elde edilir. Ik yaklasim fonksiyonu baslangig

sartin1 saglayan y,(x) = 1 olsun.

tZ—x2

Y1 () = Y (x) — f e 7y (6) + tyn(t) — £ — 20}dt
0

iterasyonu kullanilabilir.

Yo(x) =1

; t2—x? - t2—x? o t2—x?
yl(x)=1+fe 2 (t+t3)dt=1+je 2 tdt+je 2 t3dt
0 0 0

2
Son integralde % = u degisken degistirmesi yapilirsa

tz—xz X
yi(x)=1+[e 2

2 2

X X
yvix)=1+1—e 2 +e 221u—1)e%)

x2
2
0
x2

x? x?
y(x)=2—-e"2+e 2 I(x2 —-2)ez + 2]

xZ
yi(x) = e 2 + x?

x2
y,(x) = e 2 + x?

analitik ¢oziimii elde edilir.
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« Y =4y + 4y = 4e?*
Ornek 2.5.7: ,
y(0) =5, y'(0) =11

bulalim. Esitligin sol tarafi (2.22) tiirlinde oldugu i¢in Lagrange ¢arpani

} baslangi¢ sart1 ile verilen denklemin ¢oziimiinii

Alx, t) = e?* 72 (t — x)

olarak anilabilir.
X

Yn+1(X) = yu(x) + f e?* 2t — ) [y, (1) — ¥/ () + 4y, (t) — 4e?t]dt
0

iterasyonu kullanilabilir. Ik yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartlarini saglayan bir

fonksiyon olmalidir. Buna gore
Yo(x) =11x + 5
y1(x) = (5 + x + 2x2)e?*

y,(x) = (5 + x + 2x?)e?*

analitik ¢oziimii elde edilir.
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BOLUM 3
LAPLACE DONUSUM FORMULLERININ ViM iLE BULUNUSU
Laplace doniisiimii birgok diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in kullanilabilen bir
yontemdir. Yontem icin baz1 Laplace dontlistim formiilleri kullanilir. Bu yontem bazi
diferansiyel denklem ¢oziimlerinde kolayliklar saglamaktadir. Ayrica bagka yontemler

i¢in de alternatif olarak kullanilabilir.

Genel olarak agagidaki sekilde Laplace doniistim formiilleri bulunur[18].

LIFGO] = f fG).e~* dx 3.1)
0

(3.1) integrali hesaplanabilen her fonksiyon i¢in Laplace doniistimiidiir.

Onemli baz1 Laplace déniisiim formiilleri Cizelge 3.1° de goriilmektedir. VIM ile bu
formiillere nasil ulasilacagi gosterilecektir[19]. Ayrica burada asagidaki doniisiimler
iki farkli Lagrange ¢arpani ile gosterilmekte, boylece Lagrange carpaninin ¢oziime

yaklagsmaya etkisi de goriilmektedir.
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f(x) LIf(x)]
1 1
s
X 1
52
x™" n!
Sn+1
e 1
s—a
cosax S
a® + s2
sinax a
a? + s2

Cizelge 3.1. Laplace doniigiim formiilleri

y' —sy=qkx)
y(0) =0 G2

baslangic sarti ile verilen denklemi inceleyelim. Burada VIM kullanilirken
yararlanilan ilk yaklagim fonksiyonu y,(x) = 0 olur. Denklem ¢6ziimii igin integral

carpani uygulanirsa

(y.e™) = q(x).e™* (3.3)
e‘sx.y|o§ = f q(x).e ¥ dx (3.4)

0

durumu elde edilir. (3.4) denkleminin sag tarafi (3.1) esitligindeki £[q(x)] degerine
esit oldugundan

Llq()] = eyl (3.5)

elde edilir. Demek ki diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan y degerine yukaridaki islem

uygulanirsa Laplace doniistim formiilii olan L[q(x)] degerine ulagilmaktadir.
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Ornek 3.1: (3.2) denkleminde q(x) = 1 i¢in Laplace doniisiim formiiliine ulasalim.
Yo=0 (3.6)

baslangi¢ degeri ile asagidaki iterasyon kullanilir. Ayrica (3.2) denklemi (2.7)

formunda oldugundan Lagrange ¢arpanini (—1) alabiliriz.

Vas1 = Ya = f O (8) = sya(0) — q(©)} dt 3.7)

Buradaki (3.7) iterasyonu yardimiyla

Yo=0
V1 =X
sx?
Y2 =X+
sx?  s?%x3
Yy3=Xx+—+

2

6
N sx? N s2x3 N s3x*
= x
Ya 6 ' 24

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

es* —1

S

y = limy, =
n—-o0o
bulunur. Buradan

es* — 1|0 1—e 5o 1
1] = _Sx_ = = — .
L[l]=e S 0 S 0 S,(s>0) (3.8)

elde edilir.

Ayni zamanda (3.2) denklemi (2.11) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpanini
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Ax, t) = —e5E%) = —e5(3=D glabiliriz. Bu durumda

Yat1 = Va — f eSC0y /(1) — sya(t) — q(O)} dt
0

iterasyonu kullanilmalidir. Buradan

Yo=0
es* —1
V1= S
es* —1
Y2 = S

(3.9)

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (3.8) ¢oziimiine ulasilir.

Ornek 3.2: (3.2) denkleminde q(x) = x i¢in Laplace doniisiim formiiliine ulasalim.

(2.7), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla

Yo =0
x2
3’1:?
x?  sx3
Y2 = S5t
x? sx3  s%x*
2= 3t 5 T

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

es* —1—sx

y=lmy, =——-2:;

bulunur. Buradan

SX

—1—5sx|lco 1—e 5 —sxe | o

SX

1
=S—2,(S>0)

(3.10)



elde edilir.

Ayn1 zamanda (2.11), (3.6) ve (3.9) esitlikleri yardimiyla

Yo=0

es* —1—sx
V1= 52

es* —1—sx
V2 =

Burada y ¢oziimii bulunmus olur. Bu sayede (3.10) ¢6ziimiine ulasilir.

Ornek 3.3: (3.2) denkleminde q(x) = x™ i¢in Laplace déniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla

Yo =0

K1
1= n+1

K1 sxM+2

= +

2= 1 T  m+r D(n+2)

xn+1 an+2 Szxn+3
V3 =

n+1+(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2)(n+3)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

n! Sn+1x1’l+1 Sn+2xn+2 Sn+3xn+3
y = lm y, = s"+1<(n+ D T+l a3 T )
n! s?x? stx™
y=7{i5§oyn=sn+1<esx‘1‘sx‘7 ——— m)

bulunur. Buradan

1 2,2 n,n
L[x"] =e™* My (PR S . i | e
2! n!
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n! _ _ o s%x? . S"™X™\ |0 n!
L[x™] :Sn+1<1—e SX _ o SXgy — @7SX TR X - >|0 = ot
n!
nl] —
L[x ] = w ,(S > 0) (311)
elde edilir.
Ayni zamanda (2.11), (3.6) ve (3.9) esitlikleri yardimiyla
Yo=0
X
Yy = f eS@x=0¢n g
0
_ n! tnes(x—t) n tn—les(x—t) n! tn—zes(x—t) n! es(x—t) |X
Y= n!'s (n—1)!s2 (n—2)!s3 sn+l 0
n!x™ n!x™1 nlx"2 nlx® nles™
yi=- nls (n—1)!s? B (n—2)!s3 C T gn#l + sn+l
n! s2x? stx™
y1=sn+1<e5x—1—sx— 2! A n! )
n! s%x? stx™
REETRI —-—

Burada y ¢6ztimii bulunmus olur. Bu sayede (3.11) ¢ozlimiine ulagilir.

Ornek 3.4: (3.2) denkleminde q(x) = e®* i¢in Laplace doniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla

Yo=0

e —1
Y1 = .

e —1 S sx
p=——(1+5) -7
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e —1 s s% s3 sx s*x s?x%? s3x  s3x®  s3x?
1+—+—+
a

a a? a3 a a? 2la a3 3la 2la?
e —1 1+ s N s? N s3 N st sx S?x  s3x  s*x  s%x?  s3x?
Vs a a a? a3 a* a a? a3 a* 2'a 2la?

s*x?  s3x3  stx3 syt
21a3  3la 3la?2 4la

Bu sekilde devam edilirse

e —1 SX s%x? s3x3 sh—1yn-1
=0 s “a-s 2l(a-s) 3la-s)  (m=-D!(a-ys)
L _e“x—l 1 (e — 1)
Y e T T T T a=s'¢
e _ 5% | o e(a—s)x_l . 1
L[e®] = g=5%. = = > 3.12
[e*] =e 7—s |o Ay 0 5—a (s>a) (3.12)

Ayni zamanda (2.11), (3.6) ve (3.9) esitlikleri yardimiyla

Yo=0
edX _ oS

V1= 4—s
edX _ osx

V2 = 4—s

Burada y ¢oziimii bulunmus olur. Bu sayede (3.12) ¢6ziimiine ulasilir.

Ornek 3.5: (3.2) denkleminde gq(x) = cosax igin Laplace doniisiim formiiliine
ulasalim. (2.7), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla

sinax
V1= a

sinax scosax S
e

sinax scosax S S%sinax Ss%x
Y3 = - +— - +

a a? a? ad a?
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sinax scosax S s’sinax s?’x s3cosax s3x? s3
+—+

Ya = a a2 +;_ a3 a? a* +a2.2!_ﬁ
sinax scosax s S%’sinax s’x s3cosax s3x? s3  s*sinax
Vs = a a2 a2 a3 + a? T a* az.2! a* as
stx3 st
+ az.3l Ex
sinax scosax s S’sinax s’x s3cosax s3x? s3  s*sinax
Y6 = a a2 +;_ a3 +a2+ a* +a2.2!_ﬁ+ as®
stx3 st s°cosax s°x* s°x* s°

231 " © Ten a#ats

Bu sekilde devam edilirse

sinax a? scosax a?® 4 5 a?®
I =T\ a2 + 52 a? a? + s2 a?\a? 4 s2
+ (e -1 S a_z
a?\a? + s2
2

£ | = omsx sinax [ a? scosax{ a N Sx( S ) o0
cosax] = e™5%, — e ——
a \a?+s? a? \a?+ s? a?+s2/)|0

s
a? + s2

L[cosax] = (3.13)

Ayni zamanda (2.11), (3.6) ve (3.9) esitlikleri yardimiyla
Yo =10

X
V1 =je5(x‘t)cosat dt
0

elde edilir.

fudv =uv — [vdu kismi integrasyonunu u = cosat,dv = eS*~9dt icin

uygulayalim.
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X

es(x—t) x es(x—t) .
Y1 = jcosat. —a S sinat dt

—< (o
0

es(x—t)

Simdi de [ udv = uv — [ vdu kismi integrasyonunu u = sinat, dv = dt igin

S

uygulayalim.

X
es(x—t) x es(x—t) x es(x—t)
Y1 = {Cosat. } |0 +a {sinat. } |0 —a? f cosat dt
0

s 52 52
) a2 es(x—t) X . es(x—t) x

yil1+ =)= cosat. — |O + a{sinat. .~ |0
s? + qa? cosax asinax e

y1 s2 B s 52 s

s a s
= —cosax (—) + sinax (—) + eS* (—)
y1 a? + s2 a? + s2 a? + s2

S a S
— ; SX
Yy, = —CoSax (—az n SZ) + sinax (—a2 n 52) +e (—a2 n 52)
elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (3.13) ¢6ziimiine ulagilir.

Omnek 3.6: (3.2) denkleminde q(x) = sinax igin Laplace doniisiim formiiliine

ulasalim. (2.7), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla

Yo=0

1 cosax
V1= . a

1 cosax sx ssinax
Y2 =0T T a a2

1 cosax sx ssinax s%’x? s?cosax s?
y3_5_ a a  a? a.2! a3 a3

1 cosax sx ssinax s%x? s?cosax s? s3x® s3sinax s3x
y4—5— a a  a? a.2!+ a3 _$+a.3! at a3
y 1 cosax N sx ssinax s?x? s?cosax s? s3x3 s3sinax s3x

g == — > _2 _

a a a a? a.?2! a3 a3 a.3! a* a3
s°x*  s*cosax s*x? s*

J— + J—
a. 4! as a3.2!  ad
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1 cosax sx ssinax s?x%? s?cosax s? s3x® s3sinax s3x

=—— — - + ——t— -
Y a a a a? a.2! a3 ad  a.3! a* a3
s°x*  s*cosax  s*x? N s% N s®x®  sSsinax s%x® N s>
- - — - — —x
a. 4! a’® a3.2! a®> a.b5! ab a3.3! ad

Bu sekilde devam edilirse

_ cosax a? ssinax a? N 1 a?
Yn = a \a?+s? a? \a? + s2 a\a? + s2

2
+(esx_1)1 _a
a\a? + s2

Clsinax] = e-* {_ cosax( a? ) y Ssinax< a? >+es" ( a )} o0
' a \a?+s? a? \a?+s? a?+s2/)|0
, a
L[sinax] = PR (3.14)

Ayni zamanda (2.11), (3.6) ve (3.9) esitlikleri yardimiyla

Yo =0

X
V1 =je5(x‘t)sinat dt
0

elde edilir.

fudv =uw — [vdu kismi integrasyonunu wu = sinat, dv = e**~9dt icin

uygulayalim.

X

. es(x—t) x es(x—t)
Yy, = {sinat. ota S cosat dt

0

s(x—t)

Simdi de [ udv = uv — [ vdu kismi integrasyonunu u = cosat, dv = < dt i¢in

uygulayalim.
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B . es(x—t) x es(x—t) X , x es(x—t) . 4
Yy = sinat. |0 +a COSClt._—S2 |0 —a > sinat at
0

—s S
a2 es(x—t) ¥ es(x—t) x
V1 <1 + s_2> = {smat. s } |0 +a {cosat. 2 } |0
s? + a? _ sinax acosax N aes¥
y1 §2 B s s2 52
S a a

= —sinax( ) - cosax( ) + e ( )

y1 a? + s2 a? + s2 a? + s2

s a a
= —sinax( ) - cosax( ) + es* ( )
Y2 a? + s2 a? + s2 a? + s2

Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (3.14) ¢6ziimiine ulasilir.
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BOLUM 4

SUMUDU VE ELZAKi DONUSUM FORMULLERININ VIM ILE
BULUNUSU

Sumudu ve FElzaki doniisiim formiilleri de diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
onemlidir. Bunun icin kullanilacak doniisiim formiillerine ulasilmalidir. Onemli Elzaki

dontigiim formiillerine birgok yol ile ulasilabilir.

Genel olarak Elzaki doniisiimii asagidaki sekilde tanimlanmistir[20].

E[f(0)] = u f £(x).cTidx (4.1)
0

Sumudu dontigiimii ise asagidaki sekilde tanimlanmistir[21].

17 x
SIFCOl = - f f(x).ewdx 4.2)
0

(4.1) ve (4.2) esitliklerinden de goriildigii gibi Sumudu doniisiimii, Elzaki
doniistimiiniin kati oldugundan Elzaki doniisim formiilii bulundugunda kolayca
Sumudu déniisiim formiiliine ulasilabilir. Asagida Elzaki déniisiim formiillerinin VIM

ile bulunusu bulunmaktadir[19].
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f(x) E[f(x)] S[f(x)]
1 u? 1
x u3 u
x" n!unt? nlu®
00X U2 1
1—wua 1—wua
cosax u? 1
1+ u?a? 1+ u2a?
sinax au? au
1+ a2u? 1+ a?u?

Cizelge 3.1. Elzaki ve Sumudu doniistim formiilleri

!

Yy _
y' = =uqx) 4.3)
y(0)=0

baslangic sart1 ile verilen denklemi inceleyelim. Burada VIM kullanilirken
yararlanilan ilk yaklagim fonksiyonu y,(x) = 0 olur. Denklem ¢6ziimii i¢in integral

carpani uygulanirsa

!

(y.e_%) = u.q(x).e_% (4.4)
y.e_%|o§ = u.f q(x).e_g dx (4.5)

0

durumu elde edilir. (4.5) denkleminin sag tarafi (4.1) esitligindeki E[q(x)] degerine

esit oldugundan

Elq0)] = y.eul;) (4.6)

elde edilir. Demek ki diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan y degerine yukaridaki islem

uygulanirsa Elzaki doniisiim formiilii olan E[q(x)] degerine ulasilmaktadir.
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Ornek 4.1: (4.3) denkleminde q(x) = 1 i¢in Elzaki doniisiim formiiliine ulasalim.
Yo=0 (4.7)

baslangi¢ degeri ile asagidaki iterasyon kullanilir. (4.3) denklemi (2.7) formunda
oldugundan Lagrange ¢arpanini (—1) alabiliriz.

Vs =0 = [ ' ® = 230 —ua@}a (48)

Buradaki (4.8) iterasyonu yardimiyla

Yo=0
Yy = ux
Y2 = ux +

x? x3
=ux+-—+—_—
Y3 2  6u

x? x3 x*
= ux+ =+ —+——
Ya = W S N e T 24u?

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

y = lim ynz(e%—1>u2

n—oo

bulunur. Buradan

E[] = e"x. (e§—1)u2|°5’ = (1—e‘§)u2|°g=u2 (4.9)
bulunur.

Ayni zamanda (4.3) denklemi (2.11) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpanini
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v ret
Ax, t) = —e u™ = —e™u alabiliriz. Bu durumda
X
st 1
Yn+1 = Yn — f eu {yn (t) - ayn(t) - uq(t)} dt
0

iterasyonu kullanilmalidir. Buradan

(4.10)

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.10) ¢6ziimiine ulagilir.

Ornek 4.2: (4.3) denkleminde q(x) = x icin Elzaki déniisiim formiiliine ulagalim.

(2.7), (4.7) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla

Yo=0
ux?
3’127
ux? x3
2= 5t
ux? x3  tt
=6 o

Bu sekilde devam edilirse

y=rlli_)n.}oyn=u3(e%—1>—xu2

bulunur. Buradan



elde edilir.

Ayni zamanda (2.11), (4.7) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.11) ¢6ziimiine ulagilir.

Ornek 4.3: (4.3) denkleminde g(x) = x™ igin Elzaki doniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (4.7) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla

Yo=0
xn+1
=u
y1 n+1
xn+1 xn+2
=u +
Ve 1 T+ D(n + 2)
xn+1 xn+2 xn+3
y3=1u

1+ D@m+2) amE DM+ 2)m+3)

Bu sekilde devam edilirse

. 2 xn+1 N xn+2 N xn+3 N
= 1m =n'u cee
Y=l utl(n+ 1! u™2(n+2)! w3 (n+ 3)!
2 n
y = lim y, = nlu"*? en—1-—_ % _.._ a
n-oo” "t u  2lu? nlun

elde edilir. Buradan
Elx™] = = 1 ,n+2 X 1 X x2 x" o

[x"] =e w.nlu eu—l— oy —) o
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X XX X x2 X xn [0e]
N — "2 (1 — o — o e — o~ a T A
E[x"] =nlu (1 eu—eu—eus s e n!u"> 0
E[x"] = nlu™+? (4.12)
elde edilir.
Ayni zamanda (2.11), (4.7) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla
Yo =0
X
x—t
Y1 =fe uw . t"dt
0
x—t x—t x—t x—t
nlt"ule v nlt"udew  nlt"uteuw nlu™?eu \|x
NENTTT T T T = =2y T o 0
n!x™u? nlx™wd nlx"%ut nlut? PO
—_— — — — — 0 88— n u
- -1 (n-2)! or  tmiutex
x x  x? x™
=7n! n+2 u — 1—-——-———— . —
yi=mn (eu u  2'u? n!u”)
x x  x? x™
=nlu"?|leu—1—————— ... —
Yz =nu (eu u  2'u? n!u”>

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.12) ¢6ziimiine ulasilir.

Ornek 4.4: (4.3) denkleminde q(x) = e® i¢in Elzaki doniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (4.7) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla

u 1 X

—_ ax_l (_ _)__

YZ (e ) a+a2 a
_ (e 1)(u_l_l 1) X X x?
I a a? uad a ua?* 2au
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2

(e — 1) (u_l_ 1 N 1 N 1 ) X X x? X x
= (e — -t — 4+ — —_—— — — —
Ya a a? ua® u?la* a ua? 2au u?a3® 2u?a?

x3

6au?

Bu sekilde devam edilirse

(e™* 1)(u+1+1+1+)(x+x+x+)
e e f— f— [— — cee — — —_— cee
In a a? wuad® u2a* a ua? u?add

y = lim y, =%(e“"—e§)

elde edilir. Buradan

x u? xy |oo u (a-2) o
ax] — ax _ — 4 -
Ele™]=e u'ua—l(e eu) 0 ua—l(e “ 1)‘0
u? 1
E[e™™] = (a < —) (4.13)
1—ua u
elde edilir.

Ayni zamanda (2.11), (4.7) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla

Yo =10
Y1 = uaui 1 (eax — ei)
Y2 = uaui 1 (eax - e%>

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.13) ¢6ziimiine ulagilir.

Ornek 4.5: (4.3) denkleminde q(x) = cosax icin Elzaki déniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (4.7) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla
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Yo=0

sinax
yi=1u a
sinax cosax 1
2EUTT T T T
sinax cosax 1 sinax X
3E T T T T2 T +@
sinax cosax 1 sinax X cosax x? 1
Ya =t a a2 +E_ ua3 +ua2+ ua* +u2a2.2!_u2a4
sinax cosax 1 sinax X cosax x? 1 sinax
ys =u a a2 + az  uad + ua?  u?a* + u2a2.2!  u?a* + uda®
x3 X

u3a2.3! udat
sinax cosax 1 sinax X cosax x? 1 sinax
Ye = U - F - a + + + - +
a a? a2  wua® uwa?  u?a*  u?a?.2! u?a* uda®

x3 X cosax x* x? 1

— — + — +
u3a2.3! wuda* u*a® u*a?.4! u*a*.2! u*a®

Bu sekilde devam edilirse

_ sinax uda? cosax [ u?a? N 1 u?a?
=T \1+ w2a? a? \1+ u?a? a?\1+ u2a?

x ) 1 u?a?
+(eu_ ); 1+ u?a?

elde edilir. Buradan

_x (sinax { u3a?
E[cosax] = e u.

a 1+ u2a?
cosax [ u?a? x 1 u?a? o0
- teu—|———
a? \1+u2a? a?\1+ u?a? 0
Flcosax] = — (4.14)
cosax] = s .
bulunur.

Ayni zamanda (2.11), (4.7) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla
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Yo=0

x—t

X
= fu e u .cosatdt
0

elde edilir.

fUudv =UV — [VdU kismi

uygulayalim.
X
Y1 = {cosat —u? e u f
0
bulunur.

integrasyonunu

-t

u

a.sinat dt

U = cosat,dV = u.e

x—t
u

i¢in

-t
Burada [UdV = UV — [VdU kismi integrasyonunu U = asinat,dV = u?.e v dt

icin uygulayalim.

x—t

X
Y1 = {cosat —u? e u }|O {asmat u3 e u | fu w a’cosat dt
0

x—t
y.(1 +u?a?) = {cosat. —uz.eT} |)(; {asmat wd.ew }|

y1(1 + u?a?) = —cosax.u? + u? eu + asinax.u®

= —cosax

(

0

+ u + u u
asinax | ——— eu| —
1+ a?u? 1+ a?u?

+ u + u u
asinax | ——— eu| ———
1+ a?u? 1+ a?u?

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.14) ¢6ziimiine ulasilir.

Ornek 4.6: (4.3) denkleminde g(x) = sinax i¢in Elzaki doniisiim formiiliine ulasalim.
(2.7), (4.7) ve (4.8) esitlikleri yardimiyla
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u  ucosax
NEaT

u ucosax x sinax
“2ET e TdT @

u ucosax x sinax = x? cosax 1
2T T T e w2 wd ud

u ucosax x sinax = x? cosax 1 x3 sinax X
Ya “a  a +E_ a? +ua.2!+ ua3 _ua3+u2a.3!+ uza*  u2a3

u ucosax x sinax = x? cosax 1 x3 sinax X
Vs a4 a +E_ a? +ua.2!+ ua®  uad  u?a.3! + uza*  u?ad

x* cosax x? 1

— — +
uda. 4!  u3a® u3ad.2! udad

Bu sekilde devam edilirse

cosax [ u3a? sinax [ u?a? N u{ u?a?®
In = a \1+u?a? a2 \1+u2a?) al\l+u2a?

2,2
()

elde edilir. Buradan

E[sinax] x , u? au’ Lok au? o0
sinax] = e u.{—sinax| ——— | — cosax | ———= | + eu | ———
1+ a?u? 1+ a?u? 1+ a?u? 0

au?

1T 2t (4.15)

E[sinax] =

sonucuna ulasilir.
Ayni zamanda (2.11), (4.7) ve (4.10) esitlikleri yardimiyla

Yo=0

X
x=t
V1 =fu.e u . sinat dt
0
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elde edilir.

x—t

fUdv =UV — [VdU kismi integrasyonunu U = sinat, dV = u.e « dt igin

uygulayalim.

X
Y1 = {Slnat —u? e u f u a.cosatdt
0

x—t

Burada [ UdV = UV — [VdU kismi integrasyonunu U = acosat, dV = u?.e v dt

icin uygulayalim.

X
Y1 = {smat —u? e u }|O {acosat —u3 e u f u a’sinat dt
0

x—t
y.(1+ a?u?) = {smat _ }|O {acosat —ud.eu }IJ(;

X
y1(1 + a*u?) = —sinax.u? — acosax.u® + aueu

, u? au N x( aud
= —sinax | ——— | — cosax | ——— | + eu | ———
Y1 1+ a?u? 1+ a?u? 1+ a?u?

_ u? au’ N x( aud
= —sinax | ——— | — cosax | ——— | + ev | ———
Y2 1+ a?u? 1+ a?u? 1+ a?u?

elde edilir. Burada y ¢6ziimii bulunmus olur. Bu sayede (4.15) ¢6ziimiine ulasilir.
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BOLUM 5

KOMPLEKS DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ViM iLE YAKLASIK
CcOZUMU

w bir kompleks say1, A, B ve C gergek sayilar olmak {izere

ow ow
A—+B—+Cw=F(z,2) (5.1)
0z 0z

formundaki kompleks diferansiyel denklemi inceleyelim. Kompleks sayilar teorisi

geregi
Al(aw ,6W)+Bl(aw+_6w>+c — G0xy) .2)
2\ax ~ “ay 2\ax " ‘ay = uky '

elde edilir. (5.2) denklemi diizenlenirse
ow ow

(A+B)—+i(B—A)— +2Cw = 2G(x,y) (5.3)
dx dy

denklemi elde edilir. (5.3) denklemine w(x, 0) baslangig sarti ile verilirse

ow A+ B ow 2C B 2G(x,y)

T iB-dox B " iB=-4 G4

elde edilir. (5.4) denkleminde z_‘;/ haricindeki terimlere kisitlanmis varyasyon

uygulanirsa (2.7) formunda olacagindan A(t,y) = —1 olur ve
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Wn+1(x; 3’) = Wn(xl 3’)
y

owy(x, t) A+ B ow,(x,t) 2C
_f{ ot TIB=A ox  Tig-a®

2G(x,t) it

i(B—A) (5:5)
denklemi ile VIM kullanilarak yaklasik veya tam ¢dziime ulasabiliriz.
(5.3) denklemi w(0, y) baslangic sart1 ile verilirse
ow i(B—A)odw 2C 2G(x,

(B —4)ow _26(x,y) 56

ax " A+B oy A+B” T A+B

denklemi elde edilir. (5.6) denkleminde Z—‘: haricindeki terimlere kisitlanmis varyasyon

uygulanirsa (2.7) formunda olacagindan A(x,t) = —1 olur ve

Wni1 (%, y) = wy(x, y)

X

owa(t,y) i(B—A)ow(ty) 2C
_H oc T AvB oy Tarp"®Y
0
2G(t,y)
- }dt (5.7)

denklemi ile VIM kullanilarak yaklasik veya tam ¢oziime ulasabiliriz.

Ornek 5.1: a—W+2 w _

>, o = 3z2% + 2 kompleks diferansiyel denklemi w(x,y) olmak

lizere baslangig sart1 w(x,0) = x3 + x verilsin. (5.2) durumu uygulanirsa

2

1(6W _GW) <0W ow
d0x lay

_ — | = 2 _ 2 2 .
+ 6x+lay) 3x 3y“+ 2+ 6ixy

elde edilir. Buradan
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ow 3'6W— 6ix? + 6iy% — 4i + 12
3y IS, = —oix iy i xy

esitligi elde edilir. Esitlik (2.7) formunda oldugu i¢in (5.5) iterasyonu kullanilir. Bu
iterasyon

Wn+1(x, )’) = Wn(x) J’)
y

B j‘ {awn(x, t) B 3_c?wn(x, t)

— er2 _ 2
e I— 12xt +i(6x* — 6t° + 4)} dt

0

seklindedir. ilk yaklasim fonksiyonu wy(x,y) = x3 + x olur.

y
wi(x,y)=x3+x— f(—9ix2 —3i + 6ix? — 6it? + 4i — 12xt)dt
0
wi(x,y) = x3 +x + 6xy2 +i(3x%y — y + 2y3)
y
wo(x,y) = x3 +x + 6xy? +i(3x%y —y + 2y3) — J(18xt — 18it?)dt
0
wy(x,y) = x3+x —3xy? +i(3x%*y —y + 8y3)
y
wi(x,y) =x3+x —3xy? +i(3x%y —y + 8y3) — J 27it%dt
0
wi(x,y) =x3+x —3xy? +i(Bx%’y —y — y3)
wu(x,y) =x3+x—3xy?2 +i(Bx%y —y —y?)

Sonug olarak
wi,y) =x3+x—3xy2 +iBx2y —y—y) =23 +z2
elde edilir.

ow ow

— — w = 0 kompleks diferansiyel denklemi w(x,y) olmak iizere

Ornek 5.2: = 23

baslangic sart1 w(x, 0) = e3* verilsin. (5.2) durumu uygulanirsa
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1(6W _6W) 1(6w+_6W) _ 0
2\ox  ‘ay) 2\ax Tlay) TV T

esitliginde diizenlemeler yapilirsa

dw — 0
3y iw =

elde edilir. Bu denklem (2.11) formunda oldugu i¢in
At y) = —el=D

kullanilir. i1k yaklasim fonksiyonu wy(x,y) = e3* olur.

y
wy(x,y) = e — j e!=0(—je3*)dt = 3%+
0

y
Wz(x, y) — 83x+iy _ f ei(y—t)(i63x+it _ ie3x+it)dt — e3x+iy
0

Sonug olarak w(x, y) = e3**% = e27+Z g|de edilir.

Ornek 5.3: 2’2—2’— ‘2—:_’ =4z 4+ 1 kompleks diferansiyel denklemi w(x,y) olmak

lizere baslangi¢ sart1 w(x,0) = x2 + 5x verilsin. (5.2) durumu uygulanirsa

(E)W _E)W) 1(6W aw
0x lay

—+i—y>=4x+1+4yi

esitliginde diizenlemeler yapilirsa

aW+iaW 2i4 +1+4yi)=0
dy 30x S(x yi) =

o1



esitligi elde edilir. Esitlik (2.7) formunda oldugu igin (5.5) iterasyonu kullanilir. Bu
iterasyon

{awn(x t) N i Owy(x, t) 2i }

a1 (£,9) = Wa(,7) — f L0 2+ 1+ ayi) [t

seklindedir. ik yaklasim fonksiyonu wy (x, y) = x2? + 5x olur.

[ 20
w;(x,y) = x? + 5x —f§(2x +5) —§(4x + 1+ 4ti)dt

2

4 i
wy(x,y) = x% + 5x —%+§(6xy— 3y)

4y%
wy(x,y) = x? +5x—%+§(6xy—3y)

y
[ 21

j[ ——+2xl )+§(2x+5+2ti)—§l(4x+1+4it)]dt

0

wy(x,y) =x2+5x —y? +i(2xy — y)
wi(x,y) =x2+5x —y? +i(2xy — y)

Sonug olarak w(x,y) = z2 + 3z + 2z elde edilir.
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BOLUM 6
BAZI OZEL DENKLEMLERIN VIM ILE YAKLASIK COZUMU
Matematikte ve diger temel bilimlerde 6nemli sonuglari olan birtakim diferansiyel
denklemler vardir. Bu tiir diferansiyel denklemlerden bazilarinin VIM ile de yaklasik
¢Ozlimlerine ulasilabilmektedir. Bu bolimde bu tiir denklemlerden bazilari
incelenecektir.

6.1. AIRY DENKLEMIi

Airy denklemi gok bilinen bir 2. mertebeden diferansiyel denklemdir. Daha ¢ok fizikte

kullanim alanlar1 mevcuttur.

y'=xy=0 (6.1)
formundadir.

(6.1) denklemini y(0) = ¢4, ¥'(0) = ¢, baslangig sartlari ile ¢ézelim. (6.1) denklemi

(2.8) formunda oldugu i¢in A(x, t) = t — x yazilabilir.

Yo = €1 + cyx ilk yaklasim fonksiyonu baslangi¢ sartlarini saglar.

Yrsr (1) = y(2) + f G O (1) — tya(D)}dt
0

iterasyonu kullanilabilir.

Yo(x) = c1 + Cox

y1(x) =¢c; +cx + Jx(t —x)(—t) (c; + cyt)dt
0
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x3 x*
yi(x) = ¢ <1 +Z> +c; <x +E>

3 X6 x4 X7
yZ(x)=cl<1+—+ >+cz<x+—+ >

23 2356 34 3467
x3 x® x?
—c |14+ =—
y3() = ( 2372356 2.3.5.6.8.9)

x4 x7 x10
T <x "327 3267 " 3.4.6.7.9.10>

elde edilir.

Bu verilerle genelleme yaparsak
y(x) = c1f1(x) + cof2(x)
olmak tizere

X3k

i) =1+ kZl (2.3).(5.6) ... (3k — 1)(3k)

X3k+1

fo() =x+ kZl (3.4).(6.7) ... BGk)(3k + 1)

elde edilir. Boylece Airy denklemi genel ¢oziimiine VIM ile ulasilmus olur.

6.2. BURGERS’ DENKLEMIi

Up + Ul = ClUyy (6.2)

formundaki lineer olmayan Burgers’ denklemi daha ¢ok fizikte kullanilan bir
denklemdir. Tlk olarak 1915 yilinda Bateman tarafindan tanimlanmistir[22]. Coziim
yontemleri tizerine daha ¢ok Burgers’ in ¢alismalar1 oldugu i¢in Burgers’ denklemi
olarak bilinir. 2005 yilinda Abdou ve Soliman VIM ile Burger’s denklemini

cozmiislerdir[3]. Burada c¢ gercek say1 ve ¢oziim u(x, t) formundadir. Bu denklem ¢t
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degiskenine gore coziiliirken (2.7) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpani olarak

(—1) degeri kullanabilir.
(6.2) denklemini once u(x,0) = —1 — x baslangi¢ degeri i¢in ¢dzelim.
X

un+1(x; t) = un(x) t)
t

_f iu (xt)+u(xt)iu (xt)—ca—zu (x,t) |dt (6.3)
J\ge T I gy T oxz '

iterasyonunu kullanmaliy1z.

2
ug(x,t) = -1-— .

2c 2ct
ul(x,t) = _1_?+X_Z

2c 2ct 2ct?
uz(x,t)z—l—?+?— 3

2c 2ct 2ct? 2ct?
u3(x,t)=—1—?+?— 3 + o

Bu sekilde devam edilirse

ulx,t) =-1-

2C t
<2
x+t Ix

genel ¢oziimii elde edilir.

(6.2) denklemini u(x,0) =1 —% baslangic degeri i¢in ¢ozelim. (6.3) iterasyonu
kullanilirsa

2c
Uug(x,t) =1——

X

2c 2ct
) =1-—-"—
X X
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2c 2ct  2ct?
uz(x,t)zl—?—?— X3

o) =1 2c 2ct 2ct® 2ct3
U (x,t) =1——— — — ———
3 x  x?2 x3 x4

Bu sekilde devam edilirse

ulx,t) =1-—

2c t
<
x—t lIx

genel ¢oziimii elde edilir.
6.3. KdV DENKLEMI
Up + CUU, + Uy =0 (6.4)

formundaki lineer olmayan KdV denklemi de daha ¢ok fizikte kullanim alanlar1 olan
bir denklemdir. Denklem 1895 yilinda Korteweg-de Vries tarafindan
tanmimlanmistir[23]. 2005 yilinda Abdou ve Soliman KdV denklemini VIM ile
¢ozmiiglerdir[4]. Burada c gergek say1 ve ¢oziim u(x,t) formundadir. Bu denklem t
degiskenine gore coziiliirken (2.7) formunda oldugu i¢in Lagrange ¢arpani olarak

(—1) degeri kullanabilir.

(6.4) denklemini u(x, 0) = —cx baslangi¢ degeri i¢in ¢ozelim.

t
0 0 93
Upe1(x, t) = u,(x, t) — J (aun(x, t) + cu,(x,t) ﬁun(x, t) + ﬁun(x, t)) dt
0

iterasyonunu kullanmaliy1z.

uy(x,t) = —cx
u;(x,t) = —cx — c3xt
743
c’xt
U, (x,t) = —cx — c3xt — cSxt? —
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us(x,t) = —cx — c3xt — cSxt? — ¢"xt3 — -

Bu sekilde devam edilirse

cx
1—c?t’

u(x, t) = |c?t] < 1

genel ¢oziimii elde edilir.
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BOLUM 7

SONUCLAR

. VIM, birgok lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemin ¢dziimiinde
kullanilabilen etkili bir yontemdir. Yontemde Lagrange carpaninin
bulunusunda izlenecek yol ve ilk yaklasim fonksiyonunun se¢imi yontemin

¢Oziime ulasma hizin etkiler.

. Bu yontem ile Laplace, Elzaki, Sumudu doniisiimii gibi bazi diferansiyel

doniisiim formiillerine kolaylikla ulasilabilmektedir.

. VIM, kompleks diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde oldukca etkilidir.

. VIM; Airy denklemi, Burgers’ denklemi, KdV denklemi gibi bilimde énemli
bir yere sahip denklemlerin ¢oziimlerinde de kullanilabilir. Ayrica burada

belirtilmeyen bir¢ok dnemli denklem i¢in de uygulanabilmektedir.

Ikinci mertebeden sabit katsay1li diferansiyel denklemler igin Lagrange ¢arpani
belirleme yontemi bu ¢alismada bulunmaktadir. Bu yontemle bulunan
Lagrange ¢arpani kullanilarak, bu tiir denklemlerin VIM ile tam ¢oziimiine
ulasilabilmektedir. Ancak degisken katsayili denklemlerde VIM kullanmak

zorlagsmaktadir.
. VIM, iizerinde ¢alisilarak daha farkli denklem cesitlerinde de kullanilabilecek

diizeyde bir yontemdir. Ayrica VIM baska ydntemlerle birlestirilerek farkli

tarzlarda da kullanilmaktadir.
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