T.C.
VAN YUZUNCU YIL UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

KUME DEGERLi OPERATORLER iCiN SABIiT NOKTA TEOREMLERININ
BAZI SONUCLARI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRLAYAN: Muhsin ENGIN
DANISMAN: Prof. Dr. Cesim TEMEL

VAN-2022






T.C.
VAN YUZUNCU YIL UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

KUME DEGERLI OPERATORLER iCiN SABIT NOKTA TEOREMLERININ

BAZI SONUCLARI

YUKSEK LISANS TEZI

HAZIRLAYAN: Muhsin ENGIN

VAN-2022






KABUL VE ONAY SAYFASI

Matematik Anabilim Dali'nda Prof. Dr. Cesim TEMEL danismanliginda, Muhsin
ENGIN tarafindan sunulan “Kiime Degerli Operatorler Icin Sabit Nokta Teoremlerinin
Bazi1 Sonuglarr” isimli bu ¢alisma Lisansiistii Egitim ve Ogretim Y6netmeligi’nin ilgili
hiikiimleri geregince ...../07/2022 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile basarili

bulunmus ve yliksek lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Bagkan: Prof. Dr. Heybetkulu Imza:
MUSTAFAYEV
Uye: Prof. Dr. Harun POLAT Imza:
Uye: Prof. Dr. Cesim TEMEL Imza:
Fen Bilimleri Enstitiisii Y6netim Kurulu'nun .../07/2022 tarih ve ................. say1l1

karar1 ile onaylanmustir.

Prof. Dr. Harun AKKUS
Enstitii Miidiiri






TEZ BILDiRiMi

Tez i¢indeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢cer¢evesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada

bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Muhsin ENGIN






OZET

KUME DEGERLi OPERATORLER iCIiN SABIiT NOKTA TEOREMLERININ
BAZI SONUCLARI

ENGIN, Muhsin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Cesim TEMEL
Temmuz 2022, 73 sayfa

Bu tezde Banach uzayinda kiime degerli operatdrler igin sabit nokta teoremlerin
bazi sonuglar1 ¢alisilmistir. Tezde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler
verilmistir. Sonra kiime degerli operatorlerin ve sabit nokta ¢aligmalarin temeli olan
Hausdorff metrigi ve o6zellikleri anlatilmistir. Kiime degerli operatér kavrami da bu
boliimde bazi 6rneklerle ifade edilmistir. Daha sonra kiime degerli daralma operatorleri
icin sabit nokta teorisinin temel referansi olan Nadler ve Reich’in sabit nokta teoremleri
incelenmistir.

Calismanin esas kismi Nadler teoremi iizerine yapilmis olan bir genelleme ile
baslamaktadir. Akabinde (C;) kosulunu saglayan daralma operatorleri incelenmis,
Keawchaern ve arkadaslarinin vermis oldugu iki ana sonug iizerinde durulmustur. Bu
sonuglara bagli olarak Opial kosullu oOperator kavramindan bahsedilmistir. Sonraki
boliimde Popescu’nun vermis oldugu yeni bir tip daralma operatorii incelenmis, Kikkawa
— Suzuki tipi benzer yeni bir tiir kiime degerli operator tanitilmig ve bunlara bagli sonuglar
ifade edilmistir.

Son boliimde ise kiime degerli hemen hemen daralma tipleri, siireklilikleri ve sabit
noktalar arastirilirmistir. Berinde ve arkadaslarinin baslangigta tek degerli ve akabinde
kiime degerli operatorler icin elde etmis olduklar1 sabit nokta ve siireklilik sonuglar ele

alinmustir.

Anahtar kelimeler: Banach daralma prensibi, Daralma operatorii, Hausdorff
metrigi, Kiime degerli operator, Nadler teoremi, Opial daralma, Sabit nokta, Sabit nokta

genellemeleri.






ABSTRACT

SOME RESULTS OF FIXED-POINT THEOREMS FOR SET-VALUE
OPERATORS

ENGIN, Muhsin
M. Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Cesim TEMEL
July 2022, 73 pages

In this thesis, some results of fixed-point theorems for set-valued operators in
Banach space are studied. Some basic definitions and theorems that will be used in the
thesis are given. Then, Hausdorff metric, which is the basis of set-valued operators and
fixed-point studies, and its properties are explained. The concept of set-valued operator
is also expressed with some examples in this section. Then, the fixed-point theorems of
Nadler and Reich, which are the main references of the fixed-point theory for set-valued
contraction operators, are examined.

The main part of the study begins with a generalization made on Nadler's theorem.
Afterwards, the contraction operators satisfying the (C,) condition are examined, and two
main results given by Keawchaern et al. are emphasized. Depending on these results, the
concept of Opial conditional operator is mentioned. In the next section, a new type of
contraction operator given by Popescu is examined, a new type of set-valued operator like
Kikkawa-Suzuki type is introduced and the related results are expressed.

In the last section, set-valued almost contraction types, continuities and fixed
points are investigated. The fixed point and continuum results obtained by Berinde et al.
for single-valued and then set-valued operators were discussed.

Keywords: Banach contraction principle, Contraction operator, Fixed-point,

Fixed-point generalizations, Hausdorff metric, Nadler's theorem, Opial contraction set-

valued operator.






ON SOZ

Bir¢ok diferansiyel denklem, integral denklemi veya fonksiyonel denklem, bir
Banach uzayi iizerinde bir kiime degerli operatoriin uygun ¢éziimleri ile modellenebilir.
Kiime degerli operatorlerin lineer olmayan fonksiyonel analiz yontemleri kullanilarak
analiz edilebilir. Bu nedenle sabit nokta teorisinin bu yiizyilin basindan beri, baslangigta
tek degerli ve daha sonra kiime degerli operatorler icin yeni ve ¢ok aktif bir arastirma
konusu olmasi sasirtict degildir.

Bu tez ¢aligmasinda kiime degerli operatorler icin sabit nokta caligmalar1 detayli
bir sekilde incelenmis, ¢esitli sonuglar ele alinmis ve miitalaa edilmistir.

Caligmalarim boyunca tecriibbe ve 6zverisiyle beni yonlendiren, tez konusunun
olugmasinda ve tezin hazirlanma siirecinde higbir yardimini esirgemeyen kiymetli hocam
saymn Prof. Dr. Cesim TEMEL’e ve arastirmalarim miiddetince motivasyon kaynagim

olan sevgili esime ve kizlarima siikranlarimi sunarim.

2022
Muhsin ENGIN
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

d(x,y)
h*(x,A)

h(A, B)

zX
Pr(X)

Pyr(X)

PTC(X)

P (X)

Pch(X)

Pkc(X)

=

Fix(T)
IT||

Aciklama

Iki nokta arasindaki metrik uzaklik

X noktasinin A kiimesine uzaklig1

Iki kiimenin birbirine olan Hausdorff
uzakligi

X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi
X in bostan farkli, kapal1 biitiin alt
kiimelerinin ailesi

X in bostan farkli, kapali ve sinirl alt
kiimlerinin ailesi

X in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimelerinin ailesi

X in bostan farkli, kompakt alt
kiimelerinin ailesi

X in bostan farkli, kapali, sinirli ve
konveks alt kiimelerinin

ailesi

X in bostan farkli, kompakt ve konveks
alt kiimelerinin ailesi

Housdorff metriginde yakinsaklik

T operatdriiniin sabit noktalarinin kiimesi
T operatdriiniin normu
X lizerinde nonetrival (agik olmayan)

ultra filtre



Simgeler

X= X)u
I,(X)

cekX
{xn}"u

x

r(E, {x,})

X

B(xq, 1)
D(xo, 1)
S(x0,1)

Aciklama

X uzaymin ultra kuvveti

X uzayindaki biitiin sinirlt dizilerin
kiimesi

X kiimesinin ¢ekirdegi

{x,}’ nin U tizerindeki bir denklik sinifi
Bir x elemanin X’deki goriintiisii
{x,}’ nin E’deki asimptotik merkezi
Tanim geregi esittir

X’in duali

xo merkezli r yarigapli agik yuvar
x, merkezli r yarigapli kapali yuvar

xo merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi



1. GIRIS

Kiime degerli operatorler teorisi, matematik i¢in 6nemli bir yer teskil etmektedir.
Tanimlanan bostan farkli bir kiimenin elemanlarimi baska bir kiimenin kiimeler
koleksiyonun elemanlarina esleyen kiime degerli esleme sistemi, ¢ogul (cok) degerli bir
operator fikri olarak ortaya atilmasiin dogal bir sonucu seklinde tezahiir etmistir. Cok
yakin bir zamana kadar, matematigin bir¢ok alaninda, kiime degerli bir operator aslinda
tek degerli operator olarak algilanmis ve sadece tek degerli olarak kullanilmigtir. Fakat
bu tek degerli operatér mantig1 teorik anlamda olusan bazi problemlerin analiz edilip
incelenmesi konusunda yeterince islevsel olamamistir. Yani baska bir ifadeyle; tek
degerli operatorlere dayali klasik matematik ¢alismalarinin yeni uygulamalarini kiime
degerli operatorler doldurmustur. Bu baglamda Hammerstein denklemleri, diferansiyel
kapsamlar, oyun teorisi, aralikli aritmetik, matematiksel ekonomi ve 6zellikle sabit nokta
teorisi gibi bir¢ok alanda uygulanabiliyor olmasi kiime degerli operatorleri onemli
derecede etkili kilmistir. (Kato, 1966; Naimark, 1968; Gorniewicz, 2006; Zeidler, 1984;
Cross, 1998, Hu S. ve ark., 1997).

X bostan farkli bir kiime ve T:X — X tanimli bir operator olsun. Bu takdirde
T (x) = x olacak bigimde X’e ait bir eleman mevcutsa bu x elemanina T operatoriiniin bir
sabit noktas1 denilmektir. Yani T operatorii altinda ayn1 degeri ifade eden ve degismeyen
noktaya T operatoriiniin sabit noktasi denilmektedir.

Bir operatoriin kendi karakteristik 6zellikleri veya tanim kiimesinin sartlar1 sabit

noktasinin varligini garantilemektedir. Ornegin;

i. Vektor uzayi olan bir Vigin T:V - V,
T(x)=x+a(aeV,a#0)
operatoriiniin her hangi bir sabit noktast mevcut degildir.
ii. X=01veT:X-X, T(x)= g operatoriiniin sabit noktasi yoktur.
iii. T:R - R, T(x) = x? — x ise 0 ve 2 noktalar1 T’nin sabit noktalaridur.
iv. T:R? - R?, T(x,y) = (y,x) operatorii i¢in (x,x) € R? bicimindeki
biitiin noktalar T’nin sabit noktalaridir.

V. X =1[0,1] ve T: X - X olmak lizere
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operatdrii i¢in x = 1 noktas1 T’nin tek sabit noktasidir.

Bir operatoriin sabit noktasinin varligi o operatdriin tanimu ile iliskili olabilir veya
tanimli oldugu kiimenin yapisiyla ilgili olabilir. Bu teori bir operatoriin sabit nokta veya
noktalarin varlik sartlari, var ise tekligi ve tekse nasil bulunabilecegi konularini
arastirmaktadir. Genel anlamda operatdrlerin sabit noktalar1 arastirilirken; “Verilen bir T
operatoriiniin en az bir sabit noktasinin olmasi i¢in ne gibi kosullar saglanmalidir?”,
“T’nin sabit noktas1 hangi kosullar altinda tektir?”, “T operatoriiniin bir sabit noktasinin
varligini garantilemek i¢in T’nin tanim kiimesi lizerine hangi ek kosullar konulmalidir?”,
“T operatoriiniin tekrarlanan dizisinin yakinsakligi hakkinda neler sdylenebilir?”” gibi
sorular sorulabilir.

Sabit Nokta Teorisi ¢alismalar1 her ne kadar eski yillara dayansa da Picard (1890)
sabit noktaya oncii olabilecek teorik bir ¢alisma ortaya koymustur (Rus, 1993). Bununla
birlikte sabit nokta icin Oncii ¢alismalar; 1912’de Brouwer’in sabit nokta teoremi,
1922°de Banach’in daralma prensibi ve 1930°da Schauder’in, Banach uzayinda Brouwer
teoremi lizerine bir genellemesi olarak gosterilebilir.

Brouwer teoreminde; “M, RY’in bos olmayan konveks ve kompakt bir kiimesi ve
N >1 i¢gin T:M — M operatorii siirekli ise T bir sabit noktaya sahiptir” demektedir.
Schauder ise, M, X Banach uzayinda bos olmayan, sinirli, kapali ve konveks bir kiime ve
T:M — M operatorii kompakt ise ayn1 zamanda sabit bir noktaya sahip oldugunu ifade
etmektedir (Zeidler, E., 1984).

Stephan Banach 1922’de matematiksel analizin en kritik sonug¢larindan biri ve
metrik sabit nokta teorisinin temelini olusturan, tam metrik uzaylar i¢in bir prensip ortaya
koymustur. Banach teoreminde; standart metrik ile tam olan bir X uzayinda, T: X — X’e
her daralma operatdriiniin bir sabit noktas1 varligindan ve tekliginden bahsetmektedir.
Banach'in ortaya koymus oldugu ve matematik literatiirinde Banach’in daraltma prensibi
olarak bilinen teoremi, sabit nokta teorisinin tek degerli operatorler igin en onemli
teoremlerden biri olarak kabul gérmektedir.

Banach bahsettigimiz teoreminde;
“(X,d) metrik uzay ve M < X olmak tizere, T: M — M bir operator olsun. Her

X,y € M i¢in



d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0,1) sabiti varsa T ‘ye k — daralma operatorii denir. O halde T’nin
bir sabit noktasi vardir ve tektir” (Banach, 1922). Banach’in ortaya koymus oldugu bu
sonug¢ sabit noktanin varligi ve tekligi ile ilgili ¢alismalar i¢in 6nemli bir referans
olmaktadir. Banach, yaptigi calismalarda, Banach uzayinda alinan bir daralma
operatdriiniin yalniz bir sabit noktaya sahip oldugunu ispat etmistir. Bu hususta vardigi
onemli sonuglardan birisi de Picard iterasyonuyla olusturulan bir dizinin sabit bir noktaya
yakinsamasi oldugunu sdyleyebiliriz.

Ilerleyen zamanlarda Banach Daralma Prensibinin genellestirmeleri yapilmistir.
Ozellikle Nadler 1969°da Hausdorff metrigi ile kiime degerli daralma operatdrlerini
kullanarak bir sabit nokta teorisi olusturmustur. Daralma operatorii kurali matematik
literatlirlinde birgok Onemli problemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligini ifade etmek
acisindan Onemli bir yere sahiptir. Bu nedenle Banach’in daralma prensibi bir¢ok
matematikgi tarafindan genellestirilmis.

Nadler 1969 yilinda Hausdorff metrigini kullanarak kiime degerli daralma
kavramini ifade etmis olup, daralma doniisiimii kuralin1 kiime degerli operatdriiler i¢in
kanitlamigtir. Teoreminde, bir (X, d) metrik uzayinda ve P,;(X), X’in sinirli, kapali bos
olmayan biitiin alt kiimelerinin ailesi olmak tizere T: X — P,(X) operatorii i¢in eger x €
T(x), olacak sekilde bir x € X varsa bu noktaya T kiime degerli operatdriiniin bir sabit
noktasi oldugunu sdylemistir. Nadler’in sabit nokta teoremi Banach daralma prensibinin
bir genislemesi olarak da bilinmektedir.

Kiime degerli sabit noktalar i¢in baz1 6rnekler;

i X ={1,2,3} olsunve T;: X = P,r(X) verilsin. Oyle ki

{2}; x=1
T,(x) ={{1}; x=2
{3}; x=3

olarak tanimlansin. Burada 1 € T;(1), 2 € T;(2) ve 3 € T;(3) dir. Dolayisiyla x = 1
veya x = 2 noktalar1 T i¢in bir sabit nokta degilken x = 3 noktas1 T i¢in bir sabit noktadir.
ii. T,: [0, 00) = 219 ' T,(x) = [0, x] operatdrii her x € [0, ) igin bir sabit

noktadir.



( {1}; x< %
iii. T5:[0,1] = 201 T (x) =< {0,1}; «x =% operatoriiniin higbir sabit
{0}; x> %
noktas1 yoktur.
iv. T3:R - 2R Ty(x) = {[Eéil]'i i (()) operatorii icin x = 0 ve her bir x €

[—1,1] bir sabit noktadr.

Mizoguchi ve Takahashi (1989), Daffer ve Kaneko (1995), Semenov (2002), Ciric
(2009) gibi ¢esitli arastirmacilar Nadler teoremi genellestirmesi olarak bir¢ok sabit nokta
teoremi ispatladilar.

2008 yilinda Suzuki, Banach daralma prensibinin bir genellemesi olan yeni bir tip
daralma operatérii tanimladi. Bu sonu¢ metrik uzaylarda sabit nokta teorisi i¢in 6nemlidir.
Kikkawa (2008), Dhompongsa (2009), Mot ve ark. (2009), Popescu (2009), Singh (2010),
Doric ve ark. (2011), Popescu (2011) vs. bu teoremin genellestirmesini yapmislardir.

Bu tez dokuz béliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde tek degerli daha sonra da
kiime degerli operatdrler icin sabit nokta teorisinden bahsedilmis ve bu konu ile ilgili
temel tanim ve teoremler incelenmistir. ikinci kisimda literatiir arastirmas1 verilmektedir.
Ucgiincii kisimda bazi metrik ve topolojik kavramlar, kiime degerli operatdrlerin
Hausdorff metrigi 6zellikleri, kiime degerli daralma operatorleri igin Nadler ve Reich’in
sabit nokta teoremleri verilmistir.

Besinci boliimde Gordji ve arkadaslarinin 2010°da yapmis olduklari galismalart
ele alinmistir. Nadler’in sabit nokta teoremi iizerine olan bir genelleme teoremi olan bu
calismay1 makalesinde vurgulayan Khine (2019)’nin ¢alismas1 incelenmistir.

Altincr boliimde Kaewcharoen ve Panyanak’in 2011 yilinda yapmis olduklar
“Baz1 genellestirilmis ¢cok degerli genislemeyen doniisiimler i¢in sabit nokta teoremleri”
isimli ¢aligmalar1 detayl bir sekilde incelenmistir. Bu boliimde ayrica Garcia — Falset ve
arkadaglarinin 2011 yilinda yapmis olduklar1 ¢aligmada ele aldiklar1 (C;) kosulundan
bahsedecegiz. Burada bazi klasik sabit nokta teoremlerinin kiime degerli genislemeyen
operatorler icin bu kosulu karsilayan operatorlere genisletildigini gosterecegiz. Ayrica
elde ettigimiz sonuglar Lami Dozo (1973), Lim (1974), Kirk ve Massa (1990),
Dhompongsa ve ark. (2009), Akbar ve Eslamian (2010), Garcia- Falset ve ark. (2011)

gibi birgok benzeri calismalarin genellestirildigini ayrica Kaewcharoen ve Panyanak’in



ifade etmis oldugu bir Banach uzayinin hiperkuvvetini ve bunlarin sabit noktalarini,
Dozo’nun teoreminde kullanmis oldugu Opial kosullara deginilecek ve Opial kosullu
operator tanimlanacaktir.

Yedinci boliimde bazi temel sabit nokta problemleri i¢in Kikiwa — Suzuki tipi
kiime degerli operatorler tanitilmis ve buna bagl olarak sabit nokta ile ilgili baz1 temel
sonuglar tlizerinde durulmustur. Elde edilen sonuglarin Nadler (1969) ve Ciric (1972)
tarafindan verilen klasik sonuglarin yan1 sira Kikkawa — Suzuki (2008a), Mot ve Petrusel
(2009)’in  teoremlerini  genellestirip, tamamlaylp ve genislettigi gosterilmistir.
Popescu’nun 2012 yilinda ilgili ¢alismasi incelenmistir.

Sekizinci boliimde Berinde ve arkadaslarmin (2008) hemen hemen daralma
operatorleri ve bu operatorlerin tek degerli ve kiime degerli olanlari igin sabit noktalart,
stireklilikleri incelenmistir. Ayrica Berinde’in 2003 yilindaki konu ile ilgili bir diger
calismasindaki sorusu cevaplanmuistir.

Son ve dokuzuncu bolimde elde edilen sonuglar ve genelleme teoremleri
degerlendirilmistir. Elde edilen bu sonuglar ve genelleme teoremleri iizerinde
tartisilmistir.

Bu c¢alismanin amaci kiime degerli operatorlerin  genel o&zelliklerini,
karakteristigini ve buna bagli olarak sabit nokta teorisini incelenmektir. Calisma i¢in
kiime degerli operatorlerin temel Ozellikleri ve sabit noktalart ile ilgili kitap, dergi,

makale, tez vb. her tiirlii akademik calismalardan literatiir taramasi yapilmaistir.






2. KAYNAK BILDIiRiSLERI

Bu calisma konusuna temel teskil eden teoremler i¢in Brouwer (1912), Banach
(1922), Schauder (1930), Nadler (1969) ve Reich (1972,1983) ¢alismalarindan istifade
edilmistir. Hausdorff metrigi ve kiime degerli operatorlerin temel tanim, lemma, teorem
vs. i¢in Zeidler (1984), Hu ve Papageorgiou (1997), Berinde (2004), Gorniewicz (2006),
Agarwal, O’Regan ve Sahu (2009) ¢alismalarindan faydalanilmistir.

Iki kapali kiime arasindaki uzaklik kavrami ve Hausdorff metrigi i¢in Pompeiu
(1905) ve Felix Hausdorff (1914) ile Berinde ve Pacurar (2013)’1mn Pompeiu — Hausdorff
uzaklig1 tizerinde calistiklar1 makalelerinden istifade edilmistir.

Metrik, topolojik tanim ve teoremler Kreyszig (1978)’in fonksiyonel analiz,
Yiiksel (2006) ve Nizami (2016)’nin genel topoloji kitaplarindan istifade edilmistir.

Tezin besinci boliimiinde Nadler’in teoremi i¢in elde edilen genelleme sonuglari
Gordji ve ark. (2010) ve Khine (2019) ¢alismalarindan incelenmistir.

Altinci boliimde (C) kosulu ve Opial kosul ile ilgili baglantili sonuglar i¢in Opial
(1967), Lami Dozo (1973), Lim (1974), Kirk ve Massa (1990), Dhompongsa ve
ark.(2009), Akbar ve Eslamian (2010), Garcia - Falset ve ark.(2011) ve Kaewcharoen ve
ark. (2011)’nin g¢alismalarindan yararlanilmistir.

Yedinci boliimde yeni bir tip daralma ve (s,r)-kiime degerli operatorler i¢in Nadler
(1969) ve Ciric (1972) tarafindan verilen klasik sonuglarin yan1 sira Rus ve ark. (2003),
Kikkawa — Suzuki (2008), Mot ve Petrusel (2009) ve Popescu (2013)’nun
calismalarindan istifade edilmistir.

Sekizinci boliimde hemen hemen daralma operatorleri igin Zamfirescu (1972),
Rohades (1977,1988), Berinde (2004), Babu ve ark. (2008), Berinde (2008) ve Berinde
(2013) caligsmalarindan yararlanilmigtir.

Bunlarin disinda literatiir incelendiginde Eldestein (1962), Rakotch (1962), Van
der Walt (1963), Bryant (1968), Boyd-Wong (1969), Meir-Keeler (1969), Reich (1971),
Hardy ve Rogers (1973), Lami Dozo (1973), Ciric (1974), Lim (1974), Rus (1975),
Rhodes (1977), Reich (1983), Rhoades ve ark. (1988), Mizoguchi ve Takahsi (1989),
Kirk ve Massa(1990), Aksoy ve Khamsi (1990), Daffer ve Kaneko (1995), Petrusel
(2001), Semenov (2002), Berinde (2004), Petrusel ve Rus (2007), Kikkawa (2008),



Suzuki (2008a), Suzuki (2008b), Berinde ve ark. (2008), Babu ve ark. (2008) Ciric
(2009), Dhompongsa (2009), Popescu (2009), Mot ve Petrusel (2009), Abkar ve Eslamian
(2010), Singh (2010), Gordji ve ark. (2010), Garcia-Falset ve ark. (2011), Doric ve
Lazovic (2011), Berinde ve ark. (2013), Khine (2019) gibi arastirmacilarin da yaptiklari

caligmalarla sabit nokta teorisine dnemli katkilar sagladiklar1 anlagilmaktadir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu ¢alismanin materyali ve arastirma araci olarak tezin kaynakg¢asinda yer alan
kiime degerli operatdrler i¢in genisleme teoremleri ile ilgili makaleler, tez konusu ile ilgili
temel bilgiler, kiime degerli operatorlerin sabit noktalar1 i¢in temel tanim, lemma ve
teoremleri vb. sonuglari iceren kaynak kitaplardan istifade edilmistir.

Y 6ntem olarak temel topolojik esitsizlik ve islemler, Hausdorff metrigi, Nadler’in
Banach daralma prensibi ilizerine yapmis oldugu genelleme gibi daralma metotlar1 vb.

kullanilmaktadir.






4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ¢alismamizda gegen bazi temel metrik ve topolojik kavramlar ele

alinacaktir.

4.1. Temel Tanim ve Teoremler:

Tamm 4.1.1:

X bos olmayan bir kiime, asagidaki sartlar1 gercekleyen d:X X X —» R*
fonksiyonuna bir metrik ve (X, d)’ye de bir metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).

i) dix,y) =0 x =1y,

i) her x,y € X icind(x,y) = d(y, x),

iii) Herx,y,z € X icind(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

Tamm 4.1.2:
(X,d) bir metrik uzay ve x, € X ve r pozitif bir reel sayi olsun
B(xo,7) = {x € X:d(xp,x) <71}
kiimesine merkezi x, ve yarigap1 r olan agik yuvar,
D(xo,7) ={x € X:d(xg,x) <1}
kiimesine merkezi x, ve yarigapi r olan kapali yuvar,
S(xg, 1) ={x € X:d(xg,x) =71}
Kimesi merkezi x, ve yarigapi r olan kapali yuvar yiizeyi olarak adlandirilir (Kreyszig,
1978).
Tanim 4.1.3:

U, (X, d) metrik uzayinda ve X’in bos kiimeden farkl bir alt kiimesi ve her x € U
icin B(x,r) € U olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa U kiimesi agik kiime olarak
adlandirtlir. Sayet U¢ = X \ U kiimesi acik ise o zaman U kiimesi kapali kiimedir
(Kreyszig, 1978).

Onerme 4.1.1:
(X, d) bir metrik uzay olsun. O halde asagidakiler dogrudur (Kreyszig, 1978).
i) (X, d) metrik uzaymndaki her agik yuvar bir agik kiimedir.
i) (X, d) uzayindaki her kapali yuvar ayn1 zamanda kapali bir kiimedir.
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Tanmim 4.1.4:
Bos kiimeden farkli bir X kiimesi ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir sinifi olarak
T alinsin. Sayet T asagida verilen sartlar1 sagliyorsa o zaman t sinifina X kiimesi nezdinde
bir topoloji denir ve (X, ) da bir topolojik uzay olarak tanimlanir (Kreyszig, 1978).
1) X, 0€erT,
i) 7’daki sonlu sayida elemanin arakesit kiimesi yine t’dadur,
i) 7’daki herhangi sayida elemanin birlesim kiimesi yine t’dadir.
Tanmim 4.1.5:
Topolojik bir uzay (X, t) ile bir {x,,} € X dizsi ve x € X alinsin. Sayet x € G
olmak suretiyle biitiin G ag¢ik kiimeleri baglaminda, n = n, oldugunda x, € G olacak

bigimde bir n, € N mevcutsa {x,} dizisi x € X’e yakinsar denilir ve lim x,, = x veya
n—->oo

X, — x ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tanim 4.1.6:

(X,7) ve (Y, o) sirasiyla topolojik uzaylar. T: X — Y bir operator ve x € X olsun.
Sayet T(x) € V sekildeki biitiin V € o igin x € U ve T(U) €V seklinde bir U € T
mevcutsa T operatorii x € X de siireklidir diye ifade edilir. Sayet T operatorii X in her bir
noktasinda siirekliyse T operatoriine siirekli operator adi verilir (Kreyszig, 1978).
Tanimm 4.1.7:

(X,7,) ve (Y,t,) sirastyla topolojik uzaylari ile bir T:X — Y’ye operatorii
alinsm. (X, 7,)’ de X’e yakinsayan her bir {x,,} dizi i¢in (Y, 7,)’de {T(x,)} dizisi T(x)
noktasina yakinsiyorsa T operatoriine X’de dizisel siireklidir denilir. T operatorii X’in her
noktasinda siirekliyse T operatoriine X uzayinda dizisel siireklidir denir (Kreyszig, 1978).
Tanim 4.1.8:

(X, d) bir metrik uzay x € X ve A, B € X olmak iizere

h*(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}
A ve B kiimeleri arasindaki uzakligi,
d(x,A) = inf{d(x,a):a € A}
ifadesi x noktasinin A kiimesine olan uzakligi
d(A) = sup{d(a,b):a € A,b € B}

degeri A kiimesinin ¢api olarak adlandirilir. Eger d(A4) < oo ise A’ya smirli kiime ve
d(A) = oo ise A siirsiz kiime olarak adlandirilir (Yiiksel, 2006).
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Tanim 4.1.9:
(X, d) bir metrik uzay ve {x,} terimleri X de olan bir dizi olsun. Eger € > 0 i¢in
bir n, € N sayis1 i¢in x,, € B(x, €) olacak sekilde mevcutsa {x,}’e x € X noktasina

yakinstyor denir ve x,, = x veya lim x,, = x ile ifade edilir. X noktasina {x,} dizisinin
n—->oo

limiti denir (Kreyszig, 1978).
Teorem 4.1.1:

Bir metrik uzayda bir noktaya yakinsayan her dizinin limiti tekdir (Yiiksel, 2006).
Tanim 4.1.10:

(X, d) bir metrik uzay ve X’de bir dizi olan {x,,} verilsin. n, < n;,, olmak tizere
{2, } dizisine {x,,} dizisinin bir alt dizisidir denir (Kreyszig, 1978).

Teorem 4.1.2:

(X, d) bir metrik uzay ve bu uzaydaki bir {x,} dizisi yakinsak ise bu dizinin alt
dizisi olan bir {xnk} dizisi de ayn1 noktaya yakinsar (Kreyszig, 1978).

Tamm 4.1.11:

Metrik (X, d) uzayinda alinan her Cauchy dizisi bir x € X noktasina yakinsiyorsa
(X, d) uzay1 tizerindeki d metrigine tamdir denir. Sayet d metrigi (X, d) lizerinde tam ise
(X, d)’ye de tam metrik uzay adi verilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 4.1.12:

Metrik bir uzay olan (X,d) ve x € X ile A, X in bir alt kiimesi olarak alinsin.
Sayet € > 0 iken

B, o)\{xhnA) + 0

oluyorsa x € X’de A nin bir yigilma noktasi adi verilir. A kiimesinin biitiin yigilma
noktalarinin kiimesi ise A" ile ifade edilir. A U A" ise A nin kapanigt demektir ve A sembolii
ile ifade edilir (Yiksel, 2006).
Onerme 4.1.1:

(X, d) uzayda bir x € X alinsin. A kiimesi, X in bir alt kiimesi ve X, A kiimesinin
bir y1gilma noktasi olarak kabul edilsin. Su halde ag¢ik yuvar her B(x, &) A kiimesinin
sonsuz sayida elemanini barindirir (Yiiksel, 2006).

Tanim 4.1.13:
Bir (X, t) uzayindaki agik kiimelerin bir ailesi {G;: i € I} olarak alinsin. Bir A

X i¢in
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AQUGi

i€l

saglantyor ve {G;:i € I} kimeler ailesi A’nin bir agik Ortiisii olarak adlandirilir. Sayet

n
acl e,
k=1

saglanacak sekilde bir {Gik: k=123,.., n} alt aile mevcutsa bu alt kiimeler ailesi A’nin

bu agik ortii kiimeler ailesinin

sonlu bir alt ortiisii olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).
Tamm 4.1.14:

(X,7) uzaymnda bir A € X alinsin. Sayet A’nin her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt
ortiisii mevcutsa A kompakt kiime olarak adlandirilir. Sayet X kompaktsa (X,t) da
kompakt uzay olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).

Teorem 4.1.3:

Kompakt bir (X,7) uzaymin kapali her alt kiimesi de kompakttir (Kreyszig,
1978).

Tamm 4.1.15:

Topolojik bir uzay olarak (X, 7) alinsin ve X kiimesinin farkli her nokta ¢iftini
iceren ayrik acik kiimeleri mevcutsa (X, 1) uzayr Hausdorff uzay: olarak adlandirilir
(Kreyszig, 1978).

Teorem 4.1.4:

Bir Hausdorff uzayinda kompakt olan her alt kiime ayni zamanda kapalidir
(Kreyszig, 1978).

Tamm 4.1.16:

Bir (X,d) metrik uzayr kompakttir ancak ve ancak bu metrik uzayda her bir
dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcuttur (Yiiksel, 2006).

Teorem 4.1.5:

Aile B kiimeleri (X, d) uzayinda, X in bostan farkli iki alt kiimesi olsunlar. Sayet
A kiimesi kompaktsa D(A,B) = D(p,B) saglanacak formda bir p € A mevcuttur
(Ytksel, 2006).

Sonug¢ 4.1.1:
Bir (X, d) metrik uzayinda bir x € X alinsin ve A, X kiimesinin kompakt bir alt

kiimesi olarak kabul edilsin.
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O halde d(x, a) = D(x, A) saglanacak formda bir p € A mevcuttur (Yiiksel, 2006).
Tamm 4.1.17:
K cismi reel sayilar yahut kompleks sayilar cismi olsun ve ayrica X uzay1 K cismi
tizerinde bir lineer uzay olsun.
Her bir x,y € X ile herbir a € K iken
i) |lx] =0 x =0,
i) llax|l = [alllx|
i) [lx + yll < llxll + Iyl
kosullarini saglayan ||. ||: X = R,, x — ||x|| operatoriine X lineer uzayi tizerinde bir norm
denir (Nizami, 2016).
Tanmm 4.1.18:
(X, |I. 1) uzay1 verilsin. {x,} € X ve n € N olsun. Eger x,, € X i¢gin
Tim [l = il = 0
oluyorsa {x,} dizisi X normlu uzaymnda x,’a yakinsiyor denir ve bu x,, = x5, n =
olarak belirtilir (Nizami, 2016).
Tanim 4.1.19:
Bir normlu lineer uzayda sirasiyla agik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi
asagidaki bigimde tanimlanir (Nizami, 2016):
D, (x9) = D(xy; ) olmak lizere
D(xp;1) = {x € X:|lx — xoll <7}
D (x0) = D(xg;7) = {x € X: |lx — xo|l <7}
Sr(xg) =S(xp;1r) ={x € X:d(x9,x) =7},r>0.
Tanim 4.1.20:
Eger, X normlu lineer uzayin M c X kiimesini kapsayacak sekilde (agik veya
kapali) bir yuvar bulunuyorsa, M kiimesi sinirlidir (Nizami, 2016).
Tanim 4.1.21:
X normlu lineer uzaymnin A € X kiimesi igin
sup{llx —yll:x,y € A} = d(4)
sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir.
inflllx —yll:y € A} = d(x, A)
sayisina da x € X noktasindan A kiimesine uzaklik denir (Nizami, 2016).
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Uyan 4.1:
X normlu lineer uzayinin bir A € X alt kiimesinin sinirli olmasi i¢in gerek ve
yeterli kosulun d(A4) < oo oldugu kolayca gorilmektedir.
Tanim 4.1.22:
Bir X normlu lineer uzayinda A, B € X kiimeleri arasindaki uzaklik
inf{llx —yll:x € A,y € B} = d(4,B)
seklinde tanimlanir (Kreyszig, 1978).
Uyan 4.1.2:

Bir normlu lineer uzayda agik, kapali kiime, bir kiimenin y1gi1lma noktasi, yigilma
noktalar1 kiimesi ve bir kiimenin kapanisi metrik uzaydakine benzer sekilde
tanimlandigina dikkat ediniz.

Tamm 4.1.23:

X bir normlu lineer uzay olsun. {x,} c X,n=1,2,... dizisi “Ve > 0,Vm €
N ve Vn > n, icin ||x,,4m — xnl| < & olacak sekilde In, € N dogal sayist vardir”
kosulunu saghyorsa, {x,,}, n = 1,2, ... dizisine X normlu uzayinda bir Cauchy dizisi denir
(Nizami, 2016).

Tamm 4.1.24:
Bir uzayda her Cauchy dizisi yakinsaksa 0 uzaya tam uzay adi verilir ve tam normlu

lineer uzaya da Banach uzayi denir (Nizami, 2016).

4.2. Kiime Degerli Operatorler:

Tanim 4.2.1:

X ve Y bos kiimeden farkli keyfi birer kiime olsunlar. X’ den Y’ ye bir T bagintisi,
X kiimesinin bostan farkli ve 2¥ \ @ (Y kiimesinin bos olmayan alt kiimeler ailesi)’ de
deger alan D(T) alt kiimesine (tanim kiimesi) sahip herhangi bir doniisiimdiir. Bu T
dontisiimiine kiime (cok veya ¢ogul) degerli operator denir. Eger T, tanim kiimesindeki
noktalar1 tek degere esliyorsa T’ye tek degerli operator denir (Cross, 1998).
x € Xikenx & D(T) ise Tx = @ olur. Bu fikirle T’nin tanim kiimesi

D(T) ={x € X:Tx + @} 1)

seklinde yazilabilir.
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X’den Y’ye biitiin doniistimlerin siifi R(X,Y) ile gosterilir. Eger T € R(X,Y) ise T’nin
grafigi G(T), X X Y’nin alt kiimesidir ve
G(T)={(x,y) eXxY:x € D(T),y € T(x)} (2)
ile ifade edilir.
R(X,Y)" de bir baginti, grafigi ile benzersiz bir sekilde belirlenir, tersine
X X Y’nin herhangi bir bos olmayan alt kiimesi benzersiz bir sekilde bir bagintiy1 belirler
(Cross, 1998).
T’nin R(T) deger kiimesi,
R(T) = U Tx
x€D(T)

ile tamimlanir. R(T) = Y ise, T’ye orten denir ve A € X olmak tlizere A kiimesinin T

operatorii altindaki goriintiisii:

T(4) = U Tx

x€EAND(T)
kiimesi ile tanimlanir (Zeidler, E., 1984).
T € R(X,Y) verilsin. T~ doniisiimii T’nin tersi olmak {izere
G(T™Y) ={(rx) €Y xX: (x,y) € G(T)}. @)
Bir M c X verilsin;
T(M)=U{T(m):m € Mn D(T)} 4)
M’nin griintiisii diye adlandirilir ve R(T) = T(X) ((4)’ den dolayr R(T) = T(D(T))
ile T’nin ranki ifade edilir. Eger R(T) =Y ise T ortendir. Eger T~ tek-degerli ise T
bire birdir (Cross, 1998).
Eger T bire bir ise 0 zaman asagidaki sonug gecerlidir:
T(x1) =T(xz) = x; = x, (xpxz € D(T)) (%)
Uyar 4.2.1:
llerde tek degerli bir doniisiim ile kiime degerli bir doniisiim arasinda higbir
ayirim olmasin diye Y’de T({x}) = T(x) ifadesini Tx ile gosterecegiz.
@ # N c Y olsun. O halde (3)’ten sunu elde ederiz:
T I(N)={x € D(T):NNnTx + @} (6)
Bilhassa y € R(T) i¢in;
T ly={xeD(T):y € Tx}. (7
Burada D(T~1) = R(T) ve R(T™1) = D(T) oldugu aciktr.
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X’in bos olmayan E alt kiimesi i¢in birim bagint1 Iz veya kisaca [ ile gosterilir.
Birim bagintinin R (X, X)’deki grafigi G(Iz) = {(e, e): e € E} seklindedir (Cross, 1998).
Omegin; T, X’de bir denklik bagmtis1 olsun. O halde G(I,) € G(T) ve T =T~ olur.
Dahasi1 x4, x, € X icin asagidaki ¢ikarimi elde ederiz:

T(x) NT(xz) # @ = T(xy) = T(x2).

Kiime degerli operatorlerin bileskesi; R(T) N D(S) # @ olmak lizere T €
R(X,Y) ve S € R(Y,Z) olmak tizere R(X,Z)’ deki ST asagidaki gibi ifade edilir (Cross,
1998).

(ST)(x) =S(Tx) (x€X).
ST’nin tanim kiimesini (1)’den hesaplayacak olursak;

D(ST) ={x € X:S(Tx) + @}

={x € X:Tx N D(S) + B}

olur. Boylece (6)’dan

D(ST) = T~1(D(S))
yazilabilir. ST’ nin tanimindan kolayca goriilebilir ki;

G(ST) ={(x,2) € X X Z: (x,y) € G(T),(y,z) € G(S); Ay €Y}

dir (Cross, 1998).
Tanim 4.2.2:

XveY, K cismi iizerinde birer vektorii uzay1 olsunlar (K = R veya C). Her x, z €
D(T) ve sifirdan farkli bir a skaleri i¢in asagidaki sartlar1 saglayan R(X,Y)’deki bir T
operatoriine kiime degerli bir lineer operator (veya lineer baginti) denir (Cross, 1998):

1) Tx+Tz=T(x+ z2)
2) a(Tx) =T (ax).

Bir kiime degerli lineer operatoriin tanim kiimesinin lineer alt uzay oldugu agiktir.
Ornek 4.2.1:

X ={3,5,7} olsunve T:X — 2% operatorii

_ {3,5}; x=3
T(x)—{ {7}, x=5x=7

seklinde tanimlansin. O halde T bir kiime degerli operatordiir.
Ornek 4.2.2:
X ={1,23}ve Y ={2,4,6,8} ve T: X — Y operatorii ve her x € X i¢in
T(x) = 2x
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olacak sekilde tanimlansin.
T operatorii T: X — 2Y ve Tx = {T(x)} ile tanimlarsak dyle ki;
T1={T(}={2}
T2 ={T@2)}={4}
T3 ={T(3)} ={6}

olur. O halde T ayn1 zamanda bir kiime degerli operatordiir.

Ornek 4.2.3:
T:[0,1] — [0,1] kiime degerli operatorii
( 1, x< 1
2
Tx=4[01], x=:
0, x> 1
2

Ornek 4.2.4:
T:[0,1] — [0,1] kiime degerli operatorii

(0
[0,1], «x

N[RN[R

Ornek 4.2.5:
T:R, — R kiime degerli operatorii

Tx = [e7 %, 1].

4.3. Tki Kiime Aras1 Uzakhk ve Hausdorff Metrigi:

Bu boéliimde, alt kiime uzaylari iizerinde tanimlanabilen Hausdorff metrik
topolojisinden bahsedecegiz. Bu bahsimiz, ilerde kiime degerli operatorler igin ¢esitli
stireklilik kavramlarini analiz etmemizi kolaylastiracaktir. Zira kiimelerin ve bazi
operatorlerin varyasyonlu yakinsamast konusundaki miilahazalar, temelde cesitli
hiperuzay topolojilerinin analizine dayandirilmaktadir (Hu ve ark., 1997).

Pompeiu 1905 yilinda Poincare'nin rehberliginde yapmis oldugu calismasinda iki
kapali kiime arasindaki uzaklik kavramini ortaya atmistir. 1914 yilinda Alman
matematike¢i Felix Hausdorff, Pompeiu’nun uzakligini kullanarak kiimeler aras1 mesafeyi

kendi notasyonu ile ifade etmis ve literatiirde Hausdorff metrigi olarak bilinen yeni bir
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uzaklik kavrami ortaya atmistir. Berinde ve Pacurar 2013 yilinda yapmis olduklar
calismada sabit nokta teorisinde Pompeiu-Hausdorff metriginin roliinii vurgulamislardir.

Buna gére Pompeiu, a € A ve bir B kiimesi arasindaki uzakligi

d(a,B) = min{d(a,b): b € B}
olarak ifade etmistir (Pompeiu, 1905). Buradaki d(a,b), a ve b noktalar1 arasindaki
oklidyen veya metrik uzakliktir. Daha sonra da Pompeiu iki A ve B kiimesi arasindaki
asimetrik mesafe kavramini tanimladi.

D(A,B) = max{d(a,B):a € A}
olarak ifade etmistir (Pompeiu, 1905).
1914 yilinda Alman matematik¢i Felix Hausdorff, Pompeiu’nun uzakligini kullanarak
H (A, B) notasyonu ile ifade etmis oldugu ve literatiirde Hausdorff metrigi olarak bilinen
yeni bir uzaklik kavrami ortaya atmig ve

H(A,B) = max{D(A,B),D(B,A)}

olarak ifade etmistir (Pompeiu, 1905). Bu yiizden literatiirde baz1 kaynaklarda Hausdorff
— Pompeiu uzaklig1 kavrami olarak da ge¢mektedir.

Hausdorff mesafesini baska bir deyisle ifade edecek olursak, bir kiimedeki bir
noktadan diger kiimedeki bir noktaya Olgiilen tiim mesafelerin en biyiigi oldugu
sOylenebilir. Hausdorff metrigi metrik uzaylarda tanimlanir ve verilen bir metrik uzayin
alt kiimeleri arasindaki mesafeyi 6l¢gmek icin ana aragtir (Hu ve ark., 1997).

Pompeiu-Hausdorff mesafesini (metrik) kullanan arastirma alanlarinin listesi
oldukga etkileyicidir. Berinde ve Pacurar 2013 yilinda yapmis olduklari ¢alismada sabit
nokta teorisinde Pompeiu-Hausdorff metriginin roliinii vurgulamislardir (Berinde ve ark.,
2013).

Uyar 4.3.1:

Biz c¢alismamizda minimum ifadesi yerine infimumu kullanacagiz. Ayrica
D(A, B) yerine h*(A, B) ve H(A, B) yerine de h(4, B) notasyonlarini kullanacagiz.
Tanim 4.3.1:

(X, d) bir metrik uzay ve A c X verilsin. Bir a € X noktasinin A kiimesine olan
uzaklig1

d(a,A) = inf{d(a,b):a € X}
beA

ile tammmlanir (Afif B. A., ve ark., 2016).
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Ornek 4.3.1:
(X, d) bir metrik uzay ve d(a, b) = |a — b| olmak lizere,
X=R,A=1[1,4]veB =[8,9] olsun.
O halde 5 € X’in A’ya olan uzakligi,
d(5,4) = inf{d(5,b):5 € X}

beEA
= inf{d(5,b): b € A}
= inf{d(5,1),d(54)}
= inf{4,1}
=1
ve 5 € X’in B’ye olan uzakligi,
d(5,B) = inf{d(5,¢c):5 € X}

CEB
= inf{d(5,c):c € B}
= inf{d(5,8),d(59)}
= inf{3,4}
=3
Tanim 4.3.2:

A, B c X olmak tlizere h*(A,B) = sup{d(a,B),a € A} degerine A kiimesinin B
kiimesine olan uzaklhig1 h(A4, B) = max{h*(A, B), h*(B, A)} degerine de A ve B kiimeleri
arasindaki uzaklik denir (Afif ve ark., 2016).

Ornek 4.3.2: X =R, A = {1,2} ve B = {2,3,4} olsun. d(a, b) = |a — b| olmak iizere;
h*(A,B) = sup inf d(a,b)

a€A bEB
= sup{inf{d(a,b): b € B}:a € A}
= sup{inf{d(a, 2),d(a,3),d(a,4)}:a € A}
= sup{inf{d(1,2),d(1,3),d(1,4)},inf{d(2,2),d(2,3),d(2,4)}}
= sup{inf{1,2,3},inf{0,1,2}}
= sup{1,0}
=1

Simdi de B’nin A’ya olan uzakligini bulalim;

h*(B,A) = supd(b,A)

bEB

= sup{inf{d(a,b): a € A}:b € B}
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= sup{inf{d(1,b),d(2,b)}: b € B}
= sup{inf{d(1,2),d(2,2)}, inf{d(1,3),d(2,3)},inf{d(1,4),d(2,4)}}
= Sup{inf{l,O}, inf{2,1}, inf{3,2}}
= sup{0,1,2}
=2

h(A,B) = max{h*(A,B),h*(B,A)}
= max{1,2}
=2
Ornek 4.3.3:
(X, d) bir metrik uzay ve d(a, b) = |a — b| olmak iizere,
X=R,A=10,1] ve B =[3,7] olsun.
h*(A,B) = sup inf d(a,b)

a€A bEB
= sup{inf{d(a,b): b € B}:a € A}
= sup{inf{d(a,3),d(a,7)}:a € A}
= sup{inf{d(0,3),d(0,7)},inf{d(1,3),d(1,7)}}
= sup{inf{3,7}, inf{2,6}}
= sup{3,2}
=3
Simdi de B’nin A’ya olan uzakligini bulalim;

h*(B,A) = supd(b,A)

beB
= sup{inf{d(a,b): a € A}: b € B}
= sup{inf{d(0,b),d(1,b)}: b € B}
= sup{inf{d(0,3),d(1,3)},inf{d(0,7),d(1,7)}}
= sup{inf{3,2}, inf{7,6}}
= sup{2,6}
=6
h(A,B) = max{h*(A,B),h*(B,A)}
= max{3,6}
=6
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Ornek 4.3.2 ve drnek 4.3.3’ten de anlagilacag iizere h* uzaklhigi simetrik degildir ve
dolayistyla metrik de olamaz.
Onerme 4.3.1:
(X,d) bir metrik uzay ve A,B,C € P;(X) olmak iizere asagidaki oOzellikler

saglanir.

i) h*(A,B) =0 A C B,

i) Bc C=h"(A,C) <h"(AB),

iii) h*(A U B, C) = max{h*(4,C),h*(B, ()},

iv) h*(A,B) < h*(4,C) + h*(C,B)
(Agarwal ve ark., 2009).

Ispat:

i) h*(A,B) =0 & supd(a,B) =0

acA
& Va€eA d(aB)=0
Ayrica B, X in kapal1 bir alt kiimesi oldugundan
d(a,B)=0a€B =8B
olur. Boylece A € B olur.
i) B c C olsun. O halde Vx € X i¢in
d(x,C) <d(x,B)

yazilabileceginden
supd(x,C) < supd(x,B)
XEA XEA

olur. Buradan da
h*(4,C) < h*(A,B)
elde edilir.
iii) Vx € X i¢in h*(AUB,C) = sup d(x,C)

XEAUB

= max {sup d(x,C),supd(x, C)}

XEA XEB
= max{h*(4,C),h*(B,C)}
iv) a €A, b €B, c €( igin liggen esitsizligini yazacak olursak;
d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

olur ve buradan
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d(a,B) <d(a,c) +d(c,B)
<d(a,c)+h*(C,B)
bulunur. ¢ € C keyfi oldugu igin
d(a,B) <d(a,C)+d(C,B)
olur. Her bir a € A tizerinden supremum alindiginda
h*(4,B) < h*(4,C) + h*(C,B)
elde edilir. m
Onerme 4.3.2:
(X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda Tanim 4.3.2 ile verilen h uzaklik
fonksiyonu P, (X) tizerinde bir metriktir (Agarwal ve ark., 2009).
Ispat:
A,B,C € Py (X) olsun
i) h tanimindan h(4, B) = 0 oldugu agiktir.
i) h(A,B) = 0 © max{h*(4,B),h*(B,A)} =0
& h*(4,B) =0, h*(B,A) = 0
< AcB, BcA
< A=8B
iii) h nin tanimindan
h(A,B) = max{h*(4,B),h*(B,A)}
= max{h*(B,A),h* (4, B)}
= h(B, A)
iv) Onerme4.2.1 — iv den
h(A,B) = max{h*(4,B),h*(B,A)}
< max{h* (4, C) + h*(C, B), k*(B, C) + h*(C, A)}
< max{h*(4,C),h*(C,A)} + max{h*(B, C),h*(C, B)}
= h(4,C) + h(C,B)
olur. O halde h, P, (X) tizerinde bir metriktir. m
Tanim 4.3.3:
(X, d) bir metrik uzay ve P,;(X) X’in biitiin bos olmayan, kapali ve siirl alt
kiimelerinin koleksiyonu olsun. 4, B € Py (X) igin

h(A, B) = max {sup d(x,B),sup d(y, A)}

XEA YEB
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tanimlanan h, Py (X) lizerinde bir metriktir. Bu metrige, d metrigi kaynakli Hausdorff
metrigi denir (Agarwal ve ark., 2009).
Tanim 4.3.4:
Eger biitiin {x,,} € X dizileri i¢in x,, —» x iken h(Tx,, Tx) —» 0 oluyorsa

T:X — Py (X) operatori siireklidir denir (Hu ve ark., 1997).
Ornek 4.3.4:

X =R ve A =1[0,3] ve B = [5,7] olmak iizere A ve B kiimelerinin Hausdorff
metrigini kullanarak bu kiimeler arasindaki uzaklig1 bulalim: O halde;

h(A,B) = max {sup d(x,B),sup d(y, A)}

X€EA YEB

= max{ sup d(x,[5,7]), Sup] d(y, [0'3])}

x€[0,3] yeE[5,7
= max{5,4}
=5.
Onerme 4.3.3:

h
Eger {A, A}ns1 € Pr(X) ve A,, —» Aise o halde

+-NUn=NUNe

n=1 m=n >0 n=21 m2n

olur ( S. Hu ve ark., 1997).

. o h .. .
Ispat: ¢ > 0 verilsin. A, > A oldugundan m = ny(e) igin bir ny(e) =1 sayisi
bulabiliriz

ve dolayisiyla A € (4,,)s Ve 4,, S A, elde ederiz. Buradan

A< ﬂs>0 Unzl nmzn(Am)g @

ve

ﬂm U,.,Am €A (2)

olur. Son olarak x € ﬂ U [’]m>n(Am)‘g olsun. O halde her € > 0 i¢in m >
£20 nz1 -

ny(€) olaca sekilde bir ny(e) = 1 vardir ve buradan x € (4,,), olur. n > 1 olarak

x € (A,), (U Am>

man B

verilsin.
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olacak sekilde bir m = max|[n, ny(e)] vardir. Ciinkii € > 0 keyfi idi. O halde
X € UmZn Ap Ve x € ﬂnzl Umzn A, olur. Dolayisiyla

n£>0 Unzl nmzn(Am)s < ﬂnzl m 3)

olarak gdstermis oluruz.

(1), (2) ve (3)’ lin kombinasyonu ile istenen esitligi elde ederiz. m

e

n=1 m=n

Uyan 4.3.2:

ifadesi sadece d metrigi ile olusturulan topolojiye baglidir. Unutmamaliy1z ki Hausdorff
metrigi topolojik bir yapt degildir. Yukaridaki 6nermenin tersinin genel olarak dogru

olmadigini goriiyoruz.

I h
Yani eger {A,/A},51 € Pr(X) ve A = ﬂ Um>nAm ise genel olarak A, - A

n=1
sonucuna varamayiz.
Teorem 4.3.1:
Eger (X, d) metrik uzay1 tam ise (Pr(X), h) de tamdir (Hu ve ark., 1997).
ispat:
{A, } =1, (Pr(X), h)’te bir Cauchy dizisi olsun. Yukaridaki 6nerme bize {A, }n1
in limiti i¢in miimkiin olabilecek tek adayin oldugunu ifade ediyor. Yani
A= 4n
nz1m=n
olsun. A € Pr(x) ve A, 5 A oldugunu gosterecegiz. ilk olarak A’nim kapali kiimelerin
kesisimi oldugu, kapali oldugu ve muhtemelen bos oldugu agiktir.

€ > 0 verilsin. O halde her k > 0 ve her n,m > Ny, i¢in
&

h(A,, Ay < kT

olacak sekikde bir Ny =1 bulunabilir. nyo = Ny , xo € Ay, alahm. O halde n; =

max[ng, N1] ve x; € A, ’1 d(x9,%;) < % ile secelim. Bu

&
d(xO'An1) S h(Ano’An1) < E



27

den miimkiindiir. Eger {ny}iso V& nx = N ile diizenli artan bir dizi ise tiimevarimsal

&

olarak x, € A, Ve d(xk,xk+1)<m olacak sekilde bir {x;}rso S X dizisini

olusturabiliriz. O halde {x;}; s, X’ in tam olmasindan dolay1 X’de bir Cauchy dizisidir
Ve x, — x € X yazabiliriz. Ciinkii {x) }x>¢ diizenli artiyor ve verilen birn > 1i¢inn;,, >
n olacak sekilde k,, = 1 bulabiliriz. Buradan k > k,, i¢in

xkEUAm

mz2n
ve dolayisiyla n > 1 i¢in x € Um>n A,,. Boylelikle xeA gosterir ki A € Pr(X) dir. EK
olarak d(x,xy) = lim d(x,,x9) < lim Y3, d(xy, x;_1) < € elde ederiz. O halde her
n—->oo n—-oo
ny = Ny ve her x, € Ay, igin d(x,x,) < € olacak sekilde bir x € A elde ederiz. Bu
nedenle A, S A, olur. Simdi her n = N, i¢in A € (4,), oldugunu gostermeliyiz. O
halde x € A olsun. Buradan x € Un>N A, Ve m = N, buluruz. Oyle ki y € 4,, ve
=Ng
d(x,y) < golur. Ayrica eger n = N, ise,
€
2
elde ederiz. O halde o halde h*(4,4,) < evebun > N, i¢in A € (A,),’ uihtiva eder.

&
d(x,A,) < d(x,Ap) + h(Ap, Ay) < ~+-=¢

Boylelikle sonug olarak A, A A elde edilir. m
Onerme 4.3.4:
Eger (X,d) bir tam metrik uzay ve P (X), (Pr(X), h)’in kapali bir alt kiimesi ise
bu durumda (P (X), h) bir tam metrik uzaydir (Hu ve ark., 1997).
ispat:

{A}ns1 € Pr(x) olsun ve A4, L A oldugunu varsayalim. € > 0 i¢in her n >
ny(€), olacak sekilde bir ny(e) = 1 bulabiliriz ki h(4,, A) < & ve dolayisiyla A €
(Ap)e. A, kompakt oldugundan, tamamen smirlidir. Boylelikle sonlu bir F S X
bulabiliriz dyle ki A, € F. ve buradan (4,), € F,, olur. Boylelikle A € F,, , A’ nin
tamamen sinirl ve kapali oldugunu gésterir. O halde A € P, (X) olur. m
Bir sonraki 6nerme asikardir.

Onerme 4.3.5:

Pyr(X), (Pr(X),h)’ mn kapali bir alt kiimesi olsun. Buradan eger (X,d) bir tam

metrik uzay ise (P,r(X), h) de tamdir (Hu ve ark., 1997).
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Simdi ise temelde metrik olan uzay1, normlu uzay olarak kabul edelim.
Onerme 4.3.6:
Eger X bir normlu uzay ise Pr.(X), (Pr(X), h)’m kapal1 bir alt kiimesidir (S. Hu
ve ark., 1997).
Ispat:

h
{A}ns1 € Pr(x) olsun, her n > 1 i¢in A, konvekstir ve A, - A oldugunu
varsayalim. Onerme 4.3.3’ten A = ﬂ U ﬂm>n(Am) ¢ oldugunu biliyoruz. Her
£>0 nz1 -

(An)e

konvekstir. {Cg}ns1 € Prc(X) dizisi n =1 ve her £>0 icin artandir. Buradan

m=>1 igin (4,,), konveks olduguna dikkat edelim. Buradan Cf = ()

mz2n

Un21 C; = C? konvekstir. Sonug olarak A = ﬂ€>0 C# konvekstir. Yani A € Pr.(X)’

dir. m

Bu son ii¢ 6nermeyi birlestirerek durumu normlu uzayda 6zetleyebiliriz.
Sonug 4.3.1:

Eger X bir normlu uzay ise o halde Py.(X) € Pyr.(X) € Pr.(X) ve P, (X) S
P, (X) kiimeleri (Pr(X), h)’mn kapali alt kiimeleridir (Hu ve ark. 1997).
Uyar 4.3.3:

Eger X bir Banach uzay: ise, yukaridaki biitiin alt kiimeler (Pr(X), h)’1n metrik
uzayinin tam alt uzaylaridirlar.
Tanim 4.3.4:

X bir normlu uzay, X* onun topolojik bir ¢ifti (dual) ve A € 2% \ {@} olsun. A’
nin o (-, A) destek fonksiyonu X*’den R = R U {+0}’e a(x*, A) = sup[(x*, a): aed] ile
tanimlanir ve (), (X, X™) ¢ifti igin parantez dualitesi demektir (Hu ve ark., 1997).
Uyar 4.3.4:

Yukaridaki tanimdan direkt olarak sunu anliyoruz ki; o (-, A) alt lineer, w*- diisiik
yari siirekli ve uygundur (proper, yani +oo ile ayni degil). Aslinda Pr.(X)’de bu tiir
operatorler arasinda 1 — 1 eslemeler A = {x € X: (x*,x) < a(x*, A),Vx* € X"} esitligi
ile belirlenir (bu esitlik, konveks kiimeler i¢in ayirma teoreminin basit bir sonucudur).
Destek fonksiyonu kiime degerli analiz i¢in onemli bir aragtir ve kapali konveks

kiimelerin 6zelliklerini fonksiyonel, analitik tekniklerle ¢alistirmamizi saglar.
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Teorem 4.3.2:

X bir normlu uzay ve A,CePy.(X) ise h(4,C) = supllo(x*,A) —
a(x*, O)|: lx*|| < 1] (Hu ve ark., 1997).
ispat:

A = C ise sonug acgikca dogrudur. O halde A # C oldugunu varsayalim. € > 0
olsun. Oyle ki B, = {x € X:||x|| < e} iken AS C + B, ve C € A + B, ve buradan C +
B, =C, ve A+ B, =A,. Ardindan her ||x|| <1 ile her x* € X* i¢in o(x*,A) <
o(x*,C)+eveo(x*,C) < a(x*,A) + ¢ elde ederiz. Buradan |o(x*,A) —o(x*,C)| < ¢
ve dolayisiyla sup[|o(x*,A) — a(x*,C)|: |lx*|| < 1] < h(4,B) olur. Ote yandan eger

e= sup |o(x*,A) —o(x*,C)| > 0ise A € C + B, ve C € A + B, elde ederiz. O halde
[lx*ll<1

h(A,B) < eolur. m
Uyar 4.3.5:

Aym1 zamanda h*(4,C) = sup[o(x*,A) —o(x*,C):||x*|| < 1] oldugunu
kontrol etmek kolaydir. Hausdorft uzakligi i¢in ikinci formiil, keyfi bir metrik uzay i¢in
bos olmayan alt kiimelerle ilgilidir ve kiimelerden uzaklik fonksiyonunu ihtiva eder.
Teorem 4.3.3:

Eger (X,d) bir metrik uzay ve A,C € 2%\ {@} ise o halde h(4,C)=
sup[|d(x, A) — d(x,C)|: x € X] (Hu ve ark., 1997).
ispat:

Biliyoruz ki her ¢ € C igin d(x,A) < d(x,c) + d(c, A) ve dolayisiyla

d(x,A) <d(x,C)+ h(C,A). Benzer sekilde d(x,C) < d(x,A) + h(C, A) elde ederiz.
Buradan
sup[ld(x,A) —d(x,C)|:x € X] < h(4,C) (4)
ote yandan sup[d(c,A):c € C] = sup[d(c,A) —d(c,C):c € C]
< sup[|d(x,A) — d(x, C)|: xeX]
ve
sup[d(a,C):a € A] < sup[|d(x,A) — d(x, C)|: xeX].
Dolayistyla
h(4,C) < sup[ld(x,A) —d(x,C)|: xeX] (5)
(4) ve (5)’den sonuglandiracak olursak h(4,C) = sup||d(x,A) — d(x,C)|: xeX] olur. m
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Uyan 4.3.6:
Yukaridaki ispattan 6zellikle sunu gorebiliriz ki;
h*(A,C) = supld(x,C) — d(x,A): x € X].
Onerme 4.3.6:
Eger X bir normlu uzay ve A,C,A;,Cy,A,, C, € 2%\ {0} ise
a) HerA € Rigin h(14,AC) = || - h(4,C)
b) h(4; +A4,,C; +C;) < h(44,Cy) + h(4,,Cy)
dir (S. Hu ve ark., 1997).
Bu 6nermenin (a) ve (b)’ den asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonuc¢ 4.3.2:
Eger X bir normlu uzay ve A,,Cy,4,,C, € 2%\ {@}ise ve 1 € [0,1] ise
h(A4; + (1 — A)A,,AC, + (L —A)Cy) < Ah(44,C1) + (1 — D)h(4,,Cy)
(Hu ve ark., 1997).
Uyan 4.3.7:
Genel olarak h(convA,convC) < h(A,C) elde ederiz. Buradan A — convA
eslemesi Pp(X) tizerinde h-genislemeyendir. Ayni sey ilave fonksiyon h*(:,-) icin de
gecerlidir.

4.4. Kiime Degerli Operatorler icin Baz1 Sabit Nokta Teoremleri:

Bu boliimde kiime degerli operatorler icin sabit nokta Orneklerinden
bahsedilecektir. Ayrica kiime degerli daralma operatorleri igin temel referans olan
Nadler’in sabit nokta teoremi ve ispat1 verilecektir. Ayrica Reich’in kiime degerli sabit
nokta teoremi de incelenecektir.

Tamim 4.4.1:

X bos olamayan bir kiime olsun. Eger x, € A iken aym1 zamanda x, € Tx,
oluyorsa x, noktasina, kiime degerli T: X — 2% operatoriiniin bir sabit noktas1 denir (Hu
ve ark., 1997).

Ornekler 4.4.1:
i) X ={1,2,3} olsunve T;: X = P,r(X) verilsin. Oyle ki
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{2}; x=1
Ty(x) =3{1}; x=2
{3}; x=3

olarak tanimlansin. Burada 1 € T;(1), 2 € T,(2) ve 3 € T;(3) dir. Dolayisiyla x = 1

veya x = 2 noktalar1 T i¢in bir sabit nokta degilken x = 3 noktas1 T ig¢in bir sabit

noktadir.
i) T,: [0, 00) = 219°) T, (x) = [0, x] operatdrii her x € [0, ) icin bir sabit
noktadir.
(((1); x< %
i)  Ty:[0,1] - 201 T (x) = ! {0,1}; «x =% operatoriiniin higbir sabit
1
{0} ;X > E
noktasi yoktur.
1v) T3:R - 2R Ty(x) = {[Eg}il]'z q_t (()) operatdri icin x = 0 ve her bir x €
[—1,1] bir sabit noktadr.
Lemma 4.4.1:

(X, d) bir tam metrik uzay ve A, B € P;(X) olmak iizere her x € A ve r > 0 i¢in
bir y € B vardir 6yle ki d(x,y) < h(A4, B) + r (Agarwal R. P., 2009).

Ispat:

x € Aigin d(x, B) = inf{d(x,y):y € B} infimumun tanimindan her r > 0 i¢in
d(x,y) < d(A, B) + r olacak sekilde bir y € B vardir. Ote yandan d(x, B) < §(4,B) <
h(A, B) oldugundan her r > 0 i¢in d(x,y) < h(A4,B) +r olacak sekilde bir y € B

vardir.m

Ayrica bu lemmay1 bir 6rnekle de izah edebiliriz.
Ornek 4.4.2:
X=R,A=[a—-t,a+tl]veB=[b—s,b+s] ve0 <t <solsun.

Her a,b € Ri¢in d(a, b) = |a — b| olarak verilsin.

A, B € Pyr(X) oldugu goriilebilir ve buradan;

h(A,B) = max {sup d(a,B),sup d(b, A)}

acA beEB

=max{d(b —s,a—t),d(b+s,a+1t)}
=max{|(b—s) —(a—O|I(b+5) —(a+ DI}
=max{|(b—a) = (-0 I(b—a) - (s -}
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2[(b—-a)—(s—1)
>|b—al—|s—t]
O halde d(a, b) < h(A,B) + r ve burada r = s — t dir (Khine, 2019).

Baslangicta tek degerli operatorler i¢in daralma tanimini hatirlayacak olursak; X
bir metrik uzay olsun. Bir T:X — X’e operatorii ve her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) <
k d(x,y) saglayacak bigimde bir k € [0,1) reel sayis1 bulunuyorsa T operatoriine X uzay1
tizerinde bir daralma operatorii denir (Agarwal, 2009).

Tanim 4.4.2:

X bir metrik uzay ve T: X - Py (X) kiime degerli bir operator olsun. Her x,y €
Xigin h(Tx,Ty) < kd(x,y) sartin1 saglayan bir k > 0 sayis1 varsa T’ ye Lipschitz
operatorii, buradaki k degerine Lipschitz sabiti denir. Sayet k < 1 ise, T kiime degerli
operatoriine daralan, k = 1 ise genisleme olmayan kiime degerli operator denir (Agarwal,
2009).
Ornek 4.4.3:

(X,d) bir metrik uzay ve X = R olsun. Her x € X i¢in T: X — P,(X) operatorii

Tx = [0, g] olarak tanimlansin. Simdi T nin bir kiime degerli daralma operatorii oldugunu

gosterelim. Su halde herhangi u, v € R i¢in u < v olmak iizere;

st = o2] o)
= max sup d( [0 ]). sup d( [O ])
= max{0, |§ —%I}

=< lx -yl
< ld(x, V).
Buradan k = - € [0,1) vardir ve T operatorii h(Tx, Ty) < k d(x,y) olacak sekilde bir

kiime degerh daralma operatoriidiir (Khine, 2019).
Teorem 4.4.1 (Nadler):

(X,d) bir tam metrik uzay T: X — P,r(X) kiime degerli bir daralma operatorii
olsun. O zaman h(Tx,Ty) < kd(x,y) saglayacak bigimde bir k € [0,1) mevcutsa T

operatdriiniin X uzayinda sabit bir noktas1 mevcuttur (Nadler, 1969).
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ispat:
T operatoriiniin Lipschitz sabiti 0 < k < 1 olsun. Keyfi bir x, € X alalim ve x; €
Tx, olsun. Lemma 4.4.1°den d(xy,x,) < h(Tx,, Tx;) + k olacak bigimde bir x, € Tx;
vardir. Tekrar d(x,,x3) < h(Tx;, Tx,) + k% olacak bicimde bir x5 € Tx, vardir
diyebiliriz. Boyle devam ederek her n € N i¢in  x,., € Tx, Ve d(x,, Xp41) <
h(Tx,_1, Tx,) + k™ olacak sekilde bir {x,,} dizisi elde edilebilir. Her n € N i¢in
d(xp, Xps1) < h(Txp_q, Tx,) + k™
< kd(xp_1,%,) + k"
< k[h(Txp_3, Txp_q) + k™ 1] + k™
=kh(Tx,_5,Tx,_1) + 2k™
< k?d(xp_p,xq_1) + 2k™

< k™d(xy,x,) + nk™

elde edilir. Ote yandan Y- k™ < oo ve dolayistyla Y5 nk™ < oo oldugundan

Z d(xp, Xns1) < Z k™ d(xo, 1) + nk™]
n=0 n

=0

= d(xg,x1) z k™ + Z nk™
n=0 n=0

< oo

olur. Bu da {x,}’nin bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. X tamdir ve lim x,, = x*

n-—-oo
olacak sekilde bir x* € X vardir. Suhalde h*(x, 41, Tx*) < h(Tx,, Tx™) < kd(x,, x™)
ikenn — oo alinirsa h*(x*, Tx*) = 0 olur. Yani x* € Tx™*’dir. Su hilde x*, T’nin bir sabit

noktasidir.m

Ornek 4.4.4:
X =[0,1] olsun. t(x):[0,1] = [0,1] ve
x+1 ‘e [O l]
ta)=4 3 2

o1 efid]
3 ) x 2'
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olmak tizere T:X — Ppr(X) operatorii her x € X i¢in Tx = {t(x)} U {0} bigiminde

tanimlansin. Su halde T bir kiime degerli daralma operatoriidiir. Ayrica Fix(T) = {O, %}

dir. Buradan da anlasiliyor ki kiime degerli bir daralma operatoriiniin sabit noktas1 tek
olmayabilir.
Teorem 4.4.2 (Reich):

(X,d) bir metrik uzay T: X — P, (X) kiime degerli bir operator olsun. Her x,y €
X i¢in h(Tx,Ty) < a.h*(x,Tx) + b.h*(y,Ty) + c.d(x,y) olacak bi¢imde a + b +
¢ < 1 olan pozitif a, b ve c reel sayilart mevcut olsun. O halde T’nin bir sabit noktasi
vardir (Reich, 1972).
ispat:

Sayet a+c =0 ise her x,y € X igin h(Tx,Ty) < b.h*(y,Ty) esitsizligi
saglanir. Su hélde X bir keyfi nokta olmak tizere y € Tx i¢in h*(y,Ty) < h(Tx,Ty) <
b.h*(y,Ty) olur. Buda h*(y, Ty) = 0 ile saglanir. Buradan y € Ty olur. Bu sefer de a +
¢ > 0 ve keyfi bir x, € X alalim. Sonra da bir x; € Tx, alalim. Su halde lemma 4.4.1’den
d(xq,x,) < h(Txy, Tx1) + (a + ¢) olacak bigimde x, € Tx; vardir. Su hilde

d(xq,x5) < a.h*(xg, Txy) + b.h*(x1,Tx1) + c.d(xg,x1) + (a+ ¢)
< a.d(xy,x1) + b.d(xq,x3) + c.d(xy,x1) + (a+c)

olur ve buradan da d(x,, x,) < aT+C d(xg,x1) + a%c esitsizligi elde edilir. Tekrar lemma

4.4.1’den d(xy,x3) < h(Txq,Tx;) + ara Olacak sekilde x3 € Tx, vardir. Su halde

(a+c)

d(xy,x3) < a.h*(x1,Txy) + b.h* (x5, Txy) + c. h* (xq, x5) +

(a+c)

< a.d(xq,x,)+ b.d(x,,x3) +c.d(xy,x;) +

olur ve buradan da
2
d(x,x3) < _d(xpxz) + (a+c>

< (a+c) [a+cd(x0,x1) + ]+ (a_+c)2

1-b 1-b
= (229) dCro ) +2 ()’

ifadesi elde edilir. Bu tarzda devam edecek olursak A = ‘11%’; < 1 olarak alacak olursak

d(xp, Xpy1) < AMd(xg, x1) + nA™ ile x,,.1 € Tx, olacak sekilde X de bir {x,,} dizisi elde
edilebilir. Su halde Y5 od(xp, Xpe1) < d(Xg, X1) Ypeo A" + 2n=onA™ olur. Burada
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Yo At < oove Y onA" < oo oldugundan {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. X tamdir ve

lim x,, = x* olacak bigimde bir x* € X vardir. Bu durumda

n-co
h*(xp4e1, Tx™) < h(Tx,, Tx™)
<ah*(x,Tx,) +b.h*(x*,Tx*) + c.d(x,, x")
<a.d(x,Tx,) +b.h*(x*,Tx*) + c.d(x,,x*)
yazilabilir. Burada n — oo alimirsa h*(x*, Tx*) < b.h*(x*,Tx*) elde edilir ki bu da
h*(x*,Tx*) = 0 anlamina gelmektedir. Su halde x* € Tx™ dir ve T bir sabit noktaya

sahiptir.m






5. NADLER’IN SABIiT NOKTA TEOREMIi UZERINE BiR GENELLEME

Bu boliimde Khine’nin 2019°da yapmis oldugu caligmasinda derledigi ve
Nadler’in sabit nokta teoremi i¢in genellemeler sunmus olan Gordji, Baghani, Khodaei
ve Ramezani’nin arastirmalarina deginilecektir.

Bildigimiz gibi Banach daralma prensibi birgok yonde genellestirilmistir.
Ozellikle bu tezde ele aldigimiz, kiime degerli operatdrler igin sabit noktalarm
incelenmesi, Hausdorff metrigini kullanan daralmalar 1969'da Nadler tarafindan
baslatildi. Nadler, Banach daralma prensibini kiime degerli operatéorler igin genellestirdi.
Akabinde yapilan benzer arastirmalarla Nadler’in kiime degerli operatdrler igin ifade
etmis oldugu teoremi bircok yone genisletildi. Asagidaki teorem Nadler’in teoremi
tizerine bir genislemedir (Khine, 2019).

Teorem 5.2:

(X,d) bir tam metrik uzay T: X — P,;(X) olmak tizere her x,y € X i¢in @, B,y =

Ove a+ 2B + 2y < 1 iken T’nin bir sabit noktas1 vardir ve dyle ki,

h(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bld(x,Tx) + d(y,Ty)] + y[d(x,Ty) + d(y,Tx)]
elde edilir (Gordji ve ark., 2010).
ispat:

a+f+y

Bir uy€X , uy € Tu, olsun ve r =
0 1 0 1-(B+Y)

verilsin. Eger r = 0 ise ispat

asikardir.
Simdi > 0 oldugunu varsayalim. Tug, Tu; € Ppr(X) oldugundan u; € Tu, ve lemma
4.4.1°den bir u, € Tu, vardir. Oyle ki

d(uq,uy) < h(Tug, Tuy) + 1
olur. Yine Tuy, Tu, € Pr(X) veu, € Tu, velemma4.1.1°den bir us € Tu, vardir. Oyle
Ki

d(uy,u3) < h(Tuy, Tu,) + 12
olur. Bu ardisik isleme devam ederek her n € N i¢in bir u,,, € Tu, bulunur ve genel bir
ifadeyle

d(Un, Uns1) < h(Tup_q, Tuy) +77
yazilabilir. Buradan her n € N i¢in
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d(Upy, Uupyq) < h(Tu,_q,Tu,) + 1"
< @ d(up, Unsa) + BldWn, Tun) + d(up—1, Tup-1)] + v[dupn, Tup) +
d(up-1, Tup-1) +1"]
< ad(uy, Uns1) + BldWn, Unta) + dUn-1,un)] + v[dWUn-1,un) +
d(Up-1,Un+1) +77"]

olur. Ardindan

rn

1-(B+y)

d(un' un+1) <r d(un—lﬂun) +

2r™

1-(B+y)

<12 d(Up_z Un_1) +

<...

nrn

1-(B+y)

< rd(ug,uy) +

ile devam edebiliriz. Buradan da

D A i) = it ) + s, 4p) + Atz u5) + -

n=1

r

1-(+y)

< d(up,uq) + {T d(ug,uqy) + } iy {rz d(ug,uy) + i }+

1-(B+y)
- nr’

+ {r d(ug, uy) + —1—(B+V)}

1

— 2 34 ... 2 34 ..
dlupu)l+r+r*+r>+- ]+ [r+2r +3r°+ ]1—(B+V)

1
1-(B+y)

= d(up, uy) [ﬁ] +[r+2r2+3r3+ -]

d(ug,u) +[r+r2+r3+--1+ [m]

- 1—r

_ d(ug,uq) r [ 1 ]
1-r  (A-r2l1-@B+y)

< o

oldugundan r < 1 olur. Buradan {u,}’ nin bir Cauchy dizisi oldugu anlasilir.

X tam metrik uzay ve lim x,, = x* saglayacak bigimde bir x* € X vardir. Simdi
n—->0oo

ise x* noktasinin T operatdrii i¢in bir sabit nokta oldugunu gosterelim.
Hern € N i¢in
d(x*, Tx*) = d(x*, xn+1) + d(xn+1' Tx*)
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<d(x*, xp41) + h(Tx,, Tx")
< d(x*, xp41) + ad(xp, x*) + Bld(x,, Tx,) + d(x*, Tx*)] +
yldCen, Tx™) + d(xp41,x7)]
Burada n — oo i¢in
d(x*,Tx*) < (B +y)d(x*,Tx")
elde edilir. Ote taraftan (8 + ¥) < 1 oldugundan d(x*, Tx*) = 0 olur. Bu da x* € Tx*
oldugunu gosterir. O halde x* noktas1 T operatériiniin bir sabit noktasidir. m

Asagidaki sonuglar teorem 5.2 ile benzer genellemelerdir.

5.1. Baz1 Sonuglar:

Sonug 5.1.1:

(X,d) bir tam metrik uzay ve T ise X’den X’e bir bir operator olsun. Her x,y € X
icina, 8,y = 0ve a+ 28 + 2y < 1 iken T’nin bir sabit noktas1 vardir ve dyle ki;
d(Tx, Ty) < ad(x,y) + Bld(x,Tx) + d(y,Ty)] + yld(x,Ty) + d(y,Tx)] (Hardy ve
Rogers, 1973).
Sonug¢ 5.1.2:

(X,d) bir tam metrik uzay ve T ise (X,d)’den (P, (X), H) e bir operator olsun. Her
x,y €X ve her bir i€{1,2,..,5} i¢in a; =0 ve Y7 ,a; <1 iken h(Tx,Ty) <
a; d(x,y) +a,d(x,Tx) + a3 d(y,Ty) + a, d(x,Ty) + as d(y,Tx) ise T’nin bir sabit
noktasi vardir (Gordji ve ark., 2010).
Sonuc¢ 5.1.3:

(X,d) bir tam metrik uzay ve T ise (X,d)’den (P, (X), H) e bir operator olsun. Her

Xx,yEX vepE€ [O, %) icin h(Tx,Ty) < B[h*(x,Tx) + h*(y,Ty)] ise T operatoriiniin

sabit bir noktas1 mevcuttur (Reich, 1972).
Sonug 5.1.4:
(X,d) bir tam metrik uzay ve T ise (X,d)’den (P, (X), H) e bir operator olsun. Her

x,yEX VeyE€ [0, %) icin h(Tx,Ty) < y[h*(x,Ty) + h*(y,Tx)] ise T’nin bir sabit

noktasi vardir (Gordji ve ark., 2010).
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Sonug 5.1.5:
(X,d) bir tam metrik uzay ve T ise (X,d)’den (P, (X), H) e bir operator olsun. Her
x,y€EX ve a+2B<1i¢in h(Tx,Ty) < ad(x,y) + B[h*(x,Tx) + h*(y,Ty)] ise T

operatoriiniin sabit bir noktas1 mevcuttur (Gordji ve ark., 2010).



6. BAZI GENELLESTIRILMiS GENISLEMEYEN KUME DEGERLI
OPERATORLER ICIN SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu boliimde kiime degerli operatorler icin kiime degerli Garcia — Falset sartindan
(C)) Dbahsedecegiz. Burada bazi klasik sabit nokta teoremlerinin kiime degerli
genislemeyen operatorler icin bu kosulu karsilayan operatorlere genisletildigini
gosterecegiz. Ayrica elde ettigimiz sonuglar Lim (1974), Lami Dozo (1973), Kirk ve
Massa (1990), Garcia - Falset ve ark. (2011), Dhompongsa ve ark. (2009), Akbar ve
Eslamian (2010) ve bir¢ok benzeri ¢alismalar1 da genellestirmektedir.

Bir X Banach uzayinin alt uzayi olan E kiimesi igin her x,y € E ve ||[Tx — Ty|| <
kl|lx — y|| saglayacak bigimde bir k € [0,1) varsa E kiimesi tizerinde tanimli bu T
operatdriine daralma operatdrii denir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

Bu esitsizlikte k =1 olmasi durumunda T operatdriine genisleme olmayan
daralma operatorii denir. Fix(T) T’nin biitiin sabit noktalarinin kiimesi olmak tizere her
xeE veher y eFix(T) i¢in |[Tx —y|l < k|lx —y|| esitsizligine gore T’ye yari
genisleyebilen daralma operatorii denir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

Altta yatan metrik uzaylarin tamligin1 karakterize etmek i¢in Suzuki daha zayif
bir daralma kavrami ortaya koydu ve agagidaki teoremi kanitladi

Teorem 6.1:

[0,1) den (%, 1]’6 artmayan bir 6 fonksiyonu asagidaki gibi tamilasin.

1 , 0<r<(5-1)/2
0(x)=4 (1—7r)r2 , (\/E—l)/ZSrgz_l/z
1+, 272<r<1

O halde bir (M, d) metrik uzayina gore asagidaki ifadeler denktir.
i) M tamdir.
i) Her x,y € X iginr € (0,1) vardir dyle ki
O(r)d(x,Tx) < d(x,y) ile d(Tx,Ty) < rd(x,y) esitsizliklerini saglayan
X tizerindeki her T operatorii sabit bir noktaya sahiptir (Suzuki, 2008a).
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Suzuki baska bir ¢alismasinda lirgl 6(r) =% oldugunu gozlemliyor ve
r—>1"

operatorler i¢in agsagidaki gibi bir kosul tanimliyor.
Tanimm 6.1:

X bir Banach uzay1 ve T bu uzayda bir E altkiimesi iizerinde bir operator olsun.
O halde her x,y € E i¢in T’nin sagladigi (C) kosulu; %IIx—TxII < |lx—yll ile

ITx — Ty|l < |lx — y|| anlamina gelir (Suzuki, 2008b).

Suzuki c¢alismasinda (C) kosulunun genislemeyenlikten daha zayif ve yari
genislemeden daha giiclii oldugunu kanitlamistir ve ayrica Banach uzaylarinda bu tiir
operatdrler i¢in bazi sabit nokta teoremleri ve yakinsama teoremleri sunmustur.

Garcia-Falset ve ark. (C) kosulunun genellestirilmesini asagidaki gibi ifade
etmistir.

Tanim 6.2:

Her x,y € EveAd € (0,1)i¢in T: E — X operatortine A||x — Tx|| < ||x — y|| i¢in
(Cy) kosulunu saglar denir ve A||x — Tx|| < |lx — y|| esitsizligi [|Tx — Tyl < [|x — ||
anlamina gelir (Kaewcharoen ve ark., 2011). Burada 0 < A; < A, < 1 iken (Cy,) kosulu
(Cy,) kosulunu sagladigma dikkat edilmelidir. Tersi dogru degildir.

Onceki boliimlerde ifade etmis oldugumuz Hausdorff uzakligini Kaewcharoen ve
arkadaglar1 tanimlarken O6zellikle Banach uzayr vurgusu yapmislardir. Bu tanimlama
metrigin tamlik sartindan dolay1 6nceki tanimla ters diismemekte bilakis ortiigmektedir.
Simdi Kaewcharoen ve arkadaslarinin ¢aligmalarinin 6n boliimiinde vermis olduklar
tanim ve teoremlerden bahsedelim.

X, Banach uzay ve E, X uzayinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. E’nin biitiin alt
kiimelerinin ailesi, yani 25’yi bos olmayan biitiin kapal: alt kiimeleri P(E) gosterimi ile,
bos olmayan kapali ve smirh alt kiimeleri P,r(E) ile, bos olmayan kompakt alt
kiimelerini ailesi Py (E) ile ve bos olamayan kompakt ve konveks alt kiimeleri Py.(E)

ile gosterecegiz. Hausdorff mesafesi de h(.,.) ile gosterilmistir. Yani;
h(A,B) = max{sup d(a, B),sup d(b,A)} , A,B € Ppr(X) oldugunu ifade etmistik.
a€eA bEB

Burada d(a,A) = inf{d(a,b): a € X} ifadesini de bir noktanin bir kiimeye olan
beA

uzakligi olarak tanimlamistik.
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Bir kiime degerli T — P,;(X) operatoriine her x,y € E igin h(Tx,Ty) <
llx — y|| ise genislemeyen (noneexpansive) daralma operatorii denir. Eger x € E ve
y € Fix(T) i¢cin h(Tx,Ty) < ||lx —y|| oluyorsa Tye yari genisleyen (quasino
expansive) daralma operatér denir. Burada Fix(T) ={x€E:x€Tx} ile T
operatoriniin biitiin sabit noktalarinin kiimesi kastedilmektedir (Shiau ve Tan,
1975).

Tanim 6.3:

Her x,y € E ve 1€ (0,1) i¢in T - Ppp(X) kiime degerli operatoriine
Ad(x,Tx) < ||lx — y|| i¢in (C;) kosulunu saglar denir. Burada Ad(x,Tx) < ||x — yl|
esitsizligi h(Tx, Ty) < ||x — y|| anlamina gelmektedir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

Tek degerli operatorler i¢in (C3,) kosulunun (C;,) kosulunu sagladigi agiktir.
Asagidaki sonuglar (C;) kosulunun genislemeyen operatorlerden daha zayif ve
yarigenisleyen operatorlerden daha giiclii oldugunu gostermektedir.

Onerme 6.1:

X Banach uzay1 bostan farkli olsun ve E, X’in bir alt kiimesi olsun. T: E = P, (X)
olmak tizere;

)] Eger 7T'genislemeyen operator ise (C;) kosulunu saglar.

i) Eger T, (C;) kosulunu saglyor ve Fix(T) # @ oluyorsa o halde

yarigenisleyen bir operatordiir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

)] Asikardir.
ii) y € Fix(T) ve x € E olsun. Ad(y,Ty) =0 < ||y — x|]| oldugundan
h(Ty, Tx) < |ly —x||.m

Ornek 6.1:

Bir T[0,3] = P,([0,3]) operatorii

{0}, x #3

Tx = {E 1] x=3 ile tanimlasin. 7’nin (C%) kosulunu sagladigini ama genislemeyen
bir operatér olmadigimi gosterelim. Eger x <y ve (x,y) € ([0,3] x[0,3])\
(2,3) x {3}) ise 0 halde h(Tx,Ty) < ||x — y||. Eger x € (2,3) ve y = 3 ise 0 halde
~d(,Tx) =>>1>|lx—yll ve 2d(»,Ty)=1>|lx—yl. Buradan T’nin (C2)

kosulunu sagladig goriilmektedir. Bununla birlikte x = 2.9 ve y = 3i¢in |[|[x — y|| = 0.1
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ve h(Tx,Ty) = 1 olur. Dolayisiyla T genislemeyen operator degildir (Kaewcharoen ve
ark., 2011).
Ornek 6.2:

Bir T[0,3] — P, ([0,3]) operatorii

{0}, x #3

Tx = {E ’2]’ ‘=3 ile tanimlasimn. Fix(T) = {0} ve T’nin yarigenisleyen
operator oldugu agiktir. Bununla birlikte A € (0,1) igin Ad(3,T3) =A< 1 =3 - 2|
ve h(T3,T2) =2>1=|3—2||]. Buradan T’nin (C;) kosullu operator olmadigi
anlasilir (Kaewcharoen ve ark., 2011).
Lemma 6.1:

{x,} ve {y,} bir X Banach uzaymda sinirl iki dizi olsunlar. Ayrica [0,1]
araliginda bir {1,,} dizisi 0 < lim inf, 4, < lim sup,4, < 1 ile verilsin. Varsayalim ki

Her ne€N igin xn4; = (1 —2)%, + A3y, Ve rlll—{?o sup ([lyne1r = yull = %41 —

X, |) < 0 olsun. O halde lim,,||x,, — y,.|| = 0 olur (Suzuki T., 2005).
Lemma 6.2:

(E, d) bir tam metrik uzay ve A, B € P,(X) olmak tizere her a € A ve € > 0 igin
bir b € B vardir. Oyle ki; d(a, b) < h(4, B) + ¢ dir (Kaewcharoen ve ark., 2011). (Bkz.
Lemma 4.4.1).

Tanim 6.4:

X bir Banach uzay1 ve E kiimesi X uzayinin bos olmayan konveks bir alt kiimesi
ve T: E = Pyr(E) ye bir operatdr olarak alinsin. 4 € (0,1) ve y,, € (0, o) olsun dyle ki;
lim,y, = 0 olacak sekilde bir
Xo € E ve y, € Tx, segelim.

x1 = (1 —Dxy + Ay,
olsun. Lemma 6.2°den
ly1 — yoll < h(Tx1, Txo) + v
olacak sekilde bir y; € Tx; vardir. Benzer sekilde
X, = (1 —Dxy + Ayq
yazalim. Bu sekilde tlimevarimsal olarak
Xn1 = (1= Dxn + Ayy 1)
elde edilir. Oyle ki y, e Tx,, olacak sekilde
Iyne1 = Yull £ A(Txn40, Txn) + ¥ )
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yazilabilir.

(1)’de ifade edilen {x,, } dizisi Mann iterasyonu olarak bilinmektedir (Song, ve ark.
2009).

Lemma 6.3:

E bir X Banach uzayinin bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve T: E = Py (E)
ye kiime degerli operatorii A € (0,1) igin (C;) kosulunu saglasin. Eger {x,,} (1)’de ifade
edilen bir dizi ise 1113)10 d(xy,, Tx,) = 0 (Kaewcharoen ve ark., 2011).
ispat:

Y€ Tx, oldugundan her n i¢in Ad(xy, Tx,) < Alx, — Yull = llxn — Xp44l
yazabiliriz. T’nin tanimindan h(Txy, TXpy1) < 1%, — Xpy1ll  yazabiliriz. (2)’den
1Yn+1 = Pl < A(Txn, TXp41) + Vn < [lXnsq = Xnll + v
Dolayisiyla asagidaki ifade saglanir;

lim sup ([[yn+1 = Ynll = lIxnss — %) < lim supy, =0

Lemma6.1°’den lim ||x,, — y,,|| = 0 elde edilir.
n—->oo

O halde y,, € Tx,, ve 0 < lim,d(x,, Tx,) < lim,||x, — y,|| = 0. Ispat tamamdir. m
Siradaki metot ve sonucglar asimptotik merkezlerle ilgilidir. E, X uzaymin bos

olmayan, kapali ve sinirlt bir alt kiimesi ve ayrica X uzayinda bir {x,,} sirli bir dizisi

mevcut olsun. r(E,{x,}) ve A(E, {x,}) ile {x,}’nin E’deki, sirasiyla asimptotik

yarigapini ve asimptotik merkezini ifade edecegiz. Soyle ki;
r(E, {x,}) = inf{lim supllx, — x||:x € E}
n—>00

A(E, () = {x € E: lim supllx, = x| = 7(E, (o)}

Eger E kiimesi zayif kompakt ve konveks ise A(E,{x,})’nin de Oyle oldugu
bilinmektedir (Goebel, 1975).

{x,} ve E yukaridaki gibi tanimlanmis olsunlar. Bu durumda {x,}’e¢ E’ye
bagil(goreceli) ilgilidir denir. Eger A(E,{x,}) = A(E, {xni}) olacak sekilde {x,} nin
biitiin {x,, } alt dizileri i¢in r(E, {x,}) = r(E,{xy,}) oluyorsa {x,}e E’ye asimptotik
olarak degismeyen ilgilidir denir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

Lemma 6.4:

{x,} ve E yukaridaki gibi tanimlanmis olsunlar.



46

I. {x,} nin E’ye bagil ilgili olan bir alt dizisi her zaman vardir (Dozo, 1973 ve
Goebel, 1975).

ii. Eger E ayrilabilir bir kiime ise {x,} E’ye asimptotik olarak degismeyen ilgili bir
alt diziye sahiptir (Kirk ve ark., 1986).

Simdi de Banach uzayinin bir ultra kuvvet formiilasyonunu hazirlayalim. U, N dogal

sayilar kiimesi iizerinde nonetrival (¢6ziimii basit olmayan) ultra filtre olsun. Bir Banach

uzaymin (X)q ultra kuvvetinin cek = {{xn} € Lo(X):limllx, |l = 0} ile olusan I, (X) =

{{xn}: x,€X her n € N ve ||[{x,}|| = sup|lx,|| < 00} nin bir boliim uzayr oldugunu
n

hatirlayalim (Sims, 1982; Aksoy ve ark., 1990).

X = (X)q/mun boliim normu ||{x,}y |l = lilrlnllxnll ile verilen bir Banach uzay1

oldugu kanitlanabilir, 6yle ki buradaki {x,}y, {x,} nin denklik sinifidir. Ayn1 zamanda
X X'in x = {x, x, ... }; seklindeki kanonik gémme ile olusan bir alt uzayma izometrik
oldugu da aciktir. E, X uzaymnin bos olmayan bir alt kiimesi iken E ve X’in sirastyla X deki
goriintiilerini E ve X notasyonlari ile ifade edecegiz. Oyle ki;

E={x € X:3{x,}; ¥ ={x,Jy ve hern € Niginx, € E }dir.

Bu safhada x = {x,x, ...}y ve E = {x € X:x € E}ileifade edilebilir.

Eger T: E - P, (X) kiime degerli bir operatdr ise, biz ona karsilik gelebilecek bir T: E —
Pyr ()? ) operatorii tanimlayacagiz. Oyle ki;

T(x) ={i € X:3{u,} 6yle ki il = {u,}y ve hern € Niginu, € Tx, } olur.
Burada ¥ = {x,}¢ € E’dir.

T operatdriiniin iyi tammlandigini gostermek icin T’nin Hausdorff mesafesine
gore diizgiin siirekli oldugunu varsayalim. Aslinda ¥ = {x,,}, , ¥ = {y,}u € £ 6yle ki
X =y dir. Hern € N ve u, € Tx, iken herhangi bir {u,,} dizisi i¢in, hern € N ve
v, € Ty, olacak sekilde bir {v,} dizisi vardir ve |lu, — v, || < h(Tx,, Ty,) +%
yazilabilir (Kaewcharoen ve ark., 2011).

T’nin diizgiin siirekliliginden dolay1 limy||u, — v,|| = 0 olur. Buda Tx < Ty
oldugunu gosterir. {u,} ve {v,}’ nin degis tokusu ile Ty S TX oldugunu da
gosterebiliriz. Bdylece T nin iyi tanimli oldugu anlasilmaktadir (Kaewcharoen ve ark.,

2011).
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Onerme 6.2: E kiimesi bir X Banach uzaymim bos olmayan alt kiimesi ve T:E —
Py (X) operatorii diizgiin stirekli olsun;

i. Eger T konveks-degerli ise T de konveks-degerlidir,

ii. Eger T kompakt-degerli ise T de kompakt-degerlidir ve her x € E igin
Tx = Tx,

iii. Eger T'genisleme olmayan ise T de genisleme olmayandir,

iv. Eger ¥ ={x,Jy ve ¥y ={nJu€E ise o halde h(T%,Ty)=
limyh(Tx,, Ty,) (Wisnicki ve ark., 2007).

6.1. Baz1 Sonugclar:

Lemma 6.1.1:

E kiimesi bir X Banach uzayinin bos olmayan alt kiimesi ve T: E = P, (X) kiime
degerli ve diizgiin stirekli operatdrii baz1 A € (0,1) icin (C,) kosulunu saglasin. O halde
her k € (A, 1) igin T:E — Pyr(X) operatorii (C;) kosulunu sagladigi anlagilmaktadir
(Kaewcharoen ve ark., 2011).

Ispat:

Diyelim ki bazi k € (A,1) igin T operatdrii, (C;) kosulunu saglamryor olsun. O
halde £ de bazi ¥ = {x,}y Ve ¥ = {y,}y vardir 6yle ki kd(X,TX) <|¥ —y| ve
R(Tx, Ty) = 1x =7 1.
e=h(Tx,T9)-IIx =9 I>0 olsun. Ad(Z,Tx)<|I¥ —FI  oldugundan
Ad(X,TX) + 6 < ||x¥ — ¥ || olacak sekilde bir § € (0, €) segebiliriz.

A={n e N:|R(T%,T7) - h(Tx, Ty)| <%}
B={neN|IZ =5l - llxa —yall | <3}
¢ ={n € N:I2d®@ T%) — Ad(x,, T2l <5}

Buradann € AN B N C i¢in

n = yll > 11F = 711 -3

> 2d(%,TZ) + 6 -2

s

> 2d (X, Txn) =5+ 8 =

= Ad(x,, Tx,)
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ve
W(Txn, Ty,) >k (T%,Ty) -~
>|IF -yl +e—

£ )
> ”xn_yn”'i'e_z_z

= llxn = yall
Bu durum T’nin (C,) kosulunu saglamast ile gelisir.m
Teorem 6.1.1 (Lim):

X Banach uzay1 diizgiin konveks ve E, X uzayimnin kapali, konveks, sinirli ve bos
olmayan bir alt kiimesi olarak alinsin. T: E = P, (X) genisleme olmayan bir operator
olsun. O halde T’nin bir sabit noktasi vardir (Lim, 1974).

Hatirlayalim ki her € € (0,2] , § > 0 ve her x,y € X i¢in bir X Banach uzayma

diizgiin konveks denir 6yle ki |[x]| <1 ve ||ly|| <1, ||x — y|| = € sartlan %llx +yll =

1 — 6 oldugu anlamina gelir. Her x € X noktasinin E'de benzersiz bir en yakin noktasi
varsa, X Banach uzayinin bir E alt kiimesinin benzersiz sekilde yakin oldugu sdylenir.
Diizgiin konveks bir Banach uzayinin bos olmayan her kapali konveks alt kiimesinin
benzersiz sekilde yakin oldugu bilinmektedir. Asagidaki teorem Lim’in teoreminin bir
genislemesidir (Kaewcharoen ve ark., 2011).
Teorem 6.1.2:

E, diizgiin konveks bir X Banach uzaymin bostan farkli sinirli, kapali, konveks
bir alt kiimesi olsun ve T:E — P, (X) diizgiin yakinsak ve bazi A € (0,1) icin (C,)
kosulunu gergekleyen kiime degerli bir operator olarak alalim. Su halde T operatoriiniin sabit bir
noktas1 vardir (Kaewcharoen ve ark., 2011).
ispat:

(1)’deki gibi tanimlanmig olan bir {x,} dizisi alahm. Lemma 6.3’ten

lim d(x,, Tx,) = 0 dir. k € (4,1) olsun. Lemma 6.1.1°den T, (C},) kosulunu saglar.
n—oo

X = {x,}y olsun. O halde ¥ € T¥ veherj € E igin
kd(%,Tx) =0 < [|x -7 ©)
X diizgiin konveks oldugundan ultra kuvvet X de diizgiin konvekstir ve ¥, x € E
olacak sekilde benzersiz en yakin bir noktaya sahiptir. Buradan T kompakt degerlidir.

T % = Tx ve bir it € Tx vardir dyle ki
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1% —ull = d(& T%) (4)
T, (C,) kosulunu sagladigindan (4)’den
R(T%,Tx) < ||I% — x| (5)
esitsizligini elde ederiz. (4) ve (5)ten ||X¥ —u|l <||X —x|| olur ve burada x’in
benzersizliginden dolayr ©t = x olur. Béylecex =u € Tx. m
Tanim 6.1.2:
Bir x € X’e zayif yakin herhangi bir {x,,} dizi ile verilen bir X Banach uzayinda

her yeX ve y#x icin  lim supl|x, — x|| < lim sup||x, — y|| esitsizligi
n—-oo n—-oo

saglantyorsa X’e Opial 6zelliklere sahiptir denir (Dozo, 1973).
Tanim 6.1.3:

X, Opial kosullarini saglayan bir Banach uzay1 olsun. Eger E, X’in bos olmayan,
zayif kompakt ve konveks bir alt kiimesi olsun. T: E — P, (E)) kompakt-degerli genisleme
olmayan (noneexpansive)

ITx = Tyll < [lx =yl
esitsizligi ile ifade edilen T operatoriine Opial kosullu operator denir.
Teorem 6.1.3 (Dozo Teoremi):

X, bir Banach uzay1 olsun. Eger E, X’in bostan farkli, konveks ve zayif kompakt
bir alt kiimesi ve T: E — P, (E) Opial kosullu bir operatérse T operatoriiniin sabit bir
noktas1 mevcuttur (Dozo, 1973).

Asagidaki sonu¢ Dozo teoreminin bir genislemesidir.
Teorem 6.1.4:

X, Opial 6zelliklere sahip bir Banach uzayi ve E, X kiimesinin bos olmayan zayif
kompakt konveks bir alt kiimesi ve T: E — P;, (E) diizgiin siirekli kiime degerli operatorii
bazi A € (0,1) i¢in (C;) kosulunu sagliyor olsun. O halde T’nin sabit bir noktast vardir
(Kaewcharoen ve ark., 2011).

Ispat:

Teorem 6.1.2°nin ispatindaki gibi (1) ile tanimlanan bir {x,} dizisi alalim.
Gerekirse bir alt dizi baypas edilerek {x,,} 'nin E'ye gore diizenli oldugu ve E'deki bir x
noktasina zayif bir sekilde yakinsadigi varsayilabilir. E opial ozelliklere sahip
oldugundan %, E’de ¥ = {x,,};,’ya en yakin olan benzersiz bir noktadir. Bundan sonraki

ispatin devami teorem 6.1.1.’deki gibidir. m
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Simdi de Kirk ve Masa’nin teoremini (C;) kosulunu saglayan operatorlere
genisletelim. Once bunun i¢in asagidaki lemmayi verelim.
Lemma 6.1.2:

X bir Banach uzayi ve E kiimesi X’in bostan farkli, sinirl1, kapali ve konveks bir
alt kiimesi olsun. T: E — P, (E) diizgiin siirekli kiime degerli operatorii bazi A € (0,1)
icin (C;) kosulunu saghyor olsun. Ayrica bir E’de lim,d(x,, Tx,) = 0 olacak sekilde
bir {x,,} dizisi alalim. O halde her x € A := A(E,{z,}) ve Tx N A # @ olacak sekilde
{x,} nin bir {z,,} alt dizisi vardir (Kaewcharoen ve ark., 2011).
ispat:

Lemma 5.4’ten {x,,} nin E’ye bagil ilgili bir {z,} alt dizisi vardir. Ayrica
A:=A(E,{z,})vex € Aolsun. Z € TZ i¢in Z = {z,}y iken lim,d(z,,Tz,) = 0 olur.

uweEAe ||z —ull =dE,E) (6)
olduguna dikkat edelim. Tx kompakt oldugundan T % = Tx ve bir z € T x vardir. Oyle ki
Iz —z|| = d(Z,Tx). (7)
Her k € (4,1) icin T, (C;) kosulunu sagladigindan kd(Z,TZ) =0< ||z — x| ve
buradan da
Tz, Tx) < Iz — %I (8)
elde edilir. (6), (7) ve (8)’den

lZ —z|| < |1Z — || = d(Z,E) olur. Buda z € A anlamina gelir.

Boylece z € Tx N A ve ispat tamamdir.m
Teorem 6.1.5:

X Banach uzay1 E kiimesi X’in bostan farkli, sinirli, kapali ve konveks bir alt
kiimesi olsun. E’deki her dizinin asimptotik merkezinin bostan farkli ve kompakt
oldugunu varsayalim. Eger T: E — Py.(E) diizgiin siirekli kiime degerli operatorii bazi
A€ (0,1) icin (C;) kosulunu gercekliyorsa T operatoriiniin sabit bir noktasi vardir
(Kaewcharoen ve ark., 2011).

Ispat:

(1)’deki gibi bir {x,} dizisi alalim. Lemma 6.3’ten lim,d(x,, Tx,) = 0 elde
ederiz. Lemma 6.1.2’den x € A := A(E,{z,}) ve Tx N A # @ olacak sekilde {x,,} nin
bir {z,,} alt dizisi vardir. Varsayimimiza gore A bostan farkli ve kompakttir. Simdi de her

x € A igin Fx := Tx N A ile bir F: A —» P.(A) operatorii tanimlayalim. O halde F st
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yar1 stireklidir. Esasinda A kompakt oldugundan v € A ve {u,} c A alirsak, oyle ki

lim u,, = uve v, € Fu, oyle ki lim u,, = u olur. T’nin siirekliliginden n — oo iken
n—->0oo

n—>0oo

d(v,Tu) < d(v,Tu,) + h(Tu,, Tu) — 0 olur. Buradan v € Tu olur. Béylece v € Tu N
A = Fu olur. Bohnenblust-Karlin sabit nokta teoreminden F ve dolayisiyla T, A’da bir
sabit noktaya sahiptir.m

Son olarak, ana teoremlerimizde T'nin siirekliliginin gerekli oldugunu bir drnekle
gosterelim.
Ornek 6.1.1: (Kaewcharoen ve ark., 2011)

X =RveE =[-1/4,1]. E’de bir T operatorii

1, x=0
T(x) =4 —(1/3)x, x €[—1/4,0) U (0, 3/4]
1—x 5 X € [3/4'1]

seklinde tanimlansin.

ITG) =TI < llx = yll veya 3/, min{llx — Tl ly = T} > llx — vl

O halde €€ (0,7) alirsak [IT(x) =TIl < llx—yll veya (3/,+e)min{llx -
TCOIL Ny =TI} > llx — yll olur. Bu da T’nin her € € (O,%) icin (C3/4+£) sartini

sagladigii gosterir. Bununla birlikte T siirekli degildir ve dolayistyla bir sabit noktaya

sahip degildir (Garcia — Falset ve ark., 2011).






7. YENI BiR TiP KUME DEGERLI DARALMA OPERATORU

Bu boliimde, Kikkawa — Suzuki tipi benzer yeni bir tiir kiime degerli operator
tanitilacak ve buna bagli olarak sabit nokta ile ilgili bazi temel problemler ifade
edilecektir. Elde edilen sonuglarin Ciric (1972) veya Nadler (1969) tarafindan verilen
klasik sonuglarin yanmi sira Kikkawa — Suzuki (2008), Mot ve Perusel (2009)’in
teoremlerini genellestirip, tamamlayip ve genislettigini gosterecegiz. Bununla birlikte
dinamik programlamada ortaya ¢ikan belirli fonksiyonel denklemlere uygulamalar da ele
alinmustir.

Tanmim 7.1:

(X,d) bir metrik uzay ve T: X — P,r(X) bir kiime degerli operator olsun. Her x €
X, y € Tx Ve {x,}nso dizi igin agsagidaki kosullar saglanirsa T’ye zayif kiime degerli
Picard operatorii (ZPO) denir.

. Xg=X, X1 =Y,

. Xp41 € Txy, hern >0,

iii. {x,}ns0o dizisi T’nin bir sabit noktasina yakinsaktir.
Ayrica bir {x,},s0 dizisi a) ve b) sartlarin1 sagliyorsa bu diziye T’nin x, noktasindan
baglayan ardisik yaklasma dizisi veya Picard iterasyonu ad1 verilir (Rus ve ark., 2003)
Tamm 7.2 (Kikkawa — Suzuki):

n:[0,1) - (1/2,1] fonksiyonu n(a) = ?la ile tanimlansin. (X,d) uzay1 tam
metrik uzay , Y€ X ve T:Y - Ppr(X) alinsin. Eger a € [0,1) iken x,y €Y igin
n(a)h*(x,Tx) < d(x,y) ifadesi h(Tx, Ty) < ad(x,y) ifadesini sagliyorsa T’ye bir KS-
kiime degerli operator denir (Kikkawa ve ark., 2008).

Asagidaki sonu¢ Nadler teoreminin bir genellemesidir.
Teorem 7.1:

n:[0,1) - (1/2,1] fonksiyonun(a) = ﬁ ile tamimlansin. (X,d) bir tam metrik
uzay ve T:X — Py (X) bir KS- kiime degerli operatér olsun. O halde z € Tz olacak
sekilde bir z € X vardir denir (Kikkawa ve ark., 2008).
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Tamm 7.3:
X bir tam metrik uzay ve T: X — P,r(X) olsun. Egerr € [0,1), s=>rvex,y €
Xigin h*(y, Tx) < sd(y, x) ifadesi h(Tx, Ty) < rMr(x,y) saghyorsa T’ye, (s,r) - kiime

degerli daralma operatérii denir. Oyle ki;

Mz (x,y) = max {d(x, ), h*(x, Tx), k* (7, T), h*(x, Ty) + h*(y, Tx)}

2
dir (Popescu, 2013).

Bu boliimde amacimiz (s,r) — kiime degerli daralma operatérleri i¢in bazi temel
problemler sunmaktir. Sonuglarimiz Ciric (1972), Kikkiwa ve ark. (2008a), Kikkiwa ve
ark. (2008b), Mot ve ark. (2009), Nadler (1969), Reich (1972), Rus (1975), Rus (2001)
ve Patrusel (2001) tarafindan kanitlanan bazi sonuglar1 genisletir, tamamlar ve geneller.

Asagidaki sonug Nadler (1969) ve Ciric (1972) teoremlerinin bir genellemesidir.
Teorem 7.2:

(X,d) bir tam metrik uzay T:X — P,r(X) s > r igin bir (s,r) — kiime degerli
daralma operatorii olsun. O hale T bir kiime degerli zayif Picard (ZPO) operatordiir
(Popescu, 2013).

Ispat:

r; Oyle bir reel sayisiolsun ki0 <r <r, <sver, <1lolsun.u, € X veu, €

Tu, olsun. Buradan
h*(uy, Tuy) < h(Tuy, Tuy)

S T max {d (ull uz)‘ h* (ul: Tu.l), h* (uz’ Tuz), h*(u1.Tuz)+0}

2

ve dolayisiyla

olur.

S T max {d(u1' uz), h* (uz, Tuz)’ d(ul;u2)+: (uZ,TUZ)}

Boylece r < 1 igin h*(uy, Tu,) < r d(uq,uy) olur. Ardindan d(uy, uz) < rid(uq, uy)
olacak sekilde bir wu3 € Tu, alalim. Bodylece her n € N ve u,,, € Tu, igin

d(Upy1, Unsz) < 11d(Uyp, Upyq) seklinde X de bir {u,, } dizisi olusturabiliriz. Buradan

oo (0]
> At tuni2) < ) () < 00
n=1 n=1

esitsizligini yazabiliriz. Boylelikle {u,} Cauchy dizisi elde etmis oluruz. X in

tamligindan, lim u, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Simdi her k € N i¢in
n—-oo
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h*(z, Tun) < s d(2,Ungry) olacak sekilde {u,} nin bir {u,q} alt dizisi oldugunu
gosterecegiz.

Tersini iddia ederek her n > N igin h*(z,Tu,) > s d(z,u,) olacak sekilde bir
pozitif N sayist alalim. Bu da her n > N i¢in d(z,u,41) > s d(z,u,) anlamina gelir.
Tiimevarimdan hern > N ve p > 1 i¢in

d(z, un+p) > sP d(z,u,) 1)
elde ederiz. Buradan hern > N ve p = 1 i¢in
d(UnspsUn) < AU, Uns1) + Ui, Unsz) + - + d(Unspo1, Unsp)

olurve d(unsp tn) < d@Up tns)(A 47 +132 + 41 P71) = rl d(un, Uns1)

elde ederiz. Burada her n > 1 igin limit p - oo alarak d(z,u,) < 1_—T1 d(Up, Upsq)
yazabiliriz. Ardindanhern > 1vep > 1 igin

d(z un+p) < d(un+p:un+p+1) < d(un:unﬂ) 2)
elde ederiz. Hern > 1vep > 1 i¢in (1) ve (2) den d(z,u,) < % d(uy, uy,,) elde
ederiz. Her n = N i¢in limit p — oo alirsak d(z,u,) = 0 elde ederiz. Bu durum (1) ile
celisir. Oyleyse her k € N igin h*(z, Tun(k)) < 5 d(z, up()) olacak sekilde {u,} nin bir
{un(k)} alt dizisi vardir.

hipotez geregi
h* (TZ, Tun(k))

* * d ’ n h’* n ’
< rmax {d(Z, un(k)), h (z, Tz)’ h (un(k): Tun(k)) (Z Tu (k))-; (u k) Tz)}

olur. Buradan R*(uy(x)+1,T2)

d(z'un(k)+1)+d(un(k)'TZ)}
2

< rmax {d (2, un@), h* (2, T2), d(Unge) Un(iy+1)

olur. k » oo alirsak h*(z,Tz) < r max {h*(z Tz), w} olur ve h*(z,Tz) = 0 elde

ederiz. O halde Tz € P,;(X) oldugundan z € Tz olur.m
Uyan 7.1:
Eger h*(y,Tx) < sd(y,x) ise h*(x,Tx) —d(y,x) < sd(y,x) elde ederiz.

Buradan fgh*(x, Tx) < d(x,y) olur. Eger %Hh*(x, Tx) < d(x,y) ise buradan
h*(y,Tx) — d(x,y) < (1 +r)d(y,x) olur. O halde h*(y,Tx) < (2 + r)d(y, x) olur.
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Ornek 7.1:
X =1{1,2,3} ve d, X iizerinde bir oklidyen metrik olsun. T: X — Py (X) bir
operator Oyle ki T1 = T2 = {1,2} ve T3 = {3} olsun. O halde
a) r=0,3ves =0,4i¢in T bir (s,r) — kiime degerli operatordiir.
b) Her x € X T’nin bir sabit noktasidir.
¢) T bir KS — kiime degerli operator degildir (Popescu, 2013). Gosterelim.
Soyle ki;
a) h(T1,T2) = h(T1,T1) = h(T2,T2) = h(T3,T3) =0 ve
h*(3,T1) =1>sd(3,1) =08 ve h*(1,T3)=2>sd(1,3)=0.8 olur. Ayrica
h*(2,T3) =1 > sd(2,3) = 0,4 olur. (Popescu, 2013).
b) Asikardir.
c) ﬁ?h*(l,Tl) =0<4d(1,3) ve h"(T1,T3) = 2 > rd(1,3) = 2r buradan T bir
KS — kiime degerli operatér olmadigi anlasilmaktadir.
Teorem 7.3:
X bir tam metrik uzay ve T: X — Ppr(X) olsun. r,s € [0,1) ve r < s oldugunu

varsayalim. Oyle ki

1 1
—h*"(x,Tx) < d(x,y) < :h*(x, Tx)

1+r
esitsizligi h(Tx, Ty) < rMz(x,y) esitsizligini saglar. Burada
i} . h*(x,Ty) + h*(y, Tx)
M (x,y) = max {d(x, y),h*(x,Tx),h*(y, Ty), >

dir. O halde T bir ZPO’dur (Popescu, 2013).
ispat:

r;, 0 <r < r; < solacak sekilde bir reel say1 olsun. u; € X ve u, € Tu, olsun

1-r

oyle ki d(uq,uy) < —=h*(uy, Tuy ) dir. Buradan

1-s

1 1
1—+rh*(u1,Tu1) < h"(uy, Tug ) < d(uy,up) < mh*(up'ﬁh)

ve hipotez geregi:

h*(uz, Tuz ) < h(Tuy, Tuy)

< rmax {d (ug, up), h* (ug, Tuy), h* (uy, Tuy), h*(u1,72"u2)+0}

Tuz)’ d(ulluz) +h*(u2lTu2)}

dolayisiyla h*(u,, Tu, ) < rmax {d(ul,uz), h*(u,, >
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olur. Boylece r < 1 olarak h*(u,, Tu,) < rd(u,,u,) elde ederiz. Sonra bir u; € Tu,

1-r

vardir Oyle ki d(u,, us3) < ryd(uq,uy) ve d(uy, us) < 1_51 h*(uy, Tu, ) olur. Boylece
X’e bir {u,,} dizisi insa edebiliriz dyle ki U, 41 € Ty, h*(Upyq1, TU,) < rd(Uy, Upsq),

d(Ups1, Unsz) < 1d(Uy, Upyq) Olur ve hern € N igin

1—7"1 *

d(Un+1) Un+2) < (Un+1, Tlns2 ) olur. Oyleyse

1-s

D At tunin) < ) Ny up) < o
n=1 n=1
elde ederiz. Bu yiizden {u,} i bir Cauchy dizisi olarak elde ederiz. X’in tamligindan

dolay1 bir z € X vardir 6yle ki lim u,, =z dir.
n—oo

d(un+prun) < d(Up, Uns1) + dUpy1, Unysz) + d(Unip-1) Unsp)

Oldugundan hern > N ve p > 1 i¢in

_ 1—-rP
d(Unip Un) < dUp )1+ +72 + 417 = T _; d(Up, Uns1)

elde ederiz. p - o alarak hern > 1 i¢in d(z,u,) < ih*(un,Tun ) elde ederiz.
Simdi de her n > N olacak sekilde bir pozitif N dogal sayisi var oldugunu varsayalim
oyleki d(z,u,) < ﬁh*(un, Tu, ) olsun. O halde
At Uns1) < A2 n) + A2, Uner) < == [A* Qi Tty ) + 1" s, Tt )]

< = [ G, T ) + 7ty 1))

olur. Bu da d(up, upy1) < h*(u,, Tu, ) esitsizliginin imkansiz oldugunu gosterir.

Boylece {u,} nin bir {u,q} alt dizisi meveuttur yle ki her k > N igin d(z, tngy) =
T;h*(un(k), TUn k) ) saglanir. Her n > 1 icin d(z,u,) < %_Sh*(un,Tun) oldugundan

hipotez geregi h*(Tz, Ty () ) < M (2, uy ) elde ederiz. Bu da

h* (Z,Tun(k) ) +h" (un(k),Tz)}

h* (un(k)+1, Tz ) < rmax {d(Z, un(k)), h (Z, TZ), h* (un(k), Tun(k)), >

ifadesini saglar. Boylece

d(z,un(k)+1)+h* (un(k),Tz)}

h* (un(k)+1, Tz ) < rmax {d(z, un(k)), h*(z,Tz), d(un(k), un(k)H), ”

h*(z,Tz)
2

olur. k —» oo alirsak h*(z,Tz) < rmax { h*(z,Tz), } olur. Oyleyse h*(z,Tz) = 0

ve dolaysiylaz € Tz olur.m
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Sonug¢ 7.1:
(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X olarak verilsin. Bir r € [0,1) oldugunu

varsayalim dyle ki

1 1
- < <
1 _I_rd(x,Tx) <d(x,y) < 1_rd(x,Tx)

esitsizligi
h*(Tx,Ty) < rMp(x,y)
esitsizligini saglar. Oyle ki

d(x, Ty) + d(y, Tx)}
2

Mz (x,y) = max {d(x, y),d(x,Tx),d(y,Ty),

olur. O halde z € X dir 6yle ki Tz = z dir (Popescu, 2013).
ispat:

Her u, € X i¢in u,yq = Tu, ile tamml bir {u,} dizisinin d(u,1, Ups) <
rd(up, Up4) iliskisini sagladigi gostermek kolaydir. O halde {uw,} bir Cauchy dizisi

olsun ve bazi z € X i¢in lim w,, = z dir. Her n > 1 igin {u,} nin bir {un(k)} alt dizisi
n—-oo

vardir dyle ki d(z, upy)) = ﬁd(un(k),un(k)ﬂ) her k > N igin saglanir. Oyleyse

d(zuy, +d(un k), Tz
d(un(k),Tz)Srmax{d(z,un(k)),d(z,Tz),d(un(k),un(k)+1), ( (k)“)z (tnge )}

olur. k - oo alirsak Tz = z elde ederiz. =



8. HEMEN HEMEN DARALMA OPERATORLERININ SUREKLILiGi VE
SABIT NOKTALARI

Hemen hemen daralmalar, Kannan eslemeleri, Zamfirescu eslemeleri vb. gibi
alisilmis birkag daralma tipini igeren genellestirilmis daralmalar siifim1 olusturur.
Herhangi bir olagan daralma operatorii ayn1 zamanda stireklidir fakat Kannan eslemeleri
sabit noktalar1 haricinde genellikle siirekli degildirler. Bu boliimdeki temel amacimiz hem
tek degerli hem de kiime degerli hemen hemen daralma operatorleri igin siirekliligi
arastirmaktir. Bu boliimdeki ana sonucumuz ise hemen hemen daralma operatorlerinin
sabit noktalarinda siirekli olduklaridir. Bu sonu¢ ayni zamanda Berinde’in 2003 yilindaki
konu ile ilgili makalesinde dile getirmis oldugu agik soruyu da cevaplamaktadir.

Klasik Banach daralma prensibi lineer olmayan analizdeki en kullanigh
sonuglardan biridir. Bir metrik uzaymn tam olarak kurgulamasi asagidaki teoremle verilir.
Teorem 8.1:

(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X operatorii

herx,yeXve0<a<1ligin d(Tx,Ty) < a.d(x,y) 1)
sartin1 saglasin. Oyleyse;
(p1) T operatoriiniin X’de bir tek p sabit noktas1 vardir.

(p2) {xp}n= Picard iterasyonu x,,,; = Tx, n=12,.. her x, € X i¢in @)

p’ye yakinsar.
(p3) Asagidakiler a priori (0ncel bilgi) ve a posteriori (sonsal bilgi) hata tahminleridir.
d(x,x*) < %d(xo,xl) n=201,2,.. (3)
d(x,x*) < ﬁd(xn_l,xn) n=0,12,.. (4)

(p4) Picard iterasyonun yakinsakligi
d(x,,x*) < ad(x,_,,x*) n=012,.. (5)
ile verilir (Berinde ve ark., 2008).
(p1) ve (p2) kosullarini saglayan bir operatdre Picard operatorii denir (Rus, 1996).
(1) esitsizligi tarzindaki operatorlere kaba veya basit daralma operatorii denir. Bundan
dolay1 Teorem 8.1 den de anlasilacagi lizere her basit daralma ayni zamanda bir Picard
operatoriidiir. Teorem 8.1 nonlineer (dogrusal olmayan) denklemlerin ¢6ziimiinde 6nemli

uygulamalara sahiptir. Bu teorem yalnizca bir T operatoriiniin basit sabit noktasinin



60

varligint ve tekligini ifade etmekle kalmiyor, ayn1 zamanda bir sabit noktanin varligini
(2) deki Picard iterasyonu araciligtyla yaklasik olarak hesaplamaktadir. Dahas1 (3)’deki
a priori ve (4)’deki a posteriori hata tahminleri bu iterasyon i¢in gegerlidir. EK olarak
(5)’deki esitsizlik Picard iterasyonun yakinsaklik oraninin basit daralmalar smifi
icerisinde lineer oldugunu gostermektedir. Bu 6nemli 6zelliklere ragmen Teorem 8.1’in
bir 6nemli dezavantaji da (1)’deki daralma kosulunun T operatdriinii tim X {izerinde
stirekli olmaya zorlamasidir. O zaman dogal olarak akla gelen ilk soru T nin siirekliligini
mecbur kilmayan bir daralma kosulunun olup olmadigidir. Kannan 1968’de bu soruya
olumlu bir cevap vermistir. Kannan Teorem 8.1 i¢in siirekli olmaya ihtiyact olmayan bir
genisleme teoremi ispat etmistir. Kannan (1)’deki kosulu 0 < b < 1/ 9 Ve her x,y € X
i¢in
d(Tx,Ty) < b.[d(x,Tx) + d(y,Ty)] (6)
olarak ifade etmistir. Kannan teoreminin ardindan, T iizerinde X'in siirekliligini
gerektirmeyen ¢esitli daralma tipi kosul siniflari i¢in sabit nokta teoremlerini elde etmeye
yonelik birgok makale yayinlanmistir. Bunlardan bazilart Rus (1979), Rus (1996) ve
Taskovic (1986)’in ¢aligmalar1 olarak gosterilebilir. Ayrica bunlardan biri aslinda bir tiir
ikili Kanan sabit nokta teoremi olan Chatterjea’nin 1972°deki calismasi olarak da
gosterilebilir. Bu caligmadaki satlar (6)’daki ile benzerdir: Chatterjea’ nin teoreminde
0<c< 1/2 ve her x,y € X olmak iizere
d(Tx,Ty) < c.[d(x,Ty) +d(y,Tx)] (7)

olarak ifade edilmektedir (Berinde ve ark., 2008).

Daralma sartlarindan sirasiyla (1) ve (6)’nin en az (1) ve (7) kadar birbirinden
bagimsiz olduklar1 Rhoades’in 1977°deki ¢aligmasindan bilinmektedir.

Zamfirescu 1972’de (1), (6) ve (7)’yi1 oldukca beklenmedik bir yolla birlestirerek
cok ilging bir sabit nokta teoremi elde etmistir.
Teorem 8.2: (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X operatorii her x,y € X ve a, b, c reel
sayllarticin0 < a <1ve0 < b,c < 1/ o saglansin. Bu durumda asagidaki kosullar igin;

(z1) d(Tx,Ty) <a.d(x,y)

(z,) d(Tx,Ty) <bld(x,Tx) +d(y,Ty)]

(z3) d(Tx,Ty) <cld(x,Ty) +d(y,Tx)]
T bir Picard operatoriidiir (Zamfirescu, 1972).
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Ciric 1974’de en genel daralma sartlarindan biri olan ve hala bir Picard
operatoriinii saglayan sonucu elde etti. 0 < h < 1 olmak iizere

d(Tx,Ty) < max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (8)
Uyan 8.1:

(8) esitsizligini saglayan bir esleme genellikle yar: daralma olarak isimlendirilir.
Ayrica (1), (6), (7) ve (z,) - (z3) sartlarinin (8)’1 sagladiklar1 da agiktir.

Daralmaya dayali baska birgok sabit nokta teoremi vardir. En genel daralma
tiplerinden biri de zayif daralmalar olarak adlandirilmaktadir. Bu daralma tipi yukarida
bahsettigimiz daralma operatorlerini (yar1 daralmalar hari¢; kismen zayif daralmalar
siifina dahildir) igermektedir.

Tamm 8.1 (hemen hemen daralmalar):
(X,d) bir metrik uzay olsun. § € (0,1) ve baz1 L = 0 i¢in T: X — X bir hemen

hemen daralma operatorii veya (8, L) — daralma olarak adlandirilir. Oyle ki her x,y € X

i¢cin

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(y, Tx) 9)
(Berinde ve ark., 2008).
Uyan 8.2:

Metrik uzakligin simetrisinden dolay1r hemen hemen daralma sart1 (9) dolayli
olarak asagidaki ikiliyi igerir. Her x, y € X i¢in bigimsel olarak d(Tx, Ty) ve d(x,y) nin
sirastyla d(Ty, Tx) ve d(y, x) ile degistirilmesi sonucu

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(x,Ty) (10)
(9)’dan elde edilir.

Sonug olarak, T’nin hemen hemen daralma olusunu kontrol edebilmek i¢in (9) ve
(10)’u kontrol etmek gereklidir.

Acikgast herhangi bir basit daralma § = a ve L = 0 ile (9)’u saglar. Bu vesileyle
T bir hemen hemen daralma operatoriidiir ve tek bir sabit noktaya sahiptir (Berinde ve
ark., 2008).

Berinde’nin 2004°deki ¢aligmasinin ana sonuglari teorem 8.3 (bir varlik teoremi)
ve teorem 8.4 (varlik ve teklik teoremi) asagida verilmistir. Bu teoremlerin ana amaci
teorem 8.1 ve teorem 8.2’yi hemen hemen daralmalarla ilgili literatiirdeki diger birgok
iliskili sonuglara genisletmektir. Teorem 8.2’nin 6ziinde bu teoremler a priori ve a

posteriori hata paymi da igeren sabit noktaya yaklasim onermektedirler.
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Teorem 8.3:
(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir zayif daralma olsun.
1) Fix(T)={x € X:Tx = x} + 0,
2) Herhangi bir x, € X i¢in (2) ile verilen {x,};-, Picard iterasyonu bir x* €
Fix(T)’ye yakinsar,
3) Asagidaki tahminler (9)’daki & sabiti ile saglanir dyle ki;

n
1-6
Ay, x") < == d(noy, 1) n=012,.. (Berinde, 2004)

d(x,,x") < d(xg,x1) n=201.2,..

Uyan 8.3:

1) Unutmayalim ki teorem 8.1 ve teorem 8.2 aslinda sabit noktanin benzersizligini
zorlasa da hemen hemen daralmalar tek bir sabit noktaya ihtiya¢ duyarlar. Hatirlayacak
olursak; {T™x,},—, dizisi her x, € X igin yakinsak ve limiti T nin sabit noktalarina esitse
T: X — X operatoriine zayif Picard operatorii (ZPO) denir (Rus, 1996). Bu nedenle teorem
8.1 genis bir zay1f Picard operatorleri sinifi saglar.

2) Yukarida ifade etmis oldugumuz (9) kosulunun her x € X i¢in Banach yoriinge
durumu olarak adlandirilan  d(Tx, T?x) < ad(x,Tx) kosulunu sagladigimi gdrmek
kolaydir. Sabit nokta teoremleri baglaminda gesitli yazarlar tarafindan incelenen bu
durum icin temel referanslar Berinde’nin 2004 yilinda yapmis oldugu c¢alismada
toplanmistir. Bir hemen hemen daralmanin sabit noktasinin benzersizligini zorlamak
miimkiindiir, bunun i¢in Berinde’nin 2003 ve 2004 yilindaki ¢aligmalar1 incelenebilir. EK
bir daralma uygulayarak sonraki teoremde gosterecegimiz kosul (9)'a oldukga benzerdir
(Berinde ve ark., 2008).

Teorem 8.4:
(X,d) bir metrik uzay ve 6 € (0,1) i¢in T: X — X hemen hemen bir daralma
operatorii ve bazi L, = 0 ve her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < 6.d(x,y) + L,.d(x,Tx) (12)

dir. Su takdirde

1) T operatoriiniin bir tek sabit noktasi vardir yani Fix(T) = {x*}.

2) Her x* € X igin (2) de verilen {x, };= Picard iterasyonu x* noktasina yakinsar.

3) Bir a priori ve a pasteriori hata tahmini

d(x,,x*) < %d(xo,xl) n=0,12,..
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d(xp,x*) < %d(xn_l,xn) n=12,..
ile verilir.
4) Picard iterasyonun yakisaklik yarigap1
d(xp,x*) < 60.d(xp_q1,x") n=12..
ile verilir (Berinde ve ark., 2008).
Uyan 8.4:

Unutmayalim ki metrik uzakligin simetrik olmasindan dolay1 (11) esitsizligi her
X,y € X i¢in asagidaki esitsizligi saglar;

d(Tx,Ty) <6.d(x,y) +L..d(y,Ty) (12)
Dolayisiyla, (9) ve (10) ikili kosullarinin durumuna benzer sekilde, somut uygulamalarda
(11) ve (12) kosullarinin her ikisinin de saglandigi kontrol edilmelidir.

Simdi ise tek degerli hemen hemen daralmalarin siirekliligine deginecegiz.
Asagidaki 6rnek hemen hemen daralmalarin (veya yari daralmalarin da) siirekli olmasi
gerekmedigini gosterir.

Ornek 8.1:

[0,1] dogal normla verilmis bir birim aralik olsun. x € [0,1) ve T1 = 0 igin bir

T:[0,1] — [0,1] operatorii Tx = 2 ile verilsin. O halde;
. 2 .. -
i. T, he [§' 1) icin (5) kosulunu saglar.

i. T,1>8 > gve L = 6 igin (9) kosulunu saglar.

iii. x*= % noktasi T nin tek sabit noktasidir.

iv. T, (11) kosulunu saglamaz.
v. T siirekli degildir.
(Berinde ve ark., 2008).

Rhoades 1988’deki ¢alismasinda kendi benzersiz sabit noktalarinda siirekli olan
fakat X uzaymin tamaminda siirekli olmayan genis bir daralma operatorii sinifi ortaya
koydu.

Berinde’nin 2004 teki ¢alismasinda hemen hemen daralmalar i¢in sormus oldugu
soruya benzer bir soru iiretmek miimkiindiir. Oyle ki; Fix(T) sabit noktalar kiimesi tek
degerli degilse, bir hemen hemen daralma operatorii Fix(T) nin herhangi bir noktasinda

stirekli midir? Olumlu cevap asagidaki teoremle verilebilir.
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Teorem 8.5:

(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir hemen hemen daralma operatorii olsun.
O halde herhangi bir p € Fix(T) igin T operatorii p noktasinda siireklidir (Berinde ve
ark., 2008).
ispat:

T bir hemen hemen daralma operatorii oldugundan bir § € (0,1) ve L > 0 i¢in
(9) kosulunu saglar. Teorem 8.1 den herhangi bir x, € X ve n=0,1,2,... igin {x,}n=o
Picard iterasyonu x,,; = Tx, ile tanmimlanir ve bir p € Fix(T) noktasina yakinsar.
{y)m=o X de p noktasina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Ardindan hemen hemen
daralma kosulu d(Tx, Ty) < 8d(x,y) + Ld(y,Tx) de y =y, ve x := p alarak
d(Tp, Ty,) < 8d(p,y,) + Ld(y,, Tp) n=0,1.2,..
elde ederiz. Burada da Tp = p alabilir ki asagidaki denklik elde edilebilir.

d(Ty,, Tp) < (6 +L).d(p,y,) n=0,12,.. (13)
Simdi de (13) esitsizliginde n - oo alirsak Ty, — Tp elde ederiz. Bu da T nin p de
stirekli oldugunu gosterir. p sabit noktasi Fix(T) de keyfi olarak segilmis oldugundan ispat
tamamlandi. m

6 € (0,1) araliginda bir sabit ve bazi L > 0 igin bir operator her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < 6.d(x,y) + L.min{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)} (14)
kosulunu sagliyorsa bu operatore kaba(kat1) hemen hemen daralma denir (Babu ve ark.,
2008).

Kaba hemen hemen daralma operatérii Babu ve ark. 2008 yilinda yapmis olduklari
calismada Berinde’nin 2004’teki ¢alismasinda sormus oldugu agik soruya cevaben ele
alind1 ve tlizerinde ¢alisildi.

(9) ile verilen hemen hemen daralma kosulu ile (11) ile verilen sabit noktanin
tekligi kosulunun kombinasyonundan meydana gelen bir kosulu olarak (14) kosulu ile
sabit noktanin benzersizligini saglayan bir sabit nokta teoremi elde edilmistir.

Bir kaba hemen hemen daralma operat6riiniin bir hemen hemen daralma operatorii
oldugu aciktir. Yani o (9) kosulunu ve ayn1 zamanda sabit noktanin tekligi anlamina gelen
(11) kosulunu da saglar. Ancak bunun tersi genellikle dogru degildir.

Teorem 8.5 ile kaba hemen hemen daralma operatdrlerinin sinifi i¢in asagidaki

sonucu elde edebiliriz.
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Sonug 8.1:

(X,d) bir metrik uzay ve T:X — X genellestirilmis hemen hemen daralma
operatorii olsun. Bu operator ayni zamanda (14) kosulunu da saglasin ve Fix(T) = {p}
olsun. O halde T operatorii p de siireklidir (Berinde ve ark., 2008).
ispat:

T bir kaba hemen hemen daralma operatorii oldugundan § € (0,1) araliginda bir
sabit ve bazi L = 0 i¢in (1) kosulu saglanir. Babu ve ark. 2008’deki ¢alismalarinda da
ifade etmis olduklar1 teorem 2.9°dan dolay1 T nin tek (benzersiz) bir sabit noktas1 vardir
o da p olsun.

{Vnmeo X de p noktasina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Daha sonra (14) de verilen
kaba hemen hemen daralma kosulunda y := y, ve x := p alarak
d(Tp,Ty,) < 8.d(p, yn)
Elde ederiz. min{d(p,Tp),d(¥Vn, Tyn),d(x,Ty,),d(¥n, Tp)} =0  oldugundan
yukaridaki esitsizlik

d(Ty,, Tp) < 8.d(y,,p), n=0,1,2, ... (15)
esitsizligine denktir. Simdi (15) esitsizliginde n — oo alirsak Ty, — Tp elde ederiz. Bu
da T nin p de siirekli oldugunu gosterir.m

Simdi de kiime degerli durumlarini inceleyelim.

Bir kiime degerli T: X — Pr(X) operatdriine
711_1)‘210 d(x,, p) = 0i¢in Tlll_{glo h(Tx,,Tp) =0
olmasi durumunda bir p noktasinda siireklidir denir (Berinde ve ark., 2004).

T:X — Pr(X) bir kiime degerli operator olsun. Bir x € X elamani i¢in x € Tx
oluyorsa bu eleman T operatériiniin bir sabit noktasi olarak adlandirilir (Berinde ve ark.,
2004). Oyle ki;

Fix(T) = {x € X,x € Tx}.

Asagidaki teorem herhangi bir genellestirilmis kaba hemen hemen daralma
operatdriiniin sabit noktada siirekli oldugunu belirtmektedir.
Teorem 8.5:

(X,d) bir tam metrik uzay, her x,y € X, 0 € (0,1) ve L > 0 i¢in T: X — Pr(X)
bir genellestirilmis kiime degerli (8, L) — hemen hemen daralma operatorii,

h(Tx,Ty) < 6.d(x,y) + L.min{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} (16)
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olmak tizere ve Fix(T) # @ ve herhangi bir p € Fix(T) i¢in T, p noktasinda siireklidir
(Berinde ve ark., 2008).
ispat:

{0 X de p noktasina yakinsayan herhangi bir dizi olsun. Daha sonra (16) da
verilen genellestirilmis kiime degerli hemen hemen daralma kosulunda y =y, ve x =
p alarak

d(Tp,Ty,) <6.d(p,v) + L.d(v,, Tp), n=012,..
olarak elde ettigimiz bu esitsizlik Tp = p alinirsa asagidaki esitsizlige denk olur. Soyle
ki;
d(Ty,,Tp) < (6 +L).d(y,p), n=0,12,.. (17)
elde edilir. Simdi (17) esitsizliginde n — oo alirsak T'y,, = Tp elde ederiz. Buda T nin p

de siirekli oldugunu gosterir. m



9. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde literatiirde mevcut bulunan kiime degerli operatorler icin Nadler’in sabit
nokta teoremi iizerine ifade edilmis olan bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. Kiime
degerli operatorlerin sabit noktalarinin varligini arastirmak i¢in bir kiime degerli daralma
operatorii iizerine konulan cesitli kosullar iizerinde durulmustur. Bunun i¢in farkli
arastirmacilarin  benzer metotlarla ortaya koymus olduklari sonuglar iizerinde
calisilmigtir. Metot ve arag olarak Banach daralma kosulu, Hausdorff metrigi ve Picard
iterasyonu kullanilmistir.

Tek degerli operatdrler i¢in daraltma kosulunu sunan Banach daraltma teoreminin
kiime degerli versiyonu olarak da diisiinebilecegimiz Nadler’in teoreminin farkl
genislemelerinin yapilabilecegi anlagilmistir. Ayrica bu g¢alisma ile kiime degerli
operatorlerin sabit nokta genellemeleri ve lineer olmayan (nonlineer) analiz igin farkl
yaklagimlarin bazi problem durumlarin ¢6ziimiinii aydinlatabilecegi sonucuna varilmistir.
Bu ¢alismamizda bu mevzunun kiime degerli operatorler igin detaylart incelenmis, gesitli
sonuclar tetkik edilmis ve Ornek durumlar incelenmistir. Daralma, yar1 daralma,
genigleyebilen ve genisleme olmayan daralma, hemen hemen daralma gibi kavramlar
kiime degerli operatorler igin ele alinmis ve yine kiime degerli operatorler igin sabit
noktalar1 ve siireklilikleri aragtirilmistir.

Bu caligmada kiime degerli operatorler ve kiime degerli operatdrlerin sabit
noktalar1 i¢in konuyla ilgili bir¢ok farkli kaynak incelenmistir. Ayrica kiime degerli
operatdrler ve sabit noktalar: icin farkli genelleme teoremleri ve sonuglarin bir araya
getirilmesi amacglanmistir. Dolayisiyla bu tezin ileride konu ile ilgili yapilabilecek benzer

arastirmalara da yardimei olabilecegi diistintilmektedir.
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