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ONSOZ

Bagta, bu konuyu uygun goriip ¢alismama vesile oldugu, tez donemi boyunca yogun
caligma temposuna ragmen ilgiyle ve 6zenle karsiladigi i¢in degerli danigmanim Prof.
Dr. Songiil ESIN’e icten tesekkiirlerimi sunarim.

Yiiksek lisansa baglama siirecimde varliklariyla destek olup, giizel enerjileriyle ya-
nimda olan aileme ve yakin dostlarima tesekkiir etmek isterim. Son olarak bugiine
kadar yasadigim her olumsuzlukta biraz daha beni ben yapan, daha iyi bir insan ol-
mami saglayan tecriibelere ve zamanin gosterdiklerine de ne kadar giikran duysam az

kalacaktir.
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KISA OZET
DERECELI HALKALAR
Ecem Aslantas

Ele alinan tez calismasinda R halkasi aksi belirtilmedigi siirece degis-
meli ve birimli kabul edilecektir. Bu tezin amaci degigsmeli bir halkanin
tizerinde incelenilen homomorfizma, ideal; 6zel olarak maksimal ve asal
ideallerin Z-dereceli halka iizerindeki karsiliklarinin incelenmesidir. Bu in-
celemeyi yapabilmek icin de oncelikle temel halka tanimi ve oOzellikleri
gerekli oldugu yerde detayiyla verilmistir. Degismeli bir halkada "payda"
tanitmak igin yerellegtirme (lokalizasyon) kullanilir. Payda tanimlama ya-
pilirken degismeli halka tamlik bolgesi alinir ve kesir cismi olusturulur.
Bu adimlar dereceli halkalarda da yapilabilir. Tezin ikinci boliimiinde 6n-
celikle dereceli olmayan halkalarda yerellestirme ve daha sonra dereceli
halkalarda yerellegtirme verilmigtir. Ozellikle Z tam sayilar halkasinda {0}
idealinin maksimal ideal olmadig1 bilinmektedir. K bir cisim olmak iizere
{0} idealinin K[X, X '] dereceli halkasinda maksimal homojen bir ideal
oldugu gosterilmisgtir. Ayrica herhangi bir idealin radikali kullanilarak asa-
lims1 ayrigim igin birinci teklik teoremine yer verilmistir. Ugiincii b6liimde
Noeherian ve Artinian halka kavramlar1 verilmistir. Noetherian ve Arti-
nian halka kavramlar1 degismeli veya degismeli olmayan bir halkanin ideal
yapisini basitlegtirdiginden halka teorisinde 6nemlidir. Artan zincir kosu-

lunu saglayan halkaya Noetherian halka denir ve karakterizasyonu ise her

vi



ideali sonlu iiretilmis halka olmasidir. Noetherian ve Artinian halkalarin
incelemesi lisans diizeyinde tam olarak yapilmadigi diisiiniilerek tezde bu
bilgiler detayli olarak verilmistir. Tezin son kisminda ise dereceli Noethe-

rian ve Artinian halkadan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler : homojen ideal, radikal, yerellestirme, asalimsi
ideal, nil radikal, homojen asalimsi1 ayrisim, Noetherian halka, Artinian
halka.
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ABSTRACT
GRADED RINGS
Ecem Aslantasg

In the thesis study, R ring will be considered commutative and identity
unless otherwise stated. The aim of this thesis is to examine the homo-
morphism, ideal; especially maximal and prime ideals on Z-graded ring,
which is examined on a commutative ring. In order to be able to carry out
this examination, first of all, the basic ring definition and properties are
given in detail where necessary. Localization is used to introduce denomi-
nator in a commutative ring. While defining the denominator, commuta-
tive ring is taken integral domain and fraction field is formed. These steps
can also be done in graded rings. In the second chapter of the thesis, firstly
localization in non-graded rings and then localization in graded rings are
given. It is known that the ideal {0} is not a maximal ideal, especially
in the ring Z integers. It has been shown that ideal of {0}, where K is a
field, is a maximal homogeneous ideal in the graded ring of K[X, X~ !]. In
addition the first uniqueness theorem for primary decomposition is given
using radical of any ideal. In the third chapter, Noetherian and Artinian
ring notions are given. The Noetherian and Artinian ring notions are im-

portant in ring theory as they simplify ideal structure of a commutative or
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non-commutative ring. The ring that assure increasing chain condition is
called Noetherian ring, its characterization is that every ideal is a finitely
produced ring. Considering that examination of Noetherian and Artinian
rings is not fully done at the undergraduate level, this information is given
in detail in the thesis. In the last part of the thesis, graded Noetherian

and Artinian rings are mentioned.

Keywords : homogeneous ideal, radical, localization, nil radical, pri-
mary ideal, homogeneous primary decomposition, Noetherian ring,

Artinian ring.
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Bolum 1
Giris

1.1 Dereceli Halkalar

Tanim 1.1.1. R bir halka olsun. R halkasi, R = €
(i € Z) alt gruplarina sahip ve her 1,5 € Z i¢in R;R; C R;i; oluyorsa R halkasina

ez I esitliging saglayan R;

Z-dereceli halka denir.

RiRj, k= 1,...t igin 1, € R;, s, € R; olmak tizere

T'1,51; T T2;82; + ... & T, S,

biciminde ifade edilen elemanlarin kiimesidir.

Bir Z-dereceli R halkasi oldugu varsayilsin. R nin her r elemanm r = Y . 7;
seklinde tek tiirlii bir temsile sahiptir ve bu toplam sifirdan farkli terimleriyle sonlu
sayidadir.

R; nin sifirdan farkl elemanlarina ¢ dereceli homojen elemanlar denir. Sifir derecesi
keyfi olarak tammlandiginda; {0} elemaninin tiim dereceleri homojendir (her ¢ € Z
i¢cin 0 € R; olur) ve r; elemam ¢ dereceli r nin homojen bilegenidir.

Sirasiyla ¢ ve j dereceli olan r ve s, homojen elemanlar ise R;R; C R;;; olur. Dahasi
her i,j € Z igin rs, (i + j) dereceli homojen bir elemandir.

Herhangi bir R halkas1 verildiginde,
1 # 0 olmak lizere Ry = R ve R; = 0 yerine konularak

R iizerinde Z-dereceli agikar bir halka elde edilir.



Ornek 1.1.2. R bir halka olsun. R izerinde, n bilinmeyenli R[Xy,..., X, polinom
halkasy Z-dereceli bir halkadur.
R[Xy,...,X,] de her f elemani; f;, {0} veya j dereceli olmak tizere

f=fh+thHi+. . +f+..

olacak sekilde sonlu toplam biciminde tek tirli halde yazilabilir. Boylelikle homojen

polinomlar bir toplamsal gruptur. Buradan
Vi, j € Zigin RiR; C Riy; vei <0 ise Ry = (0) olmak tizere R = @, ., R;

elde edilir.

Teorem 1.1.3. R, Z-dereceli bir halka olsun. R nin birim elemans sifir dereceli ho-

mojen elemandur.

Kanat. Birim elemani 1z = ) . - a; olan homojen elemanlarin bir toplami olarak

i€z
yazilsin. Ayrica b, j dereceli homojen eleman olarak alinsin. Daha sonra b = bag olur.
Fakat her eleman homojen elemanlarin bir toplamidir. Dolayisiyla her r € R igin

r = rag dir. Ozellikle 1z = 1gao = ag elde edilir. O
Sonug 1.1.4. Ry, R nin bir alt halkasidar.

Tanim 1.1.5. R, Z-dereceli bir halka olsun. Eger S, R nin bir alt halkast ve
S; = SNR;i¢in S = @,.,S; ise S C R, R nin Z-dereceli bir alt halkasidir. Bu
kosullarda, S = @, ., S;, Z-dereceli bir halka yapisini verir.

i€z
i€z
Tamim 1.1.6. R ve R, Z-dereceli halkalar olarak verilsin. ¢ : R — R’ bir halka
homomorfizmasi, her i € Z i¢in ¢ (R;) C R; saglanwyor ise bu ¢ homomorfizmasina

homojen (veya dereceli) homomorfizma denir.

Lemma 1.1.7. R ve R, Z-dereceli bir halka olsun. ¢ : R — R’ bir homojen homo-
morfizma ise Gor(¢), R halkasiin Z-dereceli bir alt halkasidir.

Kamt. R = .., R; oldugundan, ¢ (R) = > ,., ¢ (R;) bulunur. Agktir ki ¢ (R;),
¢ (R) N R, ye esit oldugundan S" = ¢ (R), R nin dereceli bir alt halkasidir. O

Tanim 1.1.8. Herhangi bir v € I ise r nin tim homojen bilesenleri I ya ait olur. R

halkasinin Z-dereceli bir ideali R nin homojen bir ideali olarak tanimlanar.



Ornek 1.1.9. (i) R halkasy ve m € N alinsin. R dizerinde, n bilinmeyenli Z-dereceli
R[Xy, ..., X, halkasin (X1, ..., X,,)™ ideali homogen idealdir, ¢iinkii
(X1,..., Xo)"={f €R[Xq,...,X,]: k€N ve fo,fms1, ", fmek lardaki

fi ler derecesi {0} ya da i dereceli olmak tizere f = fo+ fone1 + -+ fnak}

(X1, ..., Xp)™ elemaniman her bir homojen bileseni (X, ..., X,,)™ ye aittir.
(ii) Q[X1, X5] de I = (Xy — 1, Xy — 2) ideali homojen degildir, ¢inki X1 —1 € I
fakat 1. ¢ 1 dir.

Lemma 1.1.10. (i) R, R Z-dereceli halkalar olsun. ¢ : R — R bir homojen

homomorfizma ise Qek(p), R halkasinan bir idealidir.

(ii) I, Z-dereceli halkanin homogjen ideali ve ¢ : R — R/I dogal homomorfizma
ise RII = 3 .., ¢(R;) aynsumana gore Z-dereceli halkadir ve ¢ : R — R/

homojen idealleri arasinda birebir esleme vardr.

Kanit. (i) R, Z-dereceli halka oldugundan, i € Z ve r; € R; olacak sekilde
T =) .czTi € Cek(¢) segilebilir. Ayrica ¢ homojen homomorfizma ve R', Z-dereceli
halka oldugundan;

P(r) = Ziez P(r;) ve ¢(r;) € R;

olur. Ilk olarak € Cek(¢) den ¢(r) = 0 dir. Yani her i € Z i¢in ¢(r;) = 0 elde edilir.
Dolayisiyla r; € Ceko elde edilir.

(i1) f: R — S bir homomorfizma,

S =R/l ve S; = ¢(R;) olsun. Her i € Z i¢in R; < R ve p(R;) < S dir.

S; ler S in alt grubu olmak iizere,
Si #0,a,b,a—beS;, ab™' € S; (carpma iglemine gore)

dir ve r,s € R, a € S olmak tizere a = ¢(r), b € S ise b = p(u) elde edilir.
Daha sonra r = > ry, r; € R; ve u =Y w;, u; € R; olacak gekilde

a=p(r)=> o) veb=p (u) => p(u)
elde edilir.

a—b=> p(ri—w), ti=r,—u; € R;



dir. Buradan a—b = ) o(t;) dir. Boylelikle S = R/I , S; = ¢(R;) olur. S in Z-dereceli

halka oldugu gosterilmelidir. Daha sonra R = ) ._, R; ise ¢ halka homomorfizmas

ieZ
1§1n QO(R) =5= ZiEZ7 QO(RJ = ZiGZ Sz ve Rle - Ri—i—j oldugundan
¢(RiR;j) C (R ) olur.

Dolayisiyla,
0(Ri)p(R;) € p(Riyy) ve SiS; C Siyj

elde edilir. Gosterilecek olan S = @iEZ S; olmasidir. Hemen hemen her 7 igin s; = 0
ve Y s; = 0 olacak sekilde s; € S; olsun. Her i € Z i¢in s; = 0 oldugu gosterilmelidir
ve r; € Ry, o(r;) = 8; secilsin. Devaminda S; = ¢(R;) saglanmasi miimkiindiir. s; = 0

iken 7; = 0 olsun. Hemen hemen her 7 i¢in,

r=reR= ()= o)
gD('f’) :ZSiZOS

olur. Daha sonra ¢(r) = Ogp + I = r € [ dir. Buradan Og/;; = .+ 1 € R/I ve
x+1 =0+1 = = € I elde edilir. I homojen ideal, r; € I ve s; = ¢(r;) = 0O

yazilir. I, R nin tiim ideallerinin kiimesi olarak alinsin. Boylece I, , R/I nin tiim

R/I

ideallerinin kiimesi olarak ifade edilsin. Su sekilde bir doniiglimiin;
¢3J€]RIJ2]—>]R/]

J — J/I birebir ve orten oldugu bilinmektedir. ¢ ve tersi igerme bagmtilariyla koru-
nur. Bui=1,2 ve Jy, Js € Iy icin J; O I elde edilir.

Jl/j Q JQ/I ise Jl Q Jg
bulunur. Bir 6nceki ispattan ve yukaridaki ifadeden ispat tamamlanir. O]

Teorem 1.1.11. Z-dereceli R halkasinin bir I idealinin homojen olmast i¢in gerek ve

yeter kosul I idealinin homojen elemanlar tarafindan tretilmesidir.

Kanat. (=) I min homojen ideal oldugu varsayilsin. Eger {r(o‘)}, I idealini iiretir ise
7@ ni tiim rga) homojen bilegenleri [ idealine aittir. Agiktir ki bu homojen bilegenler

I idealini tiretir.



(<) Bir I idealinin {3)‘} homojen elemanlar: tarafindan iiretildigi varsayilsin. I ide-
alinde herhangi bir r elemani ve {r;}, 7 nin tiim homojen elemanlarinin kiimesi ola-
rak almsm. Buradan p™ € R olmak iizere r = >, pWs™ dir. Toplamdaki terimler
sonlu sayida ve sifir icermez. Daha sonra p® nin homojen bilesenlerinin ayrigimi
pN = Zpg’\) iser =73\, pg’\)s()‘) ve bu D7 i0)—m pl(-)‘)s(’\) kismi toplaminda, s nin

derecesi d(\) olarak gosterilen, m dereceli r nin r,, homojen bilegenidir. Dolayisiyla

rm € I ve I homojendir.

]

Teorem 1.1.12. Z-dereceli R halkasiman bir I idealinin homojen olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul I,, = I N R, olmak tzere [ = &P, I, dir.

nezZ -n

Kamt. (=) Oncelikle Y nez In € I oldugundan, dolaysiz toplamdir. Bir r € I ve
r= Zzzk r; alinsin. I homojen ideal oldugundan her ¢ = k, ..., ¢ i¢cin r; € [ dir. Dahasi
her ¢ i¢in r; € I; dir. Buradan r € @nez I, elde edilir. Dolayisiyla I C @nez 1, dir.
Béylece I, = I N R,, olacak sekilde I = €, ., I, elde edilmis olur.

(<) Bir r € I alnsin. Daha sonra r, € I N R, olacak sekilde r = > 7, dir.
Dolayisiyla 7, n dereceli r nin homojen bilegeni ve r,, € I elde edilir. Buradan Tanim

1.1.6 dan, I homojen bir idealdir. O
Tanim 1.1.13. I, R nin bir ideali olsun.

VIi={reR:neN;r"cl}
kiimesi de R halkasinan I y1 kapsayan bir idealidir. Bu ideale I idealinin "radikali”

denir.

Teorem 1.1.14. (i) Z-dereceli R halkasinan homogen idealleri I, J ve {1y}, ., aln-
sin. O halde Y, ; I, 1J, (\per I ve (I : J) R halkasinan homojen idealleridir.
Ozellikle I = 0 iken, (0 :.J) = Ann.J R nin homojen bir idealidir.

(ii) I homojen bir ideal ise /I homojen bir idealdir.

Kanat. (i) Her I, homojen oldugundan, Teorem 1.1.11 den I, homojen elemanlar ta-
rafindan iiretilir. Dahas1 ), ., /5 nin homojen elemanlar tarafindan iiretildigi agiktir.

Dolayisiyla ), ., I, homojen idealdir. Benzer sekilde /.J homojen idealdir.



Daha sonra, r € (o, Iy ve r = >, ., 7; almsin. Her k € I igin, I} ve r € I;, homojen
ideal oldugundan, her k € I i¢in r; € I, elde edilir. Dolaysiyla r; € [ wer Ik elde edilir.
Buradan (1),; [x homojen bulunur. Devaminda J yi iireten homojen elemanlarin bir
ailesi olarak {s\}, ver =3, 7 € (I : J) almsin. Daha sonra rJ C I elde edilir.

Boylece her A € I icin farkli dereceli homojen elemanlar r;s, olmak tizere

TSN =D ez TiSx €1

elde edilir. 7 homojen ideal oldugundan, her ¢ ve X i¢in r;s) € I dir. Boylece 7 sabiti
i¢in r;J C I elde edilir. Buradan (I : J) ve r; € (I : J) homojen idealdir.
(i4) I mn homojen ideal oldugu varsayilsin. Bir 7 € v/T alinsin. O halde

11 <y <..<1ivel <k <tigin ¢ dereceli r;,, homojen bir eleman olmak tizere
r="y Ty . T

elde edilir. Dolayisiyla ™ € [ olacak sekilde n € N mevcuttur. I, ™ homojen bile-
seninin homojen ideali oldugundan, derecesi I idealine ait olan ni; olacaktir. Fakat
bu bilegen sadece r}' dir. Boylece r;, € VT elde edilir. Buradan Tiy + oo + 15, € VI
bulunur. Argiiman tekrarlamirsa, v/1 ya ait olan 7 nin tiim homojen bilegenleri elde

edilir. Boylelikle, v/T homojen idealdir.



Bolum 2

Yerellestirme, Maksimal ve Asal

Homojen Idealler

2.1 Dereceli Olmayan Halkalarda Yerellestirme

Bu boliimde degismeli halkalarda yerellestirme tanimi yapilabilmesi i¢in bazi 6n bil-

gilere yer verilecektir.

Tanim 2.1.1. S, R halkasinin bir carpimsal alt kiimesi olsun. R x S de ~ bagintist

asaqirdakt sekilde tanimlansin.

(a,8) ~ (a',8) < biru e S icinu(as —a's) =0

Onerme 2.1.2. S carpimsal kiimesine gore, yukarda tansmlanan ~ bagintise bir
denklik bagintisidir. (a,s) € R x S nin bu bagintiya gore belirttigi denklik sinifina

"kesir" denir ve % ile gosterilir. Tim kesirler kimesi de STIR ile gosterilir.

Tanim 2.1.3. R bir halka ve S, carpimsal alt kiimesi olsun. ST'R de toplama ve

carpma islemleri su sekilde tanimlansin.

b at+bs ab ab
st st

a+_
s t st

Onerme 2.1.4. Yukarida tanamlanan islemlere gore, (S~'R,+,.) bir halkader. Bu
halkaya R nin S ye gore "yerellestirmesi” denir. Halkanin sifiri, Og-1p = OTR ve

birimi, 1lg-1p = % dir. Ayrica,

m:R— SR, w(r) =1



ile tanwml w fonksiyonu bir halka homomorfizmasidir ve ™ ye "dogal homomorfizma"”

denir.

3.boliimde kullanilacak olan, fakat burada verilmesi gereken baz kavramlar asa-

gidaki tanimda ifade edilecektir.

Tanim 2.1.5. 7 : R — S™'R dereceli halka homomorfizmast icin

(i) J, ST'R halkasinin homojen ideali ise f~(J) C R homojen idealine J ideali-

nin kisitlanise denir ve J€ ile gosterilir.

(ii) Z, R halkasinan homogen ideali ise f(Z) nin S™'R halkasinda irettigi homojen

wdealine Z idealinin genislemesi denir ve Z¢ ile gosterilir.

2.2 Dereceli Halkalarda Yerellegtirme

Tanim 2.2.1. Z-dereceli halka olan bir R = @
manlarina iceren carpimsal kapal bir alt kiimesi olsun. O halde S™'R ‘izerinde bir R

halkast

ez i almsin. S, R nin homojen ele-

(S7'R);={aeST'R: n€Z re R,y ve s€SNR, i¢in a="1}

tanimlanar.

Teorem 2.2.2. Tanvm 2.2.1 deki notasyonla S™'R, (S™'R) = @, (S™'R), olacak
sekilde Z-dereceli bir halkadr.

Kamt. Eger L, % € (S7'R); ise L+ 5 = =H2 ve der(r) = n + i, der(s) = n,
der(r') = j +1, der(s’) = j dir. Buradan rs 4 r's, derecesi (n -+ j + i) olan homojen
ve ss , derecesi (n+ j) olan homojendir. Dolayisiyla her i € Z igin (S7'R),, S™'R nin

toplamsal bir alt grubudur.

ST'R=3,.,(S'R),



%
n=-—m

saglanir. Bir —m <n <ive ) an, = 0 olacak sekilde o, € (ST'R), almsm. Bir

in € Z, Thyi, € Ryyi, ves; € SN R, igin r’;ﬁ = q,, elde edilir. Bir ortak paydada

o, yerlestirilirse, s’h € SN Ry, olacak sekilde t’;—,”” = q, yazilir.

h

i

Boylece Z”:‘S—Zm = 0 elde edilir. Buradan da, s (Z;:_m tn+h) = 0 olacak sekilde
sy € SN Ry mevcuttur. Fakat R = @, , R; oldugu agiktir ve sit, s € Rjqnn dir.
Devamuinda > s/t,, = 0 dir. Dolayisiyla her bir n = —m, ..., i igin s}t,4p = 0
dir. O yiizden «,, = 0 olur.

Su halde

ST'TR=@@,., (S7'R),
elde edilir. Ayrica (S™'R), (S™'R), € (S7'R),,, dir. Boylece S~'R, Z-dereceli bir
halkadir.

]

Not 2.2.3. R, Z-dereceli bir halka ve X bir bilinmeyen olsun. Bir S = {X":t € Ny}
alinsin. O zaman S, homojen elemanlardan olusan R [X]| in ¢arpimsal kapale bir
alt kiimesidir. Buradan S™' (R [X]) halkas: alnsin. Devaminda her f € R[X] igin
¢ (f) = L olarak tansmlanan, ¢ : R[X] — S™* (R[X]) birebir bir halka homomorfiz-
masidir ve R [X)| halkasy S~ (R [X]) in bir alt halkasy olarak segilebilir. Soyle ki + =
X1 yazlr. Daha sonra (R[X])[X '] = S (R[X]) veya R[X, X '] = S7H(R[X])
elde edilir. Dolayiswyla R[X, X '] in tipik bir elemam, r; € R; olmak tzerey ;5 r; X"

olur. Bu toplam, sifirdan farkly sonlu saiyrda terime sahiptir.
Tanim 2.2.4. Z-dereceli bir R halkasinan bir M homojen ideals,
(i) M CR

(i) M C I C R olacak sekilde R nin bir I homojen ideali bulunmuyor ise boyle bir

M homojen ideali "maksimal homojen ideal” olarak tanimlanar.

Ornek 2.2.5. K bir cisim olmak dizere {0}, K [X,X~'] de maksimal homojen bir
vdealdir.

Kamt. Tk olarak K [X, X~ in bir homojen ideali I almsm ve

{0} cIC K[X,X]



olarak yazilir. Daha sonra {0} idealinin K [X, X '] de maksimal homojen ideal oldugu
gosterilecektir. Bunun igin /7 = K [X, X '] oldugu gosterilmelidir. I bir elemandan
daha fazlasii igerdiginden, (f # 0) f € I olacak sekilde mevcuttur ve a,, € K olmak

izere
f=a_pX "+ . +a 1 X +ag+a X + ...+ a; X" dir.

Daha sonra f # 0 oldugundan en az bir katsay1 a,, # 0 dir; fakat I homojen idealdir.
Dolayisiyla her j = —m,...,n i¢in a; X7 € I elde edilir. Ozellikle a,, # 0, a, X" € I
ve a, € K dir. Daha sonra a, X", (tersi iX*") K [X, X7'] in birimsel elemamdur.
Boylelikle, %X‘” (a, X™) =1 € I elde edilir. Buradan K [X, X '] = I olur. Su halde
{0}, K [X, X~!] in maksimal homojen bir idealidir.

]

Not 2.2.6. Bir maksimal homojen idealin maksimal ideal olmasi gerekmez. {0},
K [X, X7 in maksimal homojen idealidir. Fakat {0}, K [X, X' in maksimal bir
ideali degildir. Cinkii K [X, X bir cisim degildir.

Teorem 2.2.7. Z-dereceli R halkasinin sadece iki homojen ideali (kendisi ve sifir
ideali) var ise Ry bir cisim ve R = Ry (R cisim) veya S = {X":t € Ny}, Ry [X] in
carpimsal kapaly bir alt kiimesi olmak tizere der X > 0 i¢in homojen elemanlar: iceren

R Ry[X, X' = S (R [X]) halkasi bir esas ideal bolgesidir.

Kamit. Ry m sifirdan farkli her elemaninin ¢arpimsal tersi var oldugundan Ry bir
cisimdir.

R, derecesi sifirdan farkli homojen elemanlara sahip degil ise R = R dir. Derecesi
sifirdan farkli ¢ € R homojen bir eleman olsun. a € aR oldugundan aR # 0 olur.
Dolayisiyla hipotezden aR = R elde edilir. Buradan herhangi bir v € R igin au = 1
olur. Varsayilsin ki der(a) = d dir. O halde v nun homojen ayrigimi

U = U_p + ... + u_,, olacak sekilde au_4; = 1 olur. Fakat u_4 nin derecesi (—d)
ve au_qg = 1 olan homojen bir elemandir. Ya a pozitif dereceli ya da u_4 pozitif
derecelidir. a nin pozitif dereceli oldugu kabul edilsin. Sifirdan farkli homojen bir x
elemani secilsin ve derecesi en kiic¢lik pozitif olacak sekilde d olsun. Derecesi d olan
X, bilinmeyen olarak alinsin.

Ry [X] in garpimsal kapal alt kiimesi S olmak iizere;
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©:Ry[X] = Rve S={X":te Ny}
X—=2x

olarak tanimlansim. Not 2.2.3 den ¢ : Ry [X] — S~ (R [X]) dogal (kanonik) homo-
morfizmasi birebirdir. Buradan ¢ : Ry [X] — R fonksiyonu ¢ : S~' (R, [X]) — R ye
genisletilebilir ve ¢ (X)) = z, R nin birimsel elemanidir [2, 5.10 Proposition|.

Dahas1 ¢ (X h) = 2" dir ve her h € Ny icin R nin birimsel elemanidir. Her n € Z icin
R,q = Rpx™ oldugu gosterilmelidir. Ik olarak = € Ry oldugundan Rpx™ C R, dir.

1

Bir v € R,,4 alinsin. O halde v = 2"z "0 = 2™ (x"v) elde edilir. x~! in derecesi (—d)

oldugundan, buradan z=" = (z71)", (=d)n = (—nd) derecelidir ve boylece ™",

(—nd 4+ nd) = 0. derecedendir. Su halde v € Roa™ elde edilir ve nd < s < (n+ 1)d ve
R, # 0 oldugu varsayilsin. Daha sonra y # 0 olmak iizere y € R, alinsin. Boylece,

der (yx=™) = dery + (—n) derz = s — nd

olur. O halde 0 < (s —nd) < d olmak {izere yz~" € R,_,4 elde edilir ve yz~" sifirdan
farkli homojen elemandir. Buradan d en kii¢lik pozitif derece oldugundan celigkiye

ulagilir. Dolayisiyla,

R = @nez Rnd = @nez Rol‘n = RO [$a xil]
elde edilir. Boylelikle,

¢:Ro[X,X '] = Ry[z,a'] =R

Z rpX" — Z rpx”

nez neZ

elde edilir. Buradan (r, € Ry) ortendir. O halde gzg nin birebir oldugu gosterilmelidir.
Lemma 1.1.10 dan Qek(qg), Ry [X, X~ '] in homojen bir idealidir. Dolayisiyla

Cek(¢) = {0} veya hipotezden Cek(¢) = Ry [X, X 1] elde edilir.

Eger Cek(¢) = Ry [X, X!] ise, ¢ orten oldugundan 1.Izomorfizma Teoremi'ne gore
R = {0} elde edilir. Kabiille geligtiginden, Qek:(gg) = {0} ve boylece o birebirdir.

Ry bir cisim olmak tizere
R= Ry [X, Xﬁl]

elde edilir. Su halde Ry [X, X '] bir esas ideal bolgesinin kesir cismidir ve ispat ta-

mamlanmig olur.

11



Sonug 2.2.8. Her maksimal homojen ideal asaldur.

Kanat. M, R dereceli halkanin maksimal homojen ideali olarak alinsin. M maksimal
ideal ise asaldir. M maksimal ideal olmasin, R/M boliim halkas: olusturulsun. R/M
boliim halkasi sadece R/M ve M /M homojen ideallerine sahip agikar olmayan dereceli
halkadir. Teorem 2.2.7 den R, cisim ve X bilinmeyen olmak iizere R/M = Ry [X, X ']
ve tamlik bolgesidir. Yani M asal idealdir. O

Onerme 2.2.9. R, Z-dereceli halkanin asikar olmayan bir halkass olsun. O halde R

en az bir maksimal homojen ideale sahiptir.

Kanit. R agikar olmayan bir halka oldugundan, {0} ideali 6z idealdir ve dolayisiyla R
nin tiim 6z homojen ideallerinin kiimesi olan €, bos kiime degildir. Icerme bagintisi,
C, Q iizerinde kismi siralidir ve R nin maksimal homojen bir ideali, sadece (€2, C)
kismi sirali kiimesinin maksimal bir elemanidir. Bu kismi sirali kiimeye Zorn Lemmasi
uygulanabilir. A, € kiimesinin bostan farkli tam sirali bir alt kiimesi olarak alinsin.
Devaminda J = |J;cx [ tanimlansin. Ayrica herhangi bir a € J ve r € R olacak
sekilde [ ideal oldugundan ra € J dir. Bir a,b € J alindiginda; I;, I, € A olmak
iizere a € I;, b € I, vardir. Daha sonra a € [, tam sirali bir kiime oldugundan I, C I
ise a+b € Iy veya I, C I} saglaniyor ise a + b € I; elde edilir. Sonug olarak J, R nin
bir idealidir.

Diger yandan a € J alinsin ve a nin homojen bilegenlerine gore bir toplami

a = ) ,c7@; olur. Buradan a € I; olacak sekilde bir /; € A pargalanigi mevcuttur.
Yani her ¢ € Z i¢in a; € I} ve a; € J elde edilir. Boylece J, R nin homojen bir
idealidir; dahasi her I € A igin 1 ¢ I oldugundan, J 6z homojen idealdir. Daha sonra
J,  da A nim bir iist s oldugundan Zorn Lemmasi’na gore (€2, C) kismi sirali
kiimesi bir maksimal elemana sahiptir ve 7 € A maksimal homojen idealdir. Hipotez

dogrulandigindan ispat tamamlanmig olur.

]

Lemma 2.2.10. I, Z-dereceli R halkasimin 0z homojen bir ideali olsun. O halde

1 C M olacak sekilde R nin bir M maksimal homojen ideali vardur.

12



Kamit. R/I boliim halkasi agikar olmayan Z-dereceli bir halkadir. Onerme 2.2.9 dan
R maksimal homojen bir ideale sahiptir. Lemma 1.1.10 dan M O [ olmak {izere
R nin tek maksimal homojen ideali M /I bi¢iminde olacaktir. Dolaysiyla M, R nin

maksimal homojen bir idealidir.

]

Tamim 2.2.11. Z-dereceli R halkasinin homojen Jacobson radikali, J" (R), R nin
tiim maksimal homojen ideallerinin kesisimidir. R nin bir J* (R) homojen idealinde R
nin astkar olmast durumunda, Z-dereceli halkanin homojen ideallerinin bos ailesinin
kesigimi J" (R) = R olur. J" (R) nin homojen elemanlarmin karakterizasyonunu elde

etmek i¢in J (R) nin benzerini saglamak yeterlidir.

Lemma 2.2.12. Z-dereceli R halkasinin n dereceli homojen bir elemans a ise
a € J"(R) olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her b € R_, icin (1 — ba) nin birimsel

eleman olmasidar.

Kamt. (=) Bir b € R_, almsin. Oyle ki (1 — ba) nin birimsel eleman olmadig1 varsa-
yilsin. Ilk olarak (1 —ba), 0. dereceden homojen elemandir. Lemma 2.2.10 dan bir M
maksimal homojen idealinin elemamdir. Fakat a € J" (R) C M oldugundan, ba € M
dir ve (1 —ba) + ba = 1 € M olacagindan ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla (1 — ba)
birimsel elemandir.

(<) Her b € R_, igin (1 —ba) elemanmn R nin birimsel elemani oldugu varsayil-
sin. R nin bir M maksimal homojen ideali alinsin. a € M oldugu gosterilmelidir.
Eger bu gergeklenmeseydi, Ra ¢ M olurdu. Buradan M + Ra homojen ideali icin
M C M + Ra C R saglanirdi. M nin maksimal ideal olmasindan M + Ra = R elde
edilir. Devaminda u + ba = 1 olacak sekilde u € M, b € R vardir. u ve b nin homojen
bilegenlerinin dereceleri {0}, uy € M homojen elemani ve (—n) dereceli b_,, homojen

elemani olmak tizere ug + b_,a = 1 dir. Dolayisiyla
l1—-b_,a=ueM

elde edilir. Hipotezden (1 — b_,a) birimsel elemandir. M maksimal homojen ideali
birimsel olmayan elemanlardan olustugundan ¢eligkiye ulagilir. Béylece ispat tamam-

lanmis olur.
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Tanim 2.2.13. I, R halkasin bir ideali olsun. I C P asal ideali i¢in, 1 C P cP
olacak sekilde hicbir P asal ideali yoksa P ye I min bir "minimal asal” ideali denir.
I mn minimal asal idealleri kiimesi Min(I) ile gosterilir. Ozel olarak, I = {0} ide-

alinin minimal asallarina da R nin minimal asallare denir.
Ornek 2.2.14. Bir tamhik bélgesininin minimal asal idealleri {0} dan ibarettir,
Ornek 2.2.15. P asal ideal ise Min(P) = {P} dir.

Sonug 2.2.16. P, I y kapsayan herhangi bir asal ideal ise I C P C P olacak sekilde
bir P* € Min(I) bulunabilir.

Sonug 2.2.17. /1 = Npevin £ = Npersin P dir.

Tanim 2.2.18. ), R halkasinin bir ideali ve Q C R olsun. Her a,b € R i¢in ab € Q)
ve a ¢ @ olmasi bir n > 0 tam saysi i¢in O™ € Q olmasina gerektiriyorsa Q ya, R

nin bir "asalimsi ideali" denir.

Tanmimdan her asal idealin bir asalimsi ideal oldugu agiktir.

Teorem 2.2.19. Q, R halkasinan bir asalimsi ideali ise P = \/Q asal idealdir. Bu

durumda Q) ya, "P-asalimsi ideal” denir. P, Q) nun tek minimal asal idealidir.

Kamit. 1 ¢ @Q oldugundan 1 ¢ \/Q = P dir. Boylece P # R dir. Devaminda a,b € R
olmak tizere, ab € \/Q fakat a ¢ \/@Q olsun. Su halde bir n € N igin,

(ab)" = a™b™ € Q,

fakat a min hicbir kuvveti ) da degildir. Dolayisiyla a™ nin de hi¢bir kuvveti () da
degildir. @@ asalims: ideal oldugu icin b € @Q ve bdylece b € /@ bulunur. Yani
P = +/Q asal idealdir.

Her P* € Spec(R) ve @Q C P* igin,

P=,QCVP =P
olur. Boylece P, () nun tek minimal asal ideali, yani Min(Q) = P elde edilir. O

Lemma 2.2.20. Z-dereceli R halkast alinsin. P bir 6z homojen ideal ve rs € P olmak

tizere v ve s homojen elemanlar: i¢in ya r € P veya s € P ise P, R halkasinin bir
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homojen asal idealidir.
Benzer sekilde @, R halkasimin bir 6z homojen ideali ve rs € Q) olmak tizere r ve s
homojen elemanlar: icin r € Q veya s € /Q saglanwyor ise Q, R dereceli halkasinn

bir asalimst idealidir.

Kamit. R dereceli halkasinin iki elemani 7,5 € R olsun. Oyle ki 7s € P ve 1,5 ¢ P
dir. Daha sonra 7, ve k,, dereceleri i1 < iy < ... < 7 ve k1 < ky < ... < k; olacak
sekilde r ve s elemanlar: sirasiyla r;,, 1 < n <t igin s, homojen elemanlarin toplami

olarak yazilir. Yani
r="Ty T+ T
S =Sk, + Sk, + ... + Sk,

elde edilir. Ttim (7, s) giftleri arasindan yukaridaki 6zelliklere sahip, segilen ¢ tamsayisi

minimal eleman secilsin. O halde r;, ¢ P elde edilir. Aksi takdirde r, r — r;, ile yeri

degigtirilebilirdi ve dolayisiyla ¢ nin minimal eleman olmasi ile ¢eligki elde edilirdi.
¢ P dir; oyle ki
1 <9 <m-—1igin s, € P olsun. Buradan x = sy, + sy, +... + 8y,,_, yazilsin. Dahasi

x € P elde edilir. Boylece (s —z)r € P dir ve (sg,, + ... + s,,) r € P elde edilir. O

Daha sonra 1 < m < t esitsizligini saglayan m sayisi i¢in s

m

zaman (S, + ... + Sg,) r ifadesinin (i; + k) dereceli homojen bileseni sadece sy, i,

olup s, r;, € P dir. Hipotezden si, € P veya r;, € P dir. Bu celigkiyle ispatin ilk

kismi tamamlanmig olur.
@, R dereceli halkanin bir asalims1 ideali olmadig1 varsayilsin. Yani rs € Q ve s ¢ Q,
r ¢ /@ olmak iizere r, s € R mevcuttur. Daha sonra r ve s nin sifirdan farkli homojen

bilesenlerinin toplami olarak; i; < 19 < ... < 4; ve k1« < kg < ... < k; olacak sekilde
r="ry + T, ...y
§ = S, + Sk, T ... T Sg,

elde edilir. Ispatin birinci kismindan 1 tamsayisi minimal eleman secilsin. O halde
sk, ¢ Q dir. Aksi takdirde s, s — sy, ile yeri degistirilebilirdi. Dolayisiyla 1 den daha
kiiciik degerde yeni bir ¢ift elde edilmis olur. Daha sonra 1 < m < t icin r,m € /Q

iken 1 <n < m — 1 olmak iizere r;, € v/() saglayan bir m segilsin. Devaminda r nin
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parcalamigi x = r, + 1y, + ... +1r; _, olarak ifade edilir. Dahas1 x € \/Q dir. Béylece
p € N olacak sekilde xP € @) elde edilir. Boylelikle

(r—z)se@ve(ry,, +..+1,)'s€qQ

olur. O zaman (r;,, + ... + ;)" s € Q ifadesinin (p;,, + k1) dereceli bilegeni sadece
(73,,)" Sk, olup (r;,,)" sp, € Q dir. Yapilan se¢imden s, ¢ @ oldugundan, hipotezden
(r:, )" € v/Q elde edilir. Boylece r;, € /@ dir. m nin tam say1 se¢iminden otiiri

geligkiye ulagilir. Bu celigkiyle ispat tamamlanmig olur.

Onerme 2.2.21. Q, P-asalimsi homojen bir ideal ise P homojen bir idealdir.

Kanat. Teorem 1.1.14 (b) ifadesinden ispat agiktir.

]

Notasyon 2.2.22. Z-dereceli R halkasinin herhangi bir I ideali i¢in tim I homojen
elemanlary tarafindan tretilen ideal I* olarak tamimlansin. I*, I y1 iceren en biyik

homojen idealdir.

Teorem 2.2.23. [ asal ideal i1se I* asal idealdir. Eger I asalimsi ideal ise I* da

asalimst idealdir.

Kanat. Oncelikle I* C I C R oldugundan, I* 6z idealdir. Devaminda rs € I* ve
r ¢ I* olmak tizere r, s homojen elemanlar1 alinsin. Boylece r ¢ I dir. Eger I asal
ideal ise s € [ elde edilir ve s homojen eleman, s € I* olur. I* asal idealdir. Lemma
2.2.20 den I asalims ideal ise s € v/T ve s € I olacak sekilde n € N mevcuttur. Fakat

s homojen elemandir ve dolayisiyla s™ de homojen eleman olur. Boylelikle s™ € I* ve

buradan s € V/I* elde edilir.
O

Lemma 2.2.24. R, Z-dereceli bir halka ve (), R halkasinin P-asalimsi ideali olsun.
O halde Q*, R nin P*-asalimsi idealdir. (Q* ve P* idealleri Notasyon 2.2.22 de
tanemlandign sekildedir.)
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Kanat. (), R halkasinin P-asalimsi ideali ise Teorem 2.2.23 den P* asalimsi bir ide-
aldir. Dolayisiyla /@Q* = P* oldugu gosterilmelidir. Devaminda Q* C @ oldugun-
dan, v/Q* C /Q = P dir. Teorem 1.1.14 den, v/Q* homojen bir idealdir; boy-
lece \/Q* C P* elde edilir. Daha sonra r € P* homojen elemanm almsin. O halde
r € P = +/Q dir. Dolaysiyla r € Q olacak sekilde t € N mevcuttur. Ayrica 7' ho-
mojen oldugundan, r’ € Q* elde edilir. Boylece r € v/Q* dir. Buradan P* C /Q* ve

v/Q* = P* bulunur.
m

Lemma 2.2.25. Z-dereceli R halkasinin homojen ideali I ise I idealinin radikali, 1
Yo i¢ceren tim asal homojen ideallerin kesisimine esittir.
Ozellikle, R halkasvman nil radikali (R nin tim nilpotent elemanlarin iceren ideal),

R nin tim asal homojen ideallerinin kesisimine egittir.

Kamt. 1k olarak /T = () P dir. Gosterilmesi gereken ise

PeSpec(R)
ICP
VI = N P olmasidir. Agiktir ki
PeSpec(R)
ICP, P hom.

vi= ( PC () P
PeSpec(R) PeSpec(R)
cp ICP, P hom.

dir. Tersine, I homojen ideal ve Notasyon 2.2.22 den, I y1 iceren her P asal ideali

igin P O P* D [ icermeyi saglayan bir P* mevcuttur. Boylece Teorem 2.2.23 den

vVi= N P> N P2 N P

PeSpec(R) PreSpec(R) P'eSpec(R)
ICP ICP* ’ /
ICP, P hom.
olur. Dolayisiyla, VI = N P elde edilir. O
PeSpec(R)
ICP, P hom.

Onerme 2.2.26. Z-dereceli R halkasinin maksimal homojen bir ideali M ve Q,

VQ = M esitligini saglayan homojen bir ideal ise QQ, M-asalims: idealdir.

Kanat. Oncelikle Q € M C R oldugundan, @ 6z idealdir. Sonu¢ 2.2.8 den, M asal
idealdir ve v/Q = M kabiiliinden @ yu iceren asal homojen ideal sadece M dir.
Buradan R = R/Q halkasinm tek asal homojen ideali M = M/Q olur. Dolayisiyla
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M, R halkasinin nil radikalidir. Béylece R nin birimsel olmayan her homojen elemani
M ye aittir ve R halkasinda nilpotenttir. Lemma 2.2.20 den @, R de asalimsi idealdir.

Buradan (), M-asalimsi idealdir.

]

Tanim 2.2.27. Z-dereceli halka olan R = P
alinsin. I idealinin bir asalimsy ayrisimi; © = 1,...,s i¢in her bir Q; asalimsi ve
VQi = P; olacak sekilde I = Q1N ...N Qs oldugu varsayilsin. Eger her Q; (ve boylece

her P;) homojen ideal ise bu ayrisima "homojen asalimsy ayrisym” denir. I idealine

ez i ve R nmin bir I homogen ideals

de "ayrisabilir” bir ideal denir. Ayrica asagidaki iki kosul saglaniyorsa bu ayrisima

"minimal asalimsi ayrisim” denir.
(i) Pi, Py, ..., Ps ler R nin farkly asal idealleridir,

(ii) Her j =1,2,...,s i¢in, rs] Q: € Q; dir.
=
Lemma 2.2.28. Z-dereceli halka R = @, ., R; ve R nin bir homojen ideali I alnsin.
I nan minimal asalimsy bir ayrisima sahip oldugu kabul edilsin. O halde I, tim asa-
himsy bilesenleri homojen olan asalimst bir ayrissima sahiptir. Dahasi, I ya ait olan

asal idealler homojendir.

Kanat. 1lk olarak i = 1, ...,s icin /Q; = P, olan I = Q1 N ... N Q, minimal asalims1
bir ayrigim olarak alinsin. Notasyon 2.2.22 den, her ¢ = 1, ..., s i¢in Q)] ve P idealleri
alimsin. Teorem 2.2.23 den P} asal ideal ve Lemma 2.2.20 dan her « = 1, ..., s icin @)},
R nin bir P*-asalimsi idealidir. Ayrica 1 <17 < sigin I C QF C @; dir. Dolayisiyla

IcQiN@;N.NQ;C@inN@nN.NQs=1

elde edilir. Boylece I = Q7NQ5N...NQ% dir. Bu I nin homojen asalimsi bir ayrigimidir.
Eger bu homojen asalimsi ayrigim rafine edilirse, Teorem 1.1.14 den bir minimal
asalimsi ayrisim elde edilir ve bilegenleri homojendir. I ya ait olan tiim asal idealler

Py, ..., P! igerisinde oldugundan ispat tamamlanmig olur. O]

Onerme 2.2.29. I, R halkasimn ayrisabilir bir ideali ve her i = 1,2, ..., s i¢in
VQi; = P; olmak tizere,

I=0:NQyN...NQ,
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minimal asalimsi ayrsim olsun. P € Spec(R) i¢in, asagidaki ifadeler denktir.

(i) Biri=1,2,...,s i¢in, P = P; dir,
(ii) (I :a), P-asalimsi ideal olacak sekilde bir a € R vardar,

(11i) /(I : a) = P olacak sekilde bir a € R vardr.

Kamt. (i) = (ii) Bir i = 1,2, ...,s icin P = P, olsun. Ilk olarak I = () Q; ayrisim
j=1
minimal oldugu i¢in a; € () Q; \ Q; vardir. Ayrica,
j=1
J#i

(Lra)=(NQ:a)=(NQ;:a)

J=1 J=1

dir. 1 < j < s olmak fizere j # i icin (Q; : a;) = R ve (Q; : a;) bir P-asalimsi
idealdir. Daha sonra P = P, oldugundan (I : a;) bir P-asalimsi idealdir.

(1) = (14i) Agiktr.

(iii) = (i) \/(I : a) = P olacak sekilde a € R mevcut olsun.

(I:0) = (@i 0) = N(@::a)

i=1

dir. Devaminda a € @Q; ise (Q; : a) = R, a ¢ Q; ise (Q; : a) bir Pasalimsi idealdir.
Bundan dolayn,

P= Vi = () Vi@ia= (| P
;éQi ;éQi
dir. P asal ideal oldugundan a ¢ @); olacak sekilde en az bir i (1 <i < s) tam sayisi
icin P = P; elde edilir. O

Sonug 2.2.30. (Asalimst Ayrisim i¢cin Birinci Teklik Teoremi) I, R halkasinan

ayrisabilir bir ideali olsun. I nan iki minimal ayrisima
I=Q1NQsN...NQs, VQ; = Pi(i =1,2,....5) ve
[=QiNQsN..NQL, Qi =P (i=1,2,..5)
olsun. Su halde s = s* ve {Py, P, ..., Ps} = {P{, Py, ..., PX} dir.
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Kanat. Onerme 2.2.29 dan P € Spec(R) icin P nin Py, P, ..., P, den birine esit olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul /(I :a) = P olacak sekilde a € R olmasidir. Su halde,

minimal ayrisimda goziiken P; asal idealleri ayrigimin yazilisindan bagimsizdir.

]

Tanim 2.2.31. I, R halkasinin ayrisabilir bir ideali ve I nin minimal bir asalimsi
ayrsimi, /Q; = P; (i =1,...,8) olmak iizere,

I=0,NQyN...NQ,

olsun. s elemanl { Py, Py, ..., Ps} kiimesine, "I ya iliskin asal idealler” kimesi denir

ve
A(I) = {P\, Py, .., P,}

ile gosterilir.

Onerme 2.2.32. I, R halkasimn ayrisabilir ideali ve P € Spec(R) olsun.
P € Min(I) olmasu i¢in gerek ve yeter kosul P nin A(I) da minimal eleman olmasi-
dor.

Kanat. I min minimal asalimsi ayrigimi

I=QiN@QN..NQuVQi=P (i=12,..5)

olsun. Ayrica I C P olmasi icin gerek ve yeter kosul v/I C v/P = P olmasidur.

VI= (V@ =N P,

dir. Boylece I C P olmasi, bir 1 < j < s icin, P; C P olmasima denktir. Bu ise bir
ilgili asal ideal P* € A(I) igin, P* C P demektir.

(=) P, I nin bir minimal asal ideali olsun. Ustteki agiklamalardan bir P* € A([)
i¢cin, P* C P ve P minimal asal ideal oldugundan, P* = P € A(I) bulunur. Fakat
A(I) C V(I) oldugundan, P nin A(]) nin da minimal eleman oldugu agiktir.

(<) P, A(I) nin bir minimal elemani olsun. Su halde I C P ve Sonug 2.2.16 den P’ C
P olacak sekilde I nin bir minimal asal P’ ideali bulunabilir. Ustteki aciklamalardan
P* C P olacak sekilde bir P* € A(I) vardir. Su halde
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prcpcp
ve P, A(I) min bir minimal elemani oldugundan,
p =P =P,
yani P = P' € Min(I) elde edilir. O

Onerme 2.2.33. R, Z-dereceli bir halka ve R nin bir I homojen ideali alinsin. Eger
P, I ya iliskin asal ideallerinden biri ve r € R i¢in P = /(I : r) ise r homojen

secilebilir.

Kanat. 1lk olarak i = 1, ..., s icin \/Q; = P, olacak sekilde I = Q; N ... N Q, minimal
asalimsi ayrisim olarak alinsin. Ayrica bu onermenin dereceli olmayan durumdaki
ispatina bakilabilir [2, 4.18 Corollary|. Notasyon 2.2.22 den i = 1, ..., s i¢in QF ve P;
almsin. Daha sonra Onerme 2.2.32 den i = 1, ..., s icin QF = P/ olacak sekilde bir

I =@Q7N...NE: minimal asalims: ayrigima sahiptir. Dolayisiyla
reNi=1Q5\Q;
J#

1. . . . . / .
elde edilir. Devaminda r nin homojen bilegenleri ;s olmak tizere r = ). __ r; olur,

i€z

boylece Y., i, (j=1Q; ve aittir. Fakat r ¢ Q; oldugundan, ry ¢ Q;(k € Z) olacak
J#

sekilde tek bir bilegen vardir. Dolayisiyla P = /(1 : r) elde edilir.

]
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Bolum 3

Dereceli Noetherian ve Artinian
Halkalar

Dereceli Noetherian ve Artinian halkalardan bahsetmeden 6nce bir R halkas: iizerinde
Noetherian ve Artinian halka tanimi verilecek ve temel teoremlerin gerekli gorildiigi

yerde ispatlarina da yer verilecektir.

3.1 Noetherian Halkalar

Tanim 3.1.1. R halkasimin ideallerinin, her artan
LCLC..CI,C..

zinciry sonlu bir advmda durursa, R ye "Noether halkasi” veya "Noetherian halka"

denir.

Bu 6zellige kisaca Artan Zincir Kogulu da denir.

Teorem 3.1.2. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) R Noetherian halkadur,
(1) R nin her ideali sonlu dretilmistir,
(i1i) R nin ideallerinden olusan, bostan farkl her ailenin bir maksimal elemany var-

dir. (Maksimal Eleman Kogulu)

22



Kamat. (i) = (i) Ilk olarak I, R nin sonlu iiretilmemis bir ideali olsun. Bir a; € I
alinsi. I # (a;) oldugundan, bir ay € I\ (a1) olur ve I # (aq,az) oldugundan, bir
az € I\ (a1, as) bulunur. Bu sekilde devam ederek, bir a1 € I\ (a1, as, ..., a;) elde

edilir. Boylece R nin ideallerinin
(a1) C (a1,a2) C ... C (a1,a9,...,a) C ...

bir sonsuz zinciri elde edilir. Bu ise ¢eligki olugturur. Su halde I sonlu iiretilmistir.

(i3) = (i41) Ik olarak ) # S C Z(R) olsun. Daha sonra Iy, S nin bir eleman
ve Iy maksimal degil ise Iy C I; olacak sekilde, bir [; € S vardir. Devaminda [
maksimal degil ise I; C I, olacak sekilde bir I, € S vardir. Eger S nin maksimal
elemani yoksa [y C I; C ... olacak sekilde bir sonsuz zincir elde edilir ve daha sonra
I = |JI; olsun. Buradan I, R nin bir idealidir. I ideali sonlu iiretilmig oldugundan,
I = (a1, a9, ..., a,) olacak sekilde (a1, as, ..., a,) € I vardir. Su halde (ay, as, ..., a,) leri

iceren bir [ bulunur. Dolayisiyla
Ik =1 ve [k: = Ik+1 = ...

elde edilir. Bu ise zincirin sonsuz olusu ile ¢eligir. Su halde, S nin bir maksimal elemani
vardir.

(i4) = (¢) R nin, I, C I, C ... olacak sekilde herhangi bir artan zinciri alinsm. (7i7)
den S = {3, I1, I3, ...} ailesinin bir I; maksimal eleman vardir. Su halde

I, = I;.1 = ... ve boylece R Noetherian halka olur.

]

Ornek 3.1.3. Her esas ideal bolgesi bir Noetherian halkadvr. Ozel olarak, Z bir No-

etherian halkadar.

Ornek 3.1.4. F cisim olmak dizere, F'[X] bir Noetherian halkadur. Fakat,
F X1, Xo, ..., Xp, ...] bir Noetherian halka degildir. Gergekten,

(X1) C (X1, Xa) C ... C (X1, Xo, ..., X)) C ...

sonsuz bir zincirdir. F X1, Xo, ..., Xy, ...| bir tamlik bolgesidir ve kesir cismi Noet-
heriandir. Buradan anlasilyor ki, Noetherian halkanin her alt halkasit Noetherian

olmayabilir.
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Onerme 3.1.5. R bir Noetherian halkasinin, bostan farkh {Ni};e; nilpotent idealle-

rinin toplam da nilpotenttir.

Kamt. 1k olarak Q = {N; : i € I, N; nilpotent ideal} # ) diyelim. R Noetherian
halka kabul edildiginden, bu ailenin en az bir K maksimal elemani var ve K da
nilpotenttir. Devaminda K = >  N; oldugu gosterilecektir. Daha sonra K C " N;
oldugu agiktir. Tersine igermeyi gostermek icin bir a € (> N;) \ K elemaninin varhg
kabul edilip bir celigki elde edilsin ve a € N;; + N;, +...+N;, = N olsun. Sonlu sayida
nilpotent idealin toplaminin da nilpotent olmasindan, K C K + N de nilpotent olur,

bu ise K € () nin maksimal ideal olmasi ile ¢eligir.

[]

Onerme 3.1.6. R bir Noetherian halka olsun. R nin her homomorf gérintisi de

Noetherian halkadar.

Kanit. R ve R* iki Noetherian halka ve f : R — R* bir 6érten homomorfizma olsun.

R* halkasinin ideallerinin herhangi bir artan,
ncpc.crrc..

zinciri almsim. Devaminda k = 1,2, ... igin, I;, = f~ (I}) ise
LCLC..CIL C..

de R nin ideallerinin artan bir zinciri olur. R Noetherian bir halka oldugundan, her
m > n ic¢in I,, = I, olacak gekilde bir n tam sayis1 vardir. f orten bir doniigiim
oldugundan, f (Ix) = I} dir. Su halde her m > n igin I}, = I’*, yani R* bir Noetherian
halkadir. ]

Sonug 3.1.7. R Noetherian halka ve I, R nin bir ideali olsun. Su halde R/I da
Noetherian halkadur.

Onerme 3.1.8. R bir Noetherian halka ve S de bir carpimsal kapaly alt kiimesi ise
S~'R de Noetheriandar.

Kamat. I, C I, C ... C I; C I;;; C ..., ST'R nin ideallerinin bir artan zinciri olsun.

Ik olarak 7 : R — S™'R dogal homomorfizmas: altinda,
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[[CIEC..CIECI, C ..

de, R Noetherian halkasinin ideallerinin bir artan zinciridir. Her 7 € N i¢in, I} = I},

k+i
olacak gekilde bir & € N vardir. Her 7 € N icin [[* = [}, dir. Su halde 7 € N igin
I;; = I;,; olacagindan, S™'R de bir Noetherian halkadir. O

Teorem 3.1.9. (Cohen Teoremi) Her asal ideali, sonlu tretilmis bir halka Noet-

hertandar.

Kamit. R halkasinin her asal ideali sonlu iiretilmis olsun. R nin Noetherian olmadig:
kabul edilsin. R nin sonlu iiretilmemis ideallerinin kiimesi (2 ile gosterilsin. Devaminda
Q # () dir. (22, C) siral kiimesinin herhangi bir tam siral alt kiimesi (zincir) olarak,
{I;} alinsin. Daha sonra J = UI; de R nin sonlu tiretilmemis bir idealidir. Gergekten,
J sonlu iiretilmis olsaydi, zincirde iireteclerin hepsini kapsayan bir [ ideali bulunur
ve bu takdirde, J = I olacagindan zincirdeki ideallerin sonlu tretilmedigi kabiille
celisirdi. Su halde J € Q bir iist sinir ve Zorn Lemmasi’na gore, {2 nmin en az bir
maksimal P elemani vardir. Devaminda bu P maksimal elemanimin bir asal ideal
oldugu gosterilmelidir. Boylece, asal ideallerin sonlu iiretildigi kabul edildiginden bir
celiski elde edilir ve 2 = (), yani her idealin sonlu tiretilmis oldugu ispatlanmis olur.

Sonra R = R; sonlu iiretilmis ve P €  sonlu tretilmediginden, P C R dir. Daha
sonra a ¢ P ve b ¢ P olacak gekilde a,b € R almsin ve ab € P oldugu kabul edilsin.
Buradan P C P+ Ra oldugundan, py,ps, ..., pm € P ve ry,ra, ..., 7, € R olmak iizere,

P+ Ra = (p1 4+ r1a,p2 + 120, ..., b + T'm@)
sonlu tiretilmigtir.
(P:a)={reR:rac P}

olmak tizere, ab € P oldugundan b € (P : a) ve boylece P C (P : a) olur. Su halde
bir vy, vy, ...,v, € R i¢in, (P:a) = (v, v,...,v,) ideali de sonlu iiretilmis ve her
1=1,2,...,n i¢in, av; € P dir.

Buradan,

P = <p17p27 «osy Pn, AV1, QV2, "'70/Un)
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sonlu iiretilmis bir idealdir. Gergekten, her x € P elemani, s; € R olmak tizere

x:i pz—i_rz Zszpz (isiri>a
i=1 =1
é(isiri>a:x—isim€])
i=1 i=1
:>3—Zsm (P:a :>5—Ztv]

7j=1

tie R(j=1,2,...,n) oldugundan,

xr = Z SiPi + Z tj (avj)
i=1 j=1

seklinde yazilir. Bu ise P € Q olmasi ile ¢eligir. Su halde, ab ¢ P, yani P asal
idealdir. O
Lemma 3.1.10. R bir halka, I ve J, R[X] halkasinin idealleri ve I C J olsun.

Her v > 0 tam sayist i¢in,

Li(I)={a; € R: Zj‘:o a; X7 €1 olmak tizere ag, a1, -+ ,a,-1 € R var}
kiimesi tanymlansin.

(i) Heri >0 tam saysi igin L; (I), R nin bir idealidir ve L; (1) C L; (J) dir.
(i6) Lo(I) € Ly (I) € . € L (1) € Ly (1) € ... dir:

(111) Her n >0 tam saysi i¢in Ly, (I) = L, (J) ise [ = J dir.

Kanit. (1) Agiktar.

(i3) Ik olarak a; € L;(I) ise ag,a,...,a;1 € R vardir ki, f = Z;‘:o a; X7 € I
oldugundan, X f € I dir. Boylece a; € L;y1 (I) bulunur.

(431) Oncelikle I C J ve her n > 0 tam sayisi i¢in, L, (I) = L, (J) kabul edilsin. Daha
sonra I C J olsaydi, J de olup I da olmayan en az bir polinom var ve bu polinomlar

arasinda en kii¢iik dereceli olani da,
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9= 00X €J, g¢ 1, (b, #0)
olsun. Su halde b,, € L,, (J) = L,, (I) dir. Boylece
h=0,X"+c, 1 X" 1+ . +ecel

vardir. Bundan dolayr g — h € J\ I ve der (g —h) < n — 1 dir. Bu sonug n nin
secimiyle celigir. Su halde I = J dir. ]

Teorem 3.1.11. (Hilbert Taban Teoremi) R Noetherian halka ise R[X] de No-

etherian halkadar.

Kamit. Iy C I C ... CI; C I;4; C ..., R[X] in ideallerinin artan bir zinciri olsun.
Lemma 3.1.10 dan her ¢ > 0 tam say1s1 i¢in,

ve her j > 0 tam sayisi igin,
olur. R Noetherian bir halka oldugu i¢in, R nin bos olmayan

{L;(L;) : 1,7 >0 tam say1}

idealler ailesinin, bir maksimal L, (1,), (p, ¢ > 0) eleman1 vardir. Boylece i > p olacak

sekilde her ¢ tam sayisi i¢in,
Li(1;) = Li (1) (= Ly(L,)), (her j > q igin)
olur. Ayni zamanda her ¢ = 0,1, ...,p— 1 i¢in, ilk p zincirin sonlu oldugu kullanilarak,
Li(I;) = Li (1), (her j > ¢" icin)

olacak gekilde bir ¢* > 0 bulunur. Daha sonra t = mazx {q, ¢*} alinirsa, her i > 0 tam
sayst i¢in L; (I;) = L; (1) (j > t i¢in) bulunur. Lemma 3.1.10 (é¢7) den her j > ¢ icin
I; = I, dir. Boylece R[X] de Noetherian halkadir. O

Sonug 3.1.12. R Noetherian halka ise R[X1, X, ..., X,)] de Noetherian halkadar.
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3.2 Artinian Halkalar

Tanim 3.2.1. R halkasimin idealleri, her azalan
LD2L,D..DI1,D..

zinciri sonlu bir adimda durursa R ye "Artinian halka” veya "Artin halkasi” denir.

Teorem 3.2.2. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) R Artinian halkadur,

(i) R halkasimn ideallerinin, bostan farkl her alt kiimesinin bir minimal elemans

vardar.
Ornek 3.2.3. Her cisim Artinian halkadar.
Ornek 3.2.4. n > 1 olmak dizere, Z/nZ halkasi sonlu oldugundan Artinian halkadar.
Teorem 3.2.5. Her Artinian tamlik bolgesi bir cisimdir.
Kamt. R Artinian bir tamlik bélgesi ve 0 # a € R olsun. Ilk olarak (a) 2 (a?) D ...
azalan zinciri g6z O6niine alinsin. R Artinian bir halka oldugundan bir n tam sayisi
icin

(a") = (a"!) = ...

elde edilir. Su halde a® = ra™™! olacak sekilde r € R vardir. R bir tamhk bolgesi

oldugundan, 1 = ra dir. R cisimdir.

Sonug 3.2.6. Artinian halkanin her asal ideali maksimaldir.

Sonug 3.2.7. R Artinian halkasinda nil radikali ve Jacobson radikali aynidir, yani
N(R) = J"(R) dir.

Teorem 3.2.8. Artinian halkada sonlu tane maksimal ideal vardr.

Kanat. R bir Artinian halka olsun. €2 ile R nin sonlu tane maksimal idealin kesigimi
olarak yazilabilen idealler kiimesi gosterilsin. R Artinian bir halka oldugundan 2 nin

minimal elemani vardir. {2 nin minimal elemani J ile gosterilsin.
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J:MlﬁMgﬂﬂMn

olacak sekilde R nin My, Ms, ..., M,, maksimal idealleri vardir. R nin tiim maksimal
ideallerinin My, Ms, ..., M,, oldugu ispatlanmalidir. M, R nin bir maksimal ideali ol-

sun. Su halde
J=M NMN..NM, DM NMyN..NM, e
dir. J € €2 minimal eleman oldugundan
J=MNMyN..NM,=MNMyN..NM,

dir. Bundan dolayr M; N My N ... N M,, C M ve bdylece bir j (1 < j <n) igin,
M; = M bulunur. O]

Teorem 3.2.9. R bir Artinian halka ise nil radikali N = N(R) bir nilpotent idealdir.

Kanat. N O N? D N3 D ... zinciri géz ¢niine alinsin. R Artinian halka oldugundan
bir n tam saysi icin N = N*t! = . dir. Devaminda I = N™ alimirsa I C N ve
I? = I olur. I = 0 oldugu ispatlanmahdir. Daha sonra I # 0 olsun. R halkasinin
J C I ve JI # 0 olacak gekilde J ideallerinin kiimesi gdz oniine alinsin. [ ideali bu
kiimenin elemani oldugundan, bog kiime degildir. Bu kiimenin minimal eleman1 K
olsun. Dolayisiyla KT # 0 ve bir a € K igin al # 0 dir. Boylece,

(al)I =al*=al #0

ve al C K C I olur. Su halde K nin minimalliginden al = K ve bir b € [ igin
ab = a dir. Fakat b € I C N oldugundan, (1 — b) terslenebilir bir elemandir. Buradan
(1 —b) c =1 olacak gekilde bir ¢ € R vardir. Fakat,

a=a(l—b)c=(a—ab)c=0

olmasi, al # 0 ile geligir. Sonug olarak, I = N™ = 0 elde edilir. O
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3.3 Dereceli Noetherian ve Artinian Halkalar

Notasyon 3.3.1. Z-dereceli bir R halkasy alinsin. der > 0 olacak sekilde tiim homo-
jen elemanlarin toplamindan olusan R nin alt halkasy Rt ve der < 0 olacak sekilde

tiim homojen elemanlarin toplamindan olusan alt halka ise R~ seklindedir.

Tanim 3.3.2. R min her homojen ideali sonlu tretilmis ise Z-dereceli R halkast

Z-dereceli bir Noetherian halkadur.

Teorem 3.3.3. R, Z-dereceli halka ise asagidaki ifadeler R i¢in denktir.

(i) R, Z-dereceli Noetherian halkadur,

(i1) Ro, R™, R~, Z-dereceli Noetherian halka ve her n igin R, ler sonlu tretilmis

Ro-modiilidiir,

(i1i) Ry, Noetherian bir halka ve Rt = Rg[x1,...,x,] ve R~ = Ry [y1, ..., ys] olacak
sekilde pozitif dereceli x4, ..., x, ve negatif dereceli vy, ...,ys homojen elemanlar:

vardur.

Kamt. (i) = (ii) Ik olarak I, Ry mn bir ideali olsun. O zaman IR, I dan secilen
elemanlarin sonlu kiimesiyle iiretilir. Bu elemanlar I y1 Ry 1n bir ideali olarak tiretir.
Buradan I sonlu sekilde tretilir. I, Ry i keyfi bir ideali olarak segildiginden, R
Noetherian bir halkadir. I, R, nin elemanlariyla iiretilmis R nin bir ideali olsun. R
Noetherian halka oldugundan, I sonlu sekilde iiretilir; tiretegleri aq, as, ..., a,, segilsin.
Bir aq, as, ..., a,, i¢erisinden herhangi biri a ile gosterilsin. Daha sonra r; € R, t; eR,

olmak tlizere
! ! !
a=rty+...+1t,

olacak gekilde ifade edilir. Bu ay,as, ..., ap, lerin her biri R, nin elemanlarmin (R
de katsayilari olan) sonlu sayida bir lineer kombinasyonudur. Boylece R,, nin bir

{t1,...,ts} sonlu alt kiimesi vardir ve her 1 <14 < m i¢in r;; € R olmak {izere
a; = sztl + T’Z'2t2 + ...+ Tists

esitligi dogrudur. Dolayisiyla I = Rty + Rty + ... + Rt elde edilir.
Iddia R, = Rot1 + Rots + ... + Rots olmasidir. Varsayilsin ki u € R,, dir. Buradan

u € I olur ve boylece R ye ait uygun ry,rs, ..., rs elemanlari igin
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u = Tltl + T’QtQ + ...+ Tsts (*)

olarak yazilir. Devaminda r; elemani, farkli dereceli homojen elemanlarin bir toplami
olarak tek tiirli ifade edilir; 6yle ki 7; = Y, ., 75, dir. Eger (*) nin iki tarafinda n

dereceli homojen bilegenler kargilagtirilirsa,
u = rlotl -+ TQOtQ —+ ...+ rsots

bulunur. Yani R, C Rot; + Rots + ... + Rots oldugunu gosterir ve icermenin tersi

aciktir, dolayisiyla
Rn = R()tl -+ R()tg —|— .+ Rgts

gosterilmig olur. Boylece R,,, sonlu iiretilmis Ry-modiiliidiir. Daha sonra R nin
homojen bir ideali I alinsin ve IR sonlu sekilde iiretildiginden IR, [ nin homo-
jen elemanlarimim sonlu kiimesiyle tiretilmistir; bu tiretegler a;, a;,, ..., a;; segilsin ve
i =max{ix: k=1,....5}, m > i olmak tizere b,, € I,, = I N R,, almsin. Devaminda
b = 7104 + 204, + ... +1j0;; olacak sekilde R nin ry, ..., r; homojen elemanlari mev-
cuttur. Her k i¢in m > i oldugundan k = 1,...,j i¢in 7, € R elde edilir. R,, sonlu
iiretilmis Rp-modiilii oldugundan, m < ¢ i¢in I N R,,,, sonlu iiretilmis Ry-modiiliidiir;
iiretecleri {r/l, ...,r;} dir. Daha sonra m = 0,...,% — 1 i¢cin I N R,, nin iireteclerine
{ail, e aij} tirete¢ kiimesi eklensin. Elde edilen kiime, R™ nin bir ideali olarak I nin

iireteclerinin sonlu kiimesini verir;

. / / ’
{ail,aiQ, @iy 11 =0,.,m — 1} U {7“1,7“2, ...,rs}

dir. Boylelikle R*, Z-dereceli Noetherian halkadir. Benzer sekilde R™, Z-dereceli bir
Noetherian halkadir.

(i1) = (4it) Pozitif dereceli R nin homojen elemanlariyla iiretilen R™ nin bir ideali /™
alinsin. Bu ideal x4, ..., x,, homojen iireteglerinin sonlu bir kiimesidir. Derecesi d; > 0
olacak sekilde x; alimsim. Devaminda r dereceli R* nin bir eleman: z olsun. R, halka-
sinda, katsayilar1 xq, ..., z,, olan z polinomu r tlizerinden tiimevarimla ispatlanacaktir.

Eger r = 0 ise ispat aciktir. r > 0 ise r derecesi r — d; < r (r < d; ise z; = 0) olacak

z = E T2

yazilir ve dolayisiyla z, Ry halkasinda, katsayilari zq, ..., z,, olan bir polinom olarak
elde edilir. Boylece z € R™ dan z € Ry [z1, ..., 2] olur. RT C Ry[xq,...,x,] ve RT =

sekilde z; homojen elemani icin

31



Ry [x1, ..., ] elde edilir. Ayrica R~ = Rq [y1, ..., ys) ispat1 benzer yolla yapilir.

(#41) = (i) Ik olarak (ii7). hipotezde R = Rq[z1,..., Ty : Y1, ..., Ys] olmast kullamlir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.11 (Hilbert Taban Teoremi) den, R nin tiim idealleri (dereceli
olmayan idealler bile) sonlu sekilde iiretilir. Boylelikle Z-dereceli R halkasi Noetherian
bir halkadir. [

Sonug 3.3.4. Z-dereceli bir R halkasy alinsin. Eger R, Z-dereceli Noetherian halka
ise R Noetherian halkadar.

Not 3.3.5. Benzer sekilde Z-dereceli bir Artinian halka tanimlansin. Bu durumda
Z-dereceli Artinian bir halkanin Artinian halka olmasi gerekmez.

K [X, X7 (K cisim olmak tizere) Z-dereceli Artinian halkadwr fakat Artinian halka
degildir.
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Bolim 4
Sonuc

Halka teorisi cebirin temel yapilarindan birisidir. Halkalar, cebirin diger temel ya-
pist olan gruplarin iizerine inga edilir. Ayrica dereceli halkalarin cebirsel geometri ve
degismeli cebirde 6nemli bir yeri oldugundan, bu tezde degismeli halka yapisindaki
teorilerin Z-dereceli halka yapisina nasil tagindigr ve arasindaki iligki ortaya konmug-

tur.
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