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OZET

KITLE ORTALAMASI iCIN
SIRA ISTATISTIKLERI iLE
PARAMETRE TAHMINI

CEYLAN, Zeynep

Yiiksek Lisans Tezi, Istatistik Bolumii
Tez Danismant: Dog. Dr. Muhammet BEKCI
Eylul 2012, 49 sayfa

Bu tezde, kitle ortalamasi igin sira istatistikleri ile parametre tahmini
calistlmigtir.  Bunun i¢in, Uniform dagilim modelleri incelenmistir. Sira
istatistikleri ile parametre tahmini i¢in Oncelikle sira istatistiklerinin olasilik

yogunluk fonksiyonlart sunulmustur.

Kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile elde edilen tahmin edicilerin yansiz
tahmin ediciler olmas1 saglanmistir. Sira istatistikleri ile kurulan bu yansiz tahmin

edicilerin varyanslart hesaplanmigtir.

Kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile olusturulan bu yansiz tahmin
edicilerden en kiiciik varyansa sahip olan tahmin edici bulunmustur. Dolayistyla,
yansiz tahmin ediciler arasinda en kiiglik varyansa sahip olan tahmin edici istatistik

teorisi acisindan oldukca dnemlidir.

Kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile kurulan yansiz tahmin edicilerden en
kicik varyansa sahip tahmin edici simiilasyon calismasiyla da desteklenmistir.
Bunun igin, bilgisayar programi ile séz konusu dagilimdan rasgele sayilar elde
edilmistir. Bu rasgele sayilar ile, 6nerilen tahmin edicilerin ortalama ve varyanslari

hesaplanmistir. Bu hesaplamalarin teorik sonuglar1 destekledigi goriilmiistiir.

Anahtar sozcikler: Sira Istatistikleri, Olasilik Yogunluk Fonksiyonu,

Uniform Dagilim, Yansiz Tahmin Edici, Beklenen Deger, Varyans.



Vi



Vil

ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATION
WITH ORDER STATISTICS
FOR POPULATION MEAN

CEYLAN, Zeynep

MSc in Statistics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammet BEKCI
September 2012, 49 pages

In this thesis, parameter estimation with order statistics for population mean
is studied. For this, Uniform distribution models are investigated. For parameter
estimation with order statistics, firstly probability density functions of order
statistics are presented.

Estimators obtained with order statistics for population mean are provided to
be unbiased estimators. Variances of these unbiased estimators constituted with
order statistics are calculated.

From these unbiased estimators constituted with order statistics for
population mean, estimator that has minimum variance is found. Therefore,
estimator that has minimum variance among unbiased estimators is very important
in terms of statistics theory.

From unbiased estimators constituted with order statistics for population
mean, estimator that has minimum variance is supported with simulation study too.
For this, random numbers from distribution said are obtained with computer
software. With these random numbers, mean and variances of recommended
estimators are calculated. It is seen that these calculations support theorical results.

Keywords: Order Statistics, Probability Density Function, Uniform
Distribution, Unbiased Estimator, Expected Value, Variance.
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1. GIRIS

Sira istatistikleri istatistik teorisinin en Onemli kavramlarindan biri olup,
temel istatistik yontemlerde ve istatistiksel sonug¢ ¢ikariminda kullanilmaktadir.
Ayn1 zamanda, teste tabi tutulan n tane iirlinlin yasam zamanlarini gosterdigi icin,
yasam analizi (life-time analysis) ve givenilirlik teorisinde (reliability theory)
onemli yer tutmaktadir. Sira istatistikleri, yeterli istatistikler olduklarindan
orneklem hakkindaki tiim bilgiyi igerirler. Sira istatistiklerine son yillarda artan
ilgi, bu alanin hizla gelisimini saglamistir. Ozellikle, sira istatistiklerine dayali
bircok istatistik, dagilimdan bagimsiz (distribution-free) ozelligi tasidigi igin,

parametrik olmayan istatistiksel yontemlerde genis sekilde kullanilmaktadir.

Her bir rasgele degisken dagilim fonksiyonu ile karakterize edilir. Fakat
pratikte dagilim fonksiyonu cogu zaman belli olmaz. Matematiksel istatistigin
temel problemlerinden birisi rasgele degiskenin deneysel degerlerini kullanarak
onun dagilim fonksiyonunu tahmin etmektir. Bazen dagilim fonksiyonunun
analitik ifadesi belli olur, ama bu ifade birka¢ bilinmeyen parametre icerir.
Mesela, Poisson ve iistel dagilimlar tek parametreli, normal ve gamma dagilimlar
ise iki parametrelidir. Bu parametreler moment denilen sayisal gostergeler ile
ifade edilmektedir. Bilinmeyen dagilim fonksiyonu belli kosullar altinda
momentler yardimiyla tek olarak belirlenebilir. Ayrica, olasilik ve stokastik
siirecler icin Onem tasiyan bazi esitsizlikler momentler yardimiyla ifade
edilmektedir.

Gelismeler 1950’li ve 1960’1 yillarda Scheffe ve Tukey (1945), Lloyd
(1952), Downton (1954), Sarhan (1954-1955), Harter (1961), Kulldorff (1963)
Siddiqui (1963) ve Chernoff vd. (1967) ile baslamistir. David’in (1981) sira
istatistikleri kitabi bu konuda O©nemli bir kaynaktir. Bu konuda Onemli
kaynaklardan bazilar1 Balakrishnan ve Cohen (1991), Ahsanullah ve Nevzorov
(2005), Ahsanullah (2007) ve Arnold vd. (2008) olarak siralanir.

Bu calismanin amaci, kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile parametre
tahmini yapmaktir. Kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile elde edilen tahmin
edicilerin yansiz tahmin ediciler olmasi saglanmis ve bu yansiz tahmin edicilerin
varyanslar1 hesaplanmustir. Kitle ortalamasi igin sira istatistikleri ile olusturulan bu
yansiz tahmin edicilerden en kii¢lik varyansa sahip olan tahmin edici bulunmustur.
Dolayisiyla, yansiz tahmin ediciler arasinda en kiigiik varyansa sahip olan tahmin

edici istatistik teorisi agisindan oldukc¢a 6nemlidir.



2. SIRA ISTATISTIKLERI

X1 Xy, X, bagimsiz ve aymt F, (X) = P{X < X} dagilimina sahip rasgele

degiskenler olsun.

Xpn = Xy = Min{Xy, Xy e X Freey X = Xy = Max{Xy, X, X, )

seklinde tanimlansin.

Xins KXo yeeny X arasinda X, <X, <..<X,, esitsizligi yazilabilir.

nn

Literatirde X, <X, <..<X,lere X, X,,.., X, rasgele degiskenlerine

n

dayali sira istatistikleri ad1 verilir.

Dagilim fonksiyonu herhangi bir X  rasgele degiskeni igin
Fy (X) = P{X < x} seklinde tamimlansimn. O zaman r’inci sira istatistigi X,,’in

< x} yazilabilir.

rn —

dagihm fonksiyonu igin F, (x) = P{X

2.1 Minimum ve Maksimum Sira istatistiklerinin Dagilim Fonksiyonu

X, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F, (x) ile gosterilir. O

Zaman,

Fr, () =P{X,, <xj=1-[I-F)] (2.1)

olur.

X, rasgele degiskeninin dagihm fonksiyonu F, (x) ile gosterilir. O

nn

Zaman,

FXM (X) = P{X nn < X} = [F (X)]n (22)

olur.



2.2 r’inci Sira Istatistiginin Olasiik Yogunluk Fonksiyonu ve Dagilim
Fonksiyonu

X, X,y X, bagimsiz ve aynt F, (X) = P{X < X} dagilimina sahip rasgele
degiskenler olsun. 1<r <n olmak Uzere; r’inci sira istatistigi X, olsun. O
zaman X .’ nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fxm(x)—( )( ),[F(x)]”[l FOOI™ f(x) (2.3)

-1

ve X, nin dagilim fonksiyonu,

o (X)= 2( ] FOI - FOoT™ (2.4)

i=r

olur.

2.3 Iki Sira istatistiginin Ortak Olasihk Yogunluk Fonksiyonu ve
Dagilim Fonksiyonu

X, Xy, X, bagimsiz ve aynt Fy (X) = P{X < X} dagilimina sahip rasgele
degiskenler olsun. 1< r <s<n olmak Uzere; r’inci sira istatistigi X, ve S’inci

sira istatistigi X, olsun. O zaman bu iki sira istatistiginin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu,
nl

f x. (%y)= (r—l)!(s—r.—l)!(n—s)![F(X)] Fy)-FX)"

xL-FW] f(x)f(y) ;r<svex<y (2.5)
ve ortak dagilim fonksiyonu,

Xen (X’ y) = P{X rn <X, Xs:n < Y}

33 FOTEO) - F) b))

(2.6)

olur.



2.4 Beklenen Deger ve Varyans

Herhangi bir strekli X rasgele degiskeninin beklenen degeri, ya da strekli
Y = g(X) rasgele degiskeninin beklenen degeri asagidaki bi¢imde tanimlanur.

E(X) = Txf(x).dx 2.7)
E[g0] = [ 900 f (X)dx @8)

Eger g(X)=X? olarak alimirsa X rasgele degiskeninin ikinci momenti

asagidaki gibi olacaktir.
E(X?) = [x*f(x).dx (2.9)

Beklenen deger bir merkezi egilim 6l¢iisiidiir. Bunun yani sira, yayilim
Olgiilerinden biri olan varyans kavrami da istatistiksel acidan olduk¢a Gnem
tagimaktadir. O halde, X rasgele degiskeninin varyansi asagidaki esitlikle

hesaplanir.

Var(X)=E(X?)-[E(X)] (2.10)

2.5 Yansizhk

Kitle parametresi (@) icin herhangi bir tahmin edici 6" olsun. Eger bu

tahmin edicinin beklenen degeri kitle parametresine esit ise, yani,

E@)=6 (2.11)
esitligi saglaniyorsa, @, @ icin yansiz bir tahmin edicidir.

Ayni kitle parametresi igin Onerilen yansiz tahmin edicilerden en kii¢iik

varyansli olan tahmin edici tercih edilir. Bu tahmin ediciye en kii¢iik varyansl

yansiz tahmin edici ad1 verilir.



3. KITLE ORTALAMASI iCIN SIRA ISTATISTIKLERI iLE ONERILEN
BAZI TAHMIN EDiCiLERIN BEKLENEN DEGER VE VARYANSI

Bu bolimde, Uniform dagilimin kitle ortalamasi igin sira istatistikleri ile
parametre tahminine yonelik tahmin ediciler onerilerek bu tahmin edicilerin
beklenen deger ve varyanslari bulunup istatistiksel oOzellikleri bakimindan

karsilastirilmistir.

3.1 (0,1) Arahginda Uniform Dagilim

Uniform (0,1) dagilimina sahip bir X rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu f(x) ve dagilim fonksiyonu F(x) olmak (izere,

f(x)=1 ve FX)=x ; 0<x<1

dir. X rasgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla,

1 1
E(X)=—= ve V(X)=—
(X)=3 (X)=13
dir.
Her biri ayn1 Uniform (0,1) dagilimina sahip ve birbirinden bagimsiz
X., X,,..., X, rasgele degiskenlerinin siralanmasiyla elde edilen sira istatistikleri
Xy Xz, -+ Xy Olsun. Uniform (0,1) dagilimina iliskin, sira istatistikleri ile

kitle ortalamasi icin Onerilen bazi1 yansiz tahmin ediciler asagida sunulmustur.

i) Maksimum sira istatisti§i X, ’e bagli olarak olusturulan tahmin edici 0,

olsun. O halde &, asagidaki sekilde olusturulur:

gl*zn_"”')(

on ™ (3.1)



¢; tahmin edicisinin beklenen degeri igin, X ,,’in beklenen degerine ihtiyag

vardir.

E(; )— E(X(n))

Burada X ,, 'nin beklenen degeri

1 1
n
E(X(n)):Ifo(n) (x)dx =jx -
0

 ( —i)!O!

1
= n'[x”dx =n
0

E(X(”))_ n+1

n+l !

n+1
0

(x)"*(1- x) 1dx

(3.2)

olup &, tahmin edicisinin beklenen degeri ise

n+1 n
E@) ="
2n n+1
N 1
E(01)=§

olarak bulunur.

(3.3)



Maksimum sira istatistigi X, “e bagli olarak olusturulan tahmin edici 0, ’m

beklenen degerinden, bu tahmin edicinin yansiz oldugu goriiliir.

0, tahmin edicisinin varyansi igin, @, ’in karesinin beklenen degeri

hesaplanur.

(n+1)°

*2
E(el ) = 4n2

E(XG)

Bunun i¢in de maksimum sira istatistigi olan X ’in karesinin beklenen

degeri elde edilir ve yerine konularak sonuca ulagilir.

1 1 |
E(XZ) = [x2f, (dx=[x? —=—(x)"*d
(X&) !x xg, (X)X !x (n—l)!(x) X

n+2 !

1
X
= njx””dx =n

5 n+2|

n
E(Xg)=—= 3.4
(X() — (3.4)

2y (n+1? n
E@7)="") N
@) 4n’> n+2
2

E(@fz) = M (3.5)

4n(n+2)



Bu sonug ile maksimum sira istatistigi olan X ,,’e bagli olan tahmin edici

6, ’1n varyansi asagidaki gibi bulunur.

V@) =e@)-[E@)f =%—%

_n*+2n+1-n*-2n
- 4n(n+2)

* 1
V(91)24

n(n+2) (36)

i) Maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve X ’e bagh

olarak olusturulan tahmin edici @, olsun. O halde &, asagidaki sekilde

olusturulur:
. X+ X,
0, = % (3.7)

0, tahmin edicisinin beklenen degerini bulmak i¢in asagida goriildiigii gibi
Xq Ve X, 'in beklenen degerine ihtiyag vardir.

E(05) =2 E(X ) + E(X,)]

X g "in beklenen degeri

h h ! 0 n-1
E(X(l)):_(‘;xfx(l) (x)dx:}[xm&) (1—x)""dx



n-1
E(Xy) = nj X@-x)"dx | i — du

! ‘1—x=u
0

1

= nJ:'(l— uu"tdu = nU u"'du —_j;u“du}

0
un
=N —
n

1 u n+l

0 n+1

1
0

J-o2-2)

E(Xy) = ﬁ (38)

olarak bulunur. Benzer sekilde ya da (3.2)’de goriildiigii tizere X ,,’in beklenen

degeri
E(X,,)= _n (3.9
™7 n+1 '
olup buradan @, tahmin edicisinin beklenen degeri
~ 101 n 1
E(6,)=— + = n+1
(6) 2{n+1 n+1} 2(n+1)( )
1
E(6;) =§ (3.10)

olarak elde edilir.
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Maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve X, e bagl olarak
olusturulan tahmin edici &, m beklenen degerine bakilirsa, sonugta bu tahmin

edicinin yansiz oldugu gorulir.

0, 1n varyans hesabi icin @, 1 karesinin beklenen degerinin hesaplamasi

gereklidir.

* 1
E@.%) :Z[E(X(Zl))+2E(X(1)X(n))+ E(X2)]

Bunun i¢in de maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve

Xy in karelerinin ve bunlarin ¢arpiminin beklenen degerleri hesaplanir ve yerine

konularak yukaridaki denklem ¢oziiliir.

1 1
E(X(Zl)):_[x2 (nrll (1—x)”’1dx=nJ.xz(l—x)”’ldx
0

1) .

1-x=u
—dx=du

::nj@:—u)zu”1du::n{ju"1du-—j2u”du4—ju””du}
0 0 0

0

un un+l un+2
n n+1 n+2

0

1 1 1
=n -2 +
n n+l n+2
(n+1)(n+2) n(n+2)  n(n+l)
n

:HG:ﬁG:ESOLHXn+@—2Mn+@+nm+D

n?+2n+n+2-2n%—4n+n+n
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2

) 2)

(3.11)

Xy Ve X, in carpimimnin beklenen degeri igin bu iki sira istatistiginin

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu hesaplanir ve ¢ift katl integral uygulanarak
sonu¢ (3.12)’deki gibi elde edilir.

1 Xy

E[X X ] = J. J.X1X2 fx(l),x(n) (X1, X, )dx,dX,
00
0<Xx <X, <1 olmak Uzere X, ve X, ’in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

nl

fX(l),X(n) (Xl’ X2) = (l—l)l(n _1_1)(n _ n)! [F (Xl)] [F(Xz) — F(Xl)] h

L=Fx)] F(x) F(x,)

=n(n=1F(x,) = F(x)]™* £ (%) f(x,)

olup Uniform (0,1) dagilmi igin ise X, ve X,’in ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi olacaktir:

fx(l)vxm) (Xl’ X2) = n(n _1)()(2 - X1)n72 , 0<x,<x,<1

O halde, X ve X, in carpiminin beklenen degeri asafida oldugu gibi

hesaplanacaktir:



12

1Xx
2 12 XjL:XZt
E[X X0 )= Mxlxznn —1)(x, — x, )" 2 dx,dx, . = x.dt
11
”xtxz " x,dtdx,
00
1 1
jx“jtl t)"dt dx,
0 0
:n(n—l) 1 J.Xn+1dX _ X2+2 1
n(n_ 0 i n+20
E[X(l)X(n)]——n+2 (312)

olarak bulunur. X, nin varyanst i¢in ikinci momenti hesaplanacak olursa,

0
1 n+21
njx””dx X
5 n+2
E(X2)=—" 3.13
( (n))_n+2 ( )

olur.
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O halde @, tahmin edicisi icin

x 1 2 1 n
EG;) == 2
(@) 4{(n+1)(n+2)Jr n+2+n+2}

B %H(ni)?:jz)} n 2 2}

E(00) =3{L+L} (3.14)

4 n+1 n+2

olup bu sonug kullanilarak maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve

X "€ bagli olan tahmin edici 6, ’m varyansi

ven-i[ 2, n]1
22 4ln+1l n+2| 4

:%{2n+4+?2 +lr;(—(n2431)(n+2)}

V(6,) = X L (3.15)

n+1)n+2)

olarak elde edilir.
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iif) Minimum sira istatistigi X 4, ’e bagh olarak olusturulan tahmin edici 6]

olsun. O halde @; asagidaki sekilde olusturulur:

0, = ”T” X (3.16)

@, tahmin edicisinin beklenen degerini bulmak i¢in asagida da goriilebildigi
gibi X 4, ’in beklenen degerine ihtiyag vardr.

E(O; )—”—”E(xm)

E(X )—jxf (X)dx = nj Lo x) it ¥
W e i —dx =du
1 n n+ll
= J‘(l uu™du =n-——n-
0 n n+1
0
1
E(Xa)):m (3.17)

Buradan 6, tahmin edicisinin beklenen degeri

N n+1 1
E(6:) = 2 n+1
N 1
E(;) :E (3.18)

olarak bulunur.
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Minimum sira istatistigi X, ’e bagli olarak olusturulan tahmin edici 0, mn

beklenen degeri incelediginde, olusturulan bu tahmin edicinin yansiz oldugu
goraldr,

6;’un varyans: i¢in bu tahmin edicinin karesinin beklenen degerinin

hesaplanmasi1 gerekecektir.

(n+1)°

E6;°) = E(XZ)

Bu degeri hesaplayabilmek i¢in de minimum sira istatisigi olan X, ’in

karesinin beklenen degeri bulunur ve yerine konularak sonug elde edilir.

E(X2 )—szf (X)dX _nj‘xz(l—X)n_ldX‘l_qu
o/~ X =]
! @ J dx— du
f u” n+l ne2 |1
:nj(l_u)Zun—ldu o .
0 n n+1 n+20

2

E(X(l)) = m (319)
2y (n+1)2 2

B0 =" (n+1)n+2)
$2y n+1)

E@.%) = 2012 (3.20)

Elde edilen bu sonug ile minimum sira istatistigi X, ’e bagl olan tahmin

edici @, ’m varyansi asagida oldugu gibi elde edilir.
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(n+1)
2(n+2)

v©) =) -[e@)f = —%

_2n+2-n-2
~ 4n+2)

V(6;) = 2 (3.21)

—
+
N

~

Iv) r’inci sira istatistifi X ,,’ye bagh olarak olusturulan tahmin edici 0,

olsun. O halde @, asagidaki sekilde olusturulur:

« n+1
94 = 7 X(r) (322)

(3.22)’de goriinen @, tahmin edicisinin beklenen degeri asagidaki yoldan
bulunur.

E(0; )— E(X(r))

E(X() = jxf (X)dx = jx )n(_r). X" (1—x)"" dx

|
Burada B(r+1,n—r+1)= rn-r) seklindeki beta fonksiyonu kullanilarak

1y

sonug;

E(X ()=~ (3.23)

olarak bulunur.
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* n+1 r
E(0:) = 2r n+1

E@©)) :é (3.24)

Bu sonugtan da gorliyor Ki r ’inci sira istatistigine bagli olarak olusturulan
6, tahmin edicisi, yansiz bir tahmin edicidir.

Bu yansiz tahmin edicinin varyansinin hesaplanabilmesi i¢in karesinin

beklenen degerini bulunacaktir.

(n+1)°
Ar?

E@;) = E(X{))

Bu hesap igin de r’inci sira istatisigi olan X ,, ’in karesinin beklenen degeri

bulunur ve yerine konularak denklem ¢ozulir.

1 1 |
E(X2 )= [x2f dx = 2 L1 _ )" d
(Xip) =[x, 000 = [ ey X )

Burada B(r+2,n—r+1)=% seklindeki beta fonksiyonu
+ 2

kullanilarak sonug;
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r(r+1)

E(X(r)) = m (3.29)
ve buradan
2y (n+1)? r(r+1)
SO =T hetln+2)
2y (n+1)r+1)
E(0, )= Tarne2) (3.26)

olarak bulunur.

Bu sonuclardan faydalanarak r’inci sira istatistigi X, ’ye bagl olarak

olusturulan tahmin edici @, *iin varyansi elde edilir.

Ve =E©;)-[E@f %%

_ m+n+r+l1-rn-2r
4r(n+2)

* n-r+1
V(‘94): 4

(3.27) esitliginde r=1 alinmasi durumunda (3.21)’de bulunan

* n
ViG)= 4n+2)

V()= 1 sonucu elde edilir.
o4

n(n+2)

sonucu, ayrica r =n alinmasi durumunda ise (3.6)’da bulunan
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V) Medyan sira istatistigine bagl olarak olusturulan tahmin edici &, olsun.

O halde 6, asagidaki sekilde tanimlanir:

X ) , n=2m+1
0; =U = (3.28)
Xim + X
(m) 5 ™D = 2m

Orneklem genisligi tek say1 ise, medyan istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonu asagida verildigi gibi olup, beklenen degeri (3.29) ve varyansi da
(3.30)’da gosterildigi gibidir. (Kitap¢1 2010)

n=2m+1 igin:

S Ix™1-x)" , 0<x<1

fu (X) =
0 , d.y.
2m+1p (-1)*
EU)= m! kz(;k'm kI(m+k+2) (3.29)
V() - 2m+1lzm: (-2)"

~k!(m - k)'(m+k+3)

[megknm k)l(r31k+k+2)]2

(3.30)

Orneklem genisligi Gift sayr ise, medyan istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonu asagida verildigi gibi olup, beklenen degeri (3.31) ve varyansi da
(3.32)’de gosterildigi gibidir. (Kitapg1 2010)
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n=2m igin:

2m)| m-1 2u 1)m -1k (1 u)m+k (1_2u)m+k 1
(m- 1)'Zk|m 1-k) M+ K : O<u<2
f(u)=
(Zm)! m-1 (Zu_l)m—l—k (1_u)m+k 1
Z(m—l)!kz_(;k!(m—l—k)! m+ k ) 2SU<1
m-1 (2m) m+k (m+k)!(_1)m—k+2i+l
EU)= ;klm 1)lm k—1)(m + )g‘i!(m+k—i)!2m+k+2
(_1)m+k+l 1
(m k+ifm-k+i+1) 4 2m(2m+1)
+m+k m+k)|( ) 2(m—k+J)+l
T tmak—jp2me {((m—k+j+1)(m-k+ j)
(3.31)

m-1 (Zm) m+k (m + k)l(— 1)m—k+2i+l
VU)=
V)= 2 (k- 1ﬂm+k{Z;Mm+k—m2m“3
1 2 1 j ()™
X - + -
m—-K+i+2 m-k+i+1 m-Kk+i 8

X

1, 2 +:1j+§f (m+kX(-1)’

+
2m+2 2m+1 2m = j!(m+k_j)!2m+k+3

1 2 1
X - + - + .
m-KkK+j+2 m-k+j+1 m_k+JJ
“ 22m| m+k m+k|_1 m—-Kk+2i+1
—[Zk, (2m) [ (m-+KY-1)

Sk (m-1p(m—k 1) (m+ k) S it(m+k —ip2m*

: AT

><((m—k+i)(m—k+i+1) 4 2m(2m+1)

LR (mak)(cn) 2(m—k+j)+1 i
JZ_:; j!(m+k— j)!2m+k+2 ((m_k+j+l)(m—k+ J)j]]

(3.32)
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Uniform (0,1) dagiliminin kitle ortalamasi igin sira istatistikleri ile yukarida
onerilen €, 6,, 0;, 6, ve 6, tahmin edicileri yansiz tahmin ediciler oldugundan

hepsinin beklenen degeri % olarak elde edilmistir.

Uniform (0,1) dagiliminin kitle ortalamast igin sira istatistikleri ile 6nerilen
bu 6, 6,, 0;, 9, ve 6, tahmin edicilerinin varyanslar gesitli 6rnek sayilari igin

hesaplanarak asagidaki tabloda oldugu gibi bulunmustur.

Tablo 3.1 Uniform(0,1) dagihmu igin 6, , 6;, 6, 6, ve 6, tahmin edicilerinin

baz1 n degerlerine iligkin hesaplanan varyans sonuclari

LV | Ve | V@) | Ve | Ve | Ve
r=3 r=6
0.083333 | 0.083333 | 0.083333 - - 0.083333
0.03125 0.041667 0.125 - - 0.04167
0.016667 0.025 0.15 0.016667 - 0.05
0.010417 | 0.016667 | 0.166667 | 0.027778 - 0.033333
0.007143 | 0.011905 | 0.178571 | 0.035714 - 0.03571
0.003968 | 0.006944 | 0.194444 | 0.046296 | 0.009259 | 0.027778
0.002525 | 0.004545 | 0.204545 | 0.053030 | 0.015152 0.022727

Kitle ortalamasi igin sira istatistikleri yardimiyla onerilen yansiz tahmin
edicilerin baz1 6rnek sayilar1 i¢in varyans sonuglari Tablo 3.1°de goriilmektedir.
Tablo incelendiginde 6nerilen bu tahmin edicilerden maksimum sira istatistigine
dayali olan @, ile maksimum ve minimum sira istatistiklerine dayali olan 6,
tahmin edicilerinin (3.6) ve (3.15) esitliklerinden kolayca anlasilacagi iizere
varyans degerlerinin 6rneklem sayisi arttik¢a kiigiildiigli gorilmektedir. Bu iki
tahmin edici incelendiginde; &, tahmin edicisi iki sira istatistigi igerdigi halde, €,

tahmin edicisinin daha iyi sonuglar verdigi goze ¢carpmaktadir.
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Diger tahmin edicilerde ise bu durumun farkli oldugu goriilmektedir.
Minimum sira istatistigine dayali olarak olusturulan @, tahmin edicisinin daha

biiyiik orneklemlere gidildikge daha biiylik varyans degerine sahip oldugu
g6zlenmektedir. Buna paralel olarak r. sira istatistigi ile olusturulan @, ’m da
bilyiik 6rneklemler igin varyansi giderek bilyliimektedir. 6, ve @, tahmin
edicilerinin ikisinin de yiiksek varyanslara sahip olmasi, n degeri arttik¢a r. sira
istatistiginin giderek minimum sira istatistigine yaklagmasiyla agiklanabilir.
r=3’e gore r=6 igin hesaplanan @, tahmin edicisinin varyans degeri daha
yavas bir sekilde biyumektedir. Cinki, daha yiksek bir r degeri i¢in, bu sira
istatistigi minimum sira istatistigine daha ge¢ yaklasmaktadir. Bununla birlikte, bu

tahmin edicilerin varyansi belli bir degeri asamayacaktir.

Medyan sira istatistigi olan €, tahmin edicisi incelendiginde, bu tahmin
ediciye ait varyans degeri 6, ve @,’da oldugu gibi n degeri biiyiirken
kiigllmektedir. Ancak &,, 8, ve 6, tahmin edicileri arasinda varyansi en hizh
sekilde kiigiilen @, , 6rneklem 6lgiimii en biiyiik degere ulastiginda en kiigiik

varyansa sahip olacaktir. Biitlin bunlar ele alindiginda hepsi yansiz olan bu tahmin
ediciler arasinda, maksimum sira istatistigine dayali olarak onerilen &, tahmin

edicisi en kii¢lik varyansa sahip oldugundan bu asamada en iyi tahmin edici olarak
belirlenir.

Tablo 3.2 Uniform(01) dagihmi icin 6, tahmin edicisinin bazi n ve r
degerlerine iliskin hesaplanan varyans sonuglari
r
1 2 3 4 5 7 9
n
0.08333 - - - - - -
0.125 | 0.03125 - - - - -
0.15 0.05 0.01667 - - - -
0.16667 | 0.0625 | 0.02778 | 0.01042 - - -
0.17857 | 0.07143 | 0.03571 | 0.01786 | 0.00714 - -
0.19444 | 0.08333 | 0.0463 0.02778 0.01667 0.004 -
0.20455 | 0.09091 | 0.05303 | 0.0341 0.02273 | 0.00974 | 0.00253
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Tablo 3.2°de verilen varyans degerleri incelendiginde, sonuglarin Tablo
3.1’deki varyans degerleri ile uyumlu oldugu goriilmektedir. Tablo 3.2 igin

kosegen degerleri, maksimum sira istatistigine dayali olarak &nerilen &, tahmin
edicisinin varyans degerleri ve ilk siitun degerleri ise, minimum sira istatistigine
dayali olarak onerilen @, tahmin edicisinin varyans degerleridir. Ayrica, Tablo
3.2’deki n=2r-1 esitligini saglayan degerlerin de, medyan istatistigi olan 6,
tahmin edicisi i¢in orneklem sayisinin tek sayr olmasi durumundaki varyans
degerleri oldugu goriilmektedir.

3.2 (a,b) Arahginda Uniform Dagilim

Uniform (a,b) dagilimina sahip bir X rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu f(x) ve dagilim fonksiyonu F(x) olmak (izere,

f(x):i ve F)=2-2 . a<x<b
b-a -a

dir. X rasgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirastyla,

a+b (b—a)?
E(X)=—— ve VX)=——"—
)= (X) =20
dir.
Her biri ayn1 Uniform (a,b) dagilimina sahip ve birbirinden bagimsiz
X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin siralanmasiyla elde edilen sira istatistikleri
Xy Xz, -+ Xy olsun. Uniform (a,b) dagilimina iliskin, sira istatistikleri ile

kitle ortalamasi icin Onerilen bazi1 yansiz tahmin ediciler asagida sunulmustur.
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i) Maksimum sira istatistigi X, ’e bagl olarak olusturulan tahmin edici 0,

olsun. O halde &, asagidaki sekilde olusturulur:

0, = ——ZX, +a (3.33)

@, tahmin edicisinin beklenen degeri icin, X m in beklenen degerine ihtiyag

vardir.

n+1b a
E(6, )— 2 2 ——E(X,))+a

Burada X, nin beklenen degeri

E(X () = J X ), [FOOI L= F oI f ()dx

b n-1 b
- Ix(x_aj L gx-_" jx(x—a)”’ldx x=al

- (b-a) b-a (b-a)' dx = a.dt

n b/a 1 nan+1 b/a o t—lzy
= at(at adt= t-1) dt
pay | M) ad g T Uy

nan+1 (b/a)-1 ld na“*l yn+1 yn
= 1 n- =V | 4 =
by ) VT <b—a>“[n+1+n}
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_oma™ 1 (b—aj””Jr na"* E(b—a)”
(b-a)' n+1\ a (b—a)'n\ a

E(X(n)):ﬁ(b—a%a (3.34)

olup 6, tahmin edicisinin beklenen degeri ise

. n+1 b—-a( n
EG )= b-a)+al+a
@) nb+a 2 [n+1( ) j

a+b

E@©)) = (3.35)

olarak bulunur.

Maksimum sira istatistigi X, ’e bagh olarak olusturulan tahmin edici 0, ’m

beklenen degerinden, bu tahmin edicinin yansiz oldugu goriiliir.

6, tahmin edicisinin varyansi i¢in,

n+l b-a

—] V(X(n))

V(el*):(nb+a 2

esitlifindeki X, 'nin varyansi asagidaki gibidir:



26

V(X(n)) = E(X(Zn)) - [E(X(n))]2

Bunun i¢in de maksimum sira istatistifi olan X, ’in karesinin beklenen

degeri elde edilir ve yerine konularak sonuca ulasilir.

8 ! n-1 0
E(X2)) = j xzm[w] - FOOT f (x)dx

E(X(zn))=$(b—a)2 + " 2ab-a)+a? (3.36)
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(3.34) ve (3.36) esitlikleri yardimiyla maksimum sira istatistigi olan X, *nin

varyansi agsagidaki gibi bulunur:

n n
V(X) :m(b—a)z +m2a(b—a)+ a’

n 2
V(X)) = m(b— a) (3.37)

Bu sonug ile maksimum sira istatistigi olan X ,,’e bagl olan tahmin edici

6, 1 varyansi asagidaki gibi bulunur.

n+1 b-a n

V(el):(nb+a 2 ) (n+2)(n+1)2(b_a)
«_ nb-a)
V)= s b+ ay (3.38)

(3.35) ve (3.38) esitliklerinde a = 0,b =1 alinmasi1 durumunda sirasiyla (3.3)

ve (3.6)" da sunulan E(6,) :% veV(0))= 2 sonuglari elde edilir.

I
n(n+2)
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i) Maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve X ’e bagh

olarak olugturulan tahmin edici @, olsun. O halde @, asagidaki sekilde

olusturulur:
. X+ X,
o, :% (3.39)

@, tahmin edicisinin beklenen degerinin hesaplanabilmesi igin oncelikle
olasilik yogunluk fonksiyonunun bulunmasi gerekir. Bunun igin sdyle bir

doniisiim kullanilmigtir:

oY, oY
Y]_:x(l) X :Y1+Y2 —)Y :2X _X : : 2 —
V. =X 1 1 1 2 Il = X, 0X, = =2
2= A "~ _ | |_ oY, oY,| B
. X,=Y, >Y,=X, 2 2| 01
X, =6, (X1<X,) B oX, oX,
<Y, <Y, <b X < X. <9X. —a
JSX,<2X,—a; X, <X, <b (3.40)
<2X,-X,<X,<b

Fo ., (%, %,) = ﬁ%[ﬁyoﬂmz) SO - F(y,)P

)P i<y,

r=1,s=n

= n(n_l)[F(yz)_ F(yl)]n_z f(yl)f(y2]J| v 1SV
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~ 2n(n—1){x2 —a 2 -X, —a]'_z
~ (b-a) [ b-a b-a

L n(n-1)

(b _ a)n (Xz —-X )n—2 v X S X, (3.41)

fxl,x2 (Xl’ Xz) =2"

Bu ortak olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak,

fx1 (Xl) =2" (b(i;;-n) I(Xz - X )n_2 dX2

(3.40) ile verilen sinirlar goz dniine alinirsa X, ile gosterilen @, tahmin

edicisinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu bulunur.

n-1 n(n _1) 2 n-2 " n-2
=2 J. (Xz - Xl) dx;, (Xz - Xl) dx,
%,—/ %f_/

X u X u

(3.42)
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Bulunan marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu beklenen deger formiiliinde

yerine yazilirsa tahmin edicinin beklenen degeri elde edilir.

b

n-1 (a+b)/2
E(X,)= 2 nn j x, (%, —a) " dx, + J' x, (b —x, )" dx,
(b o a) a ¥ (a+b)/2 M

u

2n,1n (b-a)/2 (b-a)/2
= { [ (u+a)™du+ [(o-ul n‘1du}
0 0

n-1 n

- E @)t
—a) n 2
+b

0, tahmin edicisi X, ile gosterildiginden

b

E(6;) = ""% (3.43)

yazilir.
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Maksimum ve minimum sira istatistikleri olan X, ve X ’e bagli olarak
olusturulan tahmin edici &, ’n beklenen degerine bakilirsa, sonugta bu tahmin

edicinin yansiz oldugu goriiliir.

X, ile gosterilen 6,’in varyans hesabi igin X,’in karesinin beklenen

degerinin hesaplamasi gereklidir.

2n—l n (a+b)/2 b
E(X2) = : J. xZ(x, —a)" " dx, + j xZ(b—x, )" dx,
(b - a) a u (a+b)/2 M

2n1n (b-a)/2 ( )2 . (b—a)éz )2 .
= u+a)u"du+ b—u)u"du
el | ! }

2n—l n (b-a)/2 (b-a)/2
= { I (u? +2au +a® u"du + .[(bz—Zbu+u2)J“‘ldu}
0 0

b-a)/
_ 2n—ln un+2 +2aun+l +a2£+b2£_2b un+l . un-¢—2 ( a) 2
(b—a)"|n+2 n+1 n n n+l n+2|
(b-a)/2

~ 2" 1(b—a)”[ 2 (b—a)2+2(a—b)(b—a)+(a2+b2)}

(b—a) 2" n+2 4 ntl 2 n
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(3.44)

NS

N
—

_+_

()

N—"

>

_+_

-

>

n+l)n 2n(n+2) 2(n+2)(n+1)

Tahmin edicinin varyans hesabi bu asamalardan sonra asagidaki gibi
kolayca elde edilebilir:

V(Xl) = E(Xlz) _[E(Xl)]2

_n (b—a)’n(n+1)-(b—-a)*2n(n+2)+ (@’ +b?)2(n+1)n+2)
2 2n(n+1)n+2)

(a+b)’
4

(b—a)’[n(n+1)-2n(n+2)]+ (@*+b*)2(n+1)n+2) (a+b)

n
2 2n(n+1)n+2) 4

(b-a)’[n(n+1)-2n(n+2)] (@*+b?)2(n+1)fn+2) (a+b)y

4n+1)n+2) 4n+1)n+2) 4

(b-aP[-n? —3n]+ 2a® +2b° —a’® —2ab-b?
~ 4n+1)n+2) 4
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_ (b—a)’ (b—a)’n(n+3)

4 4n+1)n+2)

_(b-a)’|n*+3n+2-n*-3n
-4 (n+1){n+2)

__(b-a)
V(%)= 2(n+1)\n+2)

0, tahmin edicisi X, ile gosterildiginden

o (b-a)
Vi) = 2(n+1)n+2) (3.45)

yazilir.

(3.43) ve (3.45) esitliklerinde a=0,b=1 alinmasi durumunda sirasiyla
(3.10) ve (3.15)’te sunulan E(6,) R V(6;) 1 sonuglar elde
2 2(n+)(n+2)

edilir.

iii) Minimum sira istatistigi X ;,’e bagli olarak olusturulan tahmin edici 0,

olsun. O halde 6, asagidaki sekilde olusturulur:

e T (3.46)
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6, tahmin edicisinin beklenen degerini bulmak igin asagida da goriilebildigi
gibi X 4, ’in beklenen degerine ihtiyag vardir.

n+l b-a
——E(Xy)+a

E(HQ) - b+na 2

¢ b X—a n-1 1
=0t) =[xt oo =nf 1322 o
1 p n-1 X =bu
n(b—a)n !X( Y Xldx = bau
1 h L l1-u=t
= bn+l o\ 1d
n(b_a)n a'/[bU( U) u—du =dt
1 (b—a)éb )[
=N bn+l 1—t nfldt
oo’
_ nbn+l ﬂ_ r]bn+l tn+1 (b-a)/b
(b—a)" n (b—a)" n+1],
b+ na
FXw) =" (3.47)

Buradan @, tahmin edicisinin beklenen degeri
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. n+1 b-a
E6,) = b+naTE(X‘”)+a
n+1 (b—a)b+na
= +a
b+na 2 n+1
« a+b
E(6,) = 5 (3.48)

olarak bulunur.

Minimum sira istatistigi X, ’e bagl olarak olusturulan tahmin edici 6, m

beklenen degeri incelediginde, olusturulan bu tahmin edicinin yansiz oldugu
goraldr.

0, varyansi i¢in bu tahmin edicinin karesinin beklenen degerinin

hesaplanmas1 gerekecektir.

2 n+1 V(b-a) n+1
E(6.) = E(X2)+——(b—a)E(X,.)a+a?
0 =[] (252 o)+ L - ek,

Bu degeri hesaplayabilmek i¢in de minimum sira istatisigi olan X, ’in

karesinin beklenen degeri bulunur ve yerine konularak sonug elde edilir.

t " x—a) " 1
E(X(Zl)):sz fx(l) (X)dX=nJ.X2(1—Ej de
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1 ! L 1-u=t
=n——b"? (u?(@-u)""du
(b-a)" a-!.b t-v) —du = dt
l z(bj')éb )2 1
=n b™ 1-t)t"dt
(b_a)n 0

(ne2 (b-a)/b

nbn+2 tn nbn+2 tn+l nbn+2

— +
(b-a) n (b-a) n+l (b-a)' n+2),

n n
E(X§)=b’ —2mb(b—a)+m(b—a)2 (3.49)

E@”) = (n+1f (b-a) [bz - 2Lb(b—a)+i(b—a)2j

(b+na)f 4 n+1 n+2
n+1 b+na(b—a)a+a2
b+na n+1

2y (n+1y (b—a)z( LY T 2]
E(93)_(b+na)2 7 b 2n+1b(b a)+n+2(b a) |+ab

(3.50)

Elde edilen bu sonug ile minimum sira istatistigi X 4, ’e bagl olan tahmin

edici @, 1n varyansi asagida oldugu gibi elde edilir.



37

V() =E@;)-[E@)f

_(+2) b-af(,. , n n ) (a+bY
¥ 4 (b -2 obo-a)s o) fean- 250

__(n+]" (b-af (bz —2Lb(b—a)+i(b—a)zj—

(b+na)2 4 n+1 n+2

(b-a)

_b-af { (n-+1) (b? —Zlb(b—a)qti(b—a)zj—l}

4 (b+na)2 n+1 n+2

_ (n+1f (b-af n(a-b)

(b+naf 4 (n+1F(n+2)

nlb-a)’

(n+2)b+na)’ (3:51)

V('93): 4

(3.48) ve (3.51) esitliklerinde a=0,b=1 alinmasi durumunda sirasiyla

(3.18) ve (3.21)’de sunulan E(4,) =% ve V(6;) = sonuglar elde edilir.

n
4(n+2)

Iv) r’inci sira istatistigi X ,,’ye bagl olarak olusturulan tahmin edici 0,

olsun. O halde @, asagidaki sekilde olusturulur:

- n+1 b-a
*rb+(n+l-rja 2

X t+a (3.52)
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(3.52)’de goriinen @, tahmin edicisinin beklenen degeri asagidaki yoldan

bulunur.

(b—a)n+1) E(X

2[rb+(n+1-r)a] )+a

b
E(X,) = Ixfxm (x)dx

| O A i a-u)

Burada B(r+1,n—r+1):% ve B(r,n—r+1):(r—1)!n(ln—r)!

seklindeki beta fonksiyonlar1 kullanilarak sonug;

E(X)) = %w (3.53)
E(X ) = rb+(n+1-r)a (3.54)

n+1
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olarak bulunur.

«_ (b-a)n+1)
E0.)= 2[rb+(n+1- r)a]E(X“))+a
_ (b-a)n+1) rb+(n+1—r)a+a
b+ (n+1-r)a]  (n+1)
E@)) :aT+b (3.55)

Bu sonugtan da gorliyor Ki r’inci sira istatistigine bagli olarak olusturulan
0, tahmin edicisi, yansiz bir tahmin edicidir.

Bu yansiz tahmin edicinin varyansinin hesaplanabilmesi i¢in karesinin

beklenen degerini bulunacaktir.

(b—a)n+1)
2[rb+(n+1-r)a]

(b—-a)n+1)
rb+(n+1-ra]

E(&ZZ):( ] E(x(i,)+[ E(X,,)a+a’

Bu hesap igin de r ’inci sira istatisigi olan X, ’in karesinin beklenen degeri

bulunur ve yerine konularak denklem ¢ozilir.

b
E(XZ) = j Xty (X)dx



40

1
ZJ‘U 1
0

(- 1)|(n r)

+2a(( b—a'[ur (@-u)""du+a’ J'ur’ (@—u)""du
0 0

Burada B(r+2,n—r+1):%, B(r+Ln-r+1)= (E1+_1;l)l

_ —r)
B(r, n—r+ 1) = w seklindeki beta fonksiyonlari kullanilarak sonug;
n!

(r+2r
(n+2)n+1)

r 2

+2a(b—a)(n+1)+a

E(X())=(b-a)

(3.56)

ve buradan

E©)) :( (b—a)(n+1)) ]T{(b—a)z((r+—l)r+2a(b—a)(n:1)+a2}

2[rb+(n+1-ra n+2)n+1)

(b-a)n+1) rb+(n+1l-ra

Thrmeiora  (en  2TE

:[ (b-a)n+1) Jz[(b—a)2 (r+2)r +2a(b—a)(n:l)+a2}

2[rb+(n+1-r)a]

+(b-a)a+a’
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E(@Zz):(z[(b_a)(nﬂ) jz{(b—a)z((r+—l)r+2a(b—a) ' +a2}+ab

rb+(n+1-r)a] n+2)n+1) (n+1)

(3.57)

olarak bulunur.

Bu sonuclardan faydalanarak r’inci sira istatistifi X,,’ye bagl olarak

olusturulan tahmin edici 8, *iin varyans: elde edilir.

V(6 = @) -[E@G)]

{ (b_a)(nJrl))a]jT(b—a)z((r+—1)r+2a(b—a) r +a2}+ab

2lrb+(n+1-r n+2)n+1) (n+1)
(a+h)?
4
(i) [0 s -+ -5

[rb+(n+1-raf n+2)n+1)

:(b;a)z[ (n+1)° ((b—a)z((r+—1)r+2a(b—a)(n:l)+a2]—l}

(b-a)’ (n+1y
4 [rb+(n+1-r)af

~{(b—a)2((r+—l)r+2a(b—a) r az_[r“(””—r)a]z}

n+2)n+1) (n—+1)Jr (n+1)°

(3.58)
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(3.58) esitliginde gerekli matematiksel islemler yapilirsa asagidaki sonug
elde edilir.

(b-a)’ (n+1)° rh+1-r)b-a)’

V(8;) = 4 [b+(n+1-r)af (n+1F(n+2)

rh+1-r)ob—-a)’

VO = s 2lbs (0 +1-r)a]

(3.59)

(3.55) ve (3.59) esitliklerinde a=0,b=1 alinmasi durumunda sirasiyla

(3.24) ve (3.27)’de sunulan E(6)) =% ve V(@) = "L s onuglan elde edilir.

4r(n+2)

Bunun yani sira, (3.55) ve (3.59) esitliklerinde r =1 alinmasi durumunda

4
sirastyla (3.48) ve (3.51)’de sunulan E(6) =22 ve v(¢7) = n(b—a) .
2 4(n+2)b+na)

sonuglari, ayrica r =n alinmasi durumunda sirasiyla (3.35) ve (3.38)’de sunulan

4
E@,)= a—;b veV(0,)= e 2(12))(_”2)+ a7 sonuclar1 elde edilir.
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4. SIMULASYON CALISMASI

Bu simiilasyon ¢alismasinda, o©nceki bolimde sira istatistikleri ile
olusturulan, beklenen deger ve varyanslari elde edilen tahmin ediciler ile Uniform

dagilim i¢in simiilasyon ¢aligsmasi yapilmistir.

Uniform (0,1) dagilimi i¢in bu tahmin ediciler asagida verildigi gibidir:

— X
o n (m g = X(1)+X(n)
1 2 '
2 2
« n+1 « n+1
03 = 2 X(l)’ 94 :7)((”,
X (e , n=2m+1
0, =
X,  + X
(m) > (m+1)  n=2m

4.1 (0,1) Araliginda Uniform Dagilim icin Simiilasyon Calismasi

Uniform(0,1) dagilimindan elde edilen n=9 6rneklem 6lgimi igin 100

deneme yapilmistir. Minitab programi yardimiyla bu dagilimdan rasgele olarak

sayilar turetilmistir. Bu verilerden minimum, maksimum ve medyan istatistikleri
bulunmustur. Bu istatistikler yardimiyla her bir deneme igin bulunan 6,, 6,, 6,,

g, ve @, tahmin edicilerinin ortalama ve varyans degerleri hesaplanarak Tablo
4.1°de, ayrica bazi n ve r degerleri igin @, tahmin edicisinin similasyon

caligmasina iligkin varyans sonuglar1 Tablo 4.2’de verilmistir.
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Tablo 4.1 Uniform (0,1) dagilimi igin 6,, 6, 6;, 8, ve 6, tahmin edicilerinin

simiilasyon ¢alismasina iligkin ortalama ve varyans sonuglari

Ortalama Varyans

0; 0,512664 0,001527
0, 0,51261 0,004159
0, 0,512123 0,238092
6, , r=3 0,520032 0,057702
0, , r=6 0,511129 0,014883
0, 0,516678 0,021546

Tablo 4.2 Uniform (0,1) dagilimi igin 6,

degerlerine ait simiilasyon ¢aligmasina iligkin varyans sonuglari

tahmin edicisinin bazt n ve r

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1/0,09536 | - - - - - - - -
2[0,11788 | 0,03548 | - - - - - - -
3] 0,11886 | 0,05686 | 0,02154 - - - - - -
41 0,15887 | 0,05982 | 0,03003 | 0,00923 - - - - -
5 0,19803 | 0,08152 | 0,03764 | 0,01893 | 0,00634 | - - - -
6| 0,20706 | 0,08220 | 0,04196 | 0,02341 | 0,01170 | 0,00416 | - - -
71027372 | 0,09477 | 0,04763 | 0,02535 | 0,01609 | 0,00894 | 0,00394 | - -
8 0,23236 | 0,10020 | 0,04803 | 0,02943 | 0,01662 | 0,01222 | 0,00575 | 0,00178 -
9] 0,23809 | 0,09641 | 0,05770 | 0,03933 | 0,02155 | 0,01488 | 0,00901 | 0,00413 | 0,00153
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Tablo 4.1 incelendiginde, 6nceki bélimde sira istatistikleri ile Gnerilen :91* ,
9,, 6,, 6, ve €, tahmin edicileri yansiz tahmin ediciler oldugundan, hepsinin

beklenen degerinin %’ye yakin ¢iktigr goriilmektedir. Bu tahmin edicilerin

varyanslarina bakildiginda ise, maksimum sira istatistigine dayali olan @, tahmin

edicisinin varyansinin en kii¢iik oldugu ve 6nerilen bu tahmin ediciler arasinda en

1yl tahmin edici oldugu sdylenir.

Tablo 4.2 incelendiginde ise, bu tablodaki sonuglarin Tablo 4.1’deki

sonuglar ile benzer oldugu goOrilmektedir. Tablo 4.2’nin kdsegeni iizerindeki
degerler maksimum sira istatistigine dayali olan @, tahmin edicisinin varyans

degerleri olup, kosegen tizerindeki son deger ise Tablo 4.1°deki sonugla aynidir.

Ayrica, Tablo 4.2’nin ilk siitununda verilen degerler minimum sira istatistigine
dayali olan @, tahmin edicisinin varyans degerleridir. Tablo 4.2°de n=2r-1

esitligini saglayan varyans degerleri de medyan sira istatistigi olan €, tahmin

edicisinin varyans sonuglaridir.

Her iki tabloda sunulan varyans degerlerinden de goriilecegi lizere, sira
istatistikleri ile onerilen 6., 6,, 6, 6, ve 6, yansiz tahmin edicileri arasinda en

lyi tahmin edicinin en kiiciik varyans degerine sahip olan maksimum sira
istatistigine dayali olarak onerilen 6, tahmin edicisi oldugu sonucuna varilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda, kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile parametre
tahmini amaglanmistir. Sira istatistikleri ile elde edilen bu tahmin edicilerin

dagilimu, sira istatistikleri dagilim teorisi yardimiyla bulunmustur.

Kitle ortalamasi igin sira istatistikleri ile Uniform dagilima iligkin ¢esitli
tahmin ediciler belirlenmis olup, elde edilen bu tahmin edicilerin yansiz tahmin
ediciler olmasi saglanmistir. Sira istatistikleri ile elde edilip yansizlik 6zelligi
kazandirilan bu tahmin edicilerin tek tek varyanslari bulunmustur. Bu durumda
ayn1 dagilima sahip farkli tahmin ediciler istatistiksel ozellikleri bakimindan
karsilagtirtlmistir. Uniform (0,1) ve Uniform (a,b) dagilimlar kullanilarak kitle
ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile parametre tahmini amaciyla Onerilen yansiz
tahmin edicilerin varyanslarinin bu iki dagilim i¢in uyumlu oldugu, 6zel hallerde
elde edilen sonuglarin birbirine esit oldugu gosterilmistir. Her bir dagilim modeli

kendi i¢inde incelendiginde her iki dagilim modelinde de maksimum sira
istatistigine dayali olarak &nerilen @, yansiz tahmin edicisinin en kiigiik varyansa

sahip oldugu ve 6nerilen bu tahmin ediciler arasinda en iyi tahmin edicinin 6,

tahmin edicisi oldugu sonucuna vartlmaistir.

Ayrica, kitle ortalamasi igin sira istatistiklerine dayali olarak Onerilen bu
tahmin ediciler i¢in varyans sonuclar1 simiilasyon calismasi ile de bulunmustur.
Bulunan bu varyans degerlerinin teorik olarak hesaplanan degerleri destekledigi

gorilmiistir.

Sira istatistikleri ile elde edilen bu tahmin ediciler arasinda belirli kriterlere
en ¢ok uygunluk gosteren tahmin edici en iyi tahmin edicidir. Uniform dagilimin
kitle ortalamasi i¢in sira istatistikleri ile dnerilen bu yansiz tahmin ediciler arasinda
hem teorik hem de simiilasyon galismalar1 sonucunda en kiiglik varyansl tahmin

edicinin maksimum sira istatistigine dayali olarak &nerilen @, tahmin edicisi

oldugu ortaya konulmustur.
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